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Avant propos
 Pour chaque matiere proposee dans cette ouvrage (mathematiques, physique, chimie), voustrouverez un resume de cours pour vous aider dans vos revisions tout au long de l’annee et,dans la derniere ligne droite, juste avant vos concours.
 Ces resumes sont enrichis - non pas aux omega 3 comme dans la publicite -mais avec desconseils, des methodes, des mises en garde, et des exercices types pour vous entraıner a ma-nipuler les notions presentees.
 Synthese des programmes, ce livre vous accompagnera avant tout controle oral ou ecrit.L’ordre de presentation des notions a ete pense en fonction de cet objectif. Ne soyez passurpris que l’ordre pedagogique de votre cours soit different : l’apprentissage n’est pas unprocessus lineaire. Mais il est normal que l’ordre pedagogique de votre cours soit different :l’apprentissage n’est pas un processus lineaire.
 Grace au decoupage en fiches et a la presence d’un index detaille, vous retrouverez facile-ment, et a tout moment, les notions que vous souhaitez reviser.
 Il vous sera egalement utile en deuxieme annee car, rappelez-vous, le programme des concoursque vous passerez porte sur les deux annees de classes preparatoires.
 Dans chaque des fiches, certaines parties sont mises en valeur par un fond trame :− pour mettre en evidence un resultat important,
 − avec le pictogramme . (prenez note !) pour des commentaires, remarques, methodes,
 − avec le pictogramme + (Attention, danger !) pour des mises en garde, des erreurs aeviter.
 Un resume de cours n’est pas un cours complet. Pour ceci, rien ne remplace le cours de votreprofesseur. Vous pouvez aussi consulter le catalogue Dunod, riche de nombreux manuels etouvrages d’entraınement.
 N’hesitez pas a nous communiquer vos critiques, vos propositions d’amelioration, et aussivos encouragements.
 Daniel Fredon Didier Magloire Saverio [email protected] [email protected] [email protected]
 mathematiques physique chimie
 Un grand merci a Matthieu Daniel pour le suivi attentif de la realisation de ce livre et aFrancoise Couty-Fredon pour son soutien sans faille.
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Partie 1
 Mathématiques
 Leonhard Euler, 1707-1783
 Son oeuvre scientifique, qui comporte 886 titres (soit près de 80 volumes),est la plus vaste de l’histoire des sciences. Elle couvre tout le champ desmathématiques, de la mécanique céleste et de la physique de son époque.
 Il est émerveillé par sa formule eiπ + 1 = 0 qui relie les cinq nombresfondamentaux e, i, π, 1 et 0. Et vous ?
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1 Nombres reels
 1. Intervalles
 1.1 Definitions
 Pour a 6 b, le segment, [a; b] est defini par :
 [a; b] = x ∈ R ; a 6 x 6 b
 On utilise souvent la propriete :
 c ∈ [a, b] ⇐⇒ ∃t ∈ [0, 1] c = ta + (1 − t)b
 On definit de meme les autres types d’intervalles :
 ]a; b[, [a; b[, ]a, b], ]a,+∞[, [a,+∞[, ] −∞, b[, ] −∞, b], ] −∞,+∞[= R.
 1.2 Propriete caracteristique
 Une partie A de R est un intervalle si, et seulement si :
 ∀a ∈ A ∀b ∈ A a < c < b =⇒ c ∈ A.
 1.3 Voisinage d’un point
 Soit a ∈ R. Une partie V de R est un voisinage de a si elle contient un intervalle ouvert centresur a.
 1.4 Parties denses dans R
 Une partie A est dense dans R si elle rencontre tout intervalle ouvert non vide.
 Exemples : Les decimaux, les rationnels, les irrationnels sont des parties denses dans R. Celasignifie que, entre deux reels distincts, il existe toujours un rationnel et un irrationnel.Par consequent, entre deux reels distincts, il existe une infinite de rationnels et une infinited’irrationnels.
 2. Approximations decimales
 2.1 Valeurs approchees
 Soit a ∈ R, b ∈ R, ε > 0. On dit que b est une valeur approchee de a a ε pres si |a − b| < ε,c’est-a-dire si b ∈]a − ε, a + ε[.
 On parle de valeur approchee par exces si b > a et par defaut si b < a.
 2.2 Partie entiere
 Etant donne un nombre reel x, il existe un plus grand entier relatif, note bxc, tel que bxc 6 x.On l’appelle la partie entiere de x.On a donc, par definition : bxc 6 x < bxc + 1.
 + Attention a ne pas confondre avec la suppression de la partie decimale quand x < 0 ;par exemple b−4, 3c = −5.
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12 Mathematiques
 2.3 Valeurs decimales approchees
 Soit x ∈ R et n ∈ N. Il existe un entier d unique tel que
 d × 10−n 6 x < (d + 1) × 10−n.
 d est la partie entiere de 10nx.
 d×10−n s’appelle la valeur decimale approchee de x a 10−n pres par defaut, et (d + 1)×10−n
 celle par exces.
 3. Ordre dans R
 3.1 Majoration, minoration
 • DefinitionsSoit A une partie de R. On dit que a est un majorant de A si x 6 a pour tout x de A.Si, en plus, a ∈ A, alors a est le plus grand element de A, note max A.
 Si A admet un majorant, on dit que A est majoree.
 On definit de meme : minorant, plus petit element, partie minoree.
 • UniciteSi une partie non vide de R admet un plus grand element, ou un plus petit element, il estunique. Mais il peut ne pas exister.
 + Surveillez votre vocabulaire : un majorant, le plus grand element.
 • Cas particulier des entiers naturelsToute partie non vide de N admet un plus petit element.Toute partie non vide majoree de N admet un plus grand element.
 3.2 Borne superieure, inferieure
 • DefinitionsLa borne superieure de A est le plus petit element (s’il existe) de l’ensemble des majorants deA.
 La borne inferieure de A est le plus grand element (s’il existe) de l’ensemble des minorantsde A.
 • CaracterisationM est la borne superieure de A si, et seulement si, on a, a la fois :
 ∀x ∈ A x 6 M, c’est-a-dire que M est un majorant ;
 ∀ε > 0 ∃x ∈ A M − ε < x, c’est-a-dire que M − ε n’est pas un majorant.
 m est la borne inferieure de A si, et seulement si, on a, a la fois :
 ∀x ∈ A m 6 x, c’est-a-dire que m est un minorant ;
 ∀ε > 0 ∃x ∈ A x < m + ε, c’est-a-dire que m + ε n’est pas un minorant.
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1 • Nombres reels 13
 • RemarqueSi A admet un plus grand element, alors c’est la borne superieure de A.
 Si A admet un plus petit element, alors c’est la borne inferieure de A.
 • Theoreme d’existenceToute partie non vide et majoree (resp. minoree) de R admet une borne superieure (resp.inferieure).
 3.3 Droite numerique achevee
 Pour ne pas avoir de restriction dans le theoreme precedent, on considere un nouvel ensemblenote R obtenu a partir de R par l’adjonction de deux elements notes −∞ et +∞.
 On prolonge a R la relation d’ordre en posant pour tout a ∈ R :−∞ < a < +∞.
 On definit ainsi la droite numerique achevee dont le plus grand element est +∞, le plus petitelement −∞.
 Et le theoreme precedent se generalise :
 Toute partie non vide de R admet une borne superieure et une borne inferieure dans R.
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2 Generalites sur les fonctions
 1. Definitions
 1.1 Fonction numerique
 Definir une fonction numerique f sur une partie non vide E de R, c’est indiquer commentfaire correspondre au plus un reel y a tout x de E.Le reel y est l’image de x par f et s’ecrit f (x). On note :
 f : E −→ Rx 7→ f (x).
 L’ensemble des reels qui ont effectivement une image par f est l’ensemble de definition def . Il est note D f , ou D s’il n’y a pas d’ambiguite.
 1.2 Representation graphique
 Le plan etant rapporte a un repere(O,−→i ,−→j
 ), la representation graphique de f est l’ensemble
 C f des points de coordonnees(x, f (x)
 )avec x ∈ D f .
 1.3 Images et images reciproques d’ensembles
 Soit A ⊂ D f . L’image de A par f est l’ensemble :
 f (A) = f (x) ; x ∈ A.
 Soit B ⊂ R. L’image reciproque de B par f est l’ensemble :−1f (B) = x ∈ D f ; f (x) ∈ B.
 + Cette notation permet de ne pas confondre avec la reciproque d’une bijection, car, ici,on ne suppose rien sur f . Quand la distinction sera installee, on utilisera f −1(B).
 1.4 Restriction, prolongement
 Soit f une fonction definie sur I et g une fonction definie sur J. Si I ⊂ J et si f (x) = g(x)pour tout x de I, on dit que f est une restriction de g, ou que g est un prolongement de f .
 La restriction de f a I se note : f|I .
 2. Premieres proprietes
 2.1 Parite
 • f est paire si :
 ∀x ∈ D f (−x) ∈ D f et f (−x) = f (x).
 Son graphe est symetrique par rapport a (Oy).
 • f est impaire si :
 ∀x ∈ D f (−x) ∈ D f et f (−x) = − f (x).
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2 • Generalites sur les fonctions 15
 Son graphe est symetrique par rapport a O.
 2.2 Periodicite
 f est periodique, de periode T (ou T -periodique), si
 ∀x ∈ D f (x + T ) ∈ D f et f (x + T ) = f (x).
 Son graphe est invariant par les translations de vecteurs kT−→i avec k ∈ Z.
 2.3 Sens de variation
 • f est croissante sur I si I ⊂ D f et
 ∀x1 ∈ I ∀x2 ∈ I x1 < x2 =⇒ f (x1) 6 f (x2).
 • f est decroissante sur I si I ⊂ D f et
 ∀x1 ∈ I ∀x2 ∈ I x1 < x2 =⇒ f (x1) > f (x2).
 • f est monotone sur I si elle est croissante sur I, ou decroissante sur I.
 • Avec des inegalites strictes, on definit : f strictement croissante, strictement decroissante,strictement monotone, sur D f .
 2.4 Extremum
 • f admet un maximum (resp. minimum) global en x0 si :
 ∀x ∈ D f f (x) 6 f (x0) (resp. f (x) > f (x0)).
 • f admet un maximum (resp. minimum) local en x0 ∈ D f , s’il existe un intervalle ouvertI ⊂ D f , tel que :
 ∀x ∈ I f (x) 6 f (x0) (resp. f (x) > f (x0)).
 Un maximum ou un minimum local est dit extremum local en x0.
 Un extremum est un maximum ou un minimum.
 3. Relation d’ordre
 3.1 Comparaison de fonctions
 f et g etant deux fonctions, a valeurs reelles, definies sur le meme ensemble de definition D,on note f 6 g (resp. f > g) si :
 ∀x ∈ D f (x) 6 g(x) (resp. f (x) > g(x)).
 Si f > 0, f est dite positive.
 3.2 Majorant, minorant
 Si l’ensemble des images f (D) est majore, ou minore, ou borne, on dit que f est majoree, ouminoree, ou bornee.
 Si l’image f (I) de I admet une borne superieure, ou une borne inferieure, on parle de bornesuperieure, de borne inferieure, de f sur I et on note :
 supx∈I
 f (x) ; infx∈I
 f (x).
 3.3 Proprietes
 infx∈I
 f (x) = − supx∈I
 (− f (x)
 ).
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16 Mathematiques
 Si, pour tout x ∈ I, on a f (x) 6 g(x), alors supx∈I
 f (x) 6 supx∈I
 g(x).
 Si I ⊂ J, on a : supx∈I
 f (x) 6 supx∈J
 f (x).
 4. Operations sur les fonctions
 4.1 Valeur absolue d’une fonction
 f etant definie sur D, la fonction | f | est definie sur D par x 7→ | f (x)|.
 Une fonction f est bornee si, et seulement si, | f | est majoree.
 4.2 Operations algebriques
 Soit f et g deux fonctions numeriques et λ un reel.
 La fonction λ f est definie sur D f par : (λ f ) (x) = λ f (x).
 La fonction f + g est definie sur D f ∩ Dg par : ( f + g) (x) = f (x) + g(x).
 La fonction f g est definie sur D f ∩ Dg par : ( f g) (x) = f (x) g(x).
 La fonctionfg
 est definie sur D f ∩
 [Dg \ x ; g(x) = 0
 ]par :
 fg
 (x) =f (x)g(x)
 ·
 4.3 Composition
 On appelle composee de f par g la fonction, notee g f , definie sur D f∩−1f (Dg) par :
 (g f ) (x) = g(
 f (x)).
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3 Limites et continuite
 1. Definitions
 Soit f une fonction, a valeurs reelles, definie sur un intervalle I.
 1.1 Limite d’une fonction en aSoit a un point appartenant a I, ou extremite de I. On dit que f admet une limite finie l en a,et on note lim
 x→x0f (x) = l, si :
 ∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ I |x − a| 6 δ =⇒ | f (x) − l| 6 ε.
 . Cette limite peut exister meme si f n’est pas definie en a. Mais si f est definie en a etsi lim
 x→af (x) existe, alors lim
 x→af (x) = f (a).
 Si une fonction admet une limite l en x0, cette limite est unique.
 1.2 Limite a gauche, limite a droite
 • f admet une limite a droite l en a si la restriction de f a I ∩ ]a,+∞[ admet pour limite l ena. On note : lim
 x→a+f (x) = l.
 • f admet une limite a gauche l en a si la restriction de f a I ∩ ] −∞, a[ admet pour limite len a. On note : lim
 x→a−f (x) = l.
 • Si f est definie sur un intervalle de la forme ]a − α, a + α[, sauf en a, alors :limx→a
 f (x) = l ⇐⇒ limx→a−
 f (x) = limx→a+
 f (x) = l.
 Si f est definie en a, ces deux limites doivent aussi etre egales a f (a).
 1.3 Limite infinie en a• On dit que f tend vers +∞ quand x tend vers a si :
 ∀A > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I |x − a| 6 δ =⇒ f (x) > A.On note : lim
 x→af (x) = +∞.
 • On dit que f tend vers −∞ quand x tend vers a si :∀A > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I |x − x0| 6 δ =⇒ f (x) 6 −A.
 On note : limx→a
 f (x) = −∞.
 1.4 Limite de f lorsque x tend vers +∞ ou −∞
 • On dit que f a pour limite l quand x tend vers +∞ si :
 ∀ε > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I x > B =⇒ | f (x) − l| 6 ε .
 On note : limx→+∞
 f (x) = l.
 On definit de maniere analogue limx→−∞
 f (x) = l.
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18 Mathematiques
 • On dit que f tend vers +∞ quand x tend vers +∞ si :
 ∀A > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I x > B =⇒ f (x) > A.
 On note : limx→+∞
 f (x) = +∞.
 On definit de maniere analogue limx→−∞
 f (x) = +∞ . . .
 . Toutes ces definitions peuvent se regrouper en considerant a et l dans R.
 2. Proprietes des limites
 2.1 Caracterisation sequentielle
 Soit f definie sur un intervalle I et a un point de I.f a pour limite l au point a si, et seulement si, pour toute suite (xn) convergeant vers a, lasuite
 (f (xn)
 )converge vers l, finie ou non.
 . Pour demontrer qu’une fonction f n’a pas de limite lorsque x tend vers a, il suffitde fournir un exemple de suite (xn) qui tende vers a et telle que
 (f (xn)
 )soit divergente ; ou
 encore deux suites qui tendent vers a et dont les suites images aient des limites differentes.
 2.2 Operations sur les limites
 • Soit f et g deux fonctions definies au voisinage de a et admettant des limites l et m en a,et λ un reel.Alors les fonctions f + g, λ f et f g admettent respectivement pour limites en a : l + m, λ f etlm.
 Si de plus m , 0,1g
 a pour limite1m·
 • Soit f une fonction definie au voisinage de a avec limx→a
 f (x) = u0 et g definie au voisinagede u0 telle que lim
 u→ag(u) = v .
 Alors g f est definie au voisinage de x0 et limx→a
 g( f (x)) = v.
 2.3 Proprietes liees a l’ordre
 • Si f admet une limite finie en a, alors f est bornee au voisinage de a.
 • Si f admet une limite finie l > 0 en a, alors il existe K > 0 tel que f > K au voisinage dea.
 • Si f est positive au voisinage de a et admet une limite finie l en a, alors l > 0.
 • Si f 6 g au voisinage de a, et si limx→a
 f (x) = l et limx→a
 g(x) = m, alors l 6 m.
 • Theoreme d’encadrementSoit f , g et h trois fonctions definies au voisinage de a, et verifiant f 6 g 6 h au voisinage dea.Si f et h ont la meme limite l (finie ou infinie) en a, alors g a pour limite l en a.
 • Soit f et g deux fonctions definies au voisinage de a, et verifiant f 6 g au voisinage de a.
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3 • Limites et continuite 19
 Si limx→a
 f (x) = +∞, alors limx→a
 g(x) = +∞.
 Si limx→a
 g(x) = −∞, alors limx→a
 f (x) = −∞.
 2.4 Theoreme de la limite monotone
 Soit f une fonction monotone sur ]α, β[. Elle admet en tout point a de ]α, β[ une limite adroite et une limite a gauche.
 Lorsque f est croissante, si elle est majoree, elle admet en β une limite a gauche finie, si ellen’est pas majoree, elle tend vers +∞ quand x tend vers β−.
 Pour f decroissante, on a la propriete analogue en α.
 3.Continuite
 3.1 Continuite en un point
 • f est continue en a si elle est definie en a et si limx→a
 f (x) = f (a).
 • f est continue a droite (resp. a gauche) en a si limx→a+
 f (x) = f (a)
 (resp. limx→a−
 f (x) = f (a)).
 3.2 Prolongement par continuite
 Soit f une fonction definie sur I et a < I. Si limx→a
 f (x) = l, la fonction f definie sur I ∪ a par
 f (a) = l et f (x) = f (x) pour x ∈ I, est la seule fonction continue en a dont la restriction a Isoit f .
 On l’appelle le prolongement par continuite de f en a.
 3.3 Continuite sur un intervalle
 Soit E un ensemble qui soit un intervalle ou une reunion d’intervalles. Une fonction f , definiesur E, est dite continue sur E, si f est continue en tout point de E.
 4. Image d’un intervalle
 4.1 Image d’un intervalle
 Si f est continue sur un intervalle I, alors f (I) est un intervalle.
 4.2 Theoreme des valeurs intermediaires
 Si f est continue, pour tout y tel que f (a) < y < f (b), il existe c tel que y = f (c).
 En particulier, si une fonction f est continue sur [a, b], et si f (a) et f (b) sont de signecontraire, l’equation f (x) = 0 admet au moins une solution dans [a; b].
 4.3 Image d’un segment
 • Toute fonction continue sur un segment est bornee et atteint ses bornes.
 • L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
 4.4 Cas d’une fonction strictement monotone
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 Soit f une fonction continue et strictement croissante (resp. decroissante) sur un intervalle I.
 • f est une bijection de I sur f (I), et sa bijection reciproque f −1 est continue et strictementcroissante (resp. decroissante) sur l’intervalle f (I).
 • Dans un repere orthonorme, les graphes de f et de f −1 sont symetriques par rapport a lapremiere bissectrice des axes.
 4.5 Continuite et injectivite
 • Toute fonction continue injective sur un intervalle est strictement monotone.
 • La reciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle est conti-nue.
 5. Continuite uniforme
 5.1 Definition
 Une fonction f est uniformement continue sur D si :
 ∀ε > 0 ∃α > 0 ∀x ∈ D ∀x′ ∈ D |x − x′| 6 δ =⇒ | f (x) − f (x′)| 6 ε.
 + Dans cette ecriture logique, α depend de ε, mais pas de x ; d’ou l’origine du motuniforme.
 La continuite uniforme sur D entraıne la continuite sur D.
 5.2 Theoreme de HeineToute fonction continue sur un segment est uniformement continue sur ce segment.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Montrez que la fonction definie pour x , 0 par f (x) = sin(
 1x
 )n’ a pas de
 limite quand x tend vers 0.
 Exercice 2 : Soit f la fonction definie sur]0,π
 2
 [par f (x) =
 1x−
 1tan x
 ·
 Montrez que : 0 < f (x) < tanx2· Deduisez-en : lim
 x→0f (x).
 Exercice 3 : Soit f la fonction definie sur R \ π
 2 ·
 Est-elle prolongeable par continuite en x =π
 2?
 Exercice 4 : Montrez que la fonction definie sur ]0; 1] par f (x) =1x
 n’est pas uni-formement continue.
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4 Fonctions derivables
 1. Definitions
 1.1 Derivee en un point
 Soit f une fonction definie sur D et x0 un element de D tel que f soit definie au voisinage dex0. On appelle derivee de f au point x0 le nombre (lorsqu’il existe) :
 limx→x0
 f (x) − f (x0)x − x0
 = limh→0
 f (x0 + h) − f (x0)h
 = f ′(x0).
 On dit alors que f est derivable en x0.
 Si limx→x+
 0
 f (x) − f (x0)x − x0
 existe, f est dite derivable a droite en x0, et cette limite est appelee
 derivee a droite de f en x0, et notee f ′d(x0) .
 On definit de meme la derivee a gauche en x0, notee f ′g(x0).
 f est derivable en x0 si, et seulement si, f admet en x0 une derivee a droite et une derivee agauche egales.
 1.2 Fonction derivee
 f est dite derivable sur E, si elle derivable en tout point de E.On appelle fonction derivee de f sur E, la fonction, notee f ′, definie sur E par : x 7→ f ′(x).
 1.3 Derivees successives
 Soit f derivable sur E. Si f ′ est derivable sur E, on note sa fonction derivee f ′′ ou f (2). Onl’appelle derivee seconde de f .
 Pour n entier, on definit par recurrence la derivee ne, ou derivee d’ordre n, de f en posantf (0) = f , puis f (n) = ( f (n−1))′, lorsque f (n−1) est derivable sur E.
 f est dite de classe Cn sur E si f (n) existe sur E, et est continue sur E.
 f est dite de classe C∞, ou indefiniment derivable, si f admet des derivees de tous ordres.
 1.4 Interpretation graphique
 f derivable en x0 signifie que le graphe de f admet au point d’abscisse x0 une tangente depente f ′(x0). Son equation est :
 y − f (x0) = f ′(x0) (x − x0).
 Si limx→x0
 f (x) − f (x0)x − x0
 = ±∞, f n’est pas derivable en x0, mais le graphe de f admet au point
 d’abscisse x0 une tangente parallele a Oy.
 1.5 Derivabilite et continuite
 Toute fonction derivable en x0 est continue en x0.
 + Attention, la reciproque est fausse. Par exemple, la fonction x 7→ |x| est continue, et nonderivable, en 0, car elle admet une derivee a gauche et une derivee a droite differentes.
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 2. Operations sur les fonctions derivables
 2.1 Operations algebriques
 Si f et g sont derivables en x0, il en est de meme de f + g, de f g, et defg
 si g(x0) , 0 ; et ona :
 ( f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)
 ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0)( fg
 )′(x0) =
 f ′(x0)g(x0) − f (x0)g′(x0)g2(x0)
 ·
 2.2 Fonction composee
 Soit f une fonction derivable en x0 et g une fonction derivable en f (x0), alors g f estderivable en x0, et
 (g f )′(x0) = g′( f (x0)) × f ′(x0) .
 2.3 Derivee d’une fonction reciproque
 Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I. On suppose que f estderivable en f (x0) et que f ′(x0) , 0.Alors, la fonction reciproque f −1 est derivable en f (x0) et
 ( f −1)′( f (x0)) =1
 f ′(x0)·
 2.4 Cas des fonctions a valeurs complexes
 • Pour une fonction f de R dans C definie par sa partie reelle et sa partie imaginaire :
 f (x) = a(x) + i b(x)
 on dit que f est derivable si, et seulement si, a et b le sont et on a :
 f ′(x) = a′(x) + i b′(x)
 • Les operations algebriques se prolongent. On a le resultat (tres utile en physique) : si ϕ estune fonction derivable a valeurs complexes :[
 exp(ϕ)]′
 = ϕ′ × exp(ϕ).
 3. Theoremes de Rolle et des accroissements finis
 3.1 Condition necessaire d’extremum local
 Si f admet un extremum local en x0 et si f est derivable, alors f ′(x0) = 0.
 3.2 Theoreme de Rolle
 Soit f une fonction continue sur [a, b], derivable sur ]a, b[, et telle que f (a) = f (b).Alors il existe au moins un point c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0.
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4 • Fonctions derivables 23
 . Autre enonceSi f est derivable, entre deux valeurs qui annulent f , il existe au moins une valeur qui annulef ′.
 3.3 Egalite des accroissements finis
 Soit f une fonction continue sur [a, b], derivable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un pointc ∈]a, b[ tel que :
 f (b) − f (a) = (b − a) f ′(c).
 + Cette egalite, valable pour les fonctions de R dans R, ne se generalise pas aux fonctionsde R dans C, ainsi que le theoreme de Rolle.
 3.4 Inegalite des accroissements finis
 Soit f une fonction continue sur [a, b], derivable sur ]a, b[.
 Si m 6 f ′ 6 M, alors :
 m (b − a) 6 f (b) − f (a) 6 M (b − a).
 En particulier, si | f | 6 K, alors, pour tous x et x′ elements de ]a, b[,
 | f (x) − f (x′)| 6 K |x − x′|.
 Dans ce cas, on dit que f est K-lipschitzienne. Cette inegalite se generalise aux fonctions deR dans C en remplacant la valeur absolue par le module.
 3.5 Limite de la derivee
 Si f est continue sur [a, b], derivable sur ]a, b[, et si f ′ a une limite finie l en a, alors f estderivable a droite en a et f ′d(a) = l.
 + Attention, il s’agit d’une condition suffisante de derivabilite, mais elle n’est pasnecessaire. Il peut arriver que f ′d(a) existe sans que f ′ ait une limite en a.
 4. Variations d’une fonction derivable
 4.1 Theoreme
 Si, pour tout x ∈ I, f ′(x) = 0 alors f est constante sur I.Si, pour tout x ∈ I, f ′(x) ≥ 0 alors f est croissante sur I.Si, pour tout x ∈ I, f ′(x) > 0 alors f est strictement croissante sur I.Ce dernier resultat est encore valable si f ′ s’annule en des point isoles, c’est-a-dire tels queleur ensemble ne contienne pas d’intervalle.
 4.2 Condition suffisante d’extremum local
 f , f ′ et f ′′ etant continues sur ]a, b[, si en x0 ∈]a, b[, on a f ′(x0) = 0 et f ′′(x0) , 0, la fonctionf presente un extremum local en x0.
 C’est un maximum si f ′′(x0) < 0, un minimum si f ′′(x0) > 0.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit a0, a1, . . . , an des reels tels que a0 +a1
 2+ · · · +
 an
 n + 1= 0.
 Considerons la fonction f definie sur R par f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn.Montrez que l’equation f (x) = 0 a, au moins, une solution dans ]0; 1[.
 Exercice 2 : Appliquez l’egalite des accroissements finis a la fonction de R dans C definiepar f (x) = eix entre a = 0 et b = 2π. Concluez.
 Exercice 3 : Montrez que | sin x| 6 |x| pour tout x reel.
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5 Logarithmes, exponentielles
 et puissances
 1.Fonction logarithme neperien
 1.1 Definition et graphe
 Elle est definie pour x > 0 par : ln 1 = 0;
 ∀x > 0 (ln x)′ =1x·
 Elle est strictement croissante.
 limx→0+
 ln x = −∞ ; limx→+∞
 ln x = +∞.
 L’unique solution de l’equation ln x = 1 est notee e (e ≈ 2, 718).
 1.2 Proprietes algebriques
 ∀a > 0 ∀b > 0 ∀r ∈ Qln(ab) = ln a + ln b ; ln (ar) = r ln a ; ln
 (ab
 )= ln a − ln b.
 2. Fonction exponentielle
 2.1 Fonction exponentielle
 C’est la fonction reciproque de la fonction ln. Elleest definie sur R , a valeurs dans ]0,+∞[, stricte-ment croissante.
 Elle est notee exp, ou x 7→ ex.
 ∀x ∈ R(ex
 )′= ex ;
 limx→−∞
 ex = 0 ; limx→+∞
 ex = +∞.
 2.2 Proprietes algebriques
 ∀a ∈ R ∀b ∈ R ∀r ∈ Q
 ea+b = ea × eb ; era = (ea)r ; e−a =1ea ; ea−b =
 ea
 eb ·
 3. Logarithme et exponentielle de base a3.1 Logarithme de base aLa fonction logarithme de base a (a > 0 ; a , 1), est la fonction definie par :
 ∀x > 0 loga(x) =ln xln a
 ·
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 Sa derivee est : (loga x)′ =1
 ln a×
 1x·
 Ses proprietes algebriques sont les memes que celles de la fonction ln.Si a = 10, loga est le logarithme decimal. On le note log.
 3.2 Exponentielle de base aLa fonction exponentielle de base a (a > 0), est la fonction definie par :
 ∀x ∈ R expa(x) = ax = ex ln a.
 Pour a , 1, c’est la fonction reciproque de la fonction loga.
 y = ax ⇐⇒ ln y = x ln a ⇐⇒ x = loga(y).
 Sa derivee est : (ax)′ = ln a × ax.
 . Remarquez bien qu’ici, la variable est en exposant.
 Ses proprietes algebriques sont les memes que celles de la fonction exp.
 4. Fonctions puissances et comparaisons
 4.1 Fonctions puissancesLa fonction x 7→ xr, pour x > 0 et r ∈ Q, est deja connue. On la generalise, pour x > 0 eta ∈ R, en posant :
 xa = ea ln x.
 Les proprietes des exposants rationnels sont prolongees ; en particulier (xa)′ = axa−1.
 . Remarquez bien qu’ici, l’exposant est constant.
 4.2 Comparaison des fonctions logarithmes et puissancesPour b > 0, on a :
 limx→+∞
 ln xxb = 0 ; lim
 x→0+xb ln x = 0.
 4.3 Comparaison des fonctions puissances et exponentiellesPour a > 1 et b quelconque, on a :
 limx→+∞
 ax
 xb = +∞.
 4.4 Comparaison des fonctions logarithmes et exponentiellesPour a > 1, on a :
 limx→+∞
 ln xax = 0.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Resolvez dans R chacune des equations :
 • ln(x + 1) + ln(x + 5) ln 96. • ln |x + 1| + ln |x + 5| = ln 96.
 Exercice 2 : Resolvez dans R l’inequation : (I) e2x − ex+2 − e2−x + 1 < 0.
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6 Fonctions circulaires
 et hyperboliques
 1. Fonctions circulaires et trigonometrie
 1.1 Fonctions sinus et cosinus
 Elles sont definies dans R et a valeurs dans [−1, 1]. Elles sont 2π-periodiques. La fonctioncos est paire ; la fonction sin est impaire.
 Derivees :∀x ∈ R (sin x)′ = cos x ; (cos x)′ = − sin x.
 + Si x est la mesure d’un angle, ces expressions des derivees ne sont correctes que si xest exprime en radians.
 Limites : limx→0
 sin xx
 = 1 ; limx→0
 1 − cos xx2 =
 12·
 1.2 Fonction tangente
 Elle est definie sur D = R \ π
 2+ kπ ; k ∈ Z par : tan x =
 sin xcos x
 ·
 Elle est impaire et π-periodique.
 Derivee :∀x ∈ D (tan x)′ = 1 + tan2 x =
 1cos2 x
 ·
 Limite : limx→0
 tan xx
 = 1.
 1.3 Angles associes
 cos(π − x) = − cos x ; sin(π − x) = sin x ; tan(π − x) = − tan x
 cos(π + x) = − cos x ; sin(π + x) = − sin x ; tan(π + x) = tan x
 cos(π2− x
 )= sin x ; sin
 (π2− x
 )= cos x ; tan
 (π2− x
 )=
 1tan x
 cos(π2
 + x)
 = − sin x ; sin(π2
 + x)
 = cos x ; tan(π2
 + x)
 = −1
 tan x
 1.4 Formules d’addition
 cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b ; sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b ;
 tan(a + b) =tan a + tan b
 1 − tan a tan b·
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 1.5 Formules de duplication
 sin 2a = 2 sin a cos a ; cos 2a = cos2 a − sin2 a ; tan 2a =2 tan a
 1 − tan2 a·
 1.6 Expressions en fonction de tana2
 En posant t = tana2
 on a :
 cos a =1 − t2
 1 + t2 ; sin a =2t
 1 + t2 ; tan a =2t
 1 − t2 ·
 1.7 Transformation d’un produit en somme
 cos a cos b =12
 [cos(a + b) + cos(a − b)
 ]; sin a sin b =
 12
 [cos(a − b) − cos(a + b)
 ]sin a cos b =
 12
 [sin(a + b) + sin(a − b)
 ]2. Fonctions circulaires reciproques
 2.1 Fonction arc sinus
 C’est la reciproque de la restriction a[−π
 2, π2
 ]de la fonction sinus.
 y = arcsin x−1 6 x 6 1
 ⇐⇒
 x = sin y
 −π
 26 y 6
 π
 2La fonction arcsin est impaire.
 ∀x ∈ ] − 1, 1[ (arcsin x)′ =1
 √1 − x2
 ·
 2.2 Fonction arc cosinus
 C’est la reciproque de la restriction a [0, π] de la fonction cosinus.
 y = arccos x−1 6 x 6 1
 ⇐⇒
 x = cos y0 6 y 6 π
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 2.3 Fonction arc tangente
 C’est la reciproque de la restriction a]−π
 2, π2
 [de la fonction tangente.
 y = arctan xx ∈ R
 ⇐⇒
 x = tan y
 −π
 2< y <
 π
 2La fonction arctan est impaire.
 ∀x ∈ R (arctan x)′ =1
 1 + x2 ·
 2.4 Proprietes
 ∀x ∈ [−1, 1] arcsin x + arccos x =π
 2
 sin (arccos x) =√
 1 − x2 = cos (arcsin x)
 ∀x > 0 arctan x + arctan1x
 =π
 2
 ∀x < 0 arctan x + arctan1x
 = −π
 2
 + Votre programme prevoit d’utiliser les ecritures Arcsin, Arccos, Arctan, bien que cesnotations aient ete abandonnees : normes AFNOR a partir de 1982.
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 3. Fonctions hyperboliques
 3.1 Definitions
 ∀x ∈ R ch x =ex + e−x
 2; sh x =
 ex − e−x
 2; th x =
 sh xch x
 ·
 ch est paire ; sh et th sont impaires.
 3.2 Proprietes algebriques
 ch x + sh x = ex ; ch2 x − sh2 x = 1 ; 1 − th2 x =1
 ch2 x·
 3.3 Derivees
 ∀x ∈ R (sh x)′ = ch x ; (ch x)′ = sh x ; (th x)′ =1
 ch2 x= 1 − th2 x .
 3.4 Graphes
 Le graphe de ch est situe au-dessus de celui de sh.Le graphe de th est situe entre les deux asymptotes y = −1 et y = 1 :
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Determinez une primitive de f (x) = cos 2x sin 3x.
 Exercice 2 : Montrez que l’equation arctan(2x) + arctan x =π
 4a une racine unique et
 determinez sa valeur exacte.
 Exercice 3 : Montrez que th x =2
 th(2x)−
 1th x
 pour tout x , 0.
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7 Suites numeriques
 1. Generalites
 Une suite numerique est une fonction de N dans R.
 1.1 Suite bornee
 Une suite (un) est majoree s’il existe un reel A tel que, pour tout n, un 6 A. On dit que A estun majorant de la suite.
 Une suite (un) est minoree s’il existe un reel B tel que, pour tout n, B 6 un. On dit que B estun minorant de la suite.
 Une suite est dite bornee si elle est a la fois majoree et minoree, c’est-a-dire s’il existe M telque |un| 6 M pour tout n.
 1.2 Suite convergente
 La suite (un) est convergente vers l si :
 ∀ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀n > n0 |un − l| 6 ε.
 Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
 Lorsqu’elle existe, la limite d’une suite est unique.
 . La suppression d’un nombre fini de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni salimite eventuelle.
 Toute suite convergente est bornee. Une suite non bornee ne peut donc pas etre convergente.Mais une suite bornee n’est pas toujours convergente.
 1.3 Limites infinies
 On dit que la suite (un) tend
 vers +∞ si : ∀A > 0 ∃ n0 ∈ N ∀n > n0 un > A
 vers −∞ si : ∀A > 0 ∃ n0 ∈ N ∀n > n0 un 6 −A.
 1.4 Limites connues
 Pour k > 1 , α > 0 , β > 0
 limn→+∞
 kn
 n!= 0 ; lim
 n→+∞
 nα
 kn = 0 ; limn→+∞
 (ln n)β
 nα= 0 .
 2. Operations sur les suites et proprietes
 2.1 Operations algebriques
 Si (un) et (vn) convergent vers l et et l′, alors les suites (un + vn), (λ un) et (un vn) convergentrespectivement vers l + l′ , λ l et l l′.
 Si l′ , 0,(un
 vn
 )converge vers
 ll′·
 Si (un) tend vers 0 et si (vn) est bornee, alors la suite (un vn) tend vers 0.
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 2.2 Relation d’ordre
 Si (un) et (vn) sont des suites convergentes telles que l’on ait un 6 vn pour n > n0, alors on a :lim
 n→+∞un 6 lim
 n→+∞vn.
 + Attention, pas de theoreme analogue pour les inegalites strictes.
 2.3 Theoreme d’encadrement
 Si, a partir d’un certain rang, un 6 xn 6 vn et si (un) et (vn) convergent vers la meme limite l,alors la suite (xn) est convergente vers l.
 2.4 Suites extraites
 • La suite (vn) est dite extraite de la suite (un) s’il existe une application ϕ de N dans N,strictement croissante, telle que vn = uϕ(n) .On dit aussi que (vn) est une sous-suite de (un).
 • Si une suite possede une limite (finie ou infinie), toutes ses suites extraites possedent lameme limite.
 . Si une suite extraite de (un) diverge, ou si deux suites extraites ont des limites differentes,alors (un) diverge.Si des suites extraites de (un) convergent toutes vers la meme limite l, on peut conclure que(un) converge vers l si tout un est un terme d’une des suites extraites etudiees. Par exemple, si(u2n) et (u2n+1) convergent vers l, alors (un) converge vers l.
 2.5 Theoreme de Bolzano-Weierstrass
 De toute suite bornee de reels, on peut extraire une sous-suite convergente.
 2.6 Caracterisation sequentielle de certaines proprietes
 • Partie dense de RUne partie A est dense dans R si, et seulement si, tout reel est limite d’une suite d’elements deA. Comme, en particulier, Q est dense dans R, tout reel est la limite d’une suite de nombresrationnels.
 • Borne superieureSi A est une partie non vide majoree (resp. non majoree) de R, il existe une suite d’elementsde A de limite sup A (resp. +∞).
 3. Suites monotones
 3.1 Definition
 La suite (un) est croissante si un+1 > un pour tout n ;decroissante si un+1 6 un pour tout n ;stationnaire si un+1 = un pour tout n ;monotone si elle est croissante ou si elle est decroissante ;
 Avec des inegalites strictes, on definit de meme : strictement croissante, strictement decroissante,strictement monotone.
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 3.2 Theoreme de la limite monotone
 Toute suite de reels croissante et majoree est convergente.Toute suite de reels decroissante et minoree est convergente.Si une suite est croissante et non majoree, elle diverge vers +∞.Si une suite est decroissante et non minoree, elle diverge vers −∞.
 On peut donc resumer : toute suite monotone possede une limite dans R.
 3.3 Suites adjacentes
 Les suites (un) et (vn) sont adjacentes si :(un) est croissante ; (vn) est decroissante ; lim
 n→+∞(vn − un) = 0 .
 Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la meme limite.
 . Si (un) croissante, (vn) decroissante et un 6 vn pour tout n, alors elles convergent versl1 et l2. Il reste a montrer que l1 = l2 pour qu’elles soient adjacentes.
 4. Suites complexes
 Soit zn = xn + iyn. La definition de la convergence de (zn) vers l = a + ib est la meme quepour les suites reelles, en remplacant la valeur absolue par le module. Elle est equivalente ala convergence a la fois de (xn) vers a et de (yn) vers b.
 Les operations algebriques sur les limites de suites convergentes sont les memes que dans lecas de suites reelles. Le theoreme de Bolzano-Weierstrass se prolonge.
 + Attention, 6 n’a aucun sens dans C. N’inventez donc pas de theoremes relatifs auxrelations d’ordre.
 5. Exemples de suites
 5.1 Suites arithmetiques
 Une suite (un) est arithmetique de raison r si :∀n ∈ N un+1 = un + r.
 Terme general : un = u0 + nr ou un = u1 + (n − 1)r.
 Somme des n premiers termes :n−1∑k=0
 uk = nu0 + un−1
 2ou
 n∑k=1
 uk = nu1 + un
 2·
 5.2 Suites geometriques
 Une suite (un) est geometrique de raison q , 0 si :∀n ∈ N un+1 = q un .
 Terme general : un = u0 qn.
 Somme des n premiers termes :
 n−1∑k=0
 uk = u01 − qn
 1 − qsi q , 1
 = n u0 si q = 1.
 La suite (un) converge vers 0 si |q| < 1. Elle est stationnaire si q = 1. Elle diverge dans lesautres cas.
 5.3 Suites arithmetico-geometriques
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 ∀n ∈ N un+1 = a un + b .
 Si a = 1, elle est arithmetique de raison b.
 Si a , 1, vn = un −b
 1 − aest geometrique de raison a.
 5.4 Suites recurrentes lineaires d’ordre 2
 • Une telle suite est determinee par une relation du type :
 (1) ∀n ∈ N aun+2 + bun+1 + cun = 0 avec a , 0
 et la connaissance des deux premiers termes u0 et u1.
 L’ensemble des suites reelles qui verifient la relation (1) est un espace vectoriel de dimension2. On en cherche une base par la resolution de l’equation caracteristique :
 ar2 + br + c = 0 (E).
 • Cas a, b, c complexes
 Si 4 , 0 , (E) a deux racines distinctes r1 et r2. Toute suite verifiant (1) est alors du type :un = K1 rn
 1 + K2 rn2
 ou K1 et K2 sont des constantes que l’on exprime ensuite en fonction de u0 et u1.
 Si 4 = 0, (E) a une racine double r0 = −b2a· Toute suite verifiant (1) est alors du type :
 un =(K1 + K2 n
 )rn
 0.
 • Cas a, b, c reels
 Si ∆ > 0, la forme des solutions n’est pas modifiee.
 Si 4 < 0, (E) a deux racines complexes conjuguees r1 = α + iβ et r2 = α − iβ que l’on ecritsous forme trigonometrique r1 = ρeiθ et r2 = ρe−iθ. Toute suite verifiant (1) est alors du type :
 un = ρn(K1 cos nθ + K2 sin nθ
 )= ρn A cos (nθ − ϕ).
 5.5 Exemples de suites recurrentes un+1 = f (un)Pour etudier une telle suite, on determine d’abord un intervalle I contenant toutes les valeursde la suite.
 • Limite eventuelleSi (un) converge vers l et si f est continue en l, alors f (l) = l.
 • Cas f croissanteSi f est croissante sur I, alors la suite (un) est monotone.La comparaison de u0 et de u1 permet de savoir si elle est croissante ou decroissante. Maisvous devez le demontrer, par recurrence bien sur.
 • Cas f decroissanteSi f est decroissante sur I, alors les suites (u2n) et (u2n+1) sont monotones et de sens contraire.On cherche ensuite si elles sont adjacentes ou non. Mais vous devez le demontrer, par recurrencebien sur.
 Sauriez-vous repondre ?
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 Exercice 1 : Montrez que la suite definie par un = n sin(
 1n
 )est bornee.
 Exercice 2 : Montrez que la suite definie par vn = n2 sin(
 1n
 )n’est pas bornee.
 Exercice 3 : Montrez que la suite definie par un =
 n∑k=1
 nn2 + k
 converge vers 1.
 Exercice 4 : Montrez que la suite definie par un = cos(nπ
 3
 )est bornee et divergente.
 Exercice 5 : Montrez que les suites definies par un =
 n∑k=0
 1k!
 et vn = un+1n!
 sont adjacentes.
 Exercice 6 : Montrez que les suites (un) et (vn) definies par leurs premiers termes tels que0 < u0 < v0 et les relations de recurrence :
 ∀n ∈ N un+1 =2 un vn
 un + vnet vn+1 =
 un + vn
 2sont adjacentes.
 Exercice 7 : Montrez que la suite definie par :
 ∀n ∈ N un+2 + un+1 + un = 0 ; u0 = 1 u1 = 0, 5
 a pour terme general : un = cos(n
 2π3
 )+
 2√
 33
 sin(n
 2π3
 ).
 Exercice 8 : Montrez que la suite (un) definie par u0 = 0, 5 et la relation de recurrence :∀n ∈ N un+1 = u2
 n + 0, 1875converge vers l = 0, 25.
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 1. Integrale d’une fonction en escalier
 1.1 Subdivision
 On appelle subdivision σ de [a, b], la donnee d’un nombre fini de points x0, . . . , xn tels quex0 = a, xn = b, et x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn.On note S l’ensemble de toutes les subdivisions de [a, b].Le pas d’une subdivision (xi)06i6n est le nombre : max
 06i6n−1(xi+1 − xi).
 1.2 Fonction en escalier
 Une fonction f , definie sur [a, b], est une fonction en escalier sur [a, b] s’il existe σ ∈ S telleque f soit constante, et egale a li, sur chaque intervalle ouvert ]xi, xi+1[.
 1.3 Integrale d’une fonction en escalierOn appelle integrale de la fonction en escalier f , le nombre :
 I( f ) =
 n−1∑i=0
 li (xi+1 − xi) note aussi∫ b
 af (t) dt.
 . Remarquez que le nombre I( f ) est en fait une somme d’aires de rectangles et qu’il nedepend pas de la valeur de f aux points xi de la subdivision.
 2. Integrale d’une fonction continue par morceaux
 2.1 Fonction continue par morceauxUne fonction f , definie sur [a, b], est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe σ ∈ S telleque :− f est continue sur chaque intervalle ouvert ]xi, xi+1[ ;− f admet en tout point de la subdivision une limite a gauche et une limite a droite finies.
 f est continue par morceaux sur un intervalle I si sa restriction a tout segment inclus dans Iest continue par morceaux.
 2.2 Approximation par une fonction en escalierSoit f continue par morceaux sur [a, b].Pour tout reel ε > 0, il existe ϕ et ψ, fonctions en escalier sur [a, b], telles que :
 ϕ 6 f 6 ψ et ψ − ϕ 6 ε.
 2.3 Integrale d’une fonction continue par morceauxSoit f continue par morceaux sur [a, b]. Il existe un reel unique I tel que, pour toutes fonc-tions en escalier sur [a, b] ϕ et ψ verifiant ϕ 6 f 6 ψ, on ait :
 I(ϕ) 6 I 6 I(ψ) .
 Ce nombre I s’appelle l’integrale de f sur [a, b], et se note∫ b
 af (x) dx, ou
 ∫[a,b]
 f .
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 Ce nombre depend de f , de a, de b, mais pas de la variable d’integration, notee ici x, qui estune variable muette, ce qui signifie qu’on peut la noter par toute lettre non retenue pour unautre usage.
 Pour a < b, on pose∫ a
 bf (x) dx = −
 ∫ b
 af (x) dx .
 2.4 Interpretation geometrique∫ b
 af (x)dx correspond a l’aire du domaine du plan
 situe sous le graphique de f , comptee− positivement pour la partie situee au-dessus del’axe des abscisses,− negativement pour la partie situee en dessous.
 3. Proprietes d’une integrale
 f et g sont des fonctions de R dans R, continues par morceaux sur les intervalles consideres.
 3.1 Invariance
 L’integrale∫ b
 af (x) dx ne change pas si l’on modifie la valeur de f sur [a, b] en un nombre
 fini de points.
 3.2 Linearite ∫ b
 a
 [λ f (x) + µg(x)
 ]dx = λ
 ∫ b
 af (x) dx + µ
 ∫ b
 ag(x) dx.
 3.3 Relation de Chasles∫ b
 af (x) dx =
 ∫ c
 af (x) dx +
 ∫ b
 cf (x) dx.
 3.4 Relation d’ordre
 • Si a < b, et si f 6 g sur [a, b], alors :∫ b
 af (x) dx 6
 ∫ b
 ag(x) dx.
 • Si f est continue et positive sur [a, b], on a :∫ b
 af (x) dx = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [a, b] f (x) = 0.
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 3.5 Majoration de l’integrale• Valeur absolue :
 Si a < b
 ∣∣∣∣∣∣∫ b
 af (x) dx
 ∣∣∣∣∣∣ 6∫ b
 a| f (x)| dx.
 • Si, pour tout x ∈ [a, b] (avec a < b), on a m 6 f (x) 6 M, alors :
 m 61
 b − a
 ∫ b
 af (x) dx 6 M.
 Le nombre1
 b − a
 ∫ b
 af (x) dx est la valeur moyenne de f sur [a, b].
 • Inegalite de la moyenne :
 Si a < b∣∣∣∣ ∫ b
 af (x)g(x) dx
 ∣∣∣∣ 6 supx∈[a,b]
 | f (x)| ×∫ b
 a|g(x)| dx.
 En particulier : ∣∣∣∣ ∫ b
 af (x) dx
 ∣∣∣∣ 6 |b − a| sup | f | .
 3.6 Sommes de RiemannSi f est continue sur [a; b], a valeurs dans R, on a :
 limn→∞
 b − an
 n−1∑k=0
 f(a + k
 b − an
 )=
 ∫ b
 af (x) dx.
 Les sommes de Riemann, dont on considere la limite, sont des sommes d’aires de rectanglesdont un cote est obtenu en subdivisant [a; b] en n segments de meme longueur, et l’autre enconsiderant la valeur de f sur le bord de gauche de chaque segment.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Determinez la limite : limn→+∞
 ∫ 1
 0xn ch x dx.
 Exercice 2 : Determinez la limite de la suite de terme general :
 un =1n
 n−1∑k=0
 cos(
 kπ2n
 ).
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 1. Primitives d’une fonction continue
 1.1 Definition
 f etant definie sur un intervalle I et a valeurs dans R ou C, une fonction F, definie sur I, estune primitive de f , si elle est derivable sur I et si :
 ∀x ∈ I F′(x) = f (x) .
 1.2 Theoremes
 • Deux primitives de f different d’une constante, c’est-a-dire que, si F est une primitive def sur un intervalle I, toutes les primitives de f sur I sont de la forme : x 7→ F(x) + C ou C estune constante quelconque.
 • Si f est continue sur un intervalle I contenant a, la fonction F definie sur I par F(x) =∫ x
 af (t) dt, est une primitive de f . C’est l’unique primitive de f qui s’annule en a.
 On note∫
 f (t) dt l’une quelconque des primitives de f .
 • Pour toute primitive h de f sur I, on a :∫ x
 af (t) dt =
 [h(t)
 ]x
 a= h(x) − h(a).
 Le calcul d’integrales de fonctions continues se ramene donc a la recherche de primitives.
 • Pour toute fonction f de classe C1 sur I, on a :
 f (x) − f (a) =
 ∫ x
 af ′(t) d.
 2. Primitives usuelles
 f (x) F(x) f (x) F(x) f (x) F(x)
 xn (n , −1)xn+1
 n + 11x
 ln x eλx (λ ∈)1λ
 eλx
 cos x sin x sin x − cos x tan x − ln | cos x|
 11 + x2 arctan x
 1√1 − x2 arcsin x ln x x ln x − x
 ch x sh x sh x ch x cot x ln | sin x|
 3. Methodes de calcul
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 3.1 Linearite
 Si F et G sont des primitives respectives de f et de g sur I et k un reel, alors, sur I, F + G estune primitive de f + g et kF une primitive de k f .
 . Pour les fonctions trigonometriques, on linearise avec les formules de transformationde produits en sommes (cf. fiche 6), ou avec les formules d’Euler (cf. fiche 19). On utilise enparticulier :
 cos2 x =12
 (1 + cos 2x
 ); sin2 x =
 12
 (1 − cos 2x
 );
 cos3 x =14
 (cos 3x + 3 cos x
 ); sin3 x =
 14
 (3 sin x − sin 3x
 ).
 3.2 Integration par parties
 Soit u et v deux fonctions de classe C1 sur un intervalle I, et a et b des reels de I. On a :∫ b
 au′(t) v(t) dt =
 [u(t) v(t)
 ]b
 a−
 ∫ b
 au(t) v′(t) dt.
 ce qui s’ecrit aussi, en terme de primitives :∫u′(t) v(t) dt = u(t) v(t) −
 ∫u(t) v′(t) dt.
 3.3 Cas classiques d’utilisation
 P etant un polynome et α , 0,
 • pour∫ b
 aP(t) sin (αt + β) dt, on pose v(t) = P(t) et u′(t) = sin (αt + β) ;
 • pour∫ b
 aP(t) cos (αt + β) dt, on pose v(t) = P(t) et u′(t) = cos (αt + β) ;
 • pour∫ b
 aP(t)eαt+β dt, on pose v(t) = P(t) et u′(t) = eαt+β ;
 • pour∫ b
 aP(t) ln t dt, on pose v(t) = ln t et u′(t) = P(t).
 • Pour calculer I =
 ∫ b
 aeαt cos βt ou J =
 ∫ b
 aeαt sin βt, on peut faire deux integrations
 par parties sans changer d’avis, c’est-a-dire en posant les deux fois v(t) = eαt, ou lesdeux fois v(t) = cos βt ou sin βt. Mais il est plus rapide d’utiliser l’exponentielle complexe.
 3.4 Integration par changement de variable
 Soit u une fonction de classe C1 de [α, β] dans [a, b], et f une fonction continue sur [a, b].Alors : ∫ β
 α
 f(u(t)
 )u′(t) dt =
 ∫ u(β)
 u(α)f (x) dx.
 Si, de plus, u est bijective, on a :∫ b
 af (x) dx =
 ∫ u−1(b)
 u−1(a)f(u(t)
 )u′(t) dt.
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 . Dans les exercices, le symbole dx se transforme comme une differentielle :x = u(t) =⇒ dx = u′(t) dt.
 3.5 Primitives d’une fonction rationnelle
 • On decompose la fraction rationnelle en elements simples dans R[X], c’est-a-dire commesomme de sa partie entiere (polynome dont on connaıt les primitives) et de fractions de laforme :
 a(x − α)n et
 ax + b(x2 + px + q)n avec p2 − 4q < 0.
 On peut en calculer des primitives comme suit (n = 1 dans le second cas).
 • Sur un intervalle ne contenant pas α, on a :∫ x
 a
 dt(t − α)n =
 [−
 1n − 1
 1(t − α)n−1
 ]x
 asi n , 1
 =[
 ln |t − α|]x
 asi n = 1.
 •
 ∫ x
 a
 at + bt2 + pt + q
 dt =a2
 ∫ x
 a
 2t + pt2 + pt + q
 dt +
 (b −
 ap2
 ) ∫ x
 a
 1t2 + pt + q
 dt.
 La premiere primitive se calcule en utilisant le changement de variable u = t2 + pt + q.En ecrivant sous forme canonique le trinome t2 + pt + q, le calcul de la deuxieme primitivese ramene, apres changement de variable, a :∫ β
 α
 1u2 + 1
 du =
 [arctan u
 ]βα.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : A l’aide d’une integration par parties, determinez une primitive de la fonctiondefinie par arctan x.
 Exercice 2 : En utilisant l’exponentielle complexe, determinez une primitive de la fonctiondefinie par e2x sin 3x.
 Exercice 3 : Utilisez le changement de variable u =12
 t − 1 pour calculer :
 I =
 ∫ 3
 1
 −14t − t2 dt.
 Exercice 4 : En utilisant le changement de variable u = sin x, calculez l’integrale :
 I =
 ∫ π2
 0
 cos x
 6 − 5 sin x + sin2 xdx.
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10 Comparaisons locales
 1. Comparaison de deux suites quand n tend vers l’infini
 Soit (un) et (vn) deux suites.
 1.1 Definitions
 • On dit que (un) est dominee par (vn) s’il existe A > 0 tel que |un| 6 A |vn)| pour tout n apartir d’un certain rang.
 notation : un = O(vn) (lire un grand O de vn).
 Si vn ne s’annule pas a partir d’un certain rang, cela signifie queun
 vnest bornee.
 • On dit que (un) est negligeable devant (vn), ou que (vn) est preponderante devant (un) si,pour tout ε > 0, il existe un rang n0 tel que l’on ait |un| 6 ε |vn| pour tout n > n0.
 notation : un = o(vn) (lire un petit O de vn).Si vn ne s’annule pas pour tout n > n0, cela signifie :
 limx→+∞
 (un
 vn
 )= 0.
 • On dit que un et vn sont equivalentes si on a un − vn = o(vn).Si g ne s’annule pas pour tout n > n0, cela signifie :
 limx→+∞
 (un
 vn)
 )= 1.
 notation : un ∼ vn ou un ∼+∞
 vn.
 La relation ∼+∞
 est transitive. Si l’on sait que un ∼+∞
 vn et vn ∼+∞
 wn, on en deduit que un ∼+∞
 vn.
 1.2 Exemples fondamentaux
 Pour k > 1, α > 0, β > 0, on a :
 kn = o(n!) ; nα = o(kn) ; (ln n)β = o(nα).
 1.3 Proprietes des suites equivalentes
 Pour calculer la limite d’une suite, on peut replacer une suite par une suite equivalente dansun produit, un quotient, une puissance.
 + Attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une somme, ni dans une fonctioncomposee.
 1.4 Formule de Stirling
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 n! =(n
 e
 )n √2πn
 [1 +
 112n
 + o(1n
 )]
 2. Comparaison de deux fonctions au voisinage d’un point
 Soit f et g deux fonctions definies sur I, et x0 un point, fini ou infini, appartenant a I, ouextremite de I.
 2.1 Definitions
 • On dit que f est dominee par g au voisinage de x0 s’il existe A > 0 tel que | f (x)| 6 A |g(x)|pour tout x d’un voisinage J de x0.
 notation : f = O(g) (lire f grand O de f ).
 Si g ne s’annule pas sur J, cela signifie quefg
 est bornee sur J.
 • On dit que f est negligeablefonction !negligeable @negligeable devant g, ou que g estpreponderante devant f , au voisinage de x0 si, pour tout ε > 0, il existe un voisinage J dex0 tel que l’on ait | f (x)| 6 ε |g(x)| pour tout x de J.
 notation : f = o(g) (lire f petit O de f ).Si g ne s’annule pas au voisinage de x0, cela signifie :
 limx→x0
 (f (x)g(x)
 )= 0.
 • On dit que f et g sont equivalentes au voisinage de x0, si on a f − g = o(g).Si g ne s’annule pas au voisinage de x0, cela signifie :
 limx→x0
 (f (x)g(x)
 )= 1.
 notation : f ∼ g ou f ∼x0
 g.
 La relation ∼x0
 est transitive. Si on sait que f ∼x0
 g et g∼x0
 h, on en deduit que f ∼x0
 h.
 2.2 Exemples fondamentaux
 Au voisinage de +∞, on a :
 (ln x)α = o(xβ) et xβ = o(eγx) ou α > 0, β > 0, γ > 0.
 Au voisinage de 0, on a :
 | ln x|α = o(xβ) ou α > 0 et β < 0.
 2.3 Proprietes des fonctions equivalentes
 Si f1 ∼x0
 g1 et f2 ∼x0
 g2, alors f1 f2 ∼x0
 g1g2 etf1f2∼x0
 g1
 g2·
 Si f ∼x0
 g et si limx→x0
 g(x) = l, alors limx→x0
 f (x) = l .
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 . Des deux theoremes precedents, il resulte que, lorsque l’on a a chercher la limited’un produit ou d’un quotient, on peut remplacer chacune des fonctions par une fonctionequivalente, choisie pour simplifier le calcul.Mais attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une somme, ni dans une fonctioncomposee.
 2.4 Equivalents classiques
 ex − 1∼0
 x ; sin x∼0
 x ; 1 − cos x∼0
 x2
 2;
 ln (1 + x)∼0
 x ; tan x∼0
 x ; (1 + x)α − 1∼0αx.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Montrez que la suite de terme general un =xn
 n!est absolument convergente
 vers 0 pour tout x.
 Exercice 2 : Determinez, si elle existe, la limite : limx→0
 (cos x
 ) 1tan2 x .
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 1. Formules de Taylor a valeur globale
 1.1 Formule de Taylor avec reste integral
 Soit f une fonction de classe Cn+1 sur I, x0 et x des points de I. On a :
 f (x) = Pn(x) +
 ∫ x
 x0
 (x − t)n
 n!f (n+1)(t) dt ,
 ou Pn(x) = f (x0) +(x − x0)
 1!f ′(x0) + · · · +
 (x − x0)n
 n!f (n)(x0)
 est l’approximation de Taylor a l’ordre n ;
 et Rn(x) =
 ∫ x
 x0
 (x − t)n
 n!f (n+1)(t) dt est le reste integral d’ordre n.
 1.2 Inegalite de Taylor-Lagrange
 Soit f une fonction de classe Cn+1 sur I. On suppose de plus qu’il existe A > 0 tel que, pourtout x ∈ I, on ait | f (n+1)(x)| 6 A.
 On obtient alors la majoration du reste :
 |Rn(x)| 6 A|x − x0|
 n+1
 (n + 1)!·
 2. Etude locale des fonctions derivables
 2.1 Formule de Taylor-Young
 Soit f une fonction derivable sur I jusqu’a l’ordre n. Alors la fonction ε definie au voisinagede 0 par :
 f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) + · · · +hn
 n!f (n)(x0) + hnε(h)
 est telle que limh→0
 ε(h) = 0.
 2.2 Developpements limites
 Soit f une fonction definie au voisinage de x0. On dit que f admet un developpement limited’ordre n au voisinage de x0, s’il existe une fonction polynome Pn de degre inferieur ou egala n, et une fonction ε, definies au voisinage de x0 telles que :
 f (x) = Pn(x) + (x − x0)nε(x) avec limx→x0
 ε(x) = 0.
 Pn(x) est la partie reguliere et (x − x0)nε(x) le reste.Dans ce cas, on a des fonctions equivalentes : f (x)∼
 x0Pn(x).
 . En posant x = x0 + h, on peut toujours se ramener au voisinage de h = 0.

Page 46
                        
                        

46 Mathematiques
 2.3 Proprietes des developpements limites
 • TroncatureSi f admet un developpement limite d’ordre n au voisinage de 0 dont la partie reguliere est
 Pn(x) =
 n∑k=0
 ak xk et si p 6 n, alors f admet un developpement limite d’ordre p au voisinage
 de 0 dont la partie reguliere est Pp(x) =
 p∑k=0
 ak xk.
 • UniciteSi f possede un developpement limite d’ordre n au voisinage de 0, il est unique.
 • PariteSoit f une fonction admettant un developpement limite d’ordre n au voisinage de 0, de partie
 reguliere Pn(x) =
 n∑k=0
 ak xk. Si f est paire (resp. impaire), alors les coefficients ak d’indice
 impair (resp. pair) sont nuls.
 • Obtention d’un developpement limiteLa formule de Taylor-Young permet d’obtenir de nombreux developpements limites.
 + Mais si f admet un developpement limite d’ordre n (n > 2) au voisinage de x0, ellen’admet pas forcement de derivee seconde en x0.
 2.4 Developpements limites de base
 (1 + x)α = 1 + αx1!
 + · · · + α(α − 1) . . . (α − n + 1)xn
 n!+ o(xn)
 avec les cas particuliers :
 α =12
 √1 + x = 1 +
 12
 x −18
 x2 +1
 16x3 + o(x3)
 α = −11
 1 + x= 1 − x + x2 + · · · + (−1)nxn + o(xn)
 α = −12
 1√
 1 + x= 1 −
 12
 x +38
 x2 −516
 x3 + o(x3)
 ex = 1 +x1!
 + · · · +xn
 n!+ o(xn)
 cos x = 1 −x2
 2!+ · · · + (−1)p x2p
 (2p)!+ o(x2p+1)
 ch x = 1 +x2
 2!+ · · · +
 x2p
 (2p)!+ o(x2p+1)
 sin x = x −x3
 3!+ · · · + (−1)p−1 x2p−1
 (2p − 1)!+ o(x2p)
 sh x = x +x3
 3!+ · · · +
 x2p−1
 (2p − 1)!+ o(x2p)
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 tan x = x +13
 x3 +215
 x5 + o(x6)
 th x = x −13
 x3 +2
 15x5 + o(x6)
 ln (1 + x) = x −x2
 2+
 x3
 3+ · · · + (−1)n xn+1
 n + 1+ o(xn+1)
 arctan x = x −x3
 3+
 x5
 5+ · · · +
 (−1)p
 2p + 1x2p+1 + o(x2p+2)
 arcsin x = x +16
 x3 +3
 40x5 + o(x6)
 arccos x =π
 2− x −
 16
 x3 −3
 40x5 + o(x6)
 2.5 Operations sur les developpements limites
 Considerons deux fonctions f et g admettant des developpements limites de meme ordre nau voisinage de 0, de parties regulieres respectives An et Bn.
 • Combinaison lineaireSi λ et µ sont des reels, alors λ f + µg admet un developpement limite au voisinage de 0 dontla partie reguliere est λAn + µBn.
 • Produitf g admet un developpement limite d’ordre n au voisinage de 0, dont la partie reguliere estformee des termes de degre inferieur ou egal a n du produit An Bn.
 • Quotient
 Si Bn(0) , 0 (soit g(0) , 0),fg
 admet un developpement limite d’ordre n au voisinage de 0,
 dont la partie reguliere est obtenue a partir de An(x) ×1
 Bn(x)en utilisant le developpement
 limite de1
 1 + uau voisinage de 0.
 • CompositionSi g f est definie au voisinage de 0 et si f (0) = 0, alors g f admet un developpement limited’ordre n au voisinage de 0, dont la partie reguliere s’obtient en remplacant u dans Bn(u) parAn(x) et en ne gardant que les monomes de degre inferieur ou egal a n.
 • PrimitiveSi f est continue, une primitive F de f admet le developpement limite d’ordre n + 1, au voi-sinage de 0, obtenu par integration terme a terme de An(x), le terme constant etant F(0).
 • DeriveeSi f admet des derivees jusqu’a l’ordre n (n > 2) sur un intervalle ouvert I contenant 0, lafonction f ′ admet un developpement limite d’ordre n − 1 dont la partie reguliere s’obtient enderivant terme a terme celle du developpement limite de f .
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 + Dans les operations sur les fonctions, l’ordre des developpements limites intermediairesdoit etre choisi de facon coherente. A chaque etape, examinez si le terme suivant aurait eu del’influence sur votre resultat.
 Pour prevoir l’ordre d’un developpement, il est aussi interessant de mettre lesdeveloppements limites sous forme normalisee ou la premiere puissance de x a coefficientnon nul est mise en facteur.
 3. Applications des developpements limites
 3.1 Recherche de limites
 Pour obtenir une fonction equivalente a f (x) au voisinage de x0, on peut calculer un developpementlimite de f (x0 + h) pour h voisin de 0, et retenir le premier terme non nul.
 3.2 Allure locale d’une courbe
 Si on peut ecrire le developpement limite au voisinage de x0 :
 f (x0 + h) = a + b h + c hk + o(hk) avec c , 0,
 la courbe representative de f admet au point d’abscisse x0 une tangente dont une equation esty = a + b (x − x0).La position (locale) de la courbe par rapport a cette tangente est donnee par le signe dec hk = c (x − x0)k.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Determinez le developpement limite a l’ordre n + 1, au voisinage de 0, de la
 fonction f definie par : f (x) = ln(1 + x +
 x2
 2!+ · · · +
 xn
 n!
 ).
 Exercice 2 : Determinez : limx→0
 (1 + x)1x − e
 x·
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12 Equations differentielles lineaires
 1. Equations differentielles lineaires du premier ordre
 1.1 Definition
 Elles sont de la forme :y′ + a(x) y = b(x) (1)
 ou a et b sont des fonctions donnees, continues sur un intervalle I, a valeurs reelles ou com-plexes.
 1.2 Theoremes dus a la linearite
 • Toute solution de (1) est de la forme yP(x) + yS (x) ou yP(x) est une solution particuliere de(1) et yS (x) la solution generale de l’equation homogene associee :
 y′ + a(x) y = 0 (2)
 • Les solutions complexes de (2) forment un K-espace vectoriel de dimension 1.
 • Principe de superpositionEn additionnant une solution particuliere de : y′ + a(x) y = b1(x)
 et une solution particuliere de : y′ + a(x) y = b2(x)
 on obtient une solution particuliere de : y′ + a(x) y = b1(x) + b2(x)
 1.3 Resolution de l’equation homogene associee
 Les solutions de l’equation (2) sont du type :
 yS (x) = K e−A(x) ou A(x) =
 ∫ x
 t0a(u) du est une primitive de a(x)
 avec K constante arbitraire et x0 element quelconque de I.
 1.4 Recherche d’une solution particuliere de (1) par la methode deLagrange
 y1 etant une solution non nulle de (2), on introduit une fonction auxiliaire inconnue K(x) telleque y(x) = K(x) y1(x) soit solution de (1).
 Ceci conduit a K′(x) =b(x)y1(x)
 ce qui permet de calculer K(x) puis y(x).
 Cette methode s’appelle aussi methode de variation de la constante.
 1.5 Resolution de l’equation (1) par la methode du facteur integrant
 Considerons A(x) une primitive de a(x), et multiplions les deux membres de l’equationdonnee par eA(x). L’equation devient :
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 eA(x) y′(x) + eA(x) a(x) y(x) =(eA(x) y(x)
 )′= eA(x) b(x).
 Apres un calcul de primitive, on aboutit a :
 y(x) = e−A(x)∫
 eA(x) b(x) dx.
 2. Equations differentielles lineaires du second ordre acoefficients constants
 2.1 Definition
 Elles sont de la forme :y′′ + ay′ + by = f (x) (1)
 ou a et b sont des scalaires et f une fonction continue, a valeurs dans R ou C.
 2.2 Theoremes dus a la linearite
 • Toute solution de (1) est de la forme xP(t) + xS (t) ou xP(t) est une solution particuliere de(1) et xS (t) la solution generale de l’equation homogene associee :
 y′′ + ay′ + by = 0 (2)• Les solutions complexes de (2) forment un K-espace vectoriel de dimension 2.
 • Principe de superpositionEn additionnant une solution particuliere de : y′′ + ay′ + by = f1(x)
 et une solution particuliere de : y′′ + ay′ + by = f2(x)
 on obtient une solution particuliere de : y′′ + ay′ + by = f1(x) + f2(x)
 2.3 Resolution de l’equation homogene associee
 u La fonction x 7→ erx est solution de (2) si, et seulement si, r verifie l’equation caracteristique :
 r2 + ar + b = 0,
 ce qui conduit a calculer ∆ = a2 − 4b.
 • Si 4 , 0, l’equation caracteristique a deux racines distinctes r1 et r2. On a alors :
 yS (x) = K1 er1 x + K2 er2 x,
 ou K1 et K2 sont des constantes quelconques.
 • Si 4 = 0, l’equation caracteristique a une racine double r0. On a alors :
 yS (x) = (K1 x + K2) er0 x,
 ou K1 et K2 sont des constantes quelconques.
 • Si a et b sont reels et si 4 < 0, l’equation caracteristique a deux racines complexesconjuguees α ± iβ. On a alors :
 yS (x) = eαx (K1 cos βx + K2 sin βx),
 ou K1 et K2 sont des constantes reelles quelconques.
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 . En physique, on utilise la forme :
 K1 cos βx + K2 sin βx = A cos(βx − ϕ)
 avec A =
 √K2
 1 + K22 , cosϕ =
 K1
 Aet sinϕ =
 K2
 A(A est une amplitude et ϕ un dephasage.
 2.4 Recherche d’une solution particuliere dans quelques cas
 • Cas ou f (x) est un polynome P(x) de degre n
 Il existe une solution particuliere de (1) sous la forme d’un polynome de degren si b , 0 ;n + 1 si b = 0 et a , 0 ;n + 2 si a = b = 0.
 La recherche de cette solution se fait par identification.
 • Cas ou f (x) = ekx P(x) avec P polynome et k constanteOn effectue le changement de fonction inconnue
 y(x) = ekx z(x)
 ou z est une nouvelle fonction inconnue. En reportant y, y′ et y′′ dans (1), on est conduit a uneequation en z du type precedent.
 • Cas ou f (x) = eαx cos βx P(x) ou f (x) = eαx sin βx P(x) avec α et β reels, et P polynomea coefficients reelsUne solution particuliere est la partie reelle, ou la partie imaginaire, de la solution particuliereobtenue pour l’equation de second membre e(α+iβ) xP(x).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Sur un intervalle ne contenant pas 0, resolvez : x3y′ + 3x2y = 0.
 Exercice 2 : Sur un intervalle ne contenant pas 0, utilisez la methode de variation de laconstante pour resoudre : x3y′ + 3x2y = 1.
 Exercice 3 : Sur un intervalle ne contenant pas 0, utilisez la methode du facteur integrantpour resoudre : x3y′ + 3x2y = 1.
 Exercice 4 : Resolvez l’equation differentielle : y′′ − 2y′ + y = 2x2 − 8x + 5.
 Exercice 5 : Resolvez l’equation differentielle : y′′ − 4y′ + 3y = (2x + 1) ex.
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 1. Series a termes reels ou complexes
 1.1 Definitions
 Soit (un) une suite de nombres reels ou complexes. On note S n =
 n∑k=0
 uk.
 On dit que la serie de terme general un est convergente lorsque la suite (S n) est convergentevers S . Sinon, on dit qu’elle est divergente.
 Dans le cas d’une serie convergente, on note S =
 +∞∑k=0
 uk.
 On dit que S est la somme de la serie, que S n est la somme partielle d’ordre n et que
 Rn =
 +∞∑k=n+1
 uk est le reste d’ordre n.
 Pour tout n ∈ N, on a S = S n + Rn et il est equivalent de dire que la serie∑
 un converge ouque lim
 n→∞Rn = 0.
 1.2 Lien suite et serie
 Une suite (un) converge si, et seulement si, la serie∑
 (un+1 − un) converge.
 1.3 Condition necessaire de convergence
 Si la serie∑
 un converge, alors le terme general un tend vers 0.
 . Si le terme general un ne tend pas vers 0, alors la serie∑
 un diverge. On parle dedivergence grossiere.
 1.4 Espace vectoriel des series convergentes
 Si∑
 un et∑
 vn convergent et ont pour sommes respectives U et V alors, pour tous nombres
 a et b, la serie∑
 (aun + bvn) est convergente et a pour somme aU + bV .
 1.5 Cas des series complexes
 Soit un = an + ibn avec an ∈ R et bn ∈ R. La serie complexe∑
 un converge si, et seulement
 si, les deux series reelles∑
 an et∑
 bn convergent, et on a :+∞∑n=0
 un =
 +∞∑n=0
 an + i+∞∑n=0
 bn.
 1.6 Series geometriques
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 La serie de terme general (reel ou complexe) un = aqn est convergente (absolument) si, etseulement si, |q| < 1 et on a alors :
 +∞∑n=0
 aqn = a1
 1 − q·
 2. Series a termes positifs
 2.1 Caracterisation
 Si∑
 un et∑
 vn convergent et ont pour sommes respectives U et V alors, pour tous nombres
 a et b, la serie∑
 (aun + bvn) est convergente et a pour somme aU + bV .
 2.2 Theoreme de comparaison
 Soit∑
 un et∑
 vn deux series telles que 0 6 un 6 vn a partir d’un certain rang.
 Si∑
 vn converge, alors∑
 un converge.
 Si∑
 un diverge, alors∑
 vn diverge.
 2.3 Utilisation d’equivalents
 Soit∑
 un et∑
 vn deux series a termes > 0 telles que un ∼+∞
 vn.
 Les deux series sont alors de meme nature, c’est-a-dire qu’elles sont convergentes ou diver-gentes en meme temps.
 + Ce theoreme s’applique aussi a des series a termes < 0, mais il n’est pas vrai pour desseries quelconques.
 2.4 Comparaison d’une serie a une integrale d’une fonction mono-tone
 Soit f une fonction continue sur [0; +∞[ et croissante. On a alors :∫ k
 k−1f (x) dx 6 f (k) 6
 ∫ k
 k−1f (x) dx
 d’ou l’on deduit l’encadrement :∫ n
 0f (x) dx 6
 n∑k=1
 f (k) 6∫ n+1
 1f (x) dx
 qui permet d’etudier la nature de la serie∑
 f (k) a l’aide d’un calcul d’integrales.
 2.5 Series de Riemann∑ 1nα
 converge ⇐⇒ α > 1.
 En particulier, la serie divergente∑ 1
 nest appelee serie harmonique.
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 3. Convergence absolue
 3.1 Definition
 Si∑|un| converge, on dit que
 ∑un est absolument convergente.
 3.2 Theoreme
 Si une serie est absolument convergente, alors elle est convergente et sa somme verifie :∣∣∣∣ +∞∑n=0
 un
 ∣∣∣∣ 6 +∞∑n=0
 |un| .
 + La reciproque est fausse.
 4. Representation decimale des reels
 Pour tout x ∈ [0; 1], il existe une unique suite d’entiers (an) de ~0; 9 telle que la serie+∞∑n=1
 an × 10−n converge vers x.
 Un nombre reel est decimal si, et seulement si, son developpement decimal ne comporte quedes 0 a partir d’un certain rang.
 Un nombre reel est rationnel si, et seulement si, son developpement decimal est periodique.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Etudiez la convergence de la serie de terme general : un =2n + 13n + 3
 ·
 Exercice 2 : Quelle est la nature de la serie de terme general un = ln(
 ch πn
 cos πn
 )?
 Exercice 3 : Etudiez la convergence de la serie de terme general : un =1√
 nsin
 (1n
 ).
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14 Rudiments de logique
 1. Proposition logique
 C’est un assemblage de lettres et de signes qui a une syntaxe correcte (le lecteur sait le lire),une semantique correcte (le lecteur comprend ce qu’il lit) et qui a une seule valeur de verite :vrai (V) ou faux (F).
 Deux propositions seront considerees comme egales si elles ont toujours la meme valeur deverite.
 2. Connecteurs logiques
 A partir de propositions p, q, . . . on peut former de nouvelles propositions definies par destableaux de verite.
 • Negation : non p (note aussi ¬p)
 p non pV FF V
 • Conjonction : p et q (note aussi p ∧ q)
 • Disjonction : p ou q (note aussi p ∨ q)
 • Implication : p =⇒ q
 • Equivalence : p⇐⇒ q
 p q p et q p ou q p =⇒ q p⇐⇒ qV V V V V VV F F V F FF V F V V FF F F F V V
 + Le ou a un sens inclusif, a ne pas confondre avec le sens exclusif qui figure dansfromage ou dessert.
 3. Proprietes des connecteurs
 non ( non p) = pnon (p ou q) = ( non p) et ( non q)non (p et q) = ( non p) ou ( non q)
 (p =⇒ q) =[( non p) ou q
 ]non (p =⇒ q) =
 [p et ( non q)
 ]. La negation d’une implication n’est donc pas une implication.
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 (p =⇒ q) =[( non q) =⇒ ( non p)
 ]. Cette seconde implication est la contraposee de la premiere. Faites attention a l’ordredes propositions.
 (p⇐⇒ q) =[(p =⇒ q) et (q =⇒ p)
 ]. Pour demontrer une equivalence, on demontre souvent une implication et sa reciproque.
 4. Quantificateurs
 4.1 Notation
 Les quantificateurs servent a indiquer la quantite d’elements qui interviennent dans une pro-position. On utilise :
 le quantificateur universel ∀∀x signifie : pour tout x ;
 le quantificateur existentiel ∃∃ x signifie : il existe au moins un x.
 4.2 Ordre
 Si l’on utilise deux fois le meme quantificateur, l’ordre n’a pas d’importance. On peut per-muter les quantificateurs dans des ecritures du type :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E p(x, y)∃ x ∈ E ∃ y ∈ E p(x, y)
 Mais si les quantificateurs sont differents, leur ordre est important.
 Dans l’ecriture ∀x ∈ E ∃ y ∈ E p(x, y) y depend de x.
 Dans l’ecriture ∃ y ∈ E ∀x ∈ E p(x, y) y est independant de x.
 4.3 Negation
 La negation de ∀x ∈ E x verifie p est ∃ x ∈ E tel que x ne verifie pas p .
 La negation de ∃ x ∈ E x verifie p est ∀x ∈ E x ne verifie pas p .
 5. Quelques methodes de demonstration
 5.1 Deduction
 Si p est vraie et si l’on demontre p =⇒ q, alors on peut conclure que q est vraie.
 . Si la demonstration d’une implication vous resiste, pensez a examiner la contraposee.Elle a le meme sens, mais il est possible que sa demonstration soit plus facile.
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 5.2 Raisonnement par analyse-syntheseQuand on a demontre p =⇒ q, on peut dire qu’on a fait l’analyse du probleme. On dit que pest une condition suffisante pour que q soit vraie.
 Quand on a demontre q =⇒ p, on peut dire qu’on a fait la synthese du probleme. On dit quep est une condition necessaire pour que q soit vraie.
 5.3 Raisonnement par l’absurdePour demontrer que p est vraie, on peut supposer que p est fausse et en deduire une contra-diction.
 + Comme vous partez de non p, ne vous trompez pas dans la negation, en particulier ence qui concerne les quantificateurs.
 5.4 Disjonction des casElle est basee sur : [
 (p =⇒ q) et ( non p =⇒ q)]
 =⇒ q
 5.5 Exemples et contre-exemplesBeaucoup de propositions mathematiques sont de type universel. Dans ce cas,− un exemple est une illustration, mais ne demontre rien,− un contre-exemple est une demonstration que la proposition est fausse.
 5.6 Raisonnement par recurrence• Soit E(n) un enonce qui depend d’un entier naturel n.
 Si E(0) est vrai, et si, quel que soit k > 0, l’implication E(k) =⇒ E(k + 1) est vraie, alorsl’enonce E(n) est vrai pour tout entier n.
 • Ce principe a diverses variantes, par exemple :
 si E(0) est vrai, et si, quel que soit k > 0, l’implication[E(0) et E(1) et . . . et E(k)
 ]=⇒ E(k + 1)
 est vraie, alors l’enonce E(n) est vrai pour tout entier n.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Exprimez sur le mode affirmatif une phrase synonyme d’une ancienne publi-cite :Si vous n’etes pas moderne, alors vous n’etes pas client de la Societe Generale.
 Exercice 2 : Exprimez la negation de la proposition : Dans la partie commerciale detoute ville, a chaque carrefour il y a au moins une agence bancaire.
 Exercice 3 : Demontrez que√
 2 est un nombre irrationnel.
 Exercice 4 : Montrez que pour tous reels x et y, on a : min(x, y) =12
 [x + y − |x − y|
 ].
 Exercice 5 : Demontrez par recurrence que :n∑
 i=1
 (2i − 1)2 =13
 n (4n2 − 1).
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 1. Notion d’ensemble
 La notion d’ensemble est consideree comme primitive. Retenons que la caracterisation d’unensemble E doit etre nette, c’est-a-dire que, pour tout element x, on doit pouvoir affirmer oubien qu’il est dans E (x ∈ E), ou bien qu’il n’y est pas (x < E).
 On note Ø l’ensemble vide, c’est-a-dire l’ensemble qui ne contient aucun element.
 E et F etant des ensembles, on dit que E est inclus dans F si, et seulement si, tous les elementsde E appartiennent aussi a F. On note E ⊂ F.On dit aussi que E est une partie de F, ou que F contient E.
 L’ensemble des parties de E se note P(E). Dire que A ∈ P(E) signifie que A ⊂ E.
 2. Operations dans P(E)
 Soit E un ensemble. A et B etant des parties de E, on definit :
 • Le complementaire de A dans E :
 A = x ∈ E ; x < A note aussi E \ A ou E A.
 • L’intersection de A et de B :
 A ∩ B = x ∈ E ; x ∈ A et x ∈ B.
 Si A∩ B = Ø, c’est-a-dire s’il n’existe aucun element commun a A et B, on dit que les partiesA et B sont disjointes.
 • La reunion de A et de B :
 A ∪ B = x ∈ E ; x ∈ A ou x ∈ B.
 Ce ou a un sens inclusif c’est-a-dire que A ∪ B est l’ensemble des elements x de E quiappartiennent a l’une au moins des parties A et B.
 • La difference ensembliste :
 A \ B = x ∈ E ; x ∈ A et x < B = A ∩ B.
 • La difference symetrique :
 A4B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ B) .
 A4B est l’ensemble des elements qui appartiennent a une, et une seule, des parties A et B.
 3. Proprietes des operations dans P(E)
 Pour toutes parties A, B et C de E, on a les proprietes qui suivent.
 • Complementaire
 E = Ø ; Ø = E ; A = A ; si A ⊂ B alors B ⊂ A.
 • Lois de de Morgan
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 A ∩ B = A ∪ B ; A ∪ B = A ∩ B.
 • ReunionA ∪ B = B ∪ A ; A ∪ (B ∪C) = (A ∪ B) ∪C
 A ∪ A = A ; A ∪ Ø = A ; A ∪ E = E.
 • IntersectionA ∩ B = B ∩ A ; A ∩ (B ∩C) = (A ∩ B) ∩C
 A ∩ A = A ; A ∩ Ø = Ø ; A ∩ E = A.
 • Reunion et intersectionA ∩ (B ∪C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩C)
 A ∪ (B ∩C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪C)
 4. Produit cartesien
 Le produit des ensembles A et B est l’ensemble, note A × B , des couples (a, b) ou a ∈ A etb ∈ B.
 + Attention, le couple (b, a) est different du couple (a, b), sauf si a = b.
 Plus generalement, le produit cartesien de n ensembles Ei est :
 E1 × · · · × En = (x1, . . . , xn) ; x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En.
 Si E1 = · · · = En = E, on le note En.
 5. Recouvrement, partition
 • Un recouvrement d’une partie A de E est une famille de parties de E dont la reunioncontient A.
 • Une partition d’un ensemble E est une famille de parties non vides de E, deux a deuxdisjointes, et dont la reunion est E.
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 1. Generalites
 1.1 Definitions
 Une application f de E dans F est definie par son ensemble de depart E, son ensemble d’ar-rivee F, et son graphe Γ.
 Γ est une partie de E × F telle que, pour tout x ∈ E, il existe un seul couple (x, y) ∈ Γ.L’element y est l’image de x par f . On le note f (x).
 L’application f se note : Ef−→ F ou f :
 E −→ Fx 7→ f (x) .
 Les applications de E dans F forment un ensemble note F (E, F) ou FE .
 L’application identique de E est l’application de E dans E definie par x 7→ x. On la note IdE .
 1.2 Famille indexee
 Soit E et I deux ensembles. On appelle famille d’elements de E indexee par I toute applica-tion de I dans E.
 1.3 Fonction indicatrice d’une partie
 • DefinitionSoit A une partie de E. La fonction indicatrice (ou fonction caracteristique) de A est la fonc-tion 1A de E dans E definie par :
 1A(x) = 1 si x ∈ A ; 1A(x) = 0 si x < A.
 • Theoreme1E\A = 1 − 1A ; 1A∩B = 1A1B ; 1A∪B = 1A + 1B − 1A1B.
 1.4 Restriction, prolongement
 Soit f une fonction de A dans F, et g une fonction de B dans F.Si A ⊂ B et si, pour tout x de A, on a f (x) = g(x), on dit que f est une restriction de g, ouque g est un prolongement de f .
 1.5 Composition des applications
 Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F, g une application de F dans G.La composee de f et de g est l’application de E dans G definie par :
 x 7→ g(
 f (x)).
 On la note g f . La composition des applications est associative.
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 2. Images directe et reciproque
 2.1 Definitions
 Soit f une application de E dans F.
 • Si A ⊂ E, on appelle image (directe) de A par f , la partie de F constituee par les imagesdes elements de A :
 f (A) = f (x) ; x ∈ A.
 • Si B ⊂ F, on appelle image reciproque de B, la partie de E constituee par les x dontl’image est dans B :
 f −1(B) = x ∈ E ; f (x) ∈ B.
 + Attention a ne pas confondre avec la reciproque d’une bijection. Ici, on ne suppose riensur f .
 2.2 Theoremes
 A1 ⊂ A2 =⇒ f (A1) ⊂ f (A2) ; B1 ⊂ B2 =⇒ f −1(B1) ⊂ f −1(B2)
 f (A1 ∪ A2) = f (A1) ∪ f (A2) ; f (A1 ∩ A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2)
 f −1(B1 ∪ B2) = f −1(B1) ∪ f −1(B2) ; f −1(B1 ∩ B2) = f −1(B1) ∩ f −1(B2).
 3. Applications injectives, surjectives, bijectives
 3.1 Definitions
 Soit f une application de E dans F.
 • f est dite injective (ou est une injection) si elle verifie l’une des deux proprietes equivalentes :
 ∀x ∈ E ∀x′ ∈ E x , x′ =⇒ f (x) , f (x′)
 ∀x ∈ E ∀x′ ∈ E f (x) = f (x′) =⇒ x = x′.
 + Ne confondez pas avec la definition d’une application qui s’ecrit :∀x ∈ E ∀x′ ∈ E x = x′ =⇒ f (x) = f (x′)∀x ∈ E ∀x′ ∈ E f (x) , f (x′) =⇒ x , x′.
 • f est dite surjective (ou est une surjection) si tout element y de F est l’image d’au moinsun element x de E, soit :
 ∀y ∈ F ∃ x ∈ E y = f (x) .
 • f est dite bijective (ou est une bijection) si elle est a la fois injective et surjective. Dansce cas, tout element y de F est l’image d’un, et un seul, element x de E. A tout y de F, onassocie ainsi un x unique dans E note f −1(y). f −1 est la bijection reciproque de f . On a donc :
 x = f −1(y)⇐⇒ y = f (x) ,ce qui entraıne f f −1 = IdF et f −1 f = IdE .
 3.2 Theoremes

Page 62
                        
                        

62 Mathematiques
 Soit f une application de E dans F, et g une application de F dans G. On a les implicationsqui suivent.
 • Si f et g sont injectives, alors g f est injective.
 • Si g f est injective, alors f est injective.
 • Si f et g sont surjectives, alors g f est surjective.
 • Si g f est surjective, alors g est surjective.
 • Si f et g sont bijectives, alors g f est bijective, et (g f )−1 = f −1 g−1.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit f la fonction de R dans R definie par f (x) = sin x.Determinez f (0) et f −1 (0).
 Exercice 2 : Soit f l’application de R2 dans R2 definie par f (x, y) = (X,Y) avec :X = x + yY = 2x + y3
 f est-elle surjective ? injective ?
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 1. Relation binaire
 1.1 Definition
 Choisir une partie Γ de E × E, c’est definir une relation binaire R sur E. Si (x, y) ∈ Γ, on ditque x et y sont en relation, et on note xRy.
 1.2 Proprietes
 Une relation binaire R, definie sur un ensemble E, est :
 • reflexive si elle verifie : ∀x ∈ E xRx ;
 • symetrique si ∀x ∈ E ∀y ∈ E xRy =⇒ yRx ;
 • antisymetrique si elle verifie l’une des deux proprietes equivalentes :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E (xRy et yRx) =⇒ x = y,
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E (xRy et x , y) =⇒ non (yRx).
 • transitive si elle verifie :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E ∀z ∈ E (xRy et yRz) =⇒ xRz.
 + Attention, l’antisymetrie n’est pas le contraire de la symetrie. L’egalite est a la foissymetrique et antisymetrique. Une relation peut n’etre ni symetrique, ni antisymetrique.
 2. Relation d’equivalence
 2.1 Definition
 Une relation binaire R, definie sur un ensemble E, est une relation d’equivalence si elle est, ala fois, reflexive, symetrique et transitive.
 2.2 Classes d’equivalence
 • Si x ∈ E, on appelle classe d’equivalence de x, modulo R, l’ensemble des y de E tels quexRy.
 • L’ensemble des classes d’equivalence de R constitue une partition de E.
 • Reciproquement, si on se donne une partition de E, la relation x et y appartiennent aumeme element de la partition est une relation d’equivalence.
 2.3 Exemples
 • Si f est une application de E dans F, la relation binaire xRx′ definie parf (x) = f (x′) est une relation d’equivalence dans E.
 Les classes d’equivalence sont les images reciproques f −1(y
 )des parties a un element de
 f (E).
 • Congruence dans Z
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 Soit n ∈ N∗. La relation binaire dans Z :
 aRb ⇐⇒ n divise a − b ⇐⇒ a et b ont le meme reste dans la division par n
 est une relation d’equivalence. On la note a ≡ b (mod n) ; lire : a congrue a b modulo n.
 • Congruence dans RSoit r ∈ R∗. La relation binaire dans R :
 aRb ⇐⇒ a − b = kr avec k ∈ Z
 est une relation d’equivalence.
 . Vous connaissez deja les congruences modulo 2π dans la mesure des angles.
 3. Relation d’ordre
 3.1 Definitions
 • Une relation binaire R, definie sur un ensemble E, est une relation d’ordre si elle est, a lafois, reflexive, antisymetrique et transitive.Notons la ≺.
 • Une relation d’ordre ≺ dans E est dite relation d’ordre total si deux elements quelconquesx et y de E sont toujours comparables, c’est-a-dire si l’on a x ≺ y ou y ≺ x.
 Dans le cas contraire, l’ordre est partiel.
 3.2 Exemples
 6 est un ordre total dans R. ⊂ est un ordre partiel dans P(E).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Dans ]0; +∞[, montrez que la relation R definie par :
 xRy ⇐⇒ x ln y = y ln x
 est une relation d’equivalence. Pour chaque x, precisez le nombre d’elements de sa classed’equivalence.
 Exercice 2 : Dans R2, on definit la relation binaire :
 (x1, y1) ≺ (x2, y2) ⇐⇒ x1 6 y1 et x2 6 y2
 Montrez qu’il s’agit d’une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?
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 1. Sommes et produits
 1.1 Notations
 Dans R, considerons une famille d’elements a1, . . . , an.
 On note cette famille (ai)16i6n, la somme des termesn∑
 i=1
 ai ou∑
 16i6n
 ai, le produit des termes
 n∏i=1
 ai ou∏
 16i6n
 ai.
 Lorsque l’indice decrit, non plus 1, . . . , n, mais un ensemble fini I, on note de meme (ai)i∈I ,∑i∈I
 xi,∏i∈I
 xi.
 En particulier, on utilise souvent I = 1, . . . , n × 1, . . . , p avec un indice note i, j, ou i j.
 1.2 Quelques proprietes∑16i6n
 (xi + yi) =∑
 16i6n
 xi +∑
 16i6n
 yi ;∑
 16i6n
 (kxi) = k∑
 16i6n
 xi ;
 ∏16i6n
 (xi yi) =∏
 16i6n
 xi ×∏
 16i6n
 yi ;∏
 16i6n
 (kxi) = kn∏
 16i6n
 xi ;
 ∑16i6n16 j6p
 xi j =∑
 16i6n
 ( ∑16 j6p
 xi j
 )=
 ∑16 j6p
 ( ∑16i6n
 xi j
 )
 1.3 Sommes usuellesn∑
 k=1
 k =n(n + 1)
 2;
 n∑k=1
 k2 =n(n + 1)(2n + 1)
 6;
 n∑k=1
 k3 =n2(n + 1)2
 4·
 n∑k=0
 xk =1 − xn+1
 1 − xsi x , 1 ;
 n∑k=0
 xk = n + 1 si x = 1.
 + Dans cette derniere somme, n’oubliez pas la discussion sur x.
 Pour n ∈ N∗ an − bn = (a − b)n−1∑k=0
 akbn−1−k
 2. Formule du binome
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 2.1 Coefficients binomiaux
 • Pour n ∈ N∗, on definit n! (lire : factorielle n) comme le produit des n premiers nombresentiers. On pose aussi, par convention, 0! = 1 pour que les formules qui suivent n’aient pasd’exception.
 • Le coefficient binomial( n
 p
 )est defini par :( n
 p
 )=
 n!p! (n − p)!
 ·
 2.2 Proprietes( np
 )=
 ( nn − p
 );
 ( np
 )=
 np
 ( n − 1p − 1
 );
 ( np
 )=
 n − p + 1p
 ( np − 1
 ).
 La relation( n
 p
 )=
 (n − 1p
 )+
 ( n − 1p − 1
 )permet de construire le triangle de Pascal.
 2.3 Formule du binome
 (a + b)n =
 n∑k=0
 (nk
 )ak bn−k
 3. Systemes lineaires
 3.1 Definitions
 • Un systeme de n equations lineaires a p inconnues, a coefficients dans K = R ou C, est dela forme :
 (S )
 a11 x1 + · · · + a1p xp = b1...
 ...an1 x1 + · · · + anp xp = bn .
 Les coefficients ai j et les seconds membres bi sont des elements donnes de K.
 Les inconnues x1, . . . , xp sont a chercher dans K.
 • Le systeme homogene associe est le systeme obtenu en remplacant les bi par 0.
 • Une solution est un p-uplet (x1, . . . , xp) qui verifient (S ). Resoudre (S ), c’est cherchertoutes les solutions.
 Un systeme est impossible, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution.
 Deux systemes sont equivalents s’ils ont les memes solutions.
 3.2 Operations elementaires sur les lignes
 • L’addition d’un multiple d’une ligne a une autre ligne se code : Li ← Li + αL j.
 • La multiplication d’une ligne par un scalaire non nul se code : Li ← α Li ;
 • L’echange de deux lignes se code : Li ↔ L j.
 3.3 Systemes en escalier

Page 67
                        
                        

18 • Calculs algebriques 67
 • DefinitionUn systeme (S ) est en escalier, ou echelonne, si le nombre de premiers coefficients nuls suc-cessifs de chaque equation est strictement croissant.
 • ReductionQuand un systeme contient une equation du type :
 0 x1 + · · · + 0 xn = b,
 si b , 0, le systeme est impossible ;
 si b = 0, on peut supprimer cette equation, ce qui conduit au systeme reduit.
 3.4 Methode du pivot de Gauss
 En permutant eventuellement deux inconnues on peut supposer que la premiere colonne decoefficients n’est pas nulle.
 En permutant deux lignes si necessaire, on peut supposer a11 , 0.
 Pour i > 1, les transformations Li ← Li−ai1
 a11L1 eliminent l’inconnue x1 dans les lignes autres
 que L1.
 Le terme a11 est le pivot de l’etape de l’algorithme.
 En reiterant le procede, on aboutit a un systeme triangulaire.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Determinez a, b et c tels que1
 k(k + 1)(k + 2)=
 ak
 +b
 k + 1+
 ck + 2
 ·
 Deduisez-en une expression simplifiee de S =
 n∑k=1
 1k(k + 1)(k + 2)
 ·
 Exercice 2 : Soit n ∈ N. Calculezn∑
 p=0
 [( np
 )]2
 .
 Vous pouvez :− soit partir de (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n avec la formule du binome,− soit compter les parties a n elements dans un ensemble a 2n elements (cf. fiche 36).
 Exercice 3 : Resolvez le systeme lineaire :
 (S )
 3x − 5y + z = 2x + 2y − 3z = 1
 5x − 12y + 5z = 1
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 1. Forme algebrique
 1.1 DefinitionsTout nombre complexe z s’ecrit, de maniere unique, sous la forme algebrique z = x + iy avecx et y reels, i etant un nombre complexe particulier tel que i2 = −1.
 Le reel x s’appelle la partie reelle de z, et se note Re (z).
 Le reel y s’appelle la partie imaginaire de z, et se note Im (z).
 Si y = 0, alors z est reel, d’ou R ⊂ C .
 Si x = 0, alors z est un imaginaire pur.
 + En physique, on note z = x + jy pour ne pas confondre avec la notation d’une intensite.
 1.2 EgaliteDeux nombres complexes sont egaux si, et seulement si, ils ont meme partie reelle et memepartie imaginaire.
 + Attention, il n’y a pas d’inegalites dans C. N’ecrivez jamais qu’un nombre complexeest positif, ou negatif. Cela n’aurait aucun sens.
 1.3 Operations dans CSoit z = x + iy et z′ = x′ + iy′. On definit l’addition et la multiplication dans C par :
 z + z′ = (x + x′) + i (y + y′) ; z z′ = (xx′ − yy′) + i (xy′ + x′y).
 1.4 Plan complexeSoit (O,−→u ,−→v ) un repere orthonormal du plan.
 L’application qui, a tout nombre complexe z = x + iy, fait correspondre le point M de coor-donnees (x, y) est une bijection. M est l’image de z, et z l’affixe de M.
 L’affixe du vecteur α−→u + β−→v est le nombre complexe z = α + iβ.
 Si zA et zB sont les affixes de A et B, le vecteur −−→AB a pour affixe zB − zA.
 La somme des nombres complexes correspond a l’addition des vecteurs.
 2. Conjugue d’un nombre complexe
 2.1 Definition
 Le conjugue du nombre complexe z = x + iy est le nombre complexe z = x − iy.
 + Attention, verifiez bien que x et y sont reels.
 2.2 Images
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 Les images des nombres complexes z et z sont symetriques par rapport a l’axe des abscisses.
 2.3 Proprietes
 z = z ; z + z′ = z + z′ ; zz′ = z z′ ;( zz′
 )=
 z
 z′·
 z + z = 2 Re (z) ; z est imaginaire pur si, et seulement si, z = −z.
 z − z = 2i Im (z) ; z est reel si, et seulement si, z = z.
 2.4 Application au calcul de1z
 Comme zz = x2 + y2 est reel, on obtient la forme algebrique de1z
 , ou dez1
 z2
 ,en multipliant le
 numerateur et le denominateur par le conjugue du denominateur.
 3. Forme trigonometrique
 3.1 Module d’un nombre complexe
 • DefinitionLe module de z = x + iy (ou x ∈ R et y ∈ R) est le nombre reel positif√
 z z =
 √x2 + y2. On le note |z|, ou ρ, ou r.
 Si M est l’affixe de z, |z| est la longueur OM.
 • ProprietesLe module d’un nombre complexe a les memes proprietes que la valeur absolue d’un nombrereel.
 |z| = 0⇐⇒ z = 0 ; |Re (z)| 6 |z| ; |Im (z)| 6 |z| ;∣∣∣|z| − |z′|∣∣∣ 6 |z − z′| 6 |z| + |z′| ;
 |zz′| = |z| |z′| ; |zn| = |z|n pour n ∈ N ;∣∣∣ zz′
 ∣∣∣ =|z||z′|
 si z′ , 0.
 3.2 Forme trigonometrique
 Tout nombre complexe non nul z s’ecrit sousforme trigonometrique :
 z = ρ (cos θ + i sin θ) avec ρ > 0.
 ρ = |z| est le module de z.
 θ est un argument de z. On le note arg z. Il estdefini, modulo 2π, par :
 cos θ =xρ
 et sin θ =yρ·
 3.3 Proprietes de l’argument d’un nombre complexe non nul
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 Les egalites suivantes ont lieu a 2kπ pres (avec k ∈ Z) :
 arg (zz′) = arg z + arg z′ ; arg (zn) = n arg z avec n ∈ Z ;
 arg(1
 z
 )= − arg z ; arg
 ( zz′
 )= arg z − arg z′.
 4. Equation du second degre
 4.1 Resolution
 • Pour resoudre une equation du second degre a coefficients complexes :
 (E) az2 + bz + c = 0 avec a , 0,
 on calcule le discriminant ∆ = b2 − 4ac.
 • On calcule les nombres complexes ±δ tels que δ2 = ∆.
 • Les racines sont :−b ± δ
 2a·
 4.2 Racine carree d’un nombre complexe
 • Pour determiner les racines carrees d’un nombre complexe z = a + ib, il est commode deproceder par identification, c’est-a-dire de chercher les reels α et β tels que (α+ iβ)2 = a + ib.
 • L’egalite des parties reelles et des parties imaginaires donne :α2 − β2 = a et 2α β = b.
 • L’egalite des modules conduit a :
 α2 + β2 =√
 a2 + b2.
 On en deduit α2 et β2, puis α et β en utilisant le fait que α β est du signe de b.
 4.3 Somme et produit des racines
 Les deux racines z1 et z2 de l’equation (E) verifient :
 S = z1 + z2 = −ba
 ; P = z1z2 =ca·
 . En cas de trou de memoire, vous pouvez retrouver ces formules en partant de :
 az2 + bz + c = a(z − z1)(z − z2),
 et en developpant le second membre.
 5. Exponentielle complexe
 5.1 Nombres complexes de module 1
 L’ensemble U des nombres complexes de module 1 a pour image dans le plan complexe lecercle trigonometrique.Soit z ∈ U. Si θ est un argument de z, on a z = cos θ + i sin θ.On convient de noter cos θ + i sin θ = eiθ.
 5.2 Formule de Moivre
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 ∀θ ∈ R ∀n ∈ Z (cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ,
 ce qui s’ecrit avec la notation precedente : (eiθ)n = einθ.
 5.3 Formules d’Euler
 Pour tout reel x et tout entier n, on a :
 cos x =eix + e−ix
 2; sin x =
 eix − e−ix
 2i;
 cos nx =einx + e−inx
 2; sin nx =
 einx − e−inx
 2i·
 . On peut utiliser ces formules pour lineariser des polynomes trigonometriques.
 5.4 Exponentielle complexe
 • DefinitionOn definit l’exponentielle du nombre complexe z = x + iy par :
 ez = ex eiy = ex (cos y + i sin y).
 • Equation ez = a
 Le nombre complexe ez a pour module ex, et pour argument y.
 Si a est un nombre complexe non nul donne, les solutions z = x + iy de l’equation ez = averifient donc :
 ex = |a| et y = arg (a).
 • Proprietes∀z ∈ C ∀z′ ∈ C ez ez′ = ez+z′ .
 ∀z ∈ C ∀n ∈ Z(ez
 )n= enz.
 Si z est une constante complexe et t une variable reelle, on a :ddt
 (ezt
 )= z ezt.
 ez = ez′ ⇐⇒ ez−z′ = 1 ⇐⇒ z − z′ ∈ 2iπZ.
 5.5 Retrouver des formules de trigonometrie
 • A partir de eia eib = ei(a+b), soit :(cos a + i sin a
 )(cos b + i sin b
 )= cos(a + b) + i sin(a + b)
 en egalant les parties reelles et les parties imaginaires, on retrouve :
 cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b ; sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b.
 • Transformation de a cos t + b sin t
 En posant A =√
 a2 + b2, le point(
 aA
 ;bA
 )appartient au cercle trigonometrique.
 Il existe donc un angle ϕ tel que :
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 cosϕ =a
 √a2 + b2
 ; sinϕ =b
 √a2 + b2
 · · ·
 On obtient donc la transformation :
 a cos t + b sin t = A[
 cosϕ cos t + sinϕ sin t]
 = A cos(t − ϕ).
 . L’addition des deux signaux a cos t et b sin t est donc un signal d’amplitude A et dedephasage ϕ.
 6. Racines n-iemes d’un nombre complexe
 6.1 Racines n-iemes de l’unite
 • Description des racinesSoit Un l’ensemble des racines n-iemes de 1, c’est-a-dire l’ensemble des nombres complexesz tels que zn = 1. On a :
 Un = u0, u1, . . . , un−1 avec uk = cos(
 2kπn
 )+ i sin
 (2kπn
 )= (u1)k.
 • Proprieten−1∑k=0
 uk = 0.
 6.2 Racines n-iemes d’un nombre complexe non nul
 • Tout nombre complexe non nul a = ρ (cos θ + i sin θ) possede n racines n-iemes :
 zk = n√ρ(
 cosθ + 2kπ
 n+ i sin
 θ + 2kπn
 )avec k ∈ 0, . . . , n − 1.
 • A partir de l’une d’entre elles, on peut les obtenir toutes en la multipliant par les elementsde Un.
 7. Nombres complexes et geometrie plane
 7.1 Distances et angles
 Soit A, B et C trois points deux a deux distincts, d’affixes respectifs a, b et c.
 • |a − b| est la longueur AB ; arg (b − a) est une mesure de l’angle (−→u ,−−→AB).
 •b − ac − a
 a pour moduleABAC
 et pour argument une mesure de l’angle (−−→AC,−−→AB).
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 7.2 Applications
 • Les points A, B et C sont alignes si, et seulement si,b − ac − a
 est un reel.
 •−−→AB et −−→AC sont orthogonaux si, et seulement si,
 b − ac − a
 est un imaginaire pur.
 7.3 Transformations geometriques
 a = a1 + ia2 et b = b1 + ib2 sont deux nombres complexes donnes.
 • L’application de C dans C : z 7→ z + b , se traduit sur les images par la translation devecteur b1
 −→u + b2−→v .
 • Si a , 1, l’application de C dans C : z 7→ az + b , se traduit sur les images par la similitude
 de rapport |a|, d’angle arg a, et dont le centre Ω, a pour affixe zΩ =b
 1 − a·
 Cette transformation est la composee, dans n’importe quel ordre, de la rotation de centre Ωet d’angle arg a, et de l’homothetie de centre Ω et de rapport |a|.
 • L’application deC dansC : z 7→ z, se traduit sur les images par la symetrie axiale d’axe Ox.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On pose : z1 = 1 + i, z2 =√
 3 + i et z = z31z2.
 Ecrivez z sous forme algebrique.
 Exercice 2 : Reprenez l’exercice 1 et ecrivez z sous forme trigonometrique.
 Deduisez-en la valeur exacte de cos(
 11π12
 )et sin
 (11π12
 ).
 Exercice 3 : Resolvez dans C l’equation (E) : (1 + i)z2 − (7 + 13i)z + 2 + 60i = 0.
 Exercice 4 : Calculez A =
 n∑k=0
 cos(kt).
 Exercice 5 : Calculez B =
 n∑k=0
 (nk
 )cos(kx).
 Exercice 6 : Soit a et b deux reels distincts et n ∈ N∗. Resolvez dans C l’equation :
 (z − a)n − (z − b)n = 0 (E)
 Exercice 7 : Determinez l’ensemble des points M d’affixe z tels que les images de 1, z et1 + z2 soient alignees.
 Exercice 8 : Decrivez la transformation du plan qui associe au point M d’affixe z le pointM′ d’affixe z′ telle que 3z′ = iz + 1 + 3i.
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 1. Divisibilite dans Z
 1.1 Divisibilite
 • Si (a, b) ∈ Z × Z, on dit que b divise a si, et seulement si, il existe q ∈ Z tel que a = bq.On dit que a est un multiple de b, ou que b est un diviseur de a.
 • La relation de divisibilite est une relation d’ordre partiel dans N.
 1.2 Nombres premiers
 • Un entier p est premier si p 6 2, et si ses seuls diviseurs sont 1 et p.
 • Il y a une infinite de nombres premiers.
 • Si n n’est divisible par aucun nombre premier inferieur ou egal a√
 n, alors il est premier.
 • Tout entier n, avec n 6 2, s’ecrit de facon unique comme produit de nombres premiers.
 . Les nombres premiers jouent un grand role, en particulier en cryptologie. Le plus grandactuellement connu date de 2008 et comporte 12978189 chiffres. Mais tout record est destinea etre battu !
 1.3 Division euclidienne
 Pour tout (a, b) ∈ Z × N∗, il existe un element unique (q, r) ∈ Z × N tel que :
 a = bq + r avec 0 6 r < b.
 q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.
 2. PGCD
 2.1 Definition
 • Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L’ensemble des nombres de N∗ qui divisent a lafois a et b, admet un plus grand element d, pour la relation d’ordre de divisibilite.
 C’est le plus grand commun diviseur de a et de b. On le note pgcd (a, b) , ou a ∨ b.
 • Si a et b sont decomposes en produits de nombres premiers, leur pgcd est le produit detous ces nombres premiers avec, pour chacun, la puissance la plus faible.
 • La definition se generalise pour un nombre fini d’entiers.
 2.2 Algorithme d’Euclide
 Si q1 et r1 sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b, on a :
 a ∨ b = b ∨ r1.
 On recommence avec b et r1. Le dernier reste non nul de ce processus est le pgcd de a et de b.
 2.3 Nombres premiers entre eux

Page 75
                        
                        

20 • Arithmetique dans Z 75
 • Si a ∨ b = 1, on dit que a et b sont premiers entre eux.
 • Si on considere un nombre fini d’entiers, on distingue :− premiers entre eux dans leur ensemble : a1 ∨ . . . ∨ an = 1 ;− premiers entre eux deux a deux : ai ∨ a j = 1 si i , j.
 • Soit r =ab
 un nombre rationnel. Si d designe le pgcd de a et de b, on a a = da′ et b = db′,
 avec a′ et b′ premiers entre eux. On peut alors ecrire r =a′
 b′· C’est la forme irreductible de
 r.
 2.4 Relation de Bezout
 Pour que deux entiers relatifs non nuls a et b soient premiers entre eux, il faut, et il suffit,qu’il existe u et v dans Z tels que :
 au + bv = 1.
 On obtient u et v avec l’algorithme d’Euclide.
 3. PPCM
 3.1 Definition
 • Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L’ensemble des nombres de N∗ qui sont multiplesa la fois de a et de b, admet un plus petit element m, pour la relation d’ordre de divisibilite.
 C’est le plus petit commun multiple de a et de b. On le note ppcm (a, b) , ou a ∧ b.
 • Si a et b sont decomposes en produits de nombres premiers, leur pgcd est le produit detous ces nombres premiers avec, pour chacun, la puissance la plus elevee.
 3.2 Theoreme (a ∨ b
 )×
 (a ∧ b
 )=
 ∣∣∣a b∣∣∣.
 3.3 Lemme de Gauss
 Soit a, b, c trois entiers relatifs tels que a divise bc, et a premier avec b.Alors a divise c.
 4. Congruences
 4.1 Definition
 Soit n ∈ N∗. La relation binaire dans Z :a et b ont le meme reste dans la division par n ⇐⇒ n/(a − b)
 se note a ≡ b (mod n) ; lire : a congrue a b modulo n.
 4.2 Operations
 Si a ≡ a1 (mod n) et b ≡ b1 (mod n), alors :
 a + b ≡ a1 + b1 (mod n) ; ab ≡ a1b1 (mod n).
 4.3 Petit theoreme de Fermat
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 Soit p un nombre premier. Pour tout entier a, on a :
 ap ≡ a (mod p).
 5. Valuation p-adique
 5.1 Definition
 • Soit p un nombre premier et n un entier non nul. La valuation p-adique de n est le plusgrand entier k tel que p divise n. On la note vp(n).• Si n = 0, on convient que vp(0) = +∞ pour tout nombre premier p.
 5.2 Proprietes
 • Si la decomposition de n , 0 en facteurs premiers est n = pα11 pα2
 2 . . . pαkk , alors vpi (n) = αi
 pour 1 6 i 6 k et vp(n) = 0 si p est distinct des pi.
 • Pour m et n entiers, m divise n si, et seulement si, vp(m) 6 vp(n) pour tout nombre premierp.
 • Pour m et n entiers non nuls, on a :
 vp(m ∨ n) = min(vp(m), vp(n)
 )vp(m ∧ n) = max
 (vp(m), vp(n)
 )Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1
 1. Demontrez que 143 et 100 sont premiers entre eux.2. Determinez tous les couples (u, v) d’entiers relatifs tels que :
 143 u + 100 v = 1.
 Exercice 2
 a et b etant deux entiers naturels non nuls, on note d leur pgcd et m leur ppcm. Determineztous les couples (a, b) verifiant le systeme :
 m = d2
 m + d = 156a > b
 Exercice 3
 Quel est le nombre de chiffres de l’ecriture decimale de n = 20132014 ?Quel est le dernier chiffre de cette ecriture ?
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 1. Lois de composition interne
 1.1 Definition
 Une loi de composition interne sur un ensemble E est une fonction de E × E dans E.
 A un couple (x, y), on associe donc un element, note x∗y, ou x+y, ou xy, . . ., appele composede x et de y.
 1.2 Proprietes
 • Une loi de composition interne ∗ sur E est :
 associative si :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E ∀z ∈ E (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ;
 commutative si :∀x ∈ E ∀y ∈ E x ∗ y = y ∗ x.
 Elle admet un element neutre e si :
 ∀x ∈ E x ∗ e = e ∗ x = x.
 + Attention, e ne depend pas de x.
 Si l’element neutre existe, il est unique.
 • Un element x est inversible, ou symetrisable, s’il existe x′ tel que :
 x ∗ x′ = x′ ∗ x = e.
 x′ est dit alors inverse, ou symetrique, de x.
 • Si ∗ et > sont deux lois de composition interne de E, on dit que ∗ est distributive parrapport a >, si l’on a toujours :
 x ∗ (y>z) = (x ∗ y)>(x ∗ z) et (y>z) ∗ x = (y ∗ x)>(z ∗ x).
 2. Groupes
 2.1 Definitions
 • Un ensemble non vide G, muni d’une loi de composition interne ∗, est un groupe si :
 − la loi est associative ;− il existe un element neutre e ;
 − tout element de G possede un symetrique dans G.
 • Si, de plus, la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif, ou abelien.
 • Dans un groupe, tout element est regulier (ou simplifiable), c’est-a-dire que l’on a tou-jours :
 x ∗ y = x ∗ z =⇒ y = z ; y ∗ x = z ∗ x =⇒ y = z.
 • Generalement, un groupe est note additivement ou multiplicativement.
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 Le symetrique x′ de x est alors note −x dans le premier cas, x−1 dans le second.Le compose de n fois le meme element x est alors note nx dans le premier cas, xn dans lesecond.
 2.2 Exemples usuels
 • Les ensembles de nombres Z, Q, R, C sont des groupes additifs.
 • Les ensembles de nombres Q∗, Q∗+, R∗, R∗+, C∗ sont des groupes multiplicatifs.
 • L’ensemble U des nombres complexes de module 1 et l’ensemble Un des racines n-iemesde l’unite sont des groupes multiplicatifs.
 2.3 Sous-groupes
 • Une partie stable H d’un groupe G est un sous-groupe de G si la restriction a H de la loide G y definit une structure de groupe.
 • Pour qu’une partie non vide H d’un groupe G soit un sous-groupe de G, il faut et il suffitque :
 ∀x ∈ H ∀y ∈ H xy ∈ H ;∀x ∈ H x−1 ∈ H .
 ou encore :
 ∀x ∈ H ∀y ∈ H xy−1 ∈ H .
 • Les sous-groupes du groupe additif Z sont les ensembles :
 nZ = nx ; x ∈ Z ou n ∈ N.
 • L’intersection d’une famille de sous-groupes est un sous-groupe de G.
 3. Groupe symetrique
 Soit E un ensemble fini a n elements, avec n 6 1.
 3.1 Definitions
 L’ensemble SE des bijections de E, muni de la loi de composition des applications, est ungroupe appele groupe des permutations (ou substitutions) de E.
 Le groupe des permutations de l’intervalle ~1, n de N est appele groupe symetrique d’ordren et note Sn.
 3.2 Decomposition d’une permutation en produit de cycles
 • DefinitionUn cycle (ou permutation circulaire) d’ordre p est une permutation σ de E qui laisse inva-riants n − p elements de E, et telle que l’on puisse ranger les p elements restants (a1, . . . , ap)de maniere que :
 σ(a1) = a2 , σ(a2) = a3 , . . . , σ(ap−1) = ap , σ(ap) = a1.
 On note σ = (a1, . . . , ap).
 Les elements a1, . . . , ap constituent le support de σ.
 • Theoreme
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 Toute permutation de E est decomposable en produit de cycles a supports disjoints, deuxcycles quelconques etant permutables.Cette decomposition est unique a l’ordre pres.
 3.3 Signature d’une permutation
 • TranspositionOn appelle transposition de E une permutation de E qui echange deux elements de E, et quilaisse invariants tous les autres. C’est donc un cycle d’ordre 2.
 • Parite d’une permutationToute permutation de E est decomposable en un produit de transpositions. Cette decompositionn’est pas unique, mais, pour une permutation donnee, la parite du nombre de transpositionsest fixe.
 Si ce nombre est pair, on dit que la permutation est paire.Si ce nombre est impair, on dit que la permutation est impaire.
 • SignatureLa signature d’une permutation σ est le nombre, note ε(σ), egal a 1 si σ est paire, a −1 si σest impaire.
 . Pour determiner ε(σ), la methode la plus rapide consiste a decomposer σ en produitde cycles, en sachant qu’un cycle d’ordre p peut se decomposer en p − 1 transpositions.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Demontrez que la reunion de deux sous-groupes de G est un sous-groupe deG si, et seulement si, l’un est inclus dans l’autre.
 Exercice 2 : Determinez la signature de la permutation :
 σ =
 (1 2 3 4 5 6 7 8 9 106 8 3 1 2 4 7 9 10 5
 )
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22 Structures d’anneau et de corps
 1. Structure d’anneau
 1.1 Definition
 Un ensemble A, muni d’une loi notee + (dite addition) et d’une loi notee × (dite multiplica-tion), possede une structure d’anneau pour ces operations si :
 • A possede une structure de groupe commutatif pour l’addition ;
 • La multiplication est associative et possede un element neutre ;
 • La multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a l’addition.
 Si la multiplication est commutative, l’anneau est dit commutatif.
 1.2 Exemples usuels.
 Les ensembles de nombres Z, Q, R, C sont des anneaux pour les operations habituelles.
 1.3 Regles de calcul
 x( n∑
 i=1
 yi
 )=
 n∑i=1
 x yi ;( n∑
 i=1
 yi
 )x =
 n∑i=1
 yi x.
 Dans un anneau commutatif, pour tout n ∈ N, on a :
 (x + y)n =
 n∑k=0
 (nk
 )xk yn−k (formule du binome),
 xn − yn = (x − y)n−1∑k=0
 xn−k−1yk.
 . Si l’anneau n’est pas commutatif, ces formules restent vraies pour des elements permu-tables, c’est-a-dire tels que xy = yx.
 1.4 Sous-anneau
 • On dit qu’une partie B d’un anneau A, stable pour + et ×, est un sous-anneau de A, sila restriction a B des deux lois de A y definit une structure d’anneau, avec le meme elementneutre pour × que dans A.
 • Pour qu’une partie B d’un anneau A soit un sous-anneau de A, il faut et il suffit que 1A ∈ Bet :
 ∀x ∈ B ∀y ∈ B x − y ∈ B et xy ∈ B.
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 2. Structure de corps
 2.1 Elements inversibles d’un anneau
 Si A est un anneau non reduit a 0, l’ensemble de ses elements inversibles (c’est-a-dire leselements qui admettent un symetrique pour la multiplication) est un groupe multiplicatif.
 2.2 Corps
 Un corps est un anneau non reduit a 0 dont tous les elements, sauf 0, sont inversibles. Il estdit commutatif si l’anneau est commutatif.
 Dans cet ouvrage, tous les corps seront supposes commutatifs, sans avoir besoin de le precisera chaque fois.
 2.3 Sous-corps
 On dit qu’une partie L d’un corps K, stable pour + et ×, est un sous-corps de K, si la restrictiona L des deux lois de K y definit une structure de corps, c’est-a-dire si c’est un sous-anneau,et si l’inverse d’un element non nul de L reste dans L.
 Pour qu’une partie non vide L d’un corps K soit un sous-corps de K, il faut et il suffit que1 ∈ L et que : ∀x ∈ L ∀y ∈ L x − y ∈ L et xy ∈ L
 ∀x ∈ L∗ x−1 ∈ L∗ ou L∗ = L \ 0
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un element x est nilpotent s’il existen ∈ N tel que xn = 0.a) Montrez que, si x est nilpotent, alors 1 − x est inversible.b) Montrez que, si x et y sont nilpotents, alors xy et x + y le sont aussi.
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 1. Generalites
 1.1 Definitions
 • Un polynome a coefficients dans K = R ou C, est une suite de valeurs ai de K, nulle apartir d’un certain rang p. Un tel polynome se note P, ou P(X) :
 P(X) = a0 + a1X + · · · + apXp.
 Les nombres ai sont les coefficients du polynome P.
 • Si P , 0, le plus grand entier p tel que ap , 0 est le degre du polynome P. On le notedP, ou deg P.
 ap est le coefficient dominant de P. Lorsque ap = 1, le polynome est dit unitaire, ou norma-lise.
 • Pour le polynome nul P = 0, on convient de poser dP = −∞.
 • L’ensemble des polynomes a coefficients dans K, se note K[X].
 • On note Kn[X] l’ensemble des polynomes de degre inferieur ou egal a n.
 1.2 Structure algebrique
 Soit P =
 n∑i=0
 ai Xi et Q =
 m∑j=0
 b j X j deux elements de K[X], et λ ∈ K.
 • Addition de deux polynomes
 P + Q =
 r∑k=0
 ck Xk avec r = max (m, n) et ck = ak + bk.
 On a : d(P + Q) 6 max (dP, dQ). Si dP , dQ, il y a egalite.
 • Produit par un scalaire
 λ P =
 n∑i=0
 (λ ai) Xi. Si λ , 0, on a : d(λ P) = dP.
 • Produit de deux polynomes
 PQ =
 m+n∑k=0
 dk Xk avec dk =∑
 i+ j=k
 ai b j.
 On a : d(PQ) = dP + dQ.
 • Compose de deux polynomes
 Le polynome compose de P et Q est : P Q =
 n∑i=0
 ai Qi. On a d(P Q) = dP × dQ.
 On ecrit souvent P (Q) au lieu de P Q.
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 1.3 Fonctions polynomiales
 P =
 n∑i=0
 ai Xi etant un polynome de K[X], la fonction polynomiale associee a P est l’applica-
 tion P, de K dans K, definie par :
 x 7→ P(x) =
 n∑i=0
 ai xi.
 . Puisque K est infini, vous pouvez confondre sans risque P et P.
 2. Division dans K[X]
 2.1 Divisibilite
 • Si A = B Q (avec Q ∈ K[X]), on dit que A est un multiple de B, ou que B est un diviseurde A.
 • On dit que A et B sont des polynomes associes lorsque A = λ B, avec λ ∈ K∗.
 2.2 Division euclidienne
 Soit A et B deux polynomes de K[X], avec B , 0. Il existe des polynomes uniques Q et Rdans K[X], tels que :
 A = BQ + R avec dR < dB.
 On dit que Q est le quotient, et R le reste, dans la division euclidienne de A par B.
 3. Derivation dans K[X]
 3.1 Polynome derive
 • P =
 n∑i=0
 ai Xi etant un polynome de K[X], son polynome derive est :
 P′ =
 n∑i=1
 iai Xi−1.
 • Les proprietes de la derivation des polynomes sont les memes que celles de la derivationdes fonctions.
 3.2 Formule de Leibniz
 P et Q etant deux polynomes, la derivee n-ieme de leur produit est :
 (PQ)(n) =
 n∑k=0
 (nk
 )P(k) Q(n−k).
 3.3 Formule de Taylor polynomiale
 Si P est de degre n, en ecrivant la formule de Taylor jusqu’a l’ordre n, le reste (cf. fiche 11)est nul.
 P =
 n∑i=0
 P(i)(a)i!
 (X − a)i
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 4. Racines d’un polynome
 4.1 Definition
 • Les racines, ou zeros, d’un polynome P sont les racines de l’equation P(x) = 0.
 • Un zero α de P est dit d’ordre k, ou de multiplicite k (avec k ∈ N∗), si α est racine d’ordrek de l’equation P(x) = 0. Cela signifie qu’il existe Q ∈ K[X] tel que P = (X − α)kQ avecQ(α) , 0.
 4.2 Caracterisation
 • Un zero α de P est d’ordre au moins k si, et seulement si :
 P(α) = P′(α) = · · · = P(k−1)(α) = 0.
 • L’ordre est egal a k si, en plus, P(k)(α) , 0.
 4.3 Polynome scinde
 Un polynome P de K[X] est scinde s’il s’ecrit comme produit de polynomes de degre 1, soit :
 P = an
 r∏i=1
 (X − αi)ki .
 5. Decomposition d’un polynome
 5.1 Theoreme de d’Alembert-Gauss
 Tout polynome de C[X] a au moins une racine dans C.On en deduit qu’un polynome de C[X], de degre n, a exactement n racines dans C, en comp-tant chaque racine autant de fois que son ordre de multiplicite.
 5.2 Polynome irreductible
 Un polynome P de K[X] est irreductible si dP > 1, et s’il n’est divisible que par les po-lynomes associes a 1 et a P.
 5.3 Decomposition d’un polynome en facteurs irreductibles
 • Tout polynome de degre > 1 se factorise en un produit d’un element deK∗ et de polynomesirreductibles unitaires.
 Cette decomposition est unique, a l’ordre pres.
 • Dans C[X], les polynomes irreductibles sont les polynomes de degre 1.
 • Dans R[X], les polynomes irreductibles sont les polynomes de degre 1, et les polynomesaX2 + bX + c avec b2 − 4ac < 0.
 • Si P ∈ R[X], on peut le considerer dans C[X], et si α est un zero non reel de P, alors Padmet aussi le conjugue α pour zero, avec le meme ordre de multiplicite que α.
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 5.4 Relations entres les coefficients et les racines
 Si P =
 n∑i=0
 ai Xi est de la forme ci-dessus, designons par σp la somme des produits p a p des
 racines. On a la relation :
 σp = (−1)p an−p
 an·
 6. Polynome d’interpolation de LagrangeSoit (a0, a1, . . . , an) des elements de K, distincts deux a deux et des elements (b0, b1, . . . , bn)de K.
 Il existe un unique polynome P de degre 6 n tel que :
 ∀i ∈ 0, . . . , n P(ai) = bi.
 Ce polynome est :
 P(x) =
 n∑i=0
 ∏j,i
 (X − a j)∏j,i
 (ai − a j)bi.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Determinez le reste de la division euclidienne de An = (cosα + sinα X)n par(X2 + 1)2.
 Exercice 2 : Decomposez P = X8 + X4 + 1 en facteurs irreductibles dans R[X].
 Exercice 3 : Determinez trois nombres complexes dont la somme est 2, la somme descarres 2, la somme des cubes 8.
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 1. PGCD
 1.1 Definition
 • Soit A et B deux polynomes non nuls de K[X]. Tout diviseur commun a A et B de degremaximal est appele un pgcd de A et de B.
 • L’ensemble des diviseurs communs a A et a B est egal a l’ensemble des diviseurs d’un deleurs pgcd.
 • Tous les pgcd sont associes. Un seul est unitaire. On le note A ∨ B.
 1.2 Algorithme d’Euclide
 Si Q1 et R1 sont le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, on a :
 A ∨ B = B ∨ R1 .
 On recommence avec B et R1 . Le dernier reste non nul (normalise) de ce processus est lepgcd de A et de B.
 1.3 Polynomes premiers entre eux
 Si pgcd (A, B) = 1, on dit que A et B sont premiers entre eux.
 2. PPCM
 2.1 Definition
 • Soit A et B deux polynomes non nuls de K[X]. Tout multiple commun a A et B de degreminimal est appele un ppcm de A et de B.
 • L’ensemble des multiples communs a A et a B est egal a l’ensemble des multiples d’un deleurs ppcm.
 • Tous les ppcm sont associes. Un seul est unitaire. On le note A ∧ B.
 2.2 Lien avec le pgcd
 Si A et B sont unitaires, on a :
 (A ∨ B) × (A ∧ B) = A B.
 3. Theoremes de Bezout et de Gauss
 3.1 Relation de Bezout
 • Pour que deux polynomes A et B de K[X] soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu’ilexiste deux polynomes U et V de K[X] tels que :
 A U + B V = 1.
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 • Si A et B sont premiers entre eux et non tous deux constants, il existe des polynomes U0et V0 de K[X] uniques tels que :
 A U0 + B V0 = 1 avec dU0 < dB et dV0 < dA.
 3.2 Lemme de Gauss
 Si A, B et C sont trois polynomes de K[X] tels que A divise B C, et A premier avec B, alors Adivise C.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit P = X4 − 4X3 + 16X − 16.
 Determinez le pgcd de P et de P′.
 Deduisez-en la factorisation de P en polynomes irreductibles.
 Exercice 2 : On considere dans R[X] les polynomes A = X4 + 1 et B = X3 + 1.
 1. Decomposez A et B en produit de polynomes irreductibles de R[X].
 2. Determinez le pgcd de A et de B dans R[X].
 3. Trouvez tous les couples (U,V) de polynomes de R[X] qui verifient :
 AU + BV = 1.
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 1. Decomposition en elements simples
 1.1 Definitions
 • De facon analogue a un nombre rationnel quotient de deux entiers, on definit une fraction
 rationnelleAB
 a partir des polynomes A et B , 0.
 • On appelle degre de la fraction rationnelle F =AB
 , le nombre dA − dB. On le note dF.
 • F =AB
 etant une fraction rationnelle simplifiee, la fonction rationnelle associee a F est la
 fonction F, de K dans K, definie par :
 x 7→ F(x) =A(x)B(x)
 quand B(x) , 0.
 F n’est pas definie pour les zeros de B. Ce sont les poles de F.
 1.2 Forme generale de la decomposition
 Une fraction rationnelle, de forme irreductible F =AB
 (c’est-a-dire avec A et B premiers entreeux), s’ecrit de facon unique, sous la forme :
 F = E +RB
 avec dR < dB.
 E est la partie entiere, etRB
 la partie fractionnaire de F.
 1.3 Partie polaire quand K = C
 Si la factorisation de B en polynomes irreductibles comporte un terme (X − a)k avec k ∈ N∗,on appelle partie polaire de F relative a ce terme une somme d’elements simples du type :
 αk
 (X − a)k +αk−1
 (X − a)k−1 + · · · +α1
 X − a·
 Pour une fraction F donnee, les complexes αi existent et sont uniques.
 1.4 Theoreme de decomposition
 Toute fraction rationnelle, ecrite sous forme irreductible, est egale, de facon unique, a lasomme de sa partie entiere et des parties polaires relatives a chacun des facteurs irreductiblesintervenant dans la decomposition de B.
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 2. Methodes pratiques de decomposition
 2.1 Plan d’etude
 • On met F sous forme irreductible en simplifiant par le pgcd du numerateur et du denominateur.
 • On obtient E et R a l’aide de la division euclidienne de A par B.
 • On factorise B en polynomes irreductibles.
 • On ecrit la forme litterale de la decomposition en elements simples de F, ou deRB·
 • On determine les coefficients a l’aide de diverses methodes.
 2.2 Determination des coefficients
 • La methode la plus rudimentaire consiste a reduire au meme denominateur la formedecomposee, et a identifier les numerateurs.
 • Vous pouvez remplacer X par des valeurs numeriques, differentes des poles.
 • Sachant que la decomposition est unique, si F est paire, ou impaire, on obtient des rela-tions entre les coefficients.
 • En utilisant la fraction sans partie entiere, limx→∞
 x F(x) donne une relation entre coefficients.
 • En multipliant F par (X − a)k et en remplacant X par a, on obtient αk.
 • Si a est un pole simple, la partie polaire associeeα
 X − averifie :
 α =A(a)B′(a)
 ·
 • Soit P un polynome dont les racines sont a1, . . . , ak, d’ordre de multiplicite respectifsm1, . . . ,mk. On a :
 P′
 P=
 k∑i=1
 mi
 X − ai·
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Decomposez en elements simples la fraction rationnelle :
 F =X
 (X + 1)2 (X − 1)2 ·
 Exercice 2 : Decomposez, dans C(X), la fraction F =X2n + 1X2n − 1
 ou n ∈ N∗.

Page 90
                        
                        

26 Structure d’espace vectoriel
 1. Definitions et premieres proprietes
 1.1 Espace vectoriel
 Soit K un corps d’elements neutres notes 0 et 1. On dit qu’un ensemble non vide E est unespace vectoriel sur K, ou K-espace vectoriel, s’il est muni
 • d’une loi de composition interne notee +,
 • d’une loi de composition externe sur K, c’est-a-dire d’une application de K × E dans E :(λ, x) 7→ λ x,telles que :
 (E,+) est un groupe commutatif,
 ∀λ ∈ K ∀µ ∈ K ∀x ∈ E ∀y ∈ E (λ µ) x = λ (µ x) ;
 (λ µ) x = λ (µ x) ; (λ + µ) x = λ x + µ x ; λ (x + y) = λ x + λ y ; 1 x = x.
 Les elements de E sont des vecteurs ; les elements de K sont des scalaires.
 . ∀λ ∈ K ∀x ∈ E λ x = 0E ⇐⇒ λ = 0K ou x = 0E .De ce fait, les elements neutres de K et de E, 0K et 0E , seront representes par le memesymbole 0 sans inconvenient.
 1.2 Exemples
 • L’ensemble des vecteurs du plan ou de l’espace est un R-espace vectoriel.
 • K est un espace vectoriel sur K.
 • C est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.
 • Le produit E1 × · · · × En de n espaces vectoriels sur le meme corps K (en particulier Kn)est un K-espace vectoriel pour les lois :
 (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
 λ (x1, . . . , xn) = (λ x1, . . . , λ xn)
 • L’ensemble F (X, F) des applications d’un ensemble non vide X dans un espace vectorielF, est un espace vectoriel pour les operations f + g et λ f .
 • L’ensemble KN des suites d’elements de K est un K-espace vectoriel.
 • L’ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K, l’ensemble Kn[X] des polynomesde degre 6 n, sont des K-espaces vectoriels.
 1.3 Combinaison lineaire d’une famille finie de vecteurs
 Soit (xi)i∈I une famille finie de vecteurs. Une combinaison lineaire de ces vecteurs est un vec-teur du type : ∑
 i∈I
 λi xi avec λi ∈ K pour tout i.
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 1.4 Combinaison lineaire d’une famille de vecteurs
 Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs. Une combinaison lineaire de ces vecteurs est un vecteurdu type : ∑
 i∈J
 λi xi avec λi ∈ K et J partie finie de I.
 2. Sous-espaces vectoriels
 2.1 Definition
 • Une partie non vide F d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E sielle est stable pour les deux lois, et si la restriction a F des lois de E y definit une structured’espace vectoriel.
 • En fait, il faut et il suffit que F verifie :
 ∀λ ∈ K ∀x ∈ F ∀y ∈ F x + y ∈ F λ x ∈ F ;
 ou encore :
 ∀λ ∈ K ∀x ∈ F ∀y ∈ F x + λ y ∈ F.
 . Pour montrer que F n’est pas vide, on verifie en general que 0 ∈ F.
 2.2 Exemples
 • L’ensemble nul (ne pas dire : vide !) 0 est un sous-espace vectoriel.
 • Les droites vectorielles de R2 ; les droites et plans vectoriels de R3 sont des sous-espacesvectoriels.
 • Pour tout n ∈ N, Kn[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].
 2.3 Sous-espace engendre par une partie
 • Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.
 + Attention, la reunion de sous-espaces vectoriels n’est pas en general un sous-espacevectoriel.
 • L’intersection F de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant une partie A donneeest le sous-espace vectoriel engendre par A. C’est le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-espace vectoriel contenant A.
 On dit aussi que A est une partie generatrice de F. On note F = Vect (A).
 • Le sous-espace vectoriel engendre par A est egal a l’ensemble des combinaisons lineairesde vecteurs de A.
 3. Familles de vecteurs
 3.1 Familles et parties generatrices
 • Une famille (xi)i∈I est generatrice de E si F = Vect[(xi)i∈I
 ].
 • Toute sur-famille d’une famille generatrice est generatrice.
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 3.2 Familles et parties libres, liees
 • On dit qu’une famille (xi)i∈I de vecteurs de E est une famille libre, ou que les vecteurssont lineairement independants, si pour toute partie finie J de I, on a :∑
 i∈J
 λi xi = 0 =⇒ ∀i ∈ J λi = 0.
 Dans le cas contraire, on dit que la famille est liee, ou que les vecteurs sont lineairementdependants.
 • Toute sous-famille non vide d’une famille libre est libre.
 • Pour qu’une famille (xi)i∈I soit liee, il faut, et il suffit, que l’un de ses elements soit com-binaison lineaire des autres.
 . Cas particuliers : une famille qui contient le vecteur 0 est liee ;deux vecteurs sont lies si, et seulement si, ils sont colineaires.
 3.3 Bases
 • On appelle base d’un espace vectoriel E toute famille libre de E qui engendre E.
 • (e1, . . . , en) est une base de E si, et seulement si, tout vecteur x de E peut s’ecrire de faconunique sous la forme :
 x =
 n∑i=1
 xi ei.
 Les scalaires xi sont les composantes, ou coordonnees, du vecteur x.
 • Exemples− Dans Kn, soit ei le vecteur comportant un 1 a la i-ieme place et 0 ailleurs. Les vecteurse1, . . . , en forment une base, dite base canonique de Kn, et on peut ecrire :
 (x1, . . . , xn) =
 n∑i=1
 xi ei.
 − Dans Kn[X], les monomes (Xk)k∈~0,n, forment une base, dite base canonique de Kn[X].
 − Dans K[X], les monomes (Xn)n∈N, forment une base, dite base canonique de K[X].
 4. Somme d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels
 4.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels
 E1 et E2 etant deux sous-espaces vectoriels de E, on appelle somme de E1 et de E2, et onnote E1 + E2, l’ensemble des vecteurs du type x1 + x2 ou x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2.
 E1 + E2 est le sous-espace vectoriel engendre par E1 ∪ E2.
 4.2 Somme directe de deux sous-espaces vectoriels
 • DefinitionsQuand tout vecteur x de F = E1 + E2 s’ecrit, de facon unique, sous la forme x = x1 + x2 avecx1 ∈ E1 et x2 ∈ E2, on dit que F est somme directe de E1 et de E2, et on note F = E1 ⊕ E2.
 On dit aussi que E1 et E2 sont supplementaires dans F.
 • TheoremeE = E1 ⊕ E2 ⇐⇒ E = E1 + E2 et E1 ∩ E2 = 0.
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 4.3 Generalisation
 • Somme de sous-espaces vectorielsSoit (Ei)i∈I une famille finie de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On appellesomme des Ei, et on note
 ∑i∈I
 Ei, l’ensemble des vecteurs du type∑i∈I
 xi ou xi ∈ Ei pour tout
 i ∈ I.∑i∈I
 Ei est le sous-espace vectoriel engendre par⋃i∈I
 Ei.
 Si I = 1, . . . , n, la somme se note aussi E1 + · · · + En.
 • Somme directe de sous-espaces vectoriels
 Quand tout vecteur x de∑i∈I
 Ei s’ecrit de facon unique sous la forme∑i∈I
 xi avec xi ∈ Ei pour
 tout i ∈ I, on dit que la somme des Ei est directe et on la note⊕
 i∈I
 Ei.
 Si I = 1, . . . , n, on note aussi E1 ⊕ · · · ⊕ En.
 . Pour demontrer que la somme des Ei est directe, la methode la plus rapide est de partird’une somme nulle x1 + · · ·+ xn = 0 avec xi ∈ Ei pour tout i, et de demontrer que cela entraıneque tous les xi sont nuls.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit x1, . . . , xn des vecteurs d’un espace vectoriel E.
 On pose y1 =
 n∑i=1
 λi xi avec λ1 , 0. Montrez que :
 Vect (y1, x2, . . . , xn) = Vect (x1, x2, . . . , xn).
 Exercice 2 : Montrez que si α1, . . . , αn sont des nombres reels verifiant :α1 < α2 < · · · < αn avec n > 2,
 alors les fonctions (ϕk)06k6n definies par ϕk(x) = eαk x sont lineairement independantes dansl’espace F (R,R) des fonctions de R dans R.
 Exercice 3 : Soit F (R,R) l’espace vectoriel des fonctions de R dans R. On designe par Pl’ensemble des fonctions paires et parI l’ensemble des fonctions impaires.Demontrez que F (R,R) = P ⊕ I .Quelle est la decomposition de la fonction exponentielle ?
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 de dimension finie
 1. Dimension d’un espace vectoriel
 1.1 Definition
 Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille generatrice finie.
 1.2 Existence de bases
 Soit E un espace vectoriel de dimension finie non reduit a 0.
 • Theoreme de la base extraiteDe toute famille generatrice de E on peut extraire une base.
 • Theoreme de la base incompleteToute famille libre de E peut etre completee en une base de E.
 • Existence d’une baseTout espace vectoriel non reduit a 0 possede au moins une base.
 + Attention a ne jamais dire la base de E, car il n’y a pas unicite.
 • DimensionSi E a une base comportant n vecteurs, alors toute base de E comporte aussi n vecteurs. Ondit que n est la dimension de E ; on la note dim E.
 On convient que l’espace vectoriel 0 est de dimension nulle.
 1.3 Recherche de bases
 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
 • Toute famille libre de E a au plus n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, c’est une base.
 • Toute famille generatrice de E a au moins n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, c’estune base.
 . Si on connaıt deja la dimension n de E, et si on considere une famille de n vecteurs,pour demontrer que c’est une base, il suffit de demontrer : soit que la famille est libre, soitque la famille est generatrice.
 2. Autres dimensions
 2.1 Dimension de E × FSoit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies.
 Si (e1, . . . , en) est une base de E, et ( f1, . . . , fp) une base de F, alors l’ensemble des couples
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 (ei, 0) et (0, f j) ou 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 p, est une base de E × F.
 Par consequent dim(E × F) = dim E + dim F.
 2.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel
 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F de E est de di-mension finie, et
 dim F 6 dim E.
 D’autre part, si dim F = dim E, alors F = E.
 + L’egalite des dimensions ne suffit pas pour conclure que F = E. Il faut aussi uneinclusion.
 Si dim F = dim E − 1, on dit que F est un hyperplan de E.
 . Comme exemples d’hyperplans, vous pouvez penser a une droite dans le plan ou a unplan dans l’espace.
 2.3 Dimension d’une somme
 • Relation de GrassmannSi F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, on a :
 dim(F + G) = dim F + dim G − dim(F ∩G).
 En particulier, si F et G sont supplementaires :
 dim(F ⊕G) = dim F + dim G.
 • Sous-espaces supplementairesF et G sont des sous-espaces supplementaires de E si, et seulement si, on a :
 dim E = dim F + dim G et soit E = F + G, soit F ∩G = 0.
 . En dimension finie, pour demontrer que F et G sont supplementaires, le plus rapide estde verifier la condition sur les dimensions puis que x ∈ F ∩G entraıne x = 0.
 • Tout sous-espace vectoriel F de E admet des supplementaires, qui ont tous pour dimen-sion : dim E − dim F.
 • F et G sont supplementaires si, et seulement si, en reunissant une base de F et une basede G, on obtient une base de E.
 On dit qu’on a choisi une base de E adaptee a la somme directe.
 + Attention a ne pas partir d’une base de E, car il n’y a aucune raison de pouvoir enextraire une base de F et une base de G, ni meme des vecteurs de F ou de G.
 • GeneralisationSi E est de dimension finie, on a :
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 dim⊕
 i∈I
 Ei =∑i∈I
 dim Ei.
 Si la somme⊕
 i∈I
 Ei est directe, alors, pour que E =⊕
 i∈I
 Ei, il faut et il suffit que :
 dim E =∑i∈I
 dim Ei.
 Si aucun Ei n’est reduit a 0, la reunion d’une base de chaque Ei constitue une base de E si,et seulement si, E =
 ⊕i∈I
 Ei.
 2.4 Rang d’une famille de vecteurs
 • Le rang d’une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel qu’ilsengendrent.
 • C’est aussi le nombre maximum de vecteurs lineairement independants que l’on peut ex-traire de la famille.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit F = (x, y, z) ∈ R3 ; x + y + 2z = 0 et G = (a,−a, 3a) ; a ∈ R.
 a) Montrez que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
 b) Montrez que : R3 = F ⊕G.
 Exercice 2 : Dans R3, on considere les vecteurs :
 V1
 13−1
 V2
 21α
 V3
 3−2
 2
 V4
 51β
 Determinez, suivant α et β, le rang de (V1,V2,V3,V4).
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 Soit E et F deux espaces vectoriels sur le meme corps K.
 1. Generalites
 1.1 Definitions
 • Une application f de E dans F est dite lineaire si elle transporte les operations des espacesvectoriels, c’est-a-dire si :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E ∀λ ∈ K f (x + y) = f (x) + f (y) ; f (λ x) = λ f (x).
 ou encore :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E ∀λ ∈ K ∀µ ∈ K f (λ x + µ y) = λ f (x) + µ f (y).
 La propriete precedente s’etend a toute combinaison lineaire finie :
 f( n∑
 i=1
 λi xi
 )=
 n∑i=1
 λi f (xi).
 • Si f est bijective, c’est un isomorphisme ; si E = F, c’est un endomorphisme ; si f estbijective avec E = F, c’est un automorphisme.
 • On note :L (E, F) l’ensemble des applications lineaires de E dans F,L (E) l’ensemble des applications lineaires de E dans E,GL (E) l’ensemble des automorphismes de E.
 1.2 Operations algebriques
 • La composee de deux applications lineaires est lineaire.
 • Si f est un isomorphisme, f −1 est aussi un isomorphisme.
 • L (E, F) est un espace vectoriel.Si dim E = n et dim F = p, on a dimL (E, F) = np.
 (GL (E), ) est un groupe, appele groupe lineaire de E.
 2. Noyau et image d’une application lineaire
 Soit f une application lineaire de E dans F.
 2.1 Definitions
 • L’image d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F. En particulier,f (E) est un sous-espace vectoriel de F appele image de f , et note Im f .
 Im f = y ∈ F ; ∃x ∈ E y = f (x).
 Il est engendre par les images des vecteurs d’une partie generatrice de E.
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 • L’image reciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E. Enparticulier, f −1 (0) est un sous-espace vectoriel de E. On l’appelle le noyau de f , et on lenote Ker f .
 Ker f = x ∈ E ; f (x) = 0.
 2.2 Theoreme
 f surjective⇐⇒ Im f = F ; f injective⇐⇒ Ker f = 0.
 2.3 Noyau d’une restriction
 • Soit f une application lineaire de E dans F et E1 un sous-espace vectoriel de E. La res-triction de f a E1 a pour noyau :
 Ker(
 f|E1
 )= Ker f ∩ E1.
 • La restriction de f a tout supplementaire G de Ker f definit donc un isomorphisme de Gsur Im f .
 2.4 Reflexe utile
 f g = 0 ⇐⇒ Img ⊂ Ker f .
 3. Image d’une famille de vecteurs
 Soit f une application lineaire de E dans F.
 3.1 Image d’une famille generatrice
 Si G engendre E, alors f (G) engendre f (E).
 L’image d’une famille generatrice de E est une famille generatrice de F si, et seulement si, fest surjective.
 3.2 Image d’une famille libre
 Si A est une partie liee dans E, alors f (A) est une partie liee dans F, ou, par contraposition :
 f (A) libre dans F =⇒ A libre dans E.
 f est injective si, et seulement si, pour toute partie libre L de E, f (L) est une partie libre deF.
 3.3 Image d’une base
 L’image d’une base de E est une base de F si, et seulement si, f est bijective.
 4. Rang d’une application lineaire
 4.1 Theoreme du rang
 Si E est de dimension finie, on a :
 dim E = dim Ker f + dim Im f .
 dim Im f est appele rang de f , et note rg f .
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 4.2 Theoreme
 Si E et F sont de meme dimension finie, on a :
 f bijective⇐⇒ f injective⇐⇒ f surjective.
 + N’oubliez pas l’hypothese sur E et F.
 4.3 Forme lineaire et hyperplan
 • Forme lineaireSoit E un K-espace vectoriel. On appelle forme lineaire sur E toute application lineaire de Edans K.
 • Ecriture d’une forme lineaireSi E est de dimension finie et admet (e1, . . . , en) pour base, toute forme lineaire f sur E estde la forme :
 x =
 n∑i=1
 xi ei 7→ f (x) =
 n∑i=1
 αi xi
 ou les αi = f (ei) sont des scalaires qui caracterisent f .
 • Forme lineaire et hyperplan− Etant donnee une forme lineaire ϕ sur E non nulle, le sous-espace vectorielH = Ker ϕ est un hyperplan de E.Toute forme lineaire ψ nulle sur H est colineaire a ϕ.
 − En dimension finie, un hyperplan admet donc une equation de la forme :n∑
 i=1
 αi xi = 0.
 . Vous avez deja obtenu cette forme pour une droite vectorielle dans le plan et un planvectoriel dans l’espace.
 5. Determination d’une application lineaire
 • Soit A = (a1, . . . , an) une base de E et B = (b1, . . . , bn) une famille de n vecteurs de F. Ilexiste une application lineaire unique f de E dans F telle que :
 ∀i ∈ 1, . . . , n f (ai) = bi.
 • On a : f injective⇐⇒ B libre dans F ;
 f surjective⇐⇒ B engendre F ;
 f bijective⇐⇒ B est une base de F.
 • Consequence : deux espaces vectoriels E et F de dimensions finies sont isomorphes si, etseulement si, dim E = dim F.
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 6. Applications lineaires particulieres
 6.1 Homothetie
 Soit k ∈ K∗. L’homothetie de rapport k est l’application :hk : E −→ E
 x 7→ kx
 + Dans cette definition, n’oubliez pas que k ne depend pas de x.
 6.2 Projections et symetries
 • Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplementaires de E. Tout vecteur x de E s’ecritde facon unique sous la forme x = x1 + x2 avec x1 ∈ F et x2 ∈ G.
 • L’application p de E dans E : x 7→ p(x) = x1 est lineaire.C’est la projection sur F, parallelement a G.
 • L’application sF de E dans E : x 7→ sF(x) = x1 − x2 est lineaire.C’est la symetrie par rapport a F, parallelement a G.
 • On definit de meme la projection q sur G, parallelement a F, et la symetrie sG par rapporta G, parallelement a F.
 6.3 Proprietes
 p + q = IdE ; p q = q p = 0 ; p2 = p ; q2 = q ; s2F = IdE .
 Ker p = Im q = G ; Ker q = Im p = F.
 p et sF sont liees par l’egalite :
 sF = 2p − IdE .
 6.4 Projecteurs
 D’une facon generale, on appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel que p p =p.On a alors :
 E = Ker p ⊕ Im p,
 et p est la projection sur Im p, parallelement a Ker p.
 + Attention, l’egalite E = Ker f ⊕ Im f entraıne seulement que Im f = Im f 2, et pas quef soit un projecteur.
 6.5 Symetries
 • D’une facon generale, on appelle symetrie de E toute application lineaire s, de E dans E,telle que s s = IdE .
 • Alors F = x ∈ E ; s(x) = x et G = x ∈ E ; s(x) = −x sont des sous-espacessupplementaires de E, et s est la symetrie par rapport a F, parallelement a G.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : E est un K-espace vectoriel de dimension n ; f et g sont des endomorphismesde E.En considerant la restriction de g a Im f , montrez que :
 rg f + rg g − n 6 rg (g f ) 6 min (rg f , rg g).
 Exercice 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et f ∈ L(E).
 Montrez que les trois propositions suivantes sont equivalentes :
 (a) Im f = Im f 2 ; (b) Ker f = Ker f 2 ; (c) E = Im f ⊕ Ker f .
 Exercice 3 : On considere un K-espace vectoriel E de dimension n, deux projecteurs p etq de E verifiant p q = q p.
 Montrez que p q est un projecteur.
 Determinez Im (p q) et Ker (p q).
 Exercice 4 : Soit Soit E un espace vectoriel de dimension n et f ∈ L(E) tel que :
 ∀x ∈ E ∃k ∈ K f (x) = kx.
 Montrez que f est une homothetie.
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 1. Structure d’espace affine
 Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. On construit un espace affine (ensemble depoints) V de direction E en se donnant une application :
 V × E −→ V(M, x) 7→ M + x
 telle que :
 ∀A ∈ V ∀(x, y) ∈ E2 A + (x + y) = (A + x) + y
 ∀A ∈ V , l’application x 7→ A + x est une bijection de E sur V .
 Si A + x = B, on note x =−−→AB.
 Une origine O etant fixee dans V , l’application de A dans E :
 M 7→ −−→OM
 est une bijection.
 Le choix d’une origine permet donc d’identifier espace affine et espace vectoriel. Les elementsde E seront alors indifferemment appeles vecteurs ou points.
 2. Sous-espaces affines
 2.1 Definitions
 A etant un point de E et F un sous-espace vectoriel de E, l’ensemble
 W = A + F = A + x ; x ∈ F
 est un sous-espace affine de E.
 W est de direction F et de dimension dim F.
 2.2 Parallelisme
 Soit deux sous-espaces affines W = A + F et W ′ = A′ + F′.
 On dit que W est parallele a W ′ si F est un sous-espace vectoriel de F′.
 On dit W et W ′ sont paralleles entre eux si F = F′.
 2.3 Intersection
 Deux sous-espaces affines W = A + F et W ′ = A′ + F′ ont une intersection non vide si, etseulement si,
 −−→AA′ ∈ F + F′.
 Leur intersection est alors un sous-espace affine de direction F ∩ F′.
 + Deux sous-espaces affines peuvent avoir une intersection vide sans etre paralleles.Pensez a deux droites dans l’espace.
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 2.4 Solutions d’une equation lineaire
 Si u ∈ L(E, F), l’ensemble des solutions de l’equation u(x) = b d’inconnue x, est, soit l’en-semble vide, soit un sous-espace affine dirige par Ker u.
 3. Repere affine
 • Un repere affine R de V est un couple (O,B) ou O est un point de V appele origine et Bune base de E.
 • Les coordonnees de M ∈ V dans R sont les composantes de −−→OM dans B.
 Si B est la base canonique de Rn, R est le repere canonique de Rn. On ecrit souvent les coor-donnees de M sous forme d’une matrice-colonne X.
 • Un repere affine d’un sous-espace affine W est forme par un point de W et une base de ladirection de W.
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 1.Definitions
 1.1 Matrices
 • Une matrice a n lignes et p colonnes sur un corps K est un tableau d’elements de K com-portant n lignes et p colonnes.
 On note ai j l’element d’une matrice A situe sur la ligne i et la colonne j. La matrice A s’ecrit :a11 . . . a1p...
 ...an1 . . . anp
 ou(ai j
 )16i6n16 j6p
 ou(ai j
 ).
 On dit que A est de format (n, p), ou de type (n, p).
 + Attention a ne pas confondre la matrice(ai j
 )et le scalaire ai j.
 • L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, a coefficients dans K, est noteMn,p(K).
 Si p = 1, A est une matrice colonne que l’on peut assimiler a un vecteur de Kn.
 Si n = 1, A est une matrice ligne que l’on peut assimiler a une forme lineaire.
 Si n = p, A est une matrice carree d’ordre n. Mn,n(K) se note Mn(K). Les elementsa11, . . . , ann forment la diagonale principale de A.
 • Deux matrices A et B sont egales si elles sont de meme format, et si ai j = bi j pour tout i etpour tout j.
 1.2 Matrices particulieres
 Soit A = (ai j) une matrice carree d’ordre n.
 • A est triangulaire superieure si ai j = 0 pour i > j.
 • A est triangulaire inferieure si ai j = 0 pour i < j.
 • A est diagonale si ai j = 0 pour i , j. On peut la noter A = diag(a11, . . . , ann).Elle est scalaire si A = a In.
 2. Operations sur les matrices
 2.1 Espace vectoriel Mn,p(K)• Soit λ ∈ K, et A = (ai j) et B = (bi j) deux matrices deMn,p(K).On definit :
 λ A = (λ ai j) et A + B = (ai j + bi j).
 + Attention, on ne peut additionner deux matrices que si elles sont de meme format.
 Pour ces deux lois,Mn,p(K) est un espace vectoriel.
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 • Pour i ∈ 1, . . . , n et j ∈ 1, . . . , p fixes, on note Ei j la matrice dont le coefficient situesur la ligne i et la colonne j est egal a 1, et dont les autres coefficients sont egaux a 0.(Ei j
 )16i6n16 j6p
 est la base canonique deMn,p(K), qui est donc de dimension n p.
 2.2 Produit de matrices
 Si A est de format (n, p) et B de format (p, q), on definit la matrice C = AB, de format (n, q),par :
 ∀i ∀ j ci j =
 p∑k=1
 aik bk j.
 + Attention a la condition d’existence de AB :nombre de colonnes de A = nombre de lignes de B.
 Ce produit est la traduction de la composee des applications lineaires f g. Il en a donc lesproprietes : il est associatif, et non commutatif sauf si n = p = q = 1.
 + On peut avoir AB = 0 avec A , 0 et B , 0.
 2.3 Produits particuliers
 • Base canonique deMn,p(K)
 Ei j Ekl = δ jkEil.
 ou le symbole de Kronecker δi j vaut 1 si i = j et 0 si i , j.
 • Matrices triangulairesLe produit de deux matrices triangulaires superieures (resp. inferieures) est une matrice tri-angulaire superieure (resp. inferieure).
 • Matrices diagonalesSi A = diag(a11, . . . , ann) et B = diag(b11, . . . , bnn) sont deux matrices diagonales, on a :
 AB = BA = diag(a11 b11, . . . , ann bnn).
 • Produit par blocs
 Soit M =
 (A BC D
 )et M′ =
 (A′ B′
 C′ D′
 )deux matrices decomposees en blocs de sous-
 matrices. Si tous les produits ecrits sont possibles, on a :
 MM′ =
 (AA′ + BC′ AB′ + BD′
 CA′ + DC′ CB′ + DD′
 ).
 3. Matrices carrees d’ordre n
 3.1 Formule du binome de Newton
 Si A et B commutent, alors :
 ∀m ∈ N (A + B)m =
 m∑k=0
 (mk
 )Ak Bm−k.
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 + N’oubliez pas de verifier la condition AB = BA.
 3.2 Matrices inversibles
 • La matrice identite In = diag(1, . . . , 1) est l’element neutre du produit dansMnK).
 • Une matrice A ∈ MnK) est inversible s’il existe B ∈ Mn(K) telle que :
 AB = BA = In.
 Si B existe, elle est unique et on la note A−1.
 . Pour le calcul de A−1, voir fiche 32.
 • Les elements inversibles deMn(K) forment un groupe GLn(K). On a :
 (A B)−1 = B−1 A−1.
 • DansMn(K), pour que A soit inversible, il suffit qu’elle soit inversible a droite, ou inver-sible a gauche.
 + En general, la somme de deux matrices inversibles n’est pas inversible.
 4. Transposition
 4.1 Definition
 La transposee d’une matrice A de format (n, p), est la matrice de format (p, n), notee tA (ouAT ), de terme general bi j :
 ∀i ∈ 1, . . . , p ∀ j ∈ 1, . . . , n bi j = a ji.
 Elle est donc obtenue a partir de A en echangeant les lignes et les colonnes.
 4.2 Proprietest(
 tA)
 = A ; t (λ A) = λ tA ; t(A + B) = tA + tB ; t(A B) = tB tA.
 4.3 Matrices symetriques, antisymetriques
 • Une matrice carree A est symetrique si tA = A,
 antisymetrique si tA = −A.
 • Les matrices symetriques et les matrices antisymetriques constituent des sous-espacesvectoriels supplementaires deMn(K).
 4.4 Inverse de la transposee
 Si A est inversible, tA l’est aussi et on a :(tA
 )−1= t(A−1).
 Sauriez-vous repondre ?
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 Exercice 1 : Soit la matrice A =
 0 1 11 0 11 1 0
 Montrez que A2 − A − 2 I3 = 0 et deduisez-en que A est inversible.
 Exercice 2 : Soit A =(ai j
 )la matrice carree d’ordre n definie par son terme general :
 ai j = 0 si i > j
 ai j = (−1)i−1(
 j − 1i − 1
 )si i 6 j.
 Calculez A2.
 Exercice 3 : a et b etant deux reels donnes, on considere la matrice :
 A =
 a b bb a bb b a
 .Calculez An pour n ∈ N∗.
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 1. Representations matricielles
 1.1 Matrice d’une application lineaire de E dans F• Soit E et F des espaces vectoriels de dimensions p et n, munis de bases respectivesB = (e1, . . . , ep) et C = ( f1, . . . , fn).
 Soit f une application lineaire de E dans F. Elle est determinee par la donnee des vecteurs :
 f (e j) =
 n∑i=1
 ai j fi pour 1 6 j 6 p,
 c’est-a-dire par la matrice A = (ai j) dont les vecteurs colonnes sont les composantes de f (e j)dans la base de F qui a ete choisie.
 On dit que A est la matrice de f dans les bases B et C.
 . A depend donc a la fois de l’application lineaire qu’elle represente et des bases choisiesdans les espaces vectoriels de depart et d’arrivee.
 • Si E est de dimension n, dans toute base l’identite de E est representee par la matrice carreeIn qui comporte des 1 sur sa diagonale principale et des 0 ailleurs.
 1.2 Matrice d’un isomorphisme
 Soit f ∈ L(E, F) ou E et F sont de meme dimension finie.
 f est bijective (c’est-a-dire est un isomorphisme) si, et seulement si, sa matrice dans des basesquelconques de E et de F est inversible.
 1.3 Matrice de f (x)Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies munis de bases respectives B et C,et f une application lineaire de E dans F.
 Soit x ∈ E et y ∈ F. Notons X la matrice colonne des composantes de x dans B, Y la matricecolonne des composantes de y dans C, M la matrice de f dans les bases B et C.
 L’egalite vectorielle y = f (x) est equivalente a l’egalite matricielle :
 Y = MX.
 1.4 Matrice d’une famille finie de vecteurs
 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une baseB, et (x1, . . . , xn) une famillede vecteurs de E.
 A chaque vecteur xi, on associe la matrice colonne Xi de ses composantes dans B.
 A la famille (x1, . . . , xn), on associe la matrice de format (n, p) obtenue en juxtaposant lescolonnes X1 . . . Xp.
 2. Changement de bases
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 2.1 Matrice de passage
 • Soit B = (e1, . . . , en) et B′ = (e′1, . . . , e′n) deux bases de E. On appelle matrice de passage
 de la base B a la base B′, la matrice P dont les colonnes C j sont les composantes des vecteurse′j dans la base B.
 • P est la matrice de l’identite de E muni de B′, dans E muni de B.
 Si P′ est la matrice de passage de B′ a B, on a P P′ = P′ P = In.
 Toute matrice de passage est donc inversible.
 • Reciproquement, toute matrice inversible peut etre consideree comme une matrice de pas-sage.
 2.2 Effet d’un changement de bases
 • sur les coordonnees d’un vecteurSi X est la matrice colonne des composantes de x dans B, et X′ la matrice colonne des com-posantes de x dans B′, on a :
 X = PX′, ou encore X′ = P−1X.
 • sur l’expression d’une forme lineaireSi une forme lineaire sur E est representee par une matrice ligne U = (α1, . . . , αn) dans unebase B, et par U′ dans une base B′, on a f (x) = UX = U′X′, soit :
 U′ = U P.
 2.3 Matrices equivalentes, matrices semblables
 Soit f une application lineaire de E dans F, B et B′ deux bases de E, C et C′ deux bases deF.
 Notons P la matrice de passage de B a B′,Q la matrice de passage de C a C′,A la matrice de f dans les bases B et C,A′ la matrice de f dans les bases B′ et C′.
 On a alors :
 A′ = Q−1A P.
 Les matrices A et A′ sont dites equivalentes. Elles representent la meme application lineairedans des bases differentes.
 Si E = F avec B = C et B′ = C′, alors P = Q, soit A′ = P−1A P.
 Les matrices A et A′ sont dites semblables.
 3. Noyau, image et rang d’une matrice
 3.1 Definitions
 • Soit A une matrice de format (n, p), E un espace vectoriel de dimension p, F un espacevectoriel de dimension n.
 Quelles que soient les bases B et C choisies dans E et F, le noyau, l’image et le rang de l’ap-plication lineaire f associee a A sont toujours les memes, ce qui permet de definir le noyau,l’image et le rang de A.
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 • Les colonnes de A engendrent l’image. Les lignes donnent un systeme d’equations dunoyau.
 • Le rang de A est aussi le rang des vecteurs colonnes de A, c’est-a-dire la dimension dusous-espace vectoriel qu’ils engendrent.
 3.2 Rang de la transposee
 A et tA ont meme rang. On peut donc definir le rang de A a partir de ses lignes.
 3.3 Theoreme
 Une matrice de format (n, p) est de rang r (avec r 6 min(n, p)) si, et seulement si, elle estequivalente a la matrice Jr ∈ Mn,p(K) definie par son terme general :
 αi j =
 1 si i = j 6 r,0 dans les autres cas.
 En particulier, une matrice carree d’ordre n est inversible si, et seulement si, son rang est egala n.
 3.4 Rang et matrices extraites
 A partir d’une matrice, on obtient des matrices extraites en supprimant des lignes et(ou) descolonnes.
 Le rang de A est l’ordre maximal des matrices carrees inversibles que l’on peut extraire de A.
 3.5 Calcul du rang
 Les operations elementaires sur les lignes, ou les colonnes, d’une matrice ne modifient pas lerang. On les utilise pour se ramener a une matrice de rang connu (cf.) fiche 32).
 4. Trace
 4.1 Trace d’une matrice
 La trace d’une matrice A = (ai j), carree d’ordre n, est la somme de ses elements diagonaux,soit :
 tr A =
 n∑i=1
 aii ∈ K.
 4.2 Proprietes
 tr (A + B) = tr A + tr B ; tr (λ A) = λ tr A
 tr (AB) = tr (BA) ; tr (PMP−1) = tr M .
 + Attention, en general tr (ABC) , tr (BAC).
 4.3 Trace d’un endomorphisme
 • DefinitionSi f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les matricesqui le representent sont semblables et ont la meme trace.
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 Cette trace commune est la trace de l’endomorphisme f .
 • Trace d’un projecteurLe rang d’un projecteur est egal a sa trace.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n, telque f n = 0 et f n−1 , 0.Determinez une base de E dans laquelle la matrice de f soit :
 0 0 . . . . . . 0
 1. . .
 ...
 0 1. . .
 ......
 . . .. . .
 ...0 . . . 0 1 0
 .
 Exercice 2 : Soit A une matrice deMn(R). On definit l’endomorphisme ψ deMn(R) par :
 X 7→ ψ(X) = AX + XA.
 Calculez la trace de ψ en fonction de celle de A.
 Exercice 3 : DansMn(R), quelles sont les racines de M2 = 0 ?
 La reponse est du type : toutes les matrices semblables a une matrice simple obtenue enchoisissant une base adaptee a l’exercice.
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 1. Systemes lineaires
 1.1 Definitions
 • Un systeme de n equations lineaires a p inconnues, a coefficients dans K, est de la forme :
 (S )
 a11 x1 + · · · + a1p xp = b1...
 ...an1 x1 + · · · + anp xp = bn .
 Les coefficients ai j et les seconds membres bi sont des elements donnes de K.
 Les inconnues x1, . . . , xp sont a chercher dans K.
 • Le systeme homogene associe a (S ) est le systeme obtenu en remplacant les bi par 0.
 • Une solution est un p-uplet (x1, . . . , xp) qui verifient (S ). Resoudre (S ), c’est cherchertoutes les solutions.
 • Un systeme est impossible, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution.
 • Deux systemes sont equivalents s’ils ont les memes solutions.
 1.2 Ecriture matricielle
 Si on note :
 X =
 x1...
 xp
 , B =
 b1...
 bn
 , A =
 a11 . . . a1p...
 ...an1 . . . anp
 ,(S ) est equivalent a l’egalite matricielle : A X = B.
 + Attention a ce que les inconnues soient ecrites dans le meme ordre dans chaque equation.
 1.3 Utilisation d’une application lineaire
 • Kn et Kp etant munis de leurs bases canoniques,X est la matrice colonne des composantes d’un vecteur x ∈ Kp,B est la matrice colonne des composantes d’un vecteur b ∈ Kn,A est la matrice d’une application lineaire f de Kp dans Kn,et le systeme (S ) est equivalent a :
 f (x) = b.
 • Le systeme (S ) a des solutions si, et seulement si, b appartient a Im f .
 Dans ce cas, l’ensemble des solutions est :
 x0 + Ker f ,
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 ou x0 est une solution particuliere de (S ).
 1.4 Ecriture vectorielle
 Designons par C1, . . . ,Cp les colonnes de A. Elles representent des vecteurs de Kn, et lesysteme (S ) se ramene a une egalite dans Kn :
 x1 C1 + · · · + xp Cp = B.
 (S ) est compatible si, et seulement si, B ∈ Vect (C1, . . . ,Cp).
 2. Operations elementaires sur les matrices
 2.1 Definitions
 • Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont :
 − l’addition d’un multiple d’une ligne a une autre ligne, qui se code : Li ← Li + λL j ;
 − la multiplication d’une ligne par un scalaire non nul, qui se code : Li ← λ Li ;
 − l’echange de deux lignes, qui se code : Li ↔ L j.
 • Les operations analogues sur les colonnes se codent :
 Ci ← Ci + λC j ; Ci ← λCi ; Ci ↔ C j.
 2.2 Interpretation
 • Les transformations elementaires sur les lignes sont equivalentes a la premultiplication(multiplication a gauche) par la matrice inversible obtenue en appliquant a In la transforma-tion correspondante.
 L’operation Li ← Li + αL j revient a multiplier A a gauche par la matrice de transvection :
 Ti j(λ) = In + λEi j.
 L’operation Li ← λ Li revient a multiplier A a gauche par la matrice de dilatation :
 Di(λ) = In + (λ − 1)Eii.
 • Les transformations elementaires sur les colonnes sont equivalentes a la postmultiplication(multiplication a droite) de A par les memes matrices.
 2.3 Theoreme
 En partant d’une matrice A, l’utilisation d’un nombre fini d’operations elementaires conduita une matrice equivalente a A.
 3. Methodes de resolution
 3.1 Matrice echelonnee
 • Dans le langage des systemesUn systeme (S ) est en escalier, ou echelonne, si le nombre de premiers coefficients nuls suc-cessifs de chaque equation est strictement croissant.
 • Dans le langage des matricesUne matrice est echelonnee par lignes si elle verifie les deux proprietes suivantes :
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 − Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.
 − A partir de la deuxieme ligne, dans chaque ligne non nulle, le premier coefficient non nul apartir de la gauche est situe a droite du premier coefficient non nul de la ligne precedente.
 • ReductionQuand un systeme contient une equation du type :
 0 x1 + · · · + 0 xn = b,
 si b , 0, le systeme est impossible ;
 si b = 0, on peut supprimer cette equation, ce qui conduit au systeme reduit.
 3.2 Methode du pivot de Gauss
 Soit A la matrice associee au systeme (S ).
 En permutant eventuellement deux colonnes, on peut supposer que la premiere colonne de An’est pas nulle.
 En permutant deux lignes si necessaire, on peut supposer a11 , 0.
 Pour i > 1, les transformations Li ← Li−ai1
 a11L1 eliminent l’inconnue x1 dans les lignes autres
 que L1.
 Le terme a11 est le pivot de l’etape de l’algorithme.
 En reiterant le procede, on aboutit a une matrice triangulaire.
 . En calcul numerique, pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit comme pivot leterme de plus grande valeur absolue (methode du pivot partiel).
 3.3 Methode de Gauss-Jordan
 Dans cette variante du pivot de Gauss, a chaque etape on fait apparaıtre des zeros a la foisau-dessus et au-dessous du pivot.
 4. Ensemble des solutions d’un systeme lineaire
 4.1 Rang d’un systeme
 Le nombre d’equations du systeme reduit en escalier obtenu par la methode de Gauss est lerang r de la matrice A, ou du systeme (S ).
 4.2 Inconnues principales, inconnues secondaires
 Soit r le rang de (S ) et p le nombre d’inconnues.
 Si r = p, (S ) a une solution unique.
 Si p > r, (S ) a une infinite de solutions. Les r inconnues qui figurent au debut des r equationsissues de la methode de Gauss sont les inconnues principales. Elles peuvent se calculer defacon unique en fonction des p − r autres inconnues, dites inconnues secondaires.
 . Le choix des inconnues principales et secondaires d’un systeme est largement arbitraire.Mais leur nombre est toujours le meme.
 4.3 Systemes de Cramer
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 • DefinitionUn systeme est dit de Cramer s’il a une solution, et une seule.
 Cette condition est equivalente a :
 n = p et A inversible.
 • Application au calcul de A−1
 A etant inversible, pour obtenir A−1, il suffit de resoudre le systeme Y = AX, qui admet poursolution X = A−1Y .
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Calculez l’inverse de la matrice : A =
 1 2 21 2 11 1 1
 .

Page 116
                        
                        

33 Determinants
 1. Formes multilineaires alternees
 1.1 Definition
 • Soit E un K-espace vectoriel. Une application f , de En dans K, est une forme n-lineairesi chacune de ses applications partielles
 xi 7→ f (x1, . . . , xi, . . . , xn)est lineaire.
 • On dit de plus que f est alternee si f (x1, . . . , xi, . . . , xp) = 0 des que deux coordonnees,au moins, sont egales.
 • f etant une forme n-lineaire alternee, σ une permutation appartenant a Sn, de signatureε(σ), on a :
 f (xσ(1), . . . , xσ(n)) = f (x1, . . . , xn) ε(σ).
 1.2 Cas ou dim E = nSoit E un K-espace vectoriel de dimension n.Pour toute base (e1, . . . , en) de E et tout λ ∈ K, il existe une forme n-lineaire alternee uniquef telle que
 f (e1, . . . , en) = λ.
 f etant une forme n-lineaire alternee non nulle, on a :
 (x1, . . . , xn) famille liee de E ⇐⇒ f (x1, . . . , xn) = 0,
 c’est-a-dire aussi :
 (x1, . . . , xn) base de E ⇐⇒ f (x1, . . . , xn) , 0,
 2. Determinants
 2.1 Determinant de n vecteurs
 • DefinitionSoit E un K-espace vectoriel de dimension n, et B = (e1, . . . , en) une base de E.
 On appelle determinant de n vecteurs x1, . . . , xn de E, relativement a la base B de E, la valeurnotee detB(x1, . . . , xn) de l’unique forme n-lineaire alternee detB telle que detB(e1, . . . , en) =1.
 • Expression dans une base
 Si pour tout i ∈ 1, . . . , n, on decompose xi =
 n∑j=1
 ai j e j, alors :
 detB(x1, . . . , xn) =∑σ∈Sn
 ε(σ) × a1,σ(1) × . . . × an,σ(n).
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 • OrientationUne base de reference B0 etant choisie directe, on dit que B est une base directe si detB0 (B) >0 et indirecte si detB0 (B) < 0.
 2.2 Determinant d’une matrice carree
 Soit A =(ai j
 )une matrice carree d’ordre n.
 On appelle determinant de A le determinant de ses n vecteurs colonnes, consideres commeelements de Kn rapporte a sa base canonique.
 2.3 Determinant d’un endomorphisme
 Apres avoir montre que deux matrices semblables ont le meme determinant, on appelledeterminant d’un endomorphisme f , le determinant commun a ses matrices representatives.
 3. Proprietes des determinants
 3.1 Transposee
 det A = det tA.
 . Les proprietes relatives aux colonnes sont donc aussi valables pour les lignes.
 3.2 Proprietes d’une forme multilineaire alternee
 • On ne change pas la valeur d’un determinant en ajoutant a une de ses lignes (resp. co-lonnes) une combinaison lineaire des autres lignes (resp. colonnes). Cette propriete est tresutilisee pour faire apparaıtre des 0 sur une colonne (resp. ligne).
 • Multiplier une ligne (ou une colonne) d’un determinant par un scalaire, c’est multiplier ledeterminant par ce scalaire.
 + Si A ∈ Mn(K), on a donc det(λA) = λn det(A) puisqu’on peut mettre λ en facteur danschacune des n colonnes de A.
 • Toute transposition sur les lignes (ou les colonnes) transforme det A en − det A.
 3.3 Produit
 det (A B) = det A × det B.
 3.4 Developpement suivant une rangee
 • DefinitionsOn appelle mineur de l’element ai j de 4, determinant d’ordre n, le determinant d’ordre n − 1obtenu en supprimant la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de 4, sans changer l’ordre desautres rangees.
 Notation : Di j.
 On appelle cofacteur de l’element ai j, le nombre Ai j = (−1)i+ jDi j.
 • Theoreme
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 Un determinant est egal a la somme des produits deux a deux des elements d’une rangee(ligne ou colonne) par leurs cofacteurs.
 On utilise ce resultat apres avoir fait apparaıtre sur une meme rangee le plus possible de zeros.
 . Ce mode de calcul peut aussi servir de definition par recurrence d’un determinantapres avoir demontre que le resultat du developpement est independant de la ligne, ou de lacolonne, consideree.C’est une definition plus accessible pour tous ceux que rebute un trop grand formalismemathematique.
 • ApplicationLe determinant d’une matrice triangulaire est egal au produit des elements diagonaux.
 3.5 Calcul par blocs
 Soit M une matrice carree de la forme
 M =
 (A C0 D
 )ou A et D sont des matrices carrees. On a :
 det M = det A × det D.
 3.6 Matrice carree inversible
 A inversible⇐⇒ det A , 0.
 On a alors det (A−1) = (det A)−1.
 4. Quelques applications des determinants
 4.1 Calcul possible pour A−1
 • On calcule la matrice des cofacteurs des elements de A, appelee comatrice de A et noteeCom (A).
 • On transpose la comatrice de A.
 • On divise par det A.
 . Ce calcul est base sur la relation :AtCom (A) = tCom (A)A = det (A)In.
 Il est quasi-impraticable si n > 3.
 4.2 Rang d’une matrice
 Le rang d’une matrice quelconque A, est egal au plus grand entier s tel que l’on puisse ex-traire de A une matrice carree d’ordre s inversible, c’est-a-dire de determinant non nul.
 4.3 Cas n = 3• Dans R3, le determinant de 3 vecteurs −→u , −→v , −→w est leur produit mixte :(
 −→u ,−→v ,−→w)
 = −→u ·[−→v ∧ −→w
 ].
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 • Le volume du parallelepipede d’aretes OA, OB et OC est egal a∣∣∣∣(−−→OA,−−→OB,−−→OC
 )∣∣∣∣.• Trois vecteurs sont coplanaires si, et seulement si, leur produit mixte est nul.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Le systeme suivant de vecteurs de R3 est-il une base ?−→u = (1, 1,−1) ; −→v = (1, 2, 0) ; −→w = (−1, 3, 2).
 Exercice 2 : Les nombres 156, 169 et 221 sont divisibles par 13. Montrez que le determinantsuivant l’est aussi :
 D =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 5 61 6 92 2 1
 ∣∣∣∣∣∣∣∣Exercice 3 : Soit a, b, c et d des reels donnes. Calculez le determinant :
 4 =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a + b b + c c + d d + a
 a2 + b2 b2 + c2 c2 + d2 d2 + a2
 a3 + b3 b3 + c3 c3 + d3 d3 + a3
 a4 + b4 b4 + c4 c4 + d4 d4 + a4
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣.Exercice 4 : Soit n ∈ N∗. On note ω = exp (i
 2πn
 ) et on considere la matrice carree M,d’ordre n, dont le terme general situe sur la ligne p et la colonne q est :
 mpq = ω(p−1) (q−1).
 1. Calculez : M2.
 2. Deduisez-en |det M|.
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 1. Produit scalaire
 1.1 Definitions
 • Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilineaire ϕ sur E est une application de E × Edans R, lineaire par rapport a chaque variable.
 Elle est symetrique si : ∀(x, y) ∈ E × E ϕ(x, y) = ϕ(y, x).
 Elle est definie positive si : ∀x ∈ E \ 0 ϕ(x, x) > 0.
 • Un produit scalaire sur E est une forme bilineaire ϕ, symetrique, definie, positive.
 On dit que (E, ϕ) est un espace prehilbertien reel. Si, en plus, il est de dimension finie, c’estun espace euclidien.
 ϕ(x, y) se note < x | y > ou (x | y) ou x · y.
 1.2 Exemples
 • Dans Rn < X |Y > = tXY =
 n∑i=1
 xiyi.
 • Dans E = C([a, b],R
 )< f | g > =
 ∫ b
 af (t)g(t) dt.
 • DansMn(R) < A | B > = tr(
 tAB)
 2. Norme associee a un produit scalaire
 2.1 Norme euclidienne
 E etant un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire, en posant
 ∀x ∈ E ‖x‖ =√< x | x >,
 on definit une norme sur E, c’est-a-dire qu’on a les proprietes :
 ∀x ∈ E ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0 (separation)
 ∀λ ∈ R ∀x ∈ E ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (homogeneite)
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ (inegalite triangulaire)
 On obtient aussi une distance en posant d(x, y) = ‖x − y‖.
 2.2 Egalite de polarisation
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 < x | y >,
 ce qui permet d’obtenir le produit scalaire < x | y > en fonction des normes.
 2.3 Inegalite de Cauchy Schwarz
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 ∀x ∈ E ∀y ∈ E∣∣∣ < x | y >
 ∣∣∣ 6 ‖x‖ ‖y‖.Dans cette inegalite, l’egalite a lieu si, et seulement si, x et y sont lies.
 . Pour retenir ce theoreme, pensez au cas de deux vecteurs du plan et a−→x · −→y = ‖−→x ‖ ‖−→y ‖ cos (−→x ,−→y ).
 3. Orthogonalite
 3.1 Vecteurs orthogonaux
 • DefinitionsDeux vecteurs x et y sont orthogonaux si < x | y > = 0 ; on note x⊥y.
 Une famille de vecteurs (xi)i∈I est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux.
 Une famille de vecteurs (xi)i∈I est orthonormale si elle est orthogonale et si les vecteurs sonttous unitaires.
 • ProprieteUne famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
 • Theoreme de PythagoreSi (xi)i∈I est une famille orthogonale finie, on a :∥∥∥∑
 i∈I
 xi
 ∥∥∥2=
 ∑i∈I
 ‖xi‖2 .
 3.2 Orthogonal d’une partie
 Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est le sous-espace vectoriel defini par :
 A⊥ = x ∈ E ; ∀y ∈ F < x | y > = 0.
 3.3 Methode d’orthogonalisation de Schmidt
 • OrthogonalisationSoit (x1, . . . , xn) une famille libre de E ; il existe une famille libre orthogonale (y1, . . . , yn)telle que Vect (x1, . . . , xn) = Vect (y1, . . . , yn).
 Dans la methode de Schmidt, elle se construit par recurrence en posant :
 y1 = x1 puis yk = xk −
 k−1∑i=1
 λi yi avec λi =< yi | xk >
 < yi | yi >·
 • OrthonormalisationIl reste a diviser chaque vecteur obtenu par sa norme pour obtenir une base orthonormale.
 • CorollaireTout espace euclidien E admet une base orthonormale.
 3.4 Bases orthonormales
 Soit E muni d’une base orthonormale (e1, . . . , en) .
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 Si x =
 n∑i=1
 xi ei, on a xi = < ei | x >.
 X et Y etant les matrices colonnes des coordonnees de x et de y, on a :
 < x | y > = tXY ; ‖x‖ =√
 tXX ; d(x, y) =
 √√ n∑i=1
 |xi − yi|2.
 4. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimen-sion finie
 4.1 Supplementaire orthogonal
 Deux sous-espaces vectoriels F et G sont dits supplementaires orthogonaux s’ils sont supplementaireset si tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G. On note :
 E = F⊥
 ⊕ G.
 4.2 Projection orthogonale
 • Dans l’hypothese precedente, le projecteur sur F parallelement a G s’appelle projecteurorthogonal pF sur F.
 • Si (e1, . . . , ep) est une base orthonormale de F, on a :
 ∀x ∈ E pF(x) =
 p∑i=1
 < ei | x > ei.
 + Cette expression simple du projete orthogonal n’est vraie qu’en considerant une baseorthonormale de F.
 4.3 Distance d’un vecteur a un sous-espace
 • DefinitionLa distance d’un element x de E au sous-espace de dimension finie F est le nombre :
 d(x, F) = infz∈F‖x − z‖.
 • Theoremed(x, F) est un minimum atteint en un point, et un seul, z = pF(x), et l’on a :
 ‖x‖2 = ‖pF(x)‖2 + d(x, F)2.
 + Il est important que F soit de dimension finie.
 • Inegalite de BesselSi (e1, . . . , ep) est une base orthonormale de F, on a :
 ∀x ∈ Ep∑
 j=1
 ∣∣∣ < e j | x >∣∣∣2 6 ‖x‖2 .
 5. Hyperplans affines d’un espace euclidien
 5.1 Hyperplan affine
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 Un hyperplan affineH est defini par un point A et une direction qui est un hyperplan vectorielH.
 5.2 Equation d’un hyperplan
 Dans un repere orthonormal,H admet pour equation :n∑
 i=1
 αi xi + h = 0.
 Le vecteur −→n de composantes (α1, . . . , αn) est un vecteur normal a H , c’est-a-dire normal asa direction H.
 5.3 Distance a un hyperplan
 Si A est un point deH et −→n un vecteur normal, la distance d’un point M de E aH est :
 d(M,H
 )=|−→n · −−→AM|‖−→n ‖
 soit |−→n · −−→AM| si −→n est un vecteur normal unitaire.
 5.4 Orientation
 • Orientation de EUne base orthonormale B0 etant choisie, on dit que B est une base directe si detB0B > 0 etindirecte si detB0B < 0.
 • Orientation d’un hyperplanUn hyperplan est oriente par le choix d’un vecteur normal −→n .
 Une base B de H est dite directe si, et et seulement si,(B,−→n
 )est une base directe de E.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : 1. On considere l’application ϕ deMn(R) ×Mn(R) dans R definie par :ϕ(M,N) = tr (t MN).
 Montrez que ϕ est un produit scalaire surMn(R) et que la base canonique deMn(R) est or-thonormale.
 2. Soit A ∈ Mn(R). Montrez que |tr A| 6√
 n tr(
 tAA). Quand a-t-on l’egalite ?
 Exercice 2 : Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien tel que :
 ∀x ∈ E < x | f (x) >= 0.
 Montrez que Ker f et Im f sont supplementaires orthogonaux.
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35 Isometries vectorielles
 1. Isometries vectorielles d’un espace euclidien
 1.1 Definition
 Dans un espace vectoriel euclidien E, un endomorphisme f est une isometrie vectorielle s’ilconserve la norme, soit
 ∀x ∈ E ‖ f (x)‖ = ‖x‖ (1).On dit aussi que f est un endomorphisme orthogonal.
 . En fait, la condition (1) entraıne f ∈ L(E).
 1.2 Conditions equivalentes
 f ∈ L(E) est une isometrie vectorielle si, et seulement si, il verifie l’une des conditions sui-vantes :
 (2) f conserve le produit scalaire, soit :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E < f (x) | f (y) > = < x | y >.
 (3) Il existe une base orthonormale B telle que f (B) soit une base orthonormale.
 (4) Pour toute base orthonormale B, f (B) est une base orthonormale.
 1.3 Exemples
 Les symetries orthogonales et les reflexions sont des automorphismes orthogonaux.
 Mais une projection orthogonale distincte de l’identite n’en est pas un ; si x ∈ Ker p avecx , 0, on a ‖p(x)‖ < ‖x‖.
 1.4 Groupe orthogonal
 • Un endomorphisme orthogonal f appartient a GL(E). Il est appele automorphisme ortho-gonal de E.
 • L’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est note O(E) et appele groupe ortho-gonal de E. C’est un sous-groupe de GL(E).
 2. Matrices orthogonales
 2.1 Definition
 Une matrice carree A est dite orthogonale si c’est la matrice de passage d’une base orthonor-male B a une base orthonormale B′.
 L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est le groupe orthogonal d’ordre n ; il estnote O(n).
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 2.2 Conditions equivalentes
 • Une matrice carree est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs colonnes verifient :
 ∀i ∀ j < Ci |C j > = δi j.
 • Une matrice carree d’ordre n est orthogonale si, et seulement si :tA A = In ⇐⇒
 tA = A−1.
 2.3 Lien avec les endomorphismes
 Soit B une base orthonormale d’un espace euclidien E et A la matrice de f ∈ L(E) dans B.On a :
 A ∈ O(n) ⇐⇒ f ∈ O(E).
 2.4 Determinant d’une matrice orthogonale
 Si A est une matrice orthogonale, on a det A = ±1.
 + Attention, la condition est necessaire mais non suffisante.
 2.5 Groupe special orthogonal
 On appelle groupe special orthogonal SO (E), ou groupe des rotations de E, le sous-groupede O(E) forme des automorphismes orthogonaux de determinant egal a 1.
 De meme pour les matrices : SO (n) = A ∈ O(n) ; det A = 1.
 3. Isometries vectorielles en dimension 2
 3.1 Rotations
 La rotation d’angle θ appartient a SO(E). Dans toute base B orthonormale directe, sa matrices’ecrit : (
 cos θ − sin θsin θ cos θ
 )On a det A = 1 et tr A = 2 cos θ.
 3.2 Reflexions
 La matrice de la reflexion d’axe 4 dans une base B est de la forme :(cos θ sin θsin θ − cos θ
 )mais elle depend de B. Dans une base adaptee, elle s’ecrit :(
 1 00 −1
 )4 est l’ensemble des vecteurs invariants. On a det B = −1 et tr B = 0.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit E un espace vectoriel euclidien et f une application de E dans E quiconserve le produit scalaire, soit :
 ∀x ∈ E ∀y ∈ E < f (x) | f (y) > = < x | y >.
 Montrez que f est lineaire.
 Exercice 2 : Soit A = (ai j) une matrice orthogonale reelle d’ordre n. Montrez que :∣∣∣∣∑ ai j
 ∣∣∣∣ 6 n.
 Exercice 3 : Soit U =
 u1...
 un
 ∈ Mn,1(R) telle quen∑
 i=1
 u2i = 1.
 Montrez que la matrice A = In − 2U tU ∈ Mn(R) est orthogonale.
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36 Denombrement
 1. Cardinal d’un ensemble fini
 1.1 Ensembles finis
 Un ensemble E est fini s’il existe une bijection d’un intervalle ~1, n de N sur E.
 Le nombre n est le cardinal (ou nombre d’elements) de E. On le note n = card E, ou |E|, ou#E.
 On convient que l’ensemble vide est fini et que card Ø= 0.
 1.2 Inclusion
 Soit E un ensemble fini. Toute partie A de E est finie et on a :
 card A 6 card E ;
 l’egalite ayant lieu si, et seulement si, A = E.
 1.3 Applications
 Soit E et F deux ensembles finis de meme cardinal et f une application de E dans F. On al’equivalence des trois proprietes :
 f bijective ⇐⇒ f injective ⇐⇒ f surjective.
 . Dans ce cas (n’oubliez pas les hypotheses sur les cardinaux), pour demontrer que f estbijective, il suffit de demontrer, soit que f est injective, soit que f est surjective.
 1.4 Reunion
 • La reunion de 2 ensembles finis est un ensemble fini. On a :
 card (E ∪ F) = card E + card F − card (E ∩ F).
 • Dans le cas de n ensembles finis, deux a deux disjoints, on a :
 card (E1 ∪ · · · ∪ En) =
 n∑i=1
 card (Ei).
 1.5 Produit cartesien
 Le produit cartesien de deux ensembles finis est un ensemble fini et on a :
 card (E × F) = card E × card F.
 1.6 Bilan pour denombrer
 Quand une situation comporte plusieurs choix a realiser,− on effectue un produit quand on doit faire un choix, puis un autre . . .− on effectue une somme quand on doit faire un choix, ou bien un autre . . .
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 2. Denombrement de listes
 2.1 Nombre d’applications
 • Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. L’ensemble F (E, F) desapplications de E dans F est fini et a pour cardinal np.
 • On peut assimiler une application f de E dans F a la liste ordonnee des p images deselements de E, c’est-a-dire un element du produit cartesien F p. On dit qu’il s’agit d’une p-liste d’elements de F.
 • Le nombre de p-listes d’elements de F est np.
 • C’est aussi le nombre de facons d’extraire p boules parmi n boules, avec remise et entenant compte de l’ordre. On parle aussi d’arrangements avec repetition.
 2.2 Arrangements
 • Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. Le nombre d’applicationsinjectives de E dans F est egal a :
 Apn = n(n − 1) · · · (n − p + 1) =
 n!(n − p)!
 ou n! (lire factorielle n) est defini pour n ∈ N par :
 n! = 1 × 2 × n si n ∈ N∗ et 0! = 1.
 On dit que Apn est le nombre d’arrangements de p elements dans un ensemble a n elements.
 • Apn est aussi le nombre de p-listes d’elements de F, distincts deux a deux.
 • C’est aussi le nombre le nombre de facons d’extraire p boules parmi n boules, sans remiseet en tenant compte de l’ordre.
 2.3 Permutations
 • Si E est un ensemble fini de cardinal n, toute application injective de E dans E est bijec-tive. On dit qu’il s’agit d’une permutation de E.
 • Il y a n! permutations de E.
 • C’est aussi le nombre de listes ordonnees ou tous les elements de E figurent une fois etune seule
 3. Nombre de parties
 3.1 Denombrement
 Si p 6 n, le nombre de parties a p elements dans un ensemble a n elements est note( n
 p
 )(cf.
 fiche 18). C’est aussi le nombre de facons de prelever p boules parmi n boules, sans remiseet sans tenir compte de l’ordre.
 On l’appelle le nombre de combinaisons de p elements dans un ensemble a n elements. Ona : ( n
 p
 )=
 n!p! (n − p)!
 ·
 3.2 Proprietes
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 •
 ( np
 )=
 ( nn − p
 );
 ( np
 )=
 np
 ( n − 1p − 1
 );
 ( np
 )=
 n − p + 1p
 ( np − 1
 ).
 • La relation( n
 p
 )=
 (n − 1p
 )+
 ( n − 1p − 1
 )permet de construire le triangle de Pascal.
 • Le nombre total de parties d’un ensemble a n elements etant 2n, on a :n∑
 p=0
 ( np
 )= 2n.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Une urne A contient 3 boules noires et 2 boules blanches.Une urne B contient 2 boules noires et 2 boules blanches.On tire simultanement deux boules de A et une boule de B.1. Quel est le nombre total de tirages possibles ?2. Quel est le nombre de tirages ou les trois boules obtenues sont de la meme couleur ?3. Quel est le nombre de tirages comportant exactement 1 boule blanche ?4. Quel est le nombre de tirages comportant exactement 2 boules blanche ?
 Exercice 2 : On dispose de trois des bien equilibres, les faces de chaque de sont numeroteesde 1 a 6. On lance les trois des, on lit les trois nombres a, b, c apparaissant sur les facessuperieures et on calcule la somme S = a + b + c.
 Le prince de Toscane avait observe que la somme 10 etait obtenue plus souvent que la somme9, alors que ces deux sommes se decomposent exactement de 6 manieres, par exemple :
 9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 1 + 4 + 4 = 2 + 3 + 4 = 2 + 2 + 5 = 3 + 3 + 3.
 Il a interroge Galilee qui lui a donne l’explication. A votre tour de chercher la raison.
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 1. Generalites
 1.1 Experience aleatoire
 • Une experience aleatoire E est une experience qui, repetee dans des conditions apparem-ment identiques, peut conduire a des resultats differents. L’ensemble de tous les resultatspossibles est l’univers Ω associe a E.
 . En premiere annee, l’univers Ω est suppose fini.
 • On dit qu’un evenement est lie a E si, quel que soit le resultat ω ∈ Ω, on sait dire sil’evenement est realise ou non. On convient d’identifier un tel evenement a l’ensemble desω ∈ Ω pour lesquels il est realise. Un evenement lie a E est donc identifie a une partie de Ω.
 1.2 Evenements particuliers
 Un singleton ω est un evenement elementaire.
 Ω est l’evenement certain car il est toujours realise.
 Ø est l’evenement impossible car il n’est jamais realise.
 2. Operations sur les evenements
 2.1 Evenement contraire AA est realise si, et seulement si, A n’est pas realise.
 2.2 Evenement A ∩ B• A ∩ B est realise si, et seulement si, A et B sont simultanement realises.
 Plus generalement,n⋂
 i=1
 Ai est realise si, et seulement si, tous les evenements sont realises.
 • Si A ∩ B = Ø, c’est-a-dire si la realisation simultanee des evenements A et B est impos-sible, les evenements A et B sont incompatibles.
 2.3 Evenement A ∪ BA ∪ B est realise si, et seulement si, l’un au moins des evenements est realise.
 Plus generalement,n⋃
 i=1
 Ai est realise si, et seulement si, au moins un des evenements est
 realise.
 2.4 Systeme complet d’evenements
 Une partition de Ω est un systeme complet d’evenements. Autrement dit, des evenements
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 (Ak)16k6n forment un systeme complet s’ils sont differents de Ø, deux a deux incompatibles
 et sin⋃
 k=1
 Ak = Ω.
 2.5 Inclusion
 A ⊂ B signifie que la realisation de A implique la realisation de B.
 3. Probabilite
 3.1 Definitions
 Ω etant l’univers (fini) associe a une experience aleatoire E, on appelle probabilite definie surΩ toute application P de P(Ω) dans R+ qui verifie les axiomes suivants :
 (A1) P(Ω) = 1
 (A2) Pour tous evenements incompatibles A et B, on a P(A ∪ B) = P(A) + P(B).
 On appelle alors espace probabilise le couple (Ω,P).
 . P est une mesure des evenements, l’unite etant telle que la masse totale est egale a 1.
 3.2 Proprietes
 P(A) = 1 − P(A) ; 0 6 P(A) 6 1
 P( Ø) = 0 ; A ⊂ B =⇒ P(A) 6 P(B)
 A et B etant des evenements quelconques, on a :
 P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)
 Si (Ak)16k6n est un systeme complet d’evenements, on a :n∑
 i=1
 P(Ak) = 1.
 3.3 Construction d’une probabilite sur un univers fini
 • Cas generalToute probabilite P est entierement determinee par la donnee des nombres reels pk = P(k)verifiant :
 ∀k ∈ ω pk > 0 et∑
 k
 pk = 1.
 • Probabilite uniformeSur un univers fini Ω, l’hypothese d’equiprobabilite definit la probabilite uniforme donneepar :
 P(A) =cardAcardΩ
 ·
 card A est souvent appele nombre de cas favorables et card Ω nombre de cas possibles.
 • Determination empiriqueEn sciences experimentales, la probabilite P(A) est souvent estimee par la frequence observeede l’evenement A.
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 + Il faut veiller a ce que cette demarche ait un sens : la population consideree est-ellehomogene ? l’evenement A est-il clairement defini ? l’echantillon observe est-il representatifet preleve de facon aleatoire ?
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit A1, . . . , An des evenements d’un meme espace probabilise. Montrez que :
 P
 n⋃i=1
 Ai
 6 n∑i=1
 P(Ai).
 Exercice 2 : Quelle est la probabilite pour que, dans un groupe de n personnes choisiesau hasard, deux personnes au moins aient la meme date d’anniversaire (on considerera quel’annee a 365 jours tous equiprobables) ?
 Exercice 3 : Dans une loterie, on vend n billets et on donne k lots.Quelle est la probabilite pour que le detenteur de m billets gagne x lots ?
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 Soit (Ω,P) un espace probabilise.
 1.Probabilite conditionnelle
 1.1 Definition
 Soit A un evenement tel que P(A) > 0. En posant, pour tout evenement B :
 PA(B) =P(A ∩ B)P(A)
 on definit une probabilite appelee probabilite conditionnelle relative a A.
 PA(B) se note aussi P(B|A) et se lit probabilite de B sachant A.
 + La notation PA est la plus correcte pour designer une probabilite. La notation P(B|A)est la plus pratique, surtout lorsque l’ecriture de A se complique. Mais ne croyez surtout pasque (B|A) est un evenement.
 1.2 Proprietes
 PA est une probabilite ; elle en a donc toutes les proprietes. Avec l’autre ecriture en ligne, ona donc :
 P(B|A) = 1 − P(B|A)
 P(B ∪C|A) = P(B|A) + P(C|A) − P(B ∩C|A)
 + Veillez a avoir toujours le meme conditionnement A. N’inventez pas de formule du type :P(B|A) + P(B|A) =??
 1.3 Formule des probabilites composees
 C’est l’egalite precedente ecrite en ligne :
 P(A ∩ B) = P(A) × P(B|A)
 et sa generalisation qui commence par :
 P(A ∩ B ∩C) = P(A) × P(B|A) × P(C|A ∩ B).
 1.4 Formule des probabilites totales
 Soit (Ak)16k6n un systeme complet d’evenements de probabilites toutes non nulles. Pour toutevenement B, on a :
 P(B) =
 n∑k=1
 P(B ∩ Ak) =
 n∑k=1
 P(Ak) × P(B|Ak).
 1.5 Formule de Bayes
 Soit (Ak)16k6n un systeme complet d’evenements de probabilites toutes non nulles et B unevenement tel que P(B) > 0. Pour tout j ∈ ~1, n, on a :
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 P(A j|B) =P(A j) × P(B|A j)
 n∑k=1
 P(Ak) × P(B|Ak)
 ·
 . Les Ak sont des hypotheses pour l’evenement B. La formule de Bayes donne les pro-babilites des hypotheses apres realisation de B. Son utilisation peut etre facilitee par desrepresentations graphiques, comme un arbre.
 2. Independance
 2.1 Evenements independants
 • DefinitionOn dit que deux evenements A et B sont independants si :
 P(A ∩ B) = P(A) × P(B).
 Si P(A) > 0 et P(B) > 0, cela correspond a la fois :
 − P(A) = P(A|B), soit A ne depend pas de B ;
 − P(B) = P(B|A), soit B ne depend pas de A.
 + L’independance de deux evenements depend de la probabilite choisie.
 • Propriete
 Si A et B sont independants, alors il en est de meme pour A et B, pour A et B et pour A et B.
 2.2 Independance mutuelle de n evenements
 Des evenements A1, . . . , An sont mutuellement independants, ou independants dans leur en-semble, si pour toute partie I de ~1, n, on a :
 P
 ⋂i∈I
 Ai
 =∏i∈I
 P(Ai).
 + Cette notion est plus forte que l’independance deux a deux.Par exemple, il peut arriver que trois evenements A, B,C soient deux a deux independants,mais ne verifient pas la condition supplementaire P(A ∩ B ∩ C) = P(A) × P(B) × P(C) pourl’independance d’ensemble.
 2.3 Experiences independantes
 Supposons que des experiences aleatoires successives soient realisees dans des conditionstelles qu’elles soient, a priori, independantes. Pour chaque experience, une probabilite a eteretenue.
 Considerons alors un evenement A, relatif a l’ensemble des n experiences, noteA = A1×· · ·×An, ce qui signifie qu’on s’interesse a la realisation successive des evenements :A1 pour la premiere experience . . . An pour la n-ieme experience.
 Alors, pour traduire la situation, on est amene a choisir comme probabilite de A :
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 P(A) = P(A1) × · · ·P(An).
 Ce choix de probabilite produit definit l’independance des experiences aleatoires. On se placedans cette hypothese quand on parle d’experiences aleatoires successives.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On considere une population de poulets parmi lesquels certains sont atteintsd’un parasite.Apres traitement d’une partie des poulets, on remarque que :− sur les 70 % de poulets non traites, 25 % sont atteints du parasite ;− sur les 30 % de poulets traites, 12,5 % sont encore atteints du parasite.On preleve au hasard un poulet (on admet que chaque poulet a la meme probabilite d’etrepreleve).1. Quelle est la probabilite que ce poulet soit parasite ?2. Sachant le poulet parasite, quelle est la probabilite qu’il soit traite ?
 Exercice 2 : Le quart d’une population a ete vaccine contre une maladie contagieuse. Aucours d’une epidemie, on constate qu’il y a parmi les malades un vaccine pour quatre nonvaccines. On sait, de plus, qu’au cours de cette epidemie il y avait un malade sur douze parmiles vaccines.Quelle etait la probabilite de tomber malade pour un non vaccine ?
 Exercice 3 : 1. En supposant qu’a chaque naissance les probabilites d’avoir un garcon ouune fille sont egales, etudiez, dans l’ensemble des familles de deux enfants, l’independancedes evenements :
 A la famille a des enfants des deux sexes ;B il y a au plus une fille.
 2. Meme question dans l’ensemble des familles de trois enfants.
 Exercice 4 : Deux joueurs lancent un de a tour de role. Le premier qui obtient un as agagne.Quelle est la probabilite de victoire de chaque joueur ?
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 Soit (Ω,P) un espace probabilise.
 1. Generalites
 1.1 Definition
 Une variable aleatoire reelle X est une application de Ω dans R.
 Si A est une partie de R, on definit sa probabilite par :
 PX(A) = P(X−1(A)
 )Cette probabilite se note P(X = a) si A = a, P(a < X < b) si A =]a, b[ . . .
 1.2 Loi de probabilite
 Une variable aleatoire X est discrete quand son univers-image Ω1 = X(Ω) est fini ou denombrable.(Cette annee on supposera Ω1 fini.)Dans ce cas, connaıtre la loi de probabilite (ou distribution de probabilite) de X, c’est connaıtreles probabilites elementaires :
 ∀xi ∈ Ω1 P(X = xi) = pi.
 + Il est toujours utile de verifier que pi > 0 et∑
 i
 pi = 1.
 1.3 Fonction d’une variable aleatoire
 Soit g une fonction de Ω1 ⊂ R dans R. Alors Y = g(X) est une variable aleatoire dontl’univers-image (fini) est Y(Ω) = g(Ω1) et les probabilites elementaires :
 ∀yi ∈ g(Ω1) P(Y = yi) =∑
 g(xk)=yi
 P(X = xk).
 . On regroupe tous les xk dont l’image par g est egale a yi.
 2. Couple de variables aleatoires
 2.1 Loi du couple
 Soit X et Y definies sur le meme espace probabilise.
 Dans le cas de variables a univers finis, connaıtre la loi du couple, c’est connaıtre les proba-bilites elementaires :
 ∀xi ∀y j P(X = xi et Y = y j) = pi j.
 2.2 Lois marginales
 A partir de la loi du couple (X,Y), on deduit les lois marginales
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 de X : P(X = xi) =∑
 j
 pi j = pi• de Y : P(Y = y j) =∑
 i
 pi j = p• j
 . Le terme lois marginales vient de la presentation avec un tableau des pi j, de l’additionsuivant les lignes et suivant les colonnes, et du report des totaux dans les marges du tableau.
 En general, les lois marginales ne permettent pas de reconstituer la loi du couple (X,Y).
 2.3 Lois conditionnelles
 Soit y j un element fixe de Y(Ω) tel que P(Y = y j) , 0.La loi conditionnelle de X sachant que Y = y j est definie par les probabilites elementaires :
 ∀xi ∈ X(Ω) P(X = xi|Y = y j) =pi j
 p• j·
 . Dans le cas fini, les probabilites pi j etant presentees dans un tableau, cela revient a selimiter a la colonne j et a diviser les probabilites de la colonne par leur total, pour que lasomme des probabilites conditionnelles soit egal a 1.
 On definit de meme les lois conditionnelles de Y pour X fixe.
 2.4 Independance de deux variables aleatoires
 • DefinitionX et Y sont dites independantes quand tous les evenements elementaires X = xi et Y = y jsont independants ;
 Avec les notations precedentes des lois marginales, cela s’ecrit :
 ∀(i, j) pi j = pi• × p• j.
 Dans le cas fini, les probabilites pi j etant presentees en tableau, cela veut dire que :− toutes les lignes sont proportionnelles, c’est-a-dire que les lois conditionnelles de Y pourX fixe sont les memes, ou encore que Y ne depend pas de X ;− et de meme que X ne depend pas de Y.
 • TheoremeSi X et Y sont independantes, les variables aleatoires g(X) et g(Y) le sont aussi.
 2.5 Somme et produit de deux variables aleatoires
 Soit X et Y deux variables aleatoires definies sur le meme espace probabilise. Comme il s’agitde fonctions de Ω dans R, la somme X + Y et le produit XY se definissent immediatement.Mais pour connaıtre les lois de probabilite, il faut connaıtre la loi conjointe du couple (X,Y)et pas seulement les lois marginales de X et de Y .
 • SommeL’univers-image de Z = X + Y est constitue par les reels zk du type zk = xi + y j et on a :
 P(Z = zk) =∑
 xi+y j=zk
 pi j
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 la somme etant etendue a tous les couples (i, j) tels que la somme xi + y j soit egale au reelfixe zk.
 • ProduitL’univers-image de Z = XY est constitue par les reels zk du type zk = xi y j et on a :
 P(Z = zk) =∑
 xi×y j=zk
 pi j
 la somme etant etendue a tous les couples (i, j) tels que le produit xiy j soit egale au reel fixe zk.
 2.6 Extension a n variables aleatoires
 • Independance mutuelleLes variables aleatoires X1, · · · , Xn sont mutuellement independantes si, et seulement si :
 ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn P
 n⋂i=1
 (Xi = xi)
 =
 n∏i=1
 P(Xi = xi).
 • TheoremeSi X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . , Xp sont mutuellement independantes, alors f (X1, . . . , Xn) et g(Xn+1, . . . , Xp)sont independantes.
 3. Lois usuelles
 3.1 Loi uniforme discrete
 • Loi de probabiliteSoit n ∈ N∗. Une variable aleatoire X suit une loi uniforme discrete si X prend n valeurs
 possibles avec la probabilite1n
 pour chaque valeur.
 • Esperance et varianceSi X suit la loi uniforme discrete sur ~1, n, on a :
 E(X) =n + 1
 2; V(X) =
 n2 − 112
 ·
 3.2 Loi de Bernoulli
 • Loi de probabiliteX suit la loi de Bernoulli de parametre p ∈]o; 1[, notee B(p) ou B(1, p) si X(Ω) = 0, 1 et si :
 P(X = 1) = 1 ; P(X = 0) = 1 − p = q.
 • Situation modeliseeOn considere une epreuve ayant deux issues possibles : A avec une probabilite p, A avec uneprobabilite 1 − p.La variable aleatoire qui vaut 1 si A est realise et 0 si A n’est pas realise suit la loi B(p).
 • Esperance et varianceE(X) = p ; V(X) = pq.
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 • SommeSi X1, . . . , Xn sont mutuellement independantes de loi B(p), alors X1 + · · · + Xn suit la loiB(n, p).
 3.3 Loi binomiale
 • Loi de probabiliteX suit la loi binomiale de parametres n ∈ N∗ et p ∈]0, 1[, notee B(n, p), si l’univers-image est~0, n et si :
 ∀k ∈ ~0, n P(X = k) =
 (nk
 )pk qn−k.
 • Situation modeliseeOn obtient une loi binomiale quand :
 − on repete n fois la meme experience aleatoire, les n repetitions etant independantes entreelles ;
 − on s’interesse seulement a la realisation ou non d’un evenement fixe A de probabilite p, eton pose q = 1 − p ;
 − on considere la variable aleatoire X egale au nombre de fois ou A a ete realise.
 En langage image, on dispose d’une urne constituee de boules presentant un type A dans laproportion p. On effectue n tirages avec remise et on compte le nombre de boules de type Aobtenues.
 • Esperance et variance
 E(X) = np ; V(X) = npq.
 • SommeSi X suit la loi B(n1, p) et Y la loi B(n2, p) et si X et Y sont independantes, alors X + Y suitB(n1 + n2, p).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : En terminant d’effeuiller la marguerite, on compte :
 1 point pour un peu, 3 points pour beaucoup, 5 points pour passionnement,10 points pour a la folie, 0 point pour pas du tout.
 On effeuille successivement deux marguerites. Soit X la variable aleatoire egale au nombrede points obtenu avec la premiere marguerite. Soit Y la variable aleatoire egale au plus granddes deux nombres obtenus.
 1. Determinez la loi du couple (X,Y).
 2. Precisez les lois marginales de X et de Y . Les variables aleatoires X et Y sont-elles independalntes ?
 Exercice 2 : Reprenez les donnees de l’exercice 1. Determinez la distribution de probabi-lite de Z = X + Y .
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 Exercice 3 : Reprenez les donnees de l’exercice 1. Determinez la distribution de probabi-lite de T = XY .
 Exercice 4 : Reprenez les donnees de l’exercice 1. Calculez :
 E (X) , V (X) , E (Y) , V (Y) , E (X + Y) , V (X + Y) , E (XY) , V (XY) , Cov (X,Y) , r.
 Exercice 5 : 1. En egalant les coefficients de Xk dans les deux membres de l’egalite :
 (X − 1)n1 (X − 1)n2 = (X − 1)n1+n2 ,
 demontrez la formule de Vandermonde :∑a+b=k
 (n1
 a
 ) (n2
 b
 )=
 (n1 + n2
 k
 ).
 2. Soit X et Y deux variables aleatoires independantes telles que X suive la loi binomialeB(n1, p) et Y la loi B(n2, p).Montrez que X + Y suit la loi B(n1 + n2, p).
 Exercice 6 : Soit X et Y deux variables aleatoires independantes qui suivent respective-
 ment B(3;
 13
 )et B
 (4;
 12
 ).
 Calculez la probabilite que X = Y .
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 Soit X une variable aleatoire finie dont l’univers-image est x1, . . . , xn et les probabiliteselementaires pi = P(X = xi).
 1. Esperance
 1.1 DefinitionE(X) =
 ∑i
 xi pi.
 1.2 Theoreme du transfert
 E[g(X)
 ]=
 ∑i
 g(xi) P(X = xi).
 1.3 Inegalite de Markov
 ∀ε > 0 P(|X| > ε
 )6
 E(X)ε·
 2. Variance, covariance
 2.1 VarianceV(X) = E
 [(X − E(X)
 )2]
 = E(X2) −(E(X)
 )2
 L’ecart type est defini par σ(X) =√
 V(X).
 2.2 Variable centree reduite
 Pour a et b reels, on a toujours :
 E(aX + b) = aE(X) + b ; V(aX + b) = a2V(X).
 Si V(X) , 0, en posant Y =X − E(X)σ(X)
 on obtient E(Y) = 0 et V(Y) = 1.
 Y est la variable centree reduite associee a X.
 2.3 Inegalite de Bienayme-Tchebychev
 ∀ε > 0 P(∣∣∣X − E(X)
 ∣∣∣ > ε) 6 V(X)ε2 ·
 . La majoration fournie est assez mediocre. Mais c’est une etape preliminaire pourdemontrer des resultats plus importants.
 2.4 Moments d’ordre kSoit k ∈ N. On definit les moments mk d’ordre k et les moments centres µk d’ordre k par :
 mk = E(Xk) =∑
 i
 xki pi ; µk = E
 [(X − E(X)
 )k]
 2.5 Covariance
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 La covariance de X et de Y est definie par :
 Cov(X,Y) = E[(
 X − E(X))(
 Y − E(Y))]
 = E(XY) − E(X) E(Y).
 On a : Cov(X,Y) = Cov(Y, X) et Cov(X, X) = V(X).
 2.6 Somme et produit de deux variables aleatoires
 • Cas general
 E(X + Y) = E(X) + E(Y)V(X + Y) = V(X) + V(Y) + 2 Cov(X,Y)
 • Cas ou X et Y sont independantes
 Cov(X,Y) = 0V(X + Y) = V(X) + V(Y)E(XY) = E(X) E(Y)
 + La reciproque est fausse : on peut avoir Cov(X,Y) = 0 sans que X et Y soientindependantes.
 2.7 Cas de n variables aleatoires
 • Esperance d’une sommeE(X1 + · · · + Xn) = E(X1) + · · · + E(Xn).
 • Variance d’une somme
 V(X1 + · · · + Xn) =
 n∑i=1
 V(Xi) + 2∑i< j
 Cov(Xi, X j).
 Dans le cas ou les variables aleatoires sont deux a deux independantes, on a :
 V(X1 + · · · + Xn) = V(X1) + · · · + V(Xn).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Un veilleur de nuit doit ouvrir 12 portes avec 12 cles differentes mais nondiscernables.
 1. Quelle est la probabilite pour qu’il ouvre la premiere porte au k-ieme essai sachant qu’achaque fois qu’il choisit une cle, il ne la remet pas dans le trousseau si elle ne convient pas.
 2. Le nombre total d’essais effectues definit une variable aleatoire X dont on demande dedeterminer la distribution de probabilite, l’esperance mathematique et l’ecart type. Pour chaqueporte, le processus recommence comme pour la premiere porte, mais avec seulement les clesrestantes.
 Exercice 2 : Soit X et Y deux variables aleatoires independantes qui suivent la loi bino-miale B(1, p).
 Calculez la covariance Cov(X + Y, X − Y).
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 Montrez que X + Y et X − Y ne sont pas independantes.
 Exercice 3 : Soit (Xn) une suite de variables aleatoires de meme loi, d’esperance µ et devariance σ2, supposees deux a eux independantes.
 On pose : S n = X1 + X2 + · · · + Xn et Zn =S n
 n· Montrez que :
 ∀ε > 0 limn→+∞
 P(|Zn − µ| > ε
 )= 0.
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 3. Limites et continuite
 Exercice 1
 La suite definie par un =1
 π
 2+ nπ
 tend vers 0 et la suite de terme general
 f (un) = (−1)n n’a pas de limite. La fonction f n’ a donc pas de limite en 0.
 Exercice 2
 Sur]0,π
 2
 [on a : sin x < x < tan x. On en deduit : 0 <
 1x−
 1tan x
 <1
 sin x−
 1tan x
 ·
 Or :1
 sin x−
 1tan x
 =1 − cos x
 sin x=
 2 sin2 x2
 2 sin x2 cos x
 2= tan
 x2· (cf. fiche 6)
 Il en resulte que : 0 < f (x) < tanx2
 puis limx→0
 f (x) = 0 car limx→0
 tanx2
 = 0.
 Exercice 3
 Posons u =π
 2− x pour nous ramener a une variable u qui tend vers 0 quand x tend vers
 π
 2·
 On a alors : f (x) =cos
 (π2 − u
 )π − π + 2u
 =12
 sin uu·
 On a donc : limx→ π
 2
 f (x) =12
 limu→0
 sin uu
 =12
 (cf. fiche 6)
 On peut donc prolonger par continuite f enπ
 2en posant f
 (π
 2
 )=
 12·
 Exercice 4
 Si f etait uniformement continue, dans la definition on pourrait choisir x′ = 2x ce qui donne-
 rait | f (x) − f (x′)| =12x· Comme lim
 x→0+
 12x
 = +∞ on aboutit alors a une contradiction.
 4. Fonctions derivables
 Exercice 1
 Considerons la fonction g definie sur R par :
 g(x) = a0x +a1
 2x2 + · · · +
 an
 n + 1xn+1.
 C’est une fonction continue sur [0; 1], derivable sur ]0; 1[, et telle que g(0) = g(1) = 0.D’apres le theoreme de Rolle, il existe donc au moins un reel c ∈]0; 1[ tel queg′(c) = 0 = f (c).
 Exercice 2
 Comme f ′(x) = i eix, si on pouvait appliquer l’egalite des accroissements finis, on aurait :∃c ∈]0; 2π[ f (2π) − f (0) = 2π i eic.
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 Le premier membre est nul, le second membre ne l’est pas : il y a contradiction, ce qui montreque l’egalite des accroissements finis ne se generalise pas.
 Exercice 3
 Il suffit d’appliquer l’inegalite des accroissements finis a la fonction sinus entre 0 et x.
 5. Logarithmes, exponentielles et puissances
 Exercice 1
 • Les expressions ln(x + 1) et ln(x + 5) sont definies si, et seulement si :x + 1 > 0 et x + 5 > 0 ⇐⇒ x > −1.
 Pour ces valeurs, l’equation est equivalente a :
 ln(x + 1)(x + 5) = ln 96 ⇐⇒ (x + 1)(x + 5) = 96 ⇐⇒ x2 + 6x − 91 = 0.
 Cette equation du second degre a pour racines 7 et −13. Seule la racine x = 7 convient.
 • La deuxieme equation est definie pour x , −1 et x , −5.
 Les deux racines x = −13 et x = 7 conviennent.
 Exercice 2
 (I) ⇐⇒ e2x + 1 − e2−x(e2x + 1
 )< 0 ⇐⇒ (e2x + 1)(1 − e2−x) < 0.
 Comme on a toujours e2x + 1 > 0, on a :
 (I) ⇐⇒ 1 < e2−x ⇐⇒ 0 < 2 − x ⇐⇒ x < 2.
 6. Fonctions circulaires et hyperboliques
 Exercice 1
 La methode la plus simple consiste a lineariser c’est-a-dire a transformer le produit en somme :
 f (x) =12
 [sin 5x + sin x
 ]. On en deduit :
 ∫f (x) dx = −
 110
 cos 5x −12
 cos x.
 Exercice 2
 La fonction definie par f (x) = arctan(2x) + arctan x est continue et strictement croissante de−π a π quand x decrit R. L’equation f (x) =
 π
 4a donc une solution, et une seule, et cette racine
 est positive car f (0) = 0. L’equation implique :
 tan[f (x)
 ]= tan
 π
 4⇐⇒
 3x1 − 2x2 = 1 ⇐⇒ 2x2 + 3x − 1 = 0.
 La seule racine positive de cette equation est−3 +
 √17
 4≈ 0, 28.
 Exercice 3
 Pour demontrer une egalite de ce genre, il vaut mieux partir du membre le plus complique etchercher a obtenir l’autre.
 2th(2x)
 −1
 th x= 2
 e4x + 1e4x − 1
 −e2x + 1e2x − 1
 =2e4x + 2 − e4x − 2e2x − 1
 (e2x − 1) (e2x + 1)
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 =e2x − 1e2x + 1
 = th x.
 7. Suites numeriques
 Exercice 1
 On a |un| 6 n ×1n
 = 1 car | sin u| 6 |u| (cf. fiche 4)
 Exercice 2
 Lorsque n tend vers l’infini, vn ∼+∞
 n2 ×1n
 = n car sin u∼0
 u (cf. fiche 10)
 Exercice 3
 Chacun des n termes de la somme peut etre encadre par des termes independants de k :n
 n2 + n6
 nn2 + k
 6n
 n2 + 1d’ou
 n2
 n2 + n6 un 6
 n2
 n2 + 1
 Comme limn→+∞
 n2
 n2 + n= 1 = lim
 n→+∞
 n2
 n2 + 1la suite (un) converge vers 1.
 Exercice 4
 La suite est bornee car |un| = 1.Les deux suites extraites u6n = 1 et u6n+3 = −1 sont convergentes avec des limites differentes.La suite (un) est donc divergente.
 Exercice 5
 Comme un+1 − un =1
 (n + 1)!> 0, la suite (un) est croissante.
 Comme vn+1 − vn =1 − n
 (n + 1)!< 0, la suite (vn) est decroissante.
 Et on a bien limn→+∞
 (vn − un
 )= lim
 n→+∞
 1(n + 1)!
 = 0.
 Exercice 6
 On montre d’abord par recurrence que un > 0 et vn > 0 pour tout n.
 Comme vn+1 − un+1 =(un − vn)2
 2(un + vn)> 0, on a un 6 vn pour tout n.
 Comme un+1 − un =un(vn − un)
 un + vn> 0, la suite (un) est croissante.
 Comme vn+1 − vn =un − vn
 26 0, la suite (vn) est decroissante.
 La suite (un) croissante et majoree par v0 est convergente vers l1.
 La suite (vn) decroissante et minoree par u0 est convergente vers l2.
 De vn+1 =un + vn
 2on deduit l2 =
 l1 + l22
 puis l1 = l2 : les suites sont adjacentes.
 Exercice 7L’equation caracteristique r2 + r + 1 = 0 a pour racines :
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 r1 = −12
 + i
 √3
 2= ei 2π
 3 et r2 = r1.
 Les suites qui verifient la relation de recurrence sont donc de la forme :
 un = K1 cos(n
 2π3
 )+ K2 sin
 (n
 2π3
 ). Les conditions initiales donnent :
 1 = u0 = K1
 0, 5 = u1 = −12
 K1 +
 √3
 2K2
 ⇐⇒
 K1 = 1
 K2 =2√
 3Exercice 8Par recurrence, on a un > 0 pour tout n. La fonction f definie par f (s) = x2 + 0, 1875 estcroissante sur ]0; +∞[.
 On a u1 = 0, 4375, soit u1 < u0. On en deduit par recurrence que (un) est decroissante :un−1 < un =⇒ f (un−1) < f (un) soit un < un+1.
 La suite (un) decroissante et minoree par 0 converge vers une limite l qui verifie :l = l2 + 0, 1875 ⇐⇒ l = 0, 25 ou l = 0, 75.
 Comme la suite decroıt en partant de 0, 5, la valeur 0, 75 est impossible et l = 0, 25.
 8. Integrales definiesExercice 1Pour tout x ∈ [0; 1], on a 1 6 ch x 6 ch 1, d’ou 0 6 xn ch x 6 xn ch 1. On en deduit :
 0 6∫ 1
 0xn ch x dx 6 ch 1
 ∫ 1
 0xn dx.
 Comme limn→+∞
 ch 1∫ 1
 0xn dx = lim
 n→+∞ch 1
 1n + 1
 = 0, on a donc :
 limn→+∞
 ∫ 1
 0xn ch x dx = 0.
 Exercice 2
 En ecrivant un =2π
 π
 2
 n−1∑k=0
 cos(
 kπ2n
 )on reconnaıt une somme de Riemann associee a la fonc-
 tion continue definie par f (x) = cos x sur[0;π
 2
 ]. La suite (un) est donc convergente et
 limn→+∞
 un =2π
 ∫ π2
 0cos x dx =
 2π
 .
 9. Calcul des primitivesExercice 1
 On utilise une integration par parties qui fait apparaıtre une fonction rationnelle :
 u′(x) = 1 ; v(x) = arctan x
 u(x) = x ; v′(x) =1
 1 + x2∫arctan x dx = x arctan x −
 ∫x
 1 + x2 : dx = x tan x −12
 ln(1 + x2).
 Exercice 2
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 ∫e2x sin 3x dx = Im
 (∫e(2+3i)x dx
 )= Im
 (e(2+3i)x
 2 + 3i
 )= Im
 (e2x(cos 3x + i sin 3x)(2 − 3i)
 13
 )=
 113
 e2x(− 3 cos 3x + 2 sin 3x
 ).
 Exercice 3En posant u =
 12
 t − 1 on a t = 2u + 2 et donc dt = 2u du. En n’oubliant pas les bornes, onobtient :
 I = −
 ∫ 12
 − 12
 du√
 1 − u2=
 [arccos u
 ] 12
 − 12
 =2π3·
 Exercice 4
 Le changement de variable u = sin x conduit a : I =
 ∫ 1
 0
 1u2 − 5u + 6
 du.
 La fraction rationnelle se decompose :1
 u2 − 5u + 6=−1
 u − 2+
 1u − 3
 et on obtient : I =
 [ln
 ∣∣∣∣∣u − 3u − 2
 ∣∣∣∣∣]1
 0= ln
 43·
 10. Comparaisons localesExercice 1
 • Si |x| < 1, |un| = |x|n ×1n!
 est le produit de deux suites qui tendent vers 0, donc tend vers 0.
 • Si |x| = 1, |un| =1n!
 tend vers 0.
 • Si |x| > 1, |un| tend encore vers 0 car on sait que |x|n = o(n!).
 Exercice 2
 Posons f (x) =(
 cos x) 1
 tan2 x = eA(x) avec A(x) =1
 tan2 xln(cos x) ∼
 0
 ln(cos x)x2 ·
 Par ailleurs ln(cos x) = ln(1 + cos x − 1) ∼0
 cos x − 1 ∼0−
 x2
 2·
 Par consequent A(x)∼0−
 12· On a donc lim
 x→0A(x) = −
 12
 , puis, exp etant continue, limx→0
 f (x) =
 e−0,5 ≈ 0, 607.
 11. Formules de TaylorExercice 1
 En calculant f ′(x), on obtient :
 f ′(x) =
 1 + x + · · · +xn−1
 (n − 1)!
 1 + x + · · · +xn
 n!
 = 1 −
 xn
 n!
 1 + x + · · · +xn
 n!
 = 1 −xn
 n!+ o(xn).
 Comme f (0) = 0, on en deduit : f (x) = x −xn+1
 (n + 1)!+ o(xn+1).
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 Exercice 2
 On a : (1 + x)1x = exp
 (1x
 ln(1 + x))
 = exp(
 1x
 [x −
 x2
 2+ o(x2)
 ])= exp
 (1 −
 x2
 + o(x))
 = e[1 −
 x2
 + o(x)]
 D’ou :(1 + x)
 1x − e
 x= −
 e2
 + o(1)
 ce qui demontre que la limite demandee est egale a −e2·
 12. Equations differentielles lineaires
 Exercice 1
 L’equation s’ecrit sous forme normalisee : y′ +3x
 = 0.
 On a A(x) =
 ∫3x
 dx = 3 ln x.
 La solution generale s’ecrit donc : y(x) = K e−A(x) = K1x3 ·
 Exercice 2
 Considerons une fonction auxiliaire telle que y(x) = K(x)1x3 soit solution de l’equation pro-
 posee.Apres avoir calcule K′(x), reporte dans l’equation et simplifie, il reste : K′(x) = 1. On obtient
 K(x) = x + K, ce qui entraıne la solution generale cherchee : y(x) =1x2 + K
 1x3 ·
 Exercice 3On multiplie les deux membres de l’equation normalisee par eA(x) = x3, ce qui donne :
 x3y′ + 3x2y = (x3y)′ = 1, puis : x3y = x + K, et enfin : y(x) =1x2 + K
 1x3 ·
 Exercice 4• L’equation caracteristique r2 − 2r + 1 = 0 = (r− 1)2 a 1 comme racine double. La solutiongenerale de l’equation homogene s’ecrit donc :
 yS (x) = (K1x + K2) ex avec K1 et K2 constantes reelles.
 • On cherche une solution particuliere sous la forme y(x) = ax2 + bx + c. Apres avoir calculey′(x) et y′′(x) on aboutit a l’egalite de deux polynomes, c’est-a-dire a l’egalite de leurs coef-ficients. On obtient ainsi la solution particuliere yp(x) = 2x2 + 1.
 • La solution generale de l’equation s’ecrit donc :
 yG(x) = (K1x + K2) ex + 2x2 + 1 avec K1 et K2 constantes reelles.
 Exercice 5• L’equation caracteristique r2 − 4r + 3 = 0 a deux racines reelles distinctes 1 et 3. La solu-tion generale de l’equation homogene associee s’ecrit donc : y(x) = K1 ex + K2 e3x.
 • Pour obtenir une solution particuliere de l’equation complete, on peut proceder en deux
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 phases.− On effectue le changement de fonction inconnue
 y(x) = ex z(x)ou z est une nouvelle fonction inconnue.En reportant y = ex z, y′ = ex z + ex z′ et y′′ = ex z + 2ex z′ + ex z′′ dans l’equation donnee, onest conduit a : z′′ − 2z′ = 2x + 1.
 La disparition de z correspond a 1 racine de l’equation caracteristique.
 − On cherche z sous la forme z = ax2 + bx.
 Avec z′ = 2ax + b et z′′ = 2a, on aboutit a a = −12
 et b = −1.
 On obtient donc z = −12
 x − 1 puis la solution particuliere y = ex(−
 12
 x − 1)
 • La solution generale de l’equation est donc : y = K1 ex + K2 e3x + ex(−
 12
 x − 1).
 13. Series numeriques
 Exercice 1
 Pour qu’une serie∑
 un converge, il est necessaire que limn→+∞
 un = 0.
 Comme limn→+∞
 2n + 13n + 3
 =23
 la serie∑ 2n + 1
 3n + 3est grossierement divergente.
 Exercice 2
 Pour n > 3, un existe et est positif. Au voisinage de +∞, on peut ecrire :
 un = ln(1 +
 π2
 2n2 + o( 1n2
 ))− ln
 (1 −
 π2
 2n2 + o( 1n2
 ))=π2
 n2 + o( 1n2
 )∼
 +∞
 π2
 n2 ·
 La serie∑
 un est donc de meme nature que π2∑ 1
 n2 qui est une serie de Riemann conver-gente.
 Exercice 3
 On a : |un| 61
 n32· La serie de terme general
 1
 n32
 est une serie de Riemann convergente. La
 serie proposee est donc absolument convergente, donc convergente.
 14. Rudiments de logique
 Exercice 1
 La publicite dit : pas moderne =⇒ pas client.
 La phrase synonyme est la contraposee : Si vous etes client, alors vous etes moderne.
 Le publicitaire utilise le ressort psychologique : le retablissement de la forme affirmativeconduit a une meilleure appropriation du message. Et si certains se trompent en pensant mo-derne =⇒ client, c’est plus fort, mais ce n’est pas dit !
 Exercice 2
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 Il existe au moins une ville dont la partie commerciale comporte au moins un carrefour sansagence bancaire.
 Exercice 3
 Raisonnons par l’absurde, c’est-a-dire supposons que√
 2 soit rationnel et montrons que celaentraıne une contradiction.
 Supposons que√
 2 =ab
 avec a et b premiers entre eux (. fiche 22).
 On a alors a = b√
 2 qui entraıne a2 = 2b2.2 divise a2, donc aussi a puisque c’est un nombre premier.On peut donc ecrire a = 2a′ avec a′ ∈ N, ce qui donne b2 = 2a′2.
 Comme ci-dessus b est alors pair. Comme on est parti de la fractionab
 simplifiee, en obtenanta et b pairs, il s’agit d’une contradiction.
 On rejette donc l’hypothese faite et on conclut que√
 2 est irrationnel.
 Exercice 4
 Soit x et y deux reels quelconques. Deux cas sont a envisager :
 • x 6 y. On a alors min(x, y) = x et12
 [x + y − |x − y|
 ]=
 12
 [x + y − (y − x)
 ]= x.
 • x > y. On a alors min(x, y) = y et12
 [x + y − |x − y|
 ]=
 12
 [x + y − (x − y)
 ]= y.
 Exercice 5
 Soit P(n) la propriete :n∑
 i=1
 (2i − 1)2 =13
 n (4n2 − 1).
 • Comme 12 =13
 (4 − 1), P(1) est vraie.
 • Pour k ∈ N quelconque, montrons que P(k) entraıne P(k + 1).k+1∑i=1
 (2i − 1)2 =
 k∑i=1
 (2i − 1)2 + (2k + 1)2
 =13
 k (4k2 − 1) + (2k + 1)2 en utilisant P(k)
 =13
 (2k + 1)[k(2k − 1) + 3(2k + 1)
 ]=
 13
 (2k + 1)[2k2 + 5k + 3
 ]=
 13
 (2k + 1)(k + 1)(2k + 3)
 =13
 (k + 1)[(2k + 1)(2k + 3)
 ]=
 13
 (k + 1)[4(k + 1)2 − 1
 ].
 16. Applications
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 Exercice 1
 f (0) = f (0) = 0. f −1 (0) = x; f (x) = 0 = πZ.
 Exercice 2
 • f est surjective si, pour tout element (X,Y) de R2, il existe toujours (x, y) ∈ R2 tel quef (x, y) = (X,Y).
 On a necessairement x = X − y, puis, en reportant :Y = 2(X − y) + y3, soit y3 − 2y + 2X − Y = 0.
 La fonction ϕ definie par ϕ(y) = y3 − 2y + 2X − Y est continue, negative lorsque y tend vers−∞, positive lorsque y tend vers +∞. Il existe donc au moins un reel y tel que ϕ(y) = 0.Comme il existe toujours x et y, f est surjective.
 • On a f (1, 0) = (1, 2). Existe-t-il un autre couple (x, y) ∈ R2 tel que f (x, y) = (1, 2) ? Ceciest equivalent a :
 x = 1 − y et y3 − 2y = 0.
 Pour obtenir un nouvel element, il suffit de prendre y =√
 2 et x = 1 −√
 2. On obtient doncf (1 −
 √2,√
 2) = f (1, 0).Un exemple de deux elements distincts ayant la meme image demontre que f n’est pas injec-tive.
 17. Relations
 Exercice 1
 • Dans ]0; +∞[, on peut ecrire : xRy ⇐⇒ln x
 x=
 ln yy⇐⇒ f (x) = f (y)
 ou f est la fonction de ]0; +∞[ dans R definie par f (x) =ln x
 x·
 R est donc la relation d’equivalence associee a f .
 • Pour preciser le nombre d’elements d’une classe d’equivalence, il faut dresser le tableaude variation de f et utiliser la theoreme des valeurs intermediaires. Vous obtenez ainsi :
 − Si x ∈ ]0; 1], ou si x = e, la classe de x est reduite a x.
 − Si x ∈ ]1; e[ ∪ ]e; +∞[, la classe de x comporte deux elements.
 Exercice 2
 • On a toujours x 6 x et y 6 y, soit (x, y) ≺ (x, y). La relation ≺ est donc reflexive.
 • Si (x1, y1) ≺ (x2, y2) et (x2, y2) ≺ (x1, y1), alors (x1, y1) = (x2, y2). La relation ≺ est doncantisymetrique.
 • Si (x1, y1) ≺ (x2, y2) et (x2, y2) ≺ (x3, y3), de x1 6 x2 et x2 6 x3, on deduit : x1 6 x3 ; dememe y1 6 y3. On a donc (x1, y1) ≺ (x3, y3) et la relation ≺ est transitive.
 • ≺ est donc une relation d’ordre. Cet ordre est partiel car, par exemple, (1, 2) et (2, 1) nepeuvent pas etre compares.
 18. Calculs algebriques
 Exercice 1
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 • En partant de l’egalite donnee (cf. fiche 27) :1
 k(k + 1)(k + 2)=
 ak
 +b
 k + 1+
 ck + 2
 la facon la plus rapide d’obtenir les valeurs des coefficients est :
 − en multipliant les deux membres par k, avec k = 0 on obtient a =12
 ;− en multipliant les deux membres par k + 1, avec k = −1 on obtient b = −1 ;
 − en multipliant les deux membres par k + 2, avec k = −2 on obtient c =12·
 • On a donc :
 S =12
 n∑k=1
 1k−
 n∑k=1
 1k + 1
 +12
 n∑k=1
 1k + 2
 =12
 n∑k=1
 1k−
 n+1∑k=2
 1k
 +12
 n+2∑k=3
 1k
 =12
 (1 +
 12
 )−
 (12
 +1
 n + 1
 )+
 12
 ( 1n + 1
 +1
 n + 2
 )=
 14−
 12(n + 1)(n + 2)
 ·
 Exercice 2
 Premiere solutionPour tout reel x, on a : (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n .
 On peut developper (1 + x)n et (1 + x)2n a l’aide de la formule du binome.
 Dans le second membre, le coefficient de xn est(2n
 n
 ).
 Dans le premier membre, pour obtenir tous les termes en xn, il faut multiplier chaque monome( np
 )xp (avec 0 6 p 6 n) du premier developpement par le monome
 ( nn − p
 )xn−p du deuxieme
 developpement.
 L’egalite des coefficients de xn conduit donc a :(2nn
 )=
 n∑p=0
 ( np
 ) ( nn − p
 )=
 n∑p=0
 [( np
 )]2
 ,
 car( nn − p
 )=
 ( np
 ).
 Deuxieme solution (avec fiche 36)
 Soit E un ensemble a 2n elements. Le nombre de parties de E comportant n elements est egal
 a(2n
 n
 ).
 Fixons dans E un sous-ensemble A a n elements. Son complementaire A a aussi n elements.
 Toute partie X de E a n elements est la reunion des deux ensembles disjoints X ∩ A et X ∩ A.
 X ∩ A peut avoir p elements avec 0 6 p 6 n. X ∩ A a alors n − p elements.
 Dans A, il y a( n
 p
 )facons de choisir une partie X ∩ A a p elements.
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 Dans A, il y a( nn − p
 )facons de choisir une partie X ∩ A a n − p elements.
 Pour p fixe, il y a donc( n
 p
 )×
 ( nn − p
 )facons de choisir X. Comme p peut varier de 0 a n, le
 nombre de parties de E comportant n elements est egal an∑
 p=0
 ( np
 ) ( nn − p
 ). Donc
 (2nn
 )=
 n∑p=0
 ( np
 ) ( nn − p
 )=
 n∑p=0
 [( np
 )]2
 .
 Exercice 3
 L’algorithme du pivot de Gauss permet d’ecrire des systemes equivalents :
 (S ) ⇐⇒
 x + 2y − 3z = 1 L1 ←− L2
 11y − 10z = 1 L2 ←− 3L2 − L122y − 20z = 4 L3 ←− 5L2 − L3
 ⇐⇒
 x + 2y − 3z = 1 L1 ←− L1
 11y − 10z = 1 L2 ←− L2
 0 = −2 L3 ←− 2L2 − L3
 Le systeme est donc impossible.
 19. Nombres complexes
 Exercice 1
 z31 = (1 + i)3 = 1 + 3i − 3 − i = −2 + 2i.
 z =(− 2 + 2i
 ) (√3 + i
 )= −2
 (1 +√
 3)− 2
 (1 −√
 3)
 i.
 Exercice 2Des formes trigonometriques : z1 =
 √2 ei π4 et z2 = 2 ei π6 on deduit :
 z = 4√
 2 ei 11π12 .
 Avec le resultat de l’exercice 1, on conclut :
 cos(11π
 12
 )= −
 1 +√
 3
 2√
 2; sin
 (11π12
 )=
 √3 − 1
 2√
 2·
 Exercice 3On a : ∆ = (7 + 13i)2 − 4(1 + i)(2 + 60i) = 112 − 66i , 0.
 On cherche d’abord les racines carrees de ∆, c’est-a-dire les reels a et b tels que :
 (a + ib)2 = 112 − 66i.
 En ecrivant l’egalite des parties reelles, des parties imaginaires et des modules, on obtient :a2 − b2 = 112
 2ab = −66a2 + b2 = 130
 ⇐⇒
 a2 = 121b2 = 9ab < 0
 Les racines de ∆ sont −11 + 3i et 11 − 3i. Les racines de (E) sont donc :
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 z1 =7 + 13i + (−11 + 3i)
 2(1 + i)= 3 + 5i ; z2 =
 7 + 13i + (11 − 3i)2(1 + i)
 = 7 − 2i.
 Exercice 4
 A est la partie reelle de B =
 n∑k=0
 eikt =
 n∑k=0
 (eit
 )kqui est la somme des n + 1 premiers termes
 de la suite geometrique de premier terme 1 et de raison eit.
 Si eit = 1, soit t ∈ 2πZ, alors B = n + 1 et A = n + 1.
 Si eit , 1, alors B =1 − ei(n+1)t
 1 − eit =e−i t
 2 − ei(n+ 12 )t
 −2i sin(
 t2
 )ce qui entraıne : A =
 − sin(
 t2
 )+ sin
 ((2n + 1) t
 2
 )2 sin
 (t2
 ) ·
 Exercice 5
 B est la partie reelle de :n∑
 k=0
 (nk
 )eikx =
 (1 + eix
 )n= ei x
 2
 (2 cos
 x2
 )n.
 On obtient donc : B = 2n(cos
 x2
 )ncos
 (n
 x2
 ).
 Exercice 6
 Comme z = b n’est pas solution de (E) puisque a , b, l’equation est equivalente a :( z − az − b
 )n= 1 ; d’ou les racines
 zk − azk − b
 = ei 2kπn avec k ∈ ~0; n − 1.
 Pour k = 0, on aurait a = b, ce qui est contraire a l’hypothese.
 Pour k ∈ ~1; n − 1, on obtient : zk =a − b ei 2kπ
 n
 1 − ei 2kπn·
 En multipliant le numerateur et le denominateur par e−i kπn on aboutit a la forme plus simple :
 zk =a + b
 2+ i
 a − b2
 cot(kπ
 n
 ).
 Exercice 7
 Les images de 1, z et 1 + z2 sont alignees si, et seulement si,z − 1
 z2 est reel.
 En posant z = x + iy, on a z2 = x2 − y2 + 2xyi, puis :z − 1
 z2 =(x − 1 + iy)(x2 − y2 − 2xyi)
 (x2 − y2)2 + 4x2y2
 dont la partie imaginaire est nulle si, et seulement si :
 y(x2 − y2) − 2xy(x − 1) = 0 ⇐⇒ y = 0 ou x2 + y2 − 2x = 0 = (x − 1)2 + y2.
 L’ensemble des solutions est donc constitue par l’axe des abscisses et le cercle de centre (1; 0)et de rayon 1.
 Exercice 8
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 Nous pouvons ecrire z′ =i3
 z +13
 + i. La transformation est la similitude :
 • de rapport∣∣∣∣ i3
 ∣∣∣∣ =13
 ;
 • d’angle arg( i3
 )=π
 2;
 • de centre S d’affixe z tel que 3z = iz + 1 + 3i⇐⇒ z = i.
 20. Arithmetique dans Z
 Exercice 1
 1. • La decomposition en facteurs premiers des deux nombres s’ecrit :143 = 11 × 13 ; 100 = 22 × 52.
 Comme il n’y a aucun facteur premier commun a ces deux decompositions, les nombres 100et 143 sont premiers entre eux.
 • L’algorithme d’Euclide conduit a une deuxieme demonstration de ce resultat. Il prouvel’existence de nombres u et v du theoreme de Bezout, en fournissant explicitement une solu-tion particuliere.Il s’agit de realiser une suite de divisions euclidiennes : de 143 par 100, puis de 100 par lereste r1 obtenu, puis de r1 par r2 . . . On obtient :
 143 = 100 × 1 + 43100 = 43 × 2 + 1443 = 14 × 3 + 1
 Comme cet algorithme se termine par 1, c’est une nouvelle preuve que 143 et 100 sont pre-miers entre eux. Nous allons en deduire un exemple de nombres u et v tels que :
 143 u + 100 v = 1,par des substitutions successives des restes en partant de la derniere egalite ou figure deja le1 du second membre.
 1 = 43 − 14 × 3= 43 − (100 − 43 × 2) × 3 = (−3) × 100 + 7 × 43= (−3) × 100 + 7 × (143 − 100) = 7 × 143 + (−10) × 100 .
 Les nombres u0 = 7 et v0 = −10 verifient donc 143 u0 + 100 v0 = 1 .
 2. Considerons des entiers relatifs u et v tels que 143 u + 100 v = 1.En retranchant l’egalite precedente, on obtient :
 143 (u − u0) = 100 (v0 − v).143 divise donc 100 (v0 − v). Comme 143 est premier avec 100, on en deduit, d’apres letheoreme de Gauss, que 143 divise v0−v, c’est-a-dire qu’il existe k ∈ Z tel que v0−v = 143 k .En reportant, on obtient aussi u − u0 = 100 k.
 Reciproquement, tous les nombres u et v ainsi obtenus conviennent.L’ensemble S des solutions (u, v) ∈ Z2 de l’equation 143 u + 100 v = 1 est donc :
 S =
 (7 + 100 k,−10 − 143 k) ; k ∈ Z.
 Exercice 2En reportant la premiere egalite dans la deuxieme, on obtient :
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 m + d = d2 + d = d (d + 1) = 156.d et d + 1 sont donc des diviseurs de 156. Dans N, les diviseurs de 156 = 22 × 3 × 13 sont :
 1, 2, 3, 4, 6, 12, 13, 26, 39, 52, 78, 156.On a donc d = 12 et m = 144.On sait que md = ab. Introduisons les nombres a′ et b′, premiers entre eux avec a′ > b′, telsque a = 12a′ et b = 12b′.En reportant dans la derniere egalite, on obtient :
 a′b′ = 12.Deux possibilites sont a envisager.− a′ = 12 et b′ = 1, qui conduit a la solution a = 144 et b = 12 ;− a′ = 4 et b′ = 3, qui conduit a la solution a = 48 et b = 36.
 Exercice 3• Si l’ecriture decimale de n comporte k chiffres, on a :
 n = ak−1 10k−1 + ak−2 10k−2 + · · · + a1 × 10 + a0 avec ak−1 , 0.
 On en deduit que :10k−1 6 n < 10k.
 La fonction ln etant strictement croissante, ces inegalites sont equivalentes a :
 (k − 1) ln 10 6 ln n < k ln 10,
 soit k − 1 6ln nln 10
 < k. Par consequent, k =
 ⌊ln n
 ln 10
 ⌋+ 1.
 Ici, avec n = 20132014, on aln nln 10
 ≈ 6653, 9. Donc k = 6654.
 • Determiner le dernier chiffre de l’ecriture decimale de n, c’est etudier des congruencesmodulo 10 puisqu’on va eliminer des multiples de 10.
 On commence par : 20132014 ≡ 32014. Puis on ecrit les puissances successives de 3 jusqu’aobtenir 1 :
 31 ≡ 3 ; 32 ≡ 9 ; 33 ≡ 7 ; 34 ≡ 1
 On fait alors la division euclidienne de 2014 par 4 : 2014 = 503 × 4 +2.
 On en deduit : n ≡ 3503×4+2 ≡(34
 )503× 32 ≡ 9. Le dernier chiffre de l’ecriture decimale de n
 est donc 9.
 21. Structure de groupe
 Exercice 1Soit G1 et G2 deux sous-groupes de G.
 • Si G1 ⊂ G2 on a G1 ∪G2 = G2 qui est bien un sous-groupe de G ; de meme si G2 ⊂ G1.
 • Pour montrer que, si G1 ∪ G2 est un sous-groupe de G, alors il y a une inclusion, on vademontrer la contraposee et utiliser un raisonnement par l’absurde.Supposons donc que G1 1 G2, c’est-a-dire qu’il existe a ∈ G1 avec a < G2
 et que G2 1 G1 c’est-a-dire qu’il existe b ∈ G2 avec b < G1.Utilisons un raisonnement par l’absurde pour demontrer que G1∪G2 n’est pas un sous-groupede G. Supposons donc que G1 ∪G2 soit un sous-groupe. On a alors ab ∈ G1 ∪G2.

Page 158
                        
                        

158 Mathematiques
 Si ab ∈ G1, avec a ∈ G1, on en deduit b = a−1(ab) ∈ G1 ;si ab ∈ G2, avec b ∈ G2, on en deduit a ∈ G2.Dans tous les cas on obtient une contradiction. G1 ∪G2 n’est donc pas un sous-groupe de G.
 Exercice 2Decomposons la permutation σ en produit de cycles a supports disjoints :
 σ =
 (1 6 46 4 1
 ) (2 8 9 10 58 9 10 5 2
 ) (33
 ) (77
 )On peut en deduire une decomposition de σ en 2 + 4 = 6 transpositions. La permutation σest donc paire.
 22. Structures d’anneau et de corps
 Exercice 1a) Supposons qu’il existe un entier n tel que xn = 0.y = 1 + x + · · · + xn−1 est un element de A.En developpant grace aux proprietes d’un anneau, on obtient :
 (1 − x) y = (1 − x) (1 + x + · · · + xn−1) = 1 − xn = 1.L’element 1 − x est donc inversible, et a pour inverse y.
 b) • x et y etant supposes nilpotents, il existe p ∈ N tel que xp = 0, et q ∈ N tel que yq = 0.L’anneau etant commutatif, on a (xy)p = xp yp.Comme xp = 0, on en deduit que (xy)p = 0, ce qui prouve que xy est nilpotent.
 • Considerons (x + y)n avec n = p + q. On peut le developper en utilisant la formule dubinome car l’anneau est commutatif :
 (x + y)p+q =
 p+q∑k=0
 ( p + qk
 )xk yp+q−k.
 − Pour 0 6 k 6 p, on a p+q−k > q, qui entraıne yp+q−k = yq yp−k = 0, puis( p + q
 k
 )xk yp+q−k =
 0.
 − Pour p 6 k 6 p + q, on a xk = xp xk−p = 0, et yp+q−k existe puisque p + q − k > 0. Le termecorrespondant est donc nul lui aussi.
 Tous les termes de la somme sont donc nuls.
 On a donc montre qu’il existe n = p+q tel que (x+y)n = 0, c’est-a-dire que x+y est nilpotent.
 23. Polynomes
 Exercice 1
 Il existe des polynomes Qn et Rn de R[X] uniques tels que :(∗) (cosα + sinα X)n = (X2 + 1)2Qn + Rn avec dRn 6 3.
 Si n 6 3, alors Rn = An.Supposons donc que n > 4, et ecrivons Rn = a + bX + cX2 + dX3.En donnant a X la valeur i, on obtient Rn(i) = einα = a − c + (b − d) i.On en deduit :
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 a − c = cos nαb − d = sin nα
 Derivons l’egalite (∗). Il vient :
 n sinα(
 cosα + sinα X)n−1
 = (X2 + 1)[(X2 + 1) Q′n + 4X Qn
 ]+ b + 2cX + 3dX2.
 En prenant la valeur en i des fonctions polynomes associees, on obtient :n sinα ei (n−1)α = b − 3d + 2ci,
 d’ou : b − 3d = n sinα cos(n − 1)α
 2c = n sinα sin(n − 1)α
 Des quatre equations obtenues, on deduit les coefficients cherches :
 a =n2
 sinα sin(n − 1)α + cos nα
 b =12
 (− n sinα cos(n − 1)α + 3 sin nα
 )c =
 n2
 sinα sin(n − 1)α
 d =12
 (− n sinα cos(n − 1)α + sin nα
 )Exercice 2
 On peut chercher les racines de P dans C et les regrouper par paires de racines conjuguees.Mais on va plus vite avec les transformations algebriques :
 X8 + X4 + 1 = (X4 + 1)2 − X4 = (X4 + 1 + X2)(X4 + 1 − X2)
 (X4 + 1 + X2) = (X2 + 1)2 − X2 = (X2 + 1 + X)(X2 + 1 − X)
 (X4 + 1 − X2) = (X2 + 1)2 − 3X2 = (X2 + 1 +√
 3X)(X2 + 1 −√
 3X)
 Donc :P = (X2 + X + 1)(X2 − X + 1)(X2 +
 √3X + 1)(X2 −
 √3X) + 1.
 Exercice 3
 L’enonce fait penser aux relations entre les coefficients et les racines d’un polynome. On vadonc chercher les nombres x1, x2, x3 comme racines de :
 (X − x1)(X − x2)(X − x3) = X3 − σ1X2 + σ2X − σ3
 ou :
 σ1 = x1 + x2 + x3 ; σ2 = x1x2 + x2x3 + x3x1 ; σ3 = x1x2x3.
 On connaıt σ1 = 2, puis on calcule :
 4 = (x1 + x2 + x3)2 = x21 + x2
 2 + x23 + 2σ2 = 2 + 2σ2 d’ou : σ2 = 1.
 8 = (x1 + x2 + x3)3 = x31 + x3
 2 + x33 + 3(x1 + x2 + x3)(x1x2 + x2x3 + x3x1) − 3x1x2x3
 = 8 + 6 − 3σ3 d’ou : σ3 = 2.
 Les nombres cherches sont donc les racines du polynome :P = X3 − 2X2 + X − 2.
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 Comme P(2) = 0, P est divisible par X − 2. Apres avoir effectue la division on obtient :P = (X − 2)(X2 + 1).
 Les nombres cherches sont donc : 2, i, −i.
 24.Arithmetique dans K[X]
 Exercice 1
 • On calcule le pgcd de P et P′ a l’aide de l’algorithme d’Euclide, ce qui conduit a realiserdes divisions euclidiennes successives :
 P = P′Q1 + R1 avec Q1 =14
 X −14
 et R1 = −3X2 + 12X − 12,
 P′ = R1Q2 + R2 avec Q2 = −43
 X −43
 et R2 = 0.
 Le pgcd de P et P′ est le polynome unitaire associe au dernier reste non nul, soit X2−4X +4 =
 (X − 2)2.
 • 2 est racine double de P et de P′. C’est donc une racine d’ordre au moins trois de P.
 En mettant (X − 2)3 en facteur dans P, il vient :
 P = (X − 2)3(X + 2).
 Exercice 2
 • Vous pouvez decomposer d’abord A et B dans C[X], et regrouper les racines non reelles,qui sont conjuguees car A et B sont dans R[X].
 • Vous pouvez aussi obtenir directement :
 A = (X2 + 1)2 − 2X2 = (X2 −√
 2X + 1) (X2 +√
 2X + 1),
 B = (X + 1) (X2 − X + 1).
 Tous ces polynomes sont irreductibles dans R[X] car les trinomes sont a discriminants < 0.
 2. • Comme les deux decompositions de la question precedente ne comporte aucun facteurcommun ou associe, les polynomes A et B sont premiers entre eux. Leur pgcd est donc egal a1, puisqu’on a decide qu’un pgcd serait unitaire pour avoir l’unicite.
 • Mais, pour la question suivante, nous allons demontrer a nouveau ce resultat, en utilisantl’algorithme d’Euclide, et le theoreme de Bezout.
 On effectue des divisions euclidiennes successives :
 A = BQ1 + R1 avec Q1 = X et R1 = −X + 1,
 B = R1Q2 + R2 avec Q2 = −X2 − X − 1 et R2 = 2.
 On en deduit :
 2 = B − R1Q2 = B − (A − BQ1) Q2 = B (1 + Q1Q2) − AQ2 ;
 soit :12
 (X2 + X + 1
 )A −
 12
 (X3 + X2 + X − 1
 )B = 1.
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 Les polynomes U0 =12
 (X2 + X + 1) et V0 = −12
 (X3 + X2 + X − 1) verifient l’identite deBezout, ce qui est une nouvelle preuve que A et B sont premiers entre eux.
 Il s’agit de l’unique couple verifiant cette identite avec la condition sur les degres : dU0 <dB = 3 et dV0 < dA = 4.
 3. Soit U et V des polynomes de R[X] qui verifient AU + BV = 1.
 Comme AU0 + BV0 = 1, on a donc A (U − U0) = B (V0 − V).
 A divise B (V0 − V), et il est premier avec B. D’apres le theoreme de Gauss, il divise V0 − V ;il existe donc P ∈ R[X] tel que V0 − V = PA.
 En reportant, on obtient U − U0 = PB ; d’ou U = U0 + PB et V = V0 − PA.
 De plus, pour tout P ∈ R[X] , on a bien A (U0 + PB) + B (V0 − PA) = 1.
 L’ensemble S des solutions (U,V) de AU + BV = 1 est donc :
 S =
 (U0 + PB,V0 − PA) ; P ∈ R[X].
 25. Fractions rationnelles
 Exercice 1
 • Il n’y a pas de partie entiere, puisque le degre du numerateur est strictement inferieur acelui du denominateur.
 • La decomposition de F en elements simples est de la forme :
 F =a
 (X + 1)2 +b
 X + 1+
 c(X − 1)2 +
 d(X − 1)
 ,
 ou a, b, c, d sont des reels a determiner.
 • En remplacant X par −1 dans (X + 1)2F, on obtient a = −14·
 • En remplacant X par 1 dans (X − 1)2F, on obtient c =14·
 • La fonction rationnelle associee a F est impaire. L’unicite de la decomposition en elementssimples entraıne alors :
 a = −c et b = d.
 • En multipliant par X et en faisant tendre X vers +∞, nous obtenons de plus b + d = 0.
 • Par consequent b == 0. La decomposition est donc :
 F =14
 (−1
 (X + 1)2 +1
 (X − 1)2
 ).
 Exercice 2
 • Considerons la fraction rationnelle F =X2n + 1X2n − 1
 =AB·
 Sa partie entiere est egale au quotient de la division euclidienne de A par B, soit 1.
 • Dans C, B admet 2n racines simples αk = exp (2ikπ2n
 ), avec k ∈ ~0, 2n − 1.
 Sa factorisation en polynomes irreductibles s’ecrit :
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 B =
 2n−1∏k=0
 (X − αk).
 La decomposition de F en elements simples, dans C(X), est donc de la forme :
 F = 1 +
 2n−1∑k=0
 ak
 X − αk
 ,
 ou les ak sont des nombres complexes a determiner.
 Comme les poles sont simples, on sait que :
 ak =A(αk)B′(αk)
 =α2n
 k + 1
 2 nα2n−1k
 =2
 2 nα2n−1k
 =αk
 n·
 Dans C(X), la decomposition de F est donc :
 F = 1 +1n
 2n−1∑k=0
 αk
 X − αk·
 26. Structure d’espace vectoriel
 Exercice 1
 • Tout vecteur z de Vect (y1, x2, . . . , xn) peut s’ecrire sous la formez = α1 y1 + α2 x2 + · · · + αn xn ou les αi sont des scalaires.On a donc aussi z = α1 λ1 x1 + (α1 λ2 + α2) x2 + · · · + (α1 λn + αn) xn, ce qui prouve quez ∈ Vect (x1, x2, . . . , xn).
 • Reciproquement, tout vecteur de Vect(x1, x2, . . . , xn
 )s’ecrit :
 z = β1 x1 + · · · + βn xn
 =β1
 λ1
 (λ1 x1 + · · · + λn xn
 )+
 (β2 −
 β1 λ2
 λ1
 )x2 + · · · +
 (βn −
 β1 λn
 λ1
 )xn.
 Il appartient donc aussi a Vect (y1, x2, . . . , xn).
 • La double inclusion que nous venons de demontrer prouve l’egalite :
 Vect(y1, x2, . . . , xn
 )= Vect
 (x1, x2, . . . , xn
 ).
 Remarquez bien l’importance de l’hypothese λ1 , 0.D’autre part, retenez le resultat de cet exercice. Comme l’espace vectoriel engendre n’estpas modifie par l’operation elementaire effectuee, nous obtenons un outil efficace dans la re-cherche du rang d’une famille de vecteurs.
 Exercice 2
 Montrons que la relationn∑
 k=1
 λk ϕk = 0 entraıne λk = 0 pour tout k.
 Cette hypothese signifie que :
 ∀x ∈ Rn∑
 k=1
 λk eαk x = 0.
 Divisons cette expression par eα1 x et faisons tendre x vers −∞ ; on obtient λ1 = 0.
 Si n = 2, l’expression se reduit a λ2 eα2 x = 0 qui entraıne λ2 = 0.
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 Si n > 2, l’expression se reduit an∑
 k=2
 λk eαk x = 0 et on poursuit de maniere analogue :
 en divisant par eα2 x et en faisant tendre x vers −∞ , on obtient λ2 = 0 et ainsi de suite jusqu’aλn−1 = 0.
 Pour terminer, la relation λn eαn x = 0 entraıne λn = 0.On a ainsi demontre que la famille proposee est libre.
 Exercice 3• Demontrons d’abord l’unicite d’une decomposition. Soit f une fonction quelconque deR dans R et supposons qu’il existe une fonction paire g et une fonction impaire h telles quef = g + h. On a alors :
 ∀x ∈ R f (x) = g(x) + h(x)
 ∀x ∈ R f (−x) = g(−x) + h(−x) = g(x) − h(x).
 On a donc, pour tout x, g(x) =f (x) + f (−x)
 2et h(x) =
 f (x) − f (−x)2
 ,
 ce qui prouve l’unicite d’une eventuelle decomposition.
 • Le calcul precedent va inspirer la demonstration de l’existence d’une decomposition. Soitf une fonction quelconque de R dans R.Considerons les fonctions g et h, de R dans R, definie pour tout x par :
 g(x) =f (x) + f (−x)
 2et h(x) =
 f (x) − f (−x)2
 ·
 On a bien :
 ∀x ∈ R f (x) = g(x) + h(x), soit f = g + h.
 et, d’autre part :
 ∀x ∈ R g(−x) =f (−x) + f (x)
 2= g(x), soit g paire ;
 ∀x ∈ R h(−x) =f (−x) − f (x)
 2= −h(x), soit h impaire.
 On a donc decompose f comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire, cequi acheve de demontrer que F (R,R) = P ⊕ I.
 • Si f est la fonction exponentielle, g est la fonction cosinus hyperbolique et h la fonctionsinus hyperbolique.
 . Cet exercice est un cas typique de raisonnement par analyse-synthese (cf. fiche 14).
 27. Espaces vectoriels de dimension finie
 Exercice 1
 a) • La caracterisation des vecteurs de F est l’equation d’un plan vectoriel.Avec x = −y − 2z, tout vecteur de F s’ecrit, de facon unique, sous la forme :
 y(−1, 1, 0) + z(−2, 0, 1), ce qui fournit une base de F.
 • Tout vecteur de G s’ecrit a(1,−1, 3), ce qui montre que G est la droite vectorielle Vect(1,−1, 3).
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 b) On a deja dim (F) + dim (G) = 3. Il suffit de demontrer que F ∩G = 0.Soit (x, y, z) ∈ F ∩G. Comme on a x = a, y = −a, z = 3a et x + y + 2z = 0, on obtient bien leresultat.
 Exercice 2
 • Ecrivons des familles successives de vecteurs qui ont toutes le meme rang :
 V1 V ′2 V ′3 V ′41 0 0 03 −5 −11 −14−1 α + 2 5 β + 5
 V1 V ′3 V ′′2 V ′′41 0 0 03 −11 0 0−1 5 11α − 3 14α − 5β + 3
 avec V ′2 = V2 − 2V1, V ′3 = V3 − 3V1, V ′4 = V4 − 5V1
 puis V ′′2 = 11V ′2 − 5V ′3, V ′′4 = 14V ′2 − 5V ′4.
 • Si 11α − 3 = 0 et 14α − 5β + 3 = 0 (c’est-a-dire α =3
 11et β =
 1511
 ), le rang de(V1,V2,V3,V4) est egal a 2.
 Dans tous les autres cas, le rang est egal a 3.
 28. Applications lineaires
 Exercice 1
 • Montrons que rg (g f ) 6 min (rg f , rg g).
 Comme Im (g f ) ⊂ Im g, on a : rg (g f ) 6 rg g.
 Soit(ui
 )i∈~1,p
 une base de Im f .(g(ui)
 )i∈~1,p
 est alors une famille generatrice de g(Im f ) = Im (g f ), ce qui entraınerg (g f ) 6 p = rg f .
 On a donc bien rg (g f ) 6 min (rg f , rg g).
 • Montrons que rg f + rg g − n 6 rg (g f ), ou, ce qui est equivalent :
 rg f − dim Ker g 6 rg (g f ).
 Soit h la restriction de g a Im f .h etant une application lineaire de Im f dans E, on a :
 dim Im f = dim Ker h + dim Im h
 On a Im h = Im (g f ),et Ker h = x ∈ Im f ; h(x) = g(x) = 0 = Im f ∩ Ker g ⊂ Ker g.D’ou dim Im f = dim Im (g f ) + dim (Im f ∩ Ker g).On en deduit rg f 6 rg (g f ) + dim Ker g, ce qui est equivalent a l’inegalite demandee.
 Exercice 2
 • On a toujours :
 Ker f ⊂ Ker f 2 car x ∈ Ker f ⇐⇒ f (x) = 0 =⇒ f 2(x) = f (0) = 0,
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 Im f 2 ⊂ Im f car si x ∈ Im f 2, il existe y ∈ E tel que x = f 2(y) = f(
 f (y)).
 • (a) =⇒ (b)
 D’apres le theoreme du rang applique a f et a f 2, on a :
 n = dim Ker f + dim Im f = dim Ker f 2 + dim Im f 2.
 L’hypothese entraıne : dim Im f = dim Im f 2, et par consequent :
 dim Ker f = dim Ker f 2.
 Comme on a toujours Ker f ⊂ Ker f 2, on en deduit Ker f = Ker f 2.
 • (b) =⇒ (c)Sachant que dim Ker f + dim Im f = n, il reste a demontrer que :
 Ker f ∩ Im f = 0. En effet, on aura alors :
 dim (Ker f + Im f ) = dim Ker f + dim Im f − dim (Ker f ∩ Im f ) = n,
 ce qui entraınera Ker f + Im f = E.
 Soit x ∈ Ker f ∩ Im f . On a f (x) = 0, et il existe y ∈ E tel que x = f (y). Par consequentf 2(y) = 0, soit y ∈ Ker f 2.
 D’apres l’hypothese, on a donc y ∈ Ker f , soit f (y) = 0, puis x = 0.
 • (c) =⇒ (a)Comme Im f 2 ⊂ Im f , il reste a demontrer que Im f ⊂ Im f 2.
 Soit x = f (y) un element de Im f . Utilisons l’hypothese pour decomposer y sous la forme :
 y = a + f (b),
 avec a ∈ Ker f . Alors x = f (y) = f (a) + f 2(b) = f 2(b), ce qui montre que x ∈ Im f 2. DoncIm f 2 = Im f .
 Exercice 3
 • Des regles de calcul dans L(E), il vient :(p q) (p q) = p (q p) q = p (p q) q = p2 q2 = p q.
 p q est donc un projecteur de E.
 . Rappelons que, si u est un projecteur de E, les vecteurs x de Im u sont caracterises parla condition u(x) = x.
 • Soit x ∈ Im (p q). On a alors (p q) (x) = x, d’ou x ∈ Im p.
 Comme p q = q p, on a aussi (q p) (x) = x, d’ou x ∈ Im q.
 On en deduit que Im (p q) ⊂ Im p ∩ Im q.
 Soit x ∈ Im p ∩ Im q ; on a alors p(x) = q(x) = x,
 d’ou (p q) (x) = p(x) = x, et donc x ∈ Im (p q).
 On conclut que : Im (p q) = Im p ∩ Im q.
 • Soit x ∈ Ker p ; on a alors p(x) = 0, ce qui entraıne (q p) (x) = 0, puis (p q) (x) = 0
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 puisque p q = q p.
 On en deduit Ker p ⊂ Ker (p q). On montre de meme que Ker q ⊂ Ker (p q).
 Ker(pq) contient donc le sous-espace vectoriel engendre par Ker p∪Kerq, soit Ker p+Kerq.
 Reciproquement, soit x ∈ Ker (p q). Comme on a E = Ker p ⊕ Im p puisque p est un pro-jecteur, il existe des vecteurs uniques x1 ∈ Ker p et x2 ∈ Im p tels que x = x1 + x2.
 De0 = (p q) (x) = (q p) (x) = (q p) (x1) + (q p) (x2),
 on tire (q p) (x2) = 0.
 Comme x2 ∈ Im p, on a p(x2) = x2, d’ou q(x2) = 0 soit x2 ∈ Ker q, et par consequentx ∈ Ker p + Ker q.
 On conclut donc que : Ker (p q) = Ker p + Ker q.
 Exercice 4
 + Dans l’hypothese, k depend de x. L’exercice consiste a demontrer que k est constant.
 • Soit (e1, . . . , en) une base de E.Pour tout i, l’hypothese entraıne qu’il existe ki tel que f (ei) = kiei.
 • L’application de l’hypothese a e =
 n∑i=1
 ei entraıne qu’il existe k tel que f (e) = ke d’ou :
 n∑i=1
 f (ei) =
 n∑i=1
 kei.
 • On obtient doncn∑
 i=1
 kiei =
 n∑i=1
 kei ce qui entraıne ki = k pour tout i. L’endomorphisme f
 est donc l’homothetie de rapport k.
 30. Calcul matriciel
 Exercice 1
 On a immediatement A2 =
 2 1 11 2 11 1 2
 c’est-a-dire A2 = A + 2 I3 .
 Cette derniere relation s’ecrit12
 A (A − I3) = I3 et montre que A est inversible avec :
 A−1 =12
 (A − I3) =12
 −1 1 11 −1 11 1 −1
 .+ Dans la factorisation de A2 − A, attention a mettre In et non pas 1.
 Exercice 2
 Soit bi j le terme general de A2. On a bi j =
 n∑k=1
 aik ak j.
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 aik ak j est non nul si, et seulement si, i 6 k 6 j.
 On peut donc deja dire que bi j = 0 quand i > j.
 Quand i 6 j, la somme precedente comporte des termes non nuls.
 bi j =
 j∑k=i
 (−1)i−1(
 k − 1i − 1
 )(−1)k−1
 (j − 1k − 1
 )
 = (−1)ij∑
 k=i
 (k − 1)!(i − 1)! (k − i)!
 (−1)k ( j − 1)!(k − 1)! ( j − k)!
 = (−1)i ( j − 1)!(i − 1)!
 j∑k=i
 (−1)k 1(k − i)! ( j − k)!
 = (−1)i(
 j − 1i − 1
 ) j∑k=i
 (−1)k(
 j − 1k − i
 )
 =
 (j − 1i − 1
 ) j−i∑k′=0
 (−1)k′( j − i
 k′
 )=
 (j − 1i − 1
 )(1 − 1) j−i.
 Si i < j, on obtient donc bi j = 0. Mais si i = j, on obtient bii = 1.
 Par consequent : A2 = In.
 . Soit E = Rn−1[X] muni de sa base canonique (1, X, . . . , Xn−1).La matrice A est celle de l’endomorphisme :
 P(X) 7→ P(1 − X).Il n’est donc pas miraculeux d’avoir obtenu A2 = In.
 Exercice 3
 Il est normal de penser a utiliser la formule du binome pour calculer An. Mais toutes lesdecompositions ne permettent pas de conclure. En voici une qui est efficace :
 A = (a − b)
 1 0 00 1 00 0 1
 + b
 1 1 11 1 11 1 1
 = (a − b) I3 + b B.
 On constate que B2 = 3B, et on demontre par recurrence que, pour tout k ∈ N∗, on a :Bk = 3k−1B.Comme I3B = BI3 , on peut appliquer la formule du binome, et on obtient, pour tout n ∈ N∗ :
 An = (a − b)nI3 +
 n∑k=1
 (nk
 )(a − b)n−k bk 3k−1
 B
 = (a − b)nI3 +13
 n∑k=1
 (nk
 )(3b)k (a − b)n−k
 B
 = (a − b)nI3 +13
 [(a + 2b)n − (a − b)n
 ]B .
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 31. Matrices et applications lineaires
 Exercice 1
 • Il s’agit de trouver une base (e1, . . . , en) telle que :f (ei) = ei+1 pour 1 6 i 6 n − 1f (en) = 0 .
 On doit avoir ei = f i−1(e1) pour 1 6 i 6 n et il faut que en = f n−1(e1) soit non nul.
 • Apres cette phase d’etude, construisons une base convenable.Comme f n−1 , 0, il existe e1 tel que f n−1(e1) , 0.Pour 2 6 i 6 n, posons ei = f i−1(e1), et montrons que B = (e1, . . . , en) est une base de E.
 Comme E est de dimension n, il suffit de montrer que c’est une famille libre, puisque lenombre de vecteurs est egal a la dimension.
 Soit λ1, . . . , λn des scalaires tels quen∑
 i=1
 λi ei = 0. On a :
 f n−1( n∑
 i=1
 λi ei
 )= 0 = λ1 f n−1(e1).
 Comme f n−1(e1) , 0, on en deduit que λ1 = 0.
 A partir de f n−2( n∑
 i=1
 λi ei
 )= 0, on obtient λ2 = 0, et ainsi de suite.
 On a bien construit une base de E. Et la matrice de f dans cette base est de la forme annoncee.
 Exercice 2Considerons la base canonique de Mn(R), c’est-a-dire les matrices Ei j avec 1 6 i 6 n et1 6 j 6 n (cf. fiche 30).
 Si A =(ai j
 )16i6n16 j6n
 , on peut aussi ecrire : A =∑
 i j
 ai jEi j. On a alors :
 AEkl =∑
 i j
 ai jEi jEkl =
 n∑i=1
 aikEil et EklA =
 n∑j=1
 al jEk j,
 d’ou ψ(Ekl) =
 n∑i=1
 aikEil +
 n∑j=1
 al jEk j.
 La composante de ψ(Ekl) sur Ekl) est akk + all. La trace de ψ est donc :
 tr ψ =∑
 kl
 (akk + all
 )=
 ∑kl
 akk +∑
 kl
 all = nn∑
 k=1
 akk + nn∑
 l=1
 all = 2n tr (A).
 Exercice 3Considerons f ∈ L(E) represente par M dans la base canonique, donc tel que f f = 0.On a alors Im f ⊂ Ker f .
 D’apres le theoreme du rang : dim Im f + dim Ker f = 3, d’ou : dim Im f 6 1.
 Si f n’est pas nul, c’est donc un endomorphisme de rang 1 dont l’image est incluse dans lenoyau.
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 Soit (V3) une base d’un supplementaire du noyau. Le vecteur V1 = f (V3) est alors une basede Im f car V1 , 0.
 Comme Im f ⊂ Ker f , on peut alors choisir V2 pour que (V1,V2) soit une base de Ker f .
 B = (V1,V2,V3) est une base de R3 et la matrice de f dans cette base est :
 A =
 0 0 10 0 00 0 0
 Les solutions de l’equation sont donc : la matrice nulle, et toutes les matrices semblables a A.
 32. Systemes lineaires
 Exercice 1
 • Premiere methode
 Il s’agit de trouver la matrice A′ =
 x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3
 verifiant A A′ = I3. Les coefficients de A′
 verifient donc :x1 + 2 y1 + 2 z1 = 1x1 + 2 y1 + z1 = 0x1 + y1 + z1 = 0
 x2 + 2 y2 + 2 z2 = 0x2 + 2 y2 + z2 = 1x2 + y2 + z2 = 0
 x3 + 2 y2 + 2 z2 = 0x2 + 2 y2 + z2 = 0x2 + y2 + z2 = 1
 Les trois systemes ne different que par leurs seconds membres. On peut les resoudre en memetemps en juxtaposant les seconds membres. On part de la matrice augmentee : 1 2 2 1 0 0
 1 2 1 0 1 01 1 1 0 0 1
 Avec les operations L2 ← L2 − L1 et L3 ← L3 − L1,
 puis L2 ↔ L3, L2 ← −L2 , L3 ← −L3 et L1 ← L1 − 2L2, on obtient successivement : 1 2 2 1 0 00 0 −1 −1 1 00 −1 −1 −1 0 1
 1 0 0 −1 0 2
 0 1 1 1 0 −10 0 1 1 −1 0
 Avec L2 ← L2 − L3, on obtient enfin I3 dans la partie gauche du tableau : 1 0 0 −1 0 2
 0 1 0 0 1 −10 0 1 1 −1 0
 On a donc A−1 =
 −1 0 20 1 −11 −1 0
 • Deuxieme methodeSoit f l’endomorphisme de R3 dont la matrice est A dans la base canonique. Si x = x1 e1 +
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 x2 e2 + x3 e3 est un vecteur de R3 et f (x) = x′1 e1 + x′2 e2 + x′3 e3 son image, on a la relation
 X′ = A X ou X =
 x1x2x3
 et X′ =
 x′1x′2x′3
 ,ce qui conduit au systeme lineaire :
 x1 + 2 x2 + 2 x3 = x′1x1 + 2 x2 + x3 = x′2x1 + x2 + x3 = x′3
 Si A est inversible, f est un isomorphisme et la matrice A−1 est la matrice de f −1 dans la basecanonique et permet d’exprimer les coordonnee x1, x2, x3 en fonction de x′1, x′2, x′3, ce quirevient a resoudre le systeme precedent en x1, x2, x3.
 On obtient (avec la methode de Gauss habituelle) :x1 = −x′1 +2 x′3x2 = +x′2 −x′3x3 = x′1 −x′2
 ce qui donne A−1.
 • Troisieme methodeOn peut expliciter l’endomorphisme de R3 dont la matrice est A dans la base canoniqueB = (e1, e2, e3) .
 Si l’on pose a1 = f (e1) , a2 = f (e2) et a3 = f (e3), on a les relations :e1 + e2 +e3 = a1
 2 e1 +2 e2 +e3 = a22 e1 + e2 +e3 = a3
 Si A est inversible, f est un isomorphisme de R3, B′ = (a1, a2, a3) est une base de R3 et Arepresente la matrice de passage de B a B′.
 A−1 est alors la matrice de passage de B′ a B qui s’obtient en exprimant e1, e2, e3 en fonctionde a1, a2, a3, c’est-a-dire en resolvant le systeme precedent en e1, e2, e3.
 On obtient A−1 en ecrivant en colonnes les composantes des vecteurs e1, e2, e3 en fonctiondes vecteurs a1, a2, a3.
 . Quelle que soit la variante choisie, lorsque la matrice n’est pas inversible, on obtientun systeme impossible.
 33. Determinants
 Exercice 1
 det(−→u ,−→v ,−→w) =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 1 −11 2 3−1 0 2
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 1 −10 1 40 1 1
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ avecL2 ← L2 − L1L3 ← L3 + L1
 =
 ∣∣∣∣∣∣ 1 41 1
 ∣∣∣∣∣∣ en developpant par rapport a la premiere colonne
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 =−3.
 Comme det(−→u ,−→v ,−→w) , 0, le systeme constitue une base de R3.
 Exercice 2
 D =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 5 61 6 92 2 1
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 5 1561 6 1692 2 221
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ avec C3 ← C3 + 10C2 + 100C1
 Comme 156, 169 et 221 sont divisibles par 13, on peut mettre 13 en facteur dans la troisiemecolonne et il reste un nombre entier : D est divisible par 13.
 Exercice 3En posant :
 A =
 aa2
 a3
 a4
 , B =
 bb2
 b3
 b4
 , C =
 cc2
 c3
 c4
 , D =
 dd2
 d3
 d4
 ,on peut ecrire :
 4 = det (A + B, B + C,C + D,D + A) .
 Sachant qu’un determinant est une forme multilineaire, on developpe de facon analogue auproduit (A + B) (B + C) (C + D) (D + A).De plus, comme un determinant est une forme alternee, tous les les termes comportant deuxcolonnes egales sont nuls.Il reste donc :
 4 = det (A, B,C,D) + det (B,C,D, A).
 On passe de (B,C,D, A) a (A, B,C,D) a l’aide de trois transpositions. On a donc :
 det (B,C,D, A) = (−1)3 det (A, B,C,D),et par consequent :
 4 = 0.
 Exercice 41. Notons A = M2 =
 (apq
 ). Par definition d’un produit de matrices, on a :
 apq =
 n∑k=1
 mpk mkq =
 n∑k=1
 ω(p−1) (k−1) ω(k−1) (q−1) =
 n∑k=1
 ω(k−1) (p+q−2)
 =
 n∑k=1
 (ωp+q−2
 )k−1.
 On reconnaıt une somme de termes d’une suite geometrique de raison ωp+q−2.
 • Si ωp+q−2 , 1, soit p + q − 2 , 0 et p + q − 2 , n, on a :
 apq =1 −
 (ωp+q−2
 )n
 1 − ωp+q−2 = 0 car ωn = 1 .
 • Si ωp+q−2 = 1, soit p + q − 2 = 0 ou p + q − 2 = n, on a apq = n.Donc :
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 M2 =
 n 0 00 . .. n... . .. . .. 0... . .. . .. . .. ...0 n 0 . . . 0
 .
 2. Dans M2, effectuons la permutation des colonnes :
 σ =
 (1 2 . . . n − 1 n1 n . . . 3 2
 ),
 dont la signature est :
 ε (σ) = (−1)(n−1)+(n−2)+···+1 = (−1)n (n−1)
 2 .
 On se ramene ainsi a la matrice scalaire n In dont le determinant est egal a nn.On obtient donc :
 det (M2) = (det M)2 = ε (σ) nn ,d’ou l’on tire :
 |det M| = nn2 .
 34. Espaces prehilbertiens reels
 Exercice 11. • Pour tout (M,N) ∈ M2
 n(R), on a :
 ϕ(M,N) = tr (t MN) = tr(
 t(t MN))
 = tr (tNM) = ϕ(N,M).
 ϕ est donc symetrique.
 • Pour tout (M,N,N′) ∈ M3n(R) et tout (λ, λ′) ∈ R2, on a :
 ϕ(M, λN + λ′N′) = tr(
 t M(λN + λ′N′))
 = λ tr (t MN) + λ′ tr (t MN′)
 = λ ϕ(M,N) + λ′ ϕ(M,N′)ϕ est donc bilineaire symetrique.
 • Si M =(mi j
 ), le terme de t MM situe sur la i-ieme ligne et la j-ieme colonne est
 n∑k=1
 mki mk j.
 On a donc : ϕ(M,M) =
 n∑i=1
 ( n∑k=1
 mki2)> 0.
 D’autre part, si ϕ(M,M) = 0, l’expression precedente montre que mki = 0 pour tous k et i,soit M = 0.
 ϕ est donc definie positive, ce qui acheve la demonstration de ϕ produit scalaire.
 • Soit(Ei j
 )16i6n16 j6n
 la base canonique deMn(R).
 Calculons ϕ(Ei j, Ekl) = tr(
 tEi j Ekl
 )= tr
 (E ji Ekl
 )= δiktr E jl.
 Si (i, j) = (k, l), on a ϕ(Ei j, Ei j) = tr(E ji Ei j
 )= tr
 (E j j
 )=.
 Si (i, j) , (k, l), on a i neqk ou j , l.
 Pour i , k, on a E ji Ekl = 0, d’ou ϕ(Ei j, Ekl) = 0.
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 Pour i = k, on a E ji Ekl = E jl, d’ou ϕ(Ei j, Ekl) = tr (E jl) = 0 puisque j , l.
 La famille(Ei j
 )16i6n16 j6n
 est donc une base orthonormale deMn(R).
 2. En appliquant l’inegalite de Cauchy-Schwarz au produit scalaire ϕ et aux matrices A et In,on obtient :
 |ϕ(In, A)| 6√ϕ(In, In) ϕ(A, A)
 c’est-a-dire :|tr A| 6
 √n tr (tAA).
 L’egalite a lieu si, et seulement si, les deux vecteurs sont colineaires, c’est-a-dire si A est unematrice scalaire.
 Exercice 2
 • Soit x et y deux vecteurs quelconques de E. Appliquons l’hypothese a x + y :
 < x + y | f (x + y) >= 0 =< x | f (x) > + < x | f (y) > + < y | f (x) > + < y | f (y) > ce quientraıne :
 < x | f (y) >= − < y | f (x) >.
 • Soit x ∈ Ker f et f (y) ∈ Im f . On a :
 < x | f (y) >= − < y | f (x) >= − < y | 0 >= 0.
 Ceci entraıne que Ker f ∩ Im f = 0 ; puis que Ker f et Im f sont supplementaires en utilisantle theoreme du rang.
 35. Isometries vectorielles
 Exercice 1Soit x1 ∈ E, x2 ∈ E, λ1 ∈ R et λ2 ∈ R ; montrons que :
 z = f (λ1x1 + λ2x2) − λ1 f (x1) − λ2 f (x2) = 0.
 Le vecteur z appartient a Vect[f (E)
 ].
 Pour tout y ∈ E, l’hypothese verifiee par f et les proprietes d’un produit scalaire entraınent :
 < f (λ1x1 + λ2x2) | f (y) >=< λ1x1 + λ2x2 | y >
 = λ1 < x1 | y > +λ2 < x2 | y >
 = λ1 < f (x1) | f (y) > +λ2 < f (x2) | f (y) >
 =< λ1 f (x1) + λ2 f (x2) | f (y) >
 Par consequent < z | f (y) >= 0 pour tout y ∈ E.
 Comme z est, a la fois, element de Vect[f (E)
 ]et orthogonal a tout element de Vect
 [f (E)
 ], il
 est nul.
 Exercice 2• Premiere solutionNotons C1, . . . ,Cn les matrices colonnes de A, que l’on peut considerer comme des vecteurs
 de Rn. Leur somme est le vecteur de Rn dont les composantes sontn∑
 j=1
 ai j.
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 Pour obtenir∑i, j
 ai j. il reste a considerer le vecteur U de Rn dont toutes les composantes sont
 egales a 1, et le produit scalaire :(C1 + · · · + Cn
 )·U =
 n∑i=1
 n∑j=1
 ai j.
 L’inegalite de Cauchy-Schwarz donne :∣∣∣∣∑ ai j
 ∣∣∣∣ 6 ∥∥∥∥ n∑j=1
 C j
 ∥∥∥∥ ‖U‖.On a ‖U‖ =
 √n. De plus on a suppose, A orthogonale, c’est-a-dire que les vecteurs C j sont
 deux a deux orthogonaux et unitaires, ce qui entraıne :∥∥∥∥ n∑j=1
 C j
 ∥∥∥∥2=
 n∑j=1
 ∥∥∥C j
 ∥∥∥2= n soit
 ∥∥∥∥ n∑j=1
 C j
 ∥∥∥∥ =√
 n.
 On obtient donc : ∣∣∣∣∑i, j
 ai j
 ∣∣∣∣ 6 n.
 • Deuxieme solutionDesignons par f l’endomorphisme de Rn represente par A dans la base canonique (orthonor-male). On a alors ai j = f (e j) · ei. En utilisant les proprietes du produit scalaire, on peut ecrire :∑
 i, j
 ai j =
 n∑i=1
 n∑j=1
 f (e j) · ei =
 n∑j=1
 f (e j)
 · n∑
 i=1
 ei
 .L’inegalite de Cauchy-Schwarz s’ecrit :∣∣∣∣∑
 i, j
 ai j
 ∣∣∣∣ 6 ∥∥∥∥ n∑j=1
 f (e j)∥∥∥∥ ∥∥∥∥ n∑
 i=1
 ei
 ∥∥∥∥.
 On a∥∥∥∥ n∑
 i=1
 ei
 ∥∥∥∥ =√
 n. D’autre part, comme A est orthogonale, f est une isometrie, donc
 conserve la norme : ∥∥∥∥ n∑j=1
 f (e j)∥∥∥∥ =
 ∥∥∥∥ f( n∑
 j=1
 e j
 )∥∥∥∥ =∥∥∥∥ n∑
 i=1
 ei
 ∥∥∥∥ =√
 n.
 On obtient donc : ∣∣∣∣∑i, j
 ai j
 ∣∣∣∣ 6 n.
 Exercice 3
 On a : tA = In − 2t(U tU
 )= In − 2U tU = A, ce qui montre que A est symetrique.
 On a donc : tAA = A2 =(In − 2U tU
 )(In − 2U tU
 )= In − 4U tU + 4
 (U tU
 )(U tU
 ).
 Le produit de matrices etant associatif, on a :(U tU
 )(U tU
 )= U
 (tUU
 )tU = U tU = In puisque tUU =
 n∑i=1
 u2i = 1.
 A est donc orthogonale.
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 36. Denombrement
 Exercice 11. Un tirage est constitue par le choix de 2 boules (en vrac et sans remise) parmi les 5 boulesde l’urne A et le choix de d’1 boule parmi les 4 boules de l’urne B. Le nombre total de tirages
 possibles est donc :(
 52
 )×
 (42
 )= 10 × 4 = 40.
 2. • La couleur unique peut etre noire ou blanche.
 • Les tirages ou les 3 boules sont noires sont obtenus en choisissant 2 boules parmi les 3boules noires de l’urne A, puis 1 boule parmi les 2 boules noires de l’urne B. Il y en a donc :3 × 2 = 6.
 • Les tirages ou les 3 boules sont blanches sont obtenus en choisissant 2 boules blanchesdans A et 1 boule blanche dans B. Il y en a donc : 1 × 2 = 2.
 • En definitive, il y a 6 + 2 = 8 tirages ou les trois boules sont de la meme couleur.
 3. • L’ensemble des tirages comportant exactement 1 boule blanche est la reunion des deuxensembles disjoints :
 − On a preleve 1 boule noire et 1 boule blanche dans A (de 3× 2 = 6 facons) et 1 boule noiredans B (de 2 facons). Il y a 6 × 2 = 12 tirages de ce type.
 − On a preleve 2 boules noires dans A (de 3 facons) et 1 boule blanche dans B (de 2 facons).Il y a 3 × 2 = 6 tirages de ce type.
 • Il y a donc 12 + 6 = 18 tirages qui comportent exactement 1 boule blanche.
 4. • L’ensemble des tirages comportant exactement 2 boules blanches est la reunion desdeux ensembles disjoints :
 − On a preleve 2 boules blanches dans A et 1 boule noire dans B. Il y a 1 × 2 = 2 tirages dece type.
 − On a preleve 1 boule blanche et 1 boule noire dans A et 1 boule blanche dans B. Il y a2 × 3 × 2 = 12 tirages de ce type.
 • Il y a donc 2 + 12 = 14 tirages qui comportent exactement 2 boules blanches.
 Exercice 2Reperons les des (par des couleurs differentes par exemple) et considerons les triplets (a, b, c)des nombres observes. Il y en a en tout 63 = 216.
 • Denombrons les triplets pour lesquels S = 9.
 Il y en a 25 qui se decomposent en :
 6 du type (1, 2, 6) qui sont (1, 2, 6) ; (1, 6, 2) ; (2, 1, 6) ; (2, 6, 1) ; (6, 1, 2) ; (6, 2, 1)6 du type (1, 3, 5)3 du type (1, 4, 4) qui sont (1, 4, 4) ; (4, 1, 4) ; (4, 4, 1)6 du type (2, 3, 4) ; 3 du type (2, 2, 5) ; 1 du type (3, 3, 3)
 • Les 6 manieres d’obtenir une somme egale a 10 sont :
 10 = 1 + 3 + 6 = 1 + 4 + 5 = 2 + 2 + 6 = 2 + 3 + 5 = 2 + 4 + 4 = 3 + 3 + 4
 il y a 27 triplets pour lesquels S = 10 :
 6 du type (1, 3, 6) ; 6 du type (1, 4, 5) ; 3 du type (2, 2, 6) ;
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 6 du type (2, 3, 5) ; 3 du type (2, 4, 4) ; 3 du type (3, 3, 4)
 • La somme 10 apparaıtra donc plus souvent (27 cas sur 216) que la somme 9 (25 cas sur216). Le prince de Toscane avait donc bien observe, sans doute parce qu’il avait beaucoupde temps libre !
 37. Espaces probabilises finis
 Exercice 1La propriete se demontre par recurrence sur n.
 • Pour n = 1, on a bien P(A1) 6 P(A1).Pour n = 2, on a P(A1 ∪ A2) = P(A1) + P(A2) − P(A1 ∩ A2) 6 P(A1) + P(A2).
 • Supposons la propriete vraie au rang k et demontrons-la au rang k + 1.
 P
 k+1⋃i=1
 Ai
 = P
 k⋃i=1
 Ai ∪ Ak+1
 6 P
 k⋃i=1
 Ai
 + P(Ak+1) d’apres ce qui precede dans le cas n = 2
 6k∑
 i=1
 P(Ai) + P(Ak+1) d’apres l’hypothese de recurrence
 6k+1∑i=1
 P(Ai) ce qui demontre la propriete au rang k + 1.
 Exercice 2
 Le mot au moins, doit vous faire penser a l’evenement contraire A.
 Le nombre de cas possibles est 365n (arrangements avec repetitions), et le nombre de casfavorables pour A est An
 365 (arrangements d’ordre n).
 Tous les cas sont equiprobables. On a donc :
 P(A) = 1 −An
 365
 365n = 1 −365 × 364 × · · · ×
 (365 − (n − 1)
 )365 × 365 × · · · × 365
 = 1 −(1 −
 1365
 ) (1 −
 2365
 )· · ·
 (1 −
 n − 1365
 ). Pour n = 23, on obtient P(A) ≈ 0, 5073, ce qui signifie que dans un groupe de 23personnes (et a fortiori s’il y en a plus), il y a plus d’une chance sur deux pour qu’au moinsdeux personnes aient la meme date anniversaire.Comme, en plus, les jours ne sont pas tout a fait equiprobables, la probabilite reelle estencore un peu plus elevee.
 Exercice 3
 Remarquons d’abord que, pour que le probleme ait un sens, il faut :
 k 6 n ; m 6 n ; x 6 m ; x 6 k.
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 On a implicitement l’hypothese d’equiprobabilite entre les situations. Mais qu’est-ce-qu’unesituation ?
 • Point de vue de l’acheteur
 Il y a( nm
 )choix possibles de m billets parmi n.
 Une situation favorable (qui realise l’evenement) s’obtient en choisissant d’acheter x
 billets gagnants, soit(
 kx
 )possibilites, et m − x billets perdants, soit
 (n − km − x
 )possibilites. La
 probabilite demandee est donc :
 p1 =
 (kx
 )×
 (n−km−x
 )(nm
 ) ·
 • Point de vue de l’organisateur qui tire les lots
 Il y a(n
 k
 )choix possibles des k billets gagnants.
 Une situation favorable s’obtient en choisissant x billet gagnants parmi les billets detenuspar la personne et k− x billets gagnants parmi les billets detenus par les autres. La probabilitedemandee est donc :
 p2 =
 (mx
 )×
 (n−mk−x
 )(nk
 ) ·
 • En ecrivant les combinaisons avec des factorielles, verifiez que l’on a bien p1 = p2.
 38. Probabilites conditionnellesExercice 1
 Considerons un poulet tire au hasard dans la population et notons T le poulet a ete traite,P le poulet est parasite.
 Les informations fournies s’ecrivent, dans l’ordre du texte :
 P(T ) = 0, 7 ; P(T ) = 0, 3 ; P(PT ) = 0, 25 ; P(P|) = 0, 125
 et on en deduit : P(P/T ) = 0, 75 et P(P/T ) = 0, 875
 1. P(P) = P(T ) P(P|T ) + P(T ) P(P|T ) = 0, 2125.
 2. P(T |P) =P(T ) P(P|T )P(P)
 =0, 3 × 0, 125
 0, 2125=
 317·
 Exercice 2
 Considerons une personne tiree au hasard dans la population et notons V la personne estvaccinee, M la personne tombe malade.Les informations fournies s’ecrivent, dans l’ordre du texte :
 P(V) =14
 ;P(V/M)
 P(V |M)=
 14
 ; P(M|V) =1
 12et on cherche P(M|V).
 Comme P(V |M) + P(V |M) = 1 (deux evenements contraires avec le meme conditionnement),
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 on obtient : P(V |M) =15
 et P(V |M) =45·
 Comme P(M|V) =P(M) P(V/M)
 P(V)=
 45P(M), on en deduit P(M) =
 548·
 D’ou : P(M|V) =P(M) P(V |M)
 P(V)=P(M) 4
 534
 =1615P(M) =
 19·
 Exercice 3
 1. Compte tenu de l’ordre des naissances, l’univers peut s’ecrireΩ = GG,GF, FG, FF. Avec l’hypothese d’equiprobabilite, on obtient :
 P(A) = P(GF, FG
 )= 0, 5, ; P(B) =
 (GG,GF, FG
 )= 0, 75,
 P(A ∩ B) = P(GF, FG
 )= 0, 5.
 Comme P(A ∩ B) , P(A) × P(B), les evenements A et B ne sont pas independants.
 2. L’univers peut s’ecrire :
 Ω = GGG,GGF,GFG,GFF, FGG, FGF, FFG, FFF.
 Avec l’hypothese d’equiprobabilite, on obtient en comptant les cas elementaires :
 P(A) =68
 = 0, 75 ; P(B) =48
 = 0, 5 ; P(A ∩ B) =38·
 Comme P(A ∩ B) = P(A) × P(B), les evenements A et B sont independants.
 + On constate donc que l’independance depend de l’espace de probabilite considere ; cequi confirme qu’un evenement, ce n’est seulement une phrase, mais un contexte.
 Exercice 4
 Notons les evenements A : victoire du premier joueur, B : victoire du deuxiemejoueur et C : l’as ne sort pas au premier lancer.
 Notons les probabilites : P(A) = p et P(B) = q. On a p + q = 1 puisque A et B sont desevenements contraires.
 Premiere solutionPour que le premier joueur gagne, il faut qu’il obtienne l’as au premier lancer, ou bien quel’as ne sorte ni au 1er, ni au 2e lancer mais au 3e, ou bien . . .
 p =16
 +56×
 56×
 16
 + · · · =16
 +∞∑n=0
 (2536
 )n
 =16
 1
 1 −2536
 =6
 11(cf. fiche 13)
 De meme :
 q =56×
 16
 +56×
 56×
 56×
 16
 + · · · =5
 36
 +∞∑n=0
 (2536
 )n
 =5
 361
 1 −2536
 =5
 11
 Deuxieme solutionSi l’as ne sort pas lors du premier lancer, la deuxieme joueur se retrouve alors dans la situa-tion de premier joueur. On a donc : P(B|C) = P(A).
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 On a P(C) =56
 et B et C sont incompatibles (si l’as sort la premiere fois, le jeu s’arrete avant
 que le deuxieme joueur puisse jouer). On a donc : p =P(B ∩C)P(C)
 =P(B)P(C)
 =65
 q. p et q
 verifient donc le systeme :
 5p − 6q = 0
 p + q = 1⇐⇒
 p =
 611
 q =5
 11
 39. Variables aleatoires
 Exercice 1
 1. Loi du coupleL’experience aleatoire est representee par Ω = 0; 1; 3; 5; 102 et P la probabilite uniforme surΩ (qui comporte 25 elements).Chaque evenement du type (X = i et Y = j) avec i ∈ 0; 1; 3; 5; 10 et j ∈ 0; 1; 3; 5; 10 seramene a un evenement de P(Ω). Par exemple :
 P(X = 10 et Y = 10) = P(
 (10; 0), (10; 1), (10; 3), (10; 5), (10; 10))
 =525
 L’ensemble des resultats determinant la loi du couple (X,Y) figure dans le tableau ci-dessous :
 Y 0 1 3 5 10X
 01
 251
 25125
 125
 125
 1 02
 25125
 125
 125
 3 0 0325
 125
 125
 5 0 0 0425
 125
 10 0 0 0 05
 25
 2. Lois marginalesPar addition, on obtient les lois marginales :
 de X :(0;
 15
 ),
 (1;
 15
 ),
 (3;
 15
 ),
 (5;
 15
 ),
 (10;
 15
 )de Y :
 (0;
 125
 ),
 (1;
 325
 ),
 (3;
 525
 ),
 (5;
 725
 ),
 (10;
 925
 )Comme, par exemple, P(X = 0 et Y = 0) , P(X = 0) × P(Y = 0), les variables aleatoires X etY ne sont pas independantes.
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 . La definition mathematique va dans le meme sens que l’intuition : X est associee a lapremiere marguerite et Y aux deux marguerites. Il doit donc y avoir un lien entre X et Y.
 Exercice 2
 Les valeurs possibles pour Z = X + Y sont :0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 10; 11; 13; 15; 20
 et les probabilites correspondantes :
 P(Z = 0) = P(X = 0 et Y = 0) =1
 25
 P(Z = 1) = P(X = 0 et Y = 1) + P(X = 1 et Y = 0) =1
 25
 P(Z = 2) = P(X = 1 et Y = 1) =2
 25
 P(Z = 3) = P(X = 0 et Y = 3) + P(X = 3 et Y = 0) =1
 25
 P(Z = 4) = P(X = 1 et Y = 3) + P(X = 3 et Y = 1) =1
 25
 P(Z = 5) = P(X = 5 et Y = 0) + P(X = 0 et Y = 5) =1
 25
 P(Z = 6) = P(X = 5 et Y = 1) + P(X = 3 et Y = 3) + P(X = 1 et Y = 5) =4
 25
 P(Z = 8) = P(X = 5 et Y = 3) + P(X = 3 et Y = 5) =1
 25
 P(Z = 10) = P(X = 10 et Y = 0) + P(X = 5 et Y = 5) + P(X = 0 et Y = 10) =5
 25
 P(Z = 11) = P(X = 10 et Y = 1) + P(X = 1 et Y = 10) =1
 25
 P(Z = 13) = P(X = 10 et Y = 3) + P(X = 3 et Y = 10) =1
 25
 P(Z = 15) = P(X = 10 et Y = 5) + P(X = 5 et Y = 10) =1
 25
 P(Z = 20) = P(X = 10 et Y = 10) =5
 25
 Exercice 3Les valeurs possibles pour T = XY sont :
 0; 1; 3; 5; 9; 10; 15; 25; 30; 50; 100
 et les probabilites correspondantes :P(T = 0) = P(X = 0 et Y = 0) + P(X = 0 et Y = 0) + P(X = 0 et Y = 3)
 + P(X = 0 et Y = 5) + P(X = 0 et Y = 10) + P(X = 1 et Y = 0)
 + P(X = 3 et Y = 0) + P(X = 5 et Y = 0) + P(X = 10 et Y = 0) =525
 P(T = 1) = P(X = 1 et Y = 1) =2
 25
 P(T = 3) = P(X = 1 et Y = 3) + P(X = 3 et Y = 1) =1
 25
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 P(T = 5) = P(X = 1 et Y = 5) + P(X = 5 et Y = 1) =1
 25
 P(T = 9) = P(X = 3 et Y = 3) =3
 25
 P(T = 10) = P(X = 1 et Y = 10) + P(X = 10 et Y = 1) =1
 25
 P(T = 15) = P(X = 3 et Y = 5) + P(X = 5 et Y = 3) =125
 P(T = 25) = P(X = 5 et Y = 5) =425
 P(T = 30) = P(X = 3 et Y = 10) + P(X = 10 et Y = 3) =1
 25
 P(T = 50) = P(X = 5 et Y = 10) + P(X = 10 et Y = 5) =1
 25
 P(T = 100) = P(X = 10 et Y = 10) =525
 Exercice 4
 E(X) =195
 = 3, 8 ; E(X2) =135
 5= 27 ; V(X) = 12, 56
 E(Y) =14325
 = 5, 72 ; E(Y2) =1123
 25= 44, 92 ; V(Y) = 12, 2016
 E(X + Y) =23825
 = 9, 52 ; V(X + Y) = 40, 6496
 . On observe que l’on a bien E(X + Y) = E(X) + E(Y), ce qui est un resultat general,mais que V(X + Y) , V(X) + V(Y) ce qui confirme que X et Y ne sont pas independantes.
 E(XY) = 29, 68 ; V(XY) = 1379, 2576
 . On observe que E(XY) , E(X) E(Y), ce qui confirme que X et Y ne sont pasindependantes.
 Cov(X,Y) = E(XY) − E(X) E(Y) = 7, 944 ; r =Cov(X,Y)σ(X) σ(Y)
 ≈ 0, 6417.
 Exercice 5
 1. En utilisant la formule du binome, l’egalite de polynomes fournie par l’enonce s’ecrit : n1∑a=0
 (n1
 a
 )Xa
 n2∑b=0
 (n2
 b
 )Xb
 =
 n1+n2∑k=0
 (n1 + n2
 k
 )Xk.
 En egalant les coefficients de Xk, on obtient la formule de Vandermonde :∑a+b=k
 (n1
 a
 ) (n2
 b
 )=
 (n1 + n2
 k
 ).
 2. Les valeurs possibles sont X + Y sont les entiers compris entre 0 et n1 + n2.Pour tout k ∈ ~0, n1 + n2, il reste a calculer la probabilite elementaire :
 P(X + Y = k) =∑
 a+b=k
 P[(X = a) ∩ (Y = b)
 ]
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 =∑
 a+b=k
 P[(X = a)
 )× P
 [(Y = b)
 ]car X et Y independantes
 =∑
 a+b=k
 (n1
 a
 )paqn1−a
 (n2
 b
 )pbqn2−b
 = pkqn1+n2−k∑
 a+b=k
 (n1
 a
 ) (n2
 b
 )=
 (n1 + n2
 k
 )avec la formule de Vandermonde.
 Exercice 6
 Puisque les univers-images sont X(Ω) = 0, 1, 2, 3 et Y(Ω) = 0, 1, 2, 3, 4, on a :
 P(X = Y) =
 3∑k=0
 P((X = k) ∩ (Y = k)
 )
 =
 3∑k=0
 P(X = k) × P(Y = k) car X et Y independantes
 =
 3∑k=0
 (3k
 ) (13
 )k (13
 )3−k (4k
 ) (12
 )k (13
 )4−k
 =
 (23
 )3 (12
 )4
 +
 (23
 )2 (12
 )2
 +13×
 23× 6 ×
 (12
 )4
 +
 (13
 )3
 × 4 ×(
 12
 )3
 =24
 108=
 29·
 40. Esperance et variance
 Exercice 1
 1. Probabilite d’ouvrir la premiere porte au ke essai• k = 1
 La probabilite d’ouvrir au premier essai est p1 =1
 12·
 • k = 2
 Pour ouvrir au deuxieme essai, il faut : ne pas ouvrir au premier (probabilite1112
 ), puis ouvrir
 au deuxieme essai sachant que la bonne cle est parmi les 11 cles restantes (probabilite1
 11).
 D’ou : p2 =1112×
 111
 =1
 12·
 • D’une facon generale, pour 1 6 k 6 12, pour ouvrir au ke essai, il faut : ne pas ouvrir lors
 des k − 1 premiers essais (probabilite 1−k − 1
 12), puis ouvrir au ke essai sachant que la bonne
 cle est parmi les 12 − (k − 1) cles restantes (probabilite1
 12 − (k − 1)).
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 D’ou : pk =12 − k + 1
 12×
 112 − k + 1
 =1
 12·
 2. Loi de X nombre total d’essaisPour k de 1 a 12, notons Xk le nombre d’essais pour ouvrir la ke porte.
 On a : X = X1 + X2 + · · · + X12.
 Et il s’agit de variables aleatoires independantes car la facon d’ouvrir une porte n’a pas d’in-fluence sur l’ouverture de la porte suivante.
 D’apres la question precedente, X1 suit la loi uniforme sur ~1, 12
 D’ou : E(X1) =12 + 1
 2= 6, 5 et V(X1) =
 122 − 112
 =14312·
 De meme, pour 1 6 k 6 12, Xk suit la loi uniforme sur ~1, 12 − (k − 1).
 D’ou : E(Xk) =12 − (k − 1) + 1
 2=
 14 − k2
 et V(Xk) =(12 − (k − 1))2 − 1
 12=
 (13 − k)2 − 112
 ·
 D’apres les theoremes sur l’esperance mathematique et la variance de la somme de variablesaleatoires independantes, on en deduit :
 E(X) =
 12∑k=1
 E(Xk) =
 12∑k=1
 14 − k2
 = 12 × 7 −12
 12∑k=1
 k = 45
 V(X) =
 12∑k=1
 V(Xk) =
 12∑k=1
 (13 − k)2
 12−
 112× 12 =
 112
 12∑k=1
 k2 − 1 =319
 6
 puis : σ(X) =√
 V(X) ≈ 7, 29.
 . Rappelons que :n∑
 k=1
 k =n (n + 1)
 2et
 n∑k=1
 k2 =n (n + 1) (2n + 1)
 6·
 Exercice 2
 • Cov(X + Y, X − Y) = Cov(X, X) + Cov(X,−Y) + Cov(Y, X) + Cov(Y,−Y)
 = Cov(X, X) − Cov(Y,Y) car X et Y independantes
 = 0 car X et Y suivent la meme loi
 • Pour montrer que X + Y et X − Y ne sont pas independantes, il suffit d’un contre-exemple.[(X + Y = 2)∩ (X −Y = 1)
 ]est un evenement impossible puisque les seules valeurs possibles
 pour X et Y sont 0 et 1. On a donc P[(X + Y = 2) ∩ (X − Y = 1)
 ]= 0.
 P(X + Y = 2) = P(X = 1 et Y = 1) = p2 car X et Y independantes
 P(X − Y = 1) = P(X = 1 et Y = 0) = pq car X et Y independantes
 On a donc :
 P[(X + Y = 2) ∩ (X − Y = 1)
 ], P(X + Y = 2) × P(X − Y = 1),
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 ce qui prouve que X + Y et X − Y ne sont pas independantes.
 Exercice 3
 On a toujours : E(Zn) =1n
 n∑i=1
 E(Xi) = µ.
 Comme les Xi sont eux a deux independantes, on aussi : V(Zn) =1n2
 n∑i=1
 V(Xi) =σ2
 n·
 D’apres l’inegalite de Bienayme-Tchebychev, on pour tout ε > 0 :
 P(|Zn − µ| > ε
 )6
 σ2
 n
 ε2
 ce qui entraıne le resultat annonce.
 . Le resultat demontre est appele loi faible des grands nombres. Il justifie l’assimilationentre la probabilite d’un evenement et sa frequence observee sur un echantillon de grandetaille.
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Partie 2
 Physique
 Max Planck, 1858-1947 Albert Einstein, 1879-1955
 La physique quantique étudie les phénomènes fondamentaux à l’échelleatomique et sub-atomique. Parmi ses pères :
 Max Planck : prix Nobel de physique de 1918 pour ses travaux en théoriedes quanta.
 Albert Einstein : prix Nobel de physique de 1921 pour son explicationde l’effet photoélectrique.
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1 Oscillateur harmonique
 1. Definition oscillateur harmonique
 Un point materiel M de masse m accroche a l’extremite d’un ressort sans masse, de raideurk, de longueur a vide l0 dont l’autre extremite est fixe et pouvant se deplacer sans frottementsur une tige horizontale.
 2. Mise en equation
 • Le systeme etudie : la masse ponctuelle .
 • Le referentiel d’etude : le referentiel terrestre suppose galileen.
 • Le repere de projection : le repere orthonorme de projection(O,−→ex,
 −→ey,−→ez
 ). Dans ce
 repere, le point materiel M a pour coordonnees(x(t), 0, 0
 ), le vecteur −−→OM s’ecrit :
 −−→OM = x(t) −→ex + 0 −→ey + 0 −→ez = x(t) −→ex.
 . x(t) represente aussi dans cet exemple la longueur du ressort a l’instant t.
 • Le bilan des forces qui s’exercent sur la masse :
 le poids −→P = m−→g = −mg −→ey
 la tension du ressort −→T = −k (x(t) − l0)−→ex
 la reaction de la tige −→R = Ry−→ey + Rz
 −→ez
 • Mise en equation : le referentiel d’etude etant suppose galileen, appliquons a la masse leprincipe fondamental de la dynamique :
 m−→a =∑−→f =
 −→P +−→R +−→T
 ou −→a est l’acceleration du point materiel dans le referentiel de l’etude :
 −→a =d2−−→OM
 dt2 =d2xdt2 (t)−→ex notee aussi −→a =
 ¨−−→OM = x(t)−→ex.
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 La projection de la relation fondamentale sur les trois vecteurs de base du repere de projec-tion donne :
 sur−→ex : mx(t) = −k (x(t) − l0) ;sur−→ey : 0 = Ry − mg;sur−→ez : 0 = Rz.
 • L’equation du mouvement : c’est l’equation differentielle portant sur x(t) :
 mx(t) = −k(x(t) − l0
 ).
 • La position d’equilibre : si la masse ponctuelle est a l’equilibre dans le referentiel, savitesse et son acceleration y sont nulles.
 Cette position xeq doit ainsi satisfaire : 0 = −k(xeq − l0
 ); soit xeq = l0.
 Le ressort possede alors sa longueur a vide, ni allonge, ni comprime.
 • Simplification de l’equation du mouvement : soit X(t) l’ecart par rapport a la positiond’equilibre X(t) = x(t) − xeq = x(t) − l0.
 Alors X(t) = x(t) et X(t) = x(t). L’equation devient :mX(t) = −kX(t) ecrite : X + ω2
 0X = 0 (1-1)
 avec ω20 =
 km· Seule sa solution positive est retenue et par definition :
 ω0 =
 √km
 (1-2)
 . Chaque fois qu’une grandeur physique g(t) satisfait a une equation du type :
 g + a g = f
 avec a > 0 et f une fonction du temps donnee, la grandeur g est de nature oscillatoire. Enposant a = ω2
 0 on retrouve le meme membre de gauche que l’egalite (1-1).
 3. Resolution de l’equation du mouvement
 3.1 Solution generale
 Resoudre l’equation (1-1), c’est trouver toutes les fonctions du temps qui y satisfont. La so-lution la plus generale est :
 X(t) = A cos (ω0t) + B sin (ω0t) ou X(t) = C cos(ω0t − ϕ
 )ou A, B, C et ϕ sont des constantes, appelees constantes d’integration.Les constantes (A, B) ou (C, ϕ) sont a determiner a partir des conditions initiales, souventl’ecart de la masse par rapport a la position d’equilibre a l’instant initial X(0), et sa vitesse acet instant X(0).
 Supposons qu’a t = 0, X(0) = X0 et X(0) = V0 ou X0 et V0 sont de signe quelconque.
 3.2 Utilisation des conditions initiales (premiere forme)
 • Avec la premiere forme de X(t) les conditions initiales s’ecrivent :
 X(0) = A cos (ω0 × 0) + B sin (ω0 × 0) = A = X0.
 X(0) = −Aω0 sin (ω0 × 0) + Bω0 cos (ω0 × 0) = Bω0 = V0 d’ou B =V0
 ω0·
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 • Ainsi, l’ecart a la position d’equilibre s’ecrit :
 X(t) = X0 cos (ω0t) +V0
 ωsin (ω0t)
 et la position dans le repere initial :
 x(t) = X(t) + l0 = l0 + X0 cos (ω0t) +V0
 ωsin (ω0t) (1-3)
 3.3 Deuxieme forme de la solution
 Pour mettre la solution obtenue sous la deuxieme forme, on utilise la transformation dea cos t + b sin t qui figure dans la partie maths, fiche 19 §5.5
 On calcule : C =
 √X2
 0 +
 (V0
 ω0
 )2
 et on definit l’angle ϕ tel que :
 cosϕ =X0√
 X20 +
 (V0ω0
 )2et sinϕ =
 V0ω0√
 X20 +
 (V0ω0
 )2
 La solution s’ecrit alors :
 x(t) = l0 + C cos (ω0t − ϕ) (1-4)A est l’amplitude de l’oscillation autour de la position d’equilibre.
 4. Vocabulaire associe
 • La pulsation propre ω0 de l’oscillateur est exprimee en rad.s−1. Sa dimension est l’in-verse d’un temps : [ω0] = T−1.
 . D’une maniere generale, des crochets [ ] places autour d’une grandeur physique g,comme [g], signifient dimension de g .
 • La frequence propre f0 telle que f0 =ω0
 2πest exprimee en hertz (Hz). Sa dimension est
 aussi celle de l’inverse d’un temps : [ f0] = T−1.
 • La periode propre T0 telle que T0 =1f0
 est exprimee en seconde (s). Sa dimension est
 celle d’un d’un temps : [T0] = T .
 • C L’amplitude C de l’oscillation par rapport a la position d’equilibre, exprimee en metre(m), a la dimension d’une longueur : [C] = L.
 • La phase a l’origine −ϕ, exprimee en radian (rad), est sans dimension : [ϕ] = 1.
 • La phase instantanee ω0t−ϕ, exprimee en radian (rad), est sans dimension : [ω0t−ϕ] = 1.
 5. Description du mouvement
 • Le mouvement se caracterise par une oscillation periodique, de periode T0 et d’amplitudeC autour de la position d’equilibre.
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 . Pour un oscillateur harmonique de caracteristiques m et k donnees, la periode desoscillations est independante de leur amplitude. L’amplitude et la phase a l’origine dependentdes conditions initiales.
 • Le point materiel se deplace entre les abscisses l0 −C et l0 + C.Sa vitesse varie entre −Cω0 et +Cω0.Un exemple de courbes representatives de x(t) et de x(t) est donne par la figure 2 :
 6 Energie de l’oscillateurL’energie mecanique est la somme de l’energie cinetique et de l’energie potentielle de l’os-cillateur harmonique. On exprime les trois energies a l’aide de l’expression (1-4).
 6.1 Energie cinetique de la masse dans le referentiel de l’etude
 Ec =12
 mv2 =12
 mx2 =14
 mω20C2
 (1 − cos (2ω0t − ϕ)
 ). (1-5)
 L’energie cinetique du point M varie a la frequence 2 f0, double de celle des oscillations. La
 vitesse change de signe toutes les demi- periodes d’ou x(t +
 T0
 2
 )= −x(t) et leurs carres rede-
 viennent egaux toutes les demi-periodes.
 Sa valeur moyenne 〈Ec〉 est positive, egale a :
 〈Ec〉 =14
 mω20C2 =
 14
 mω20
 X20 +
 (V0
 ω0
 )2 =14
 kX20 +
 14
 mV20
 en vertu de la relation (1-2) definissant la pulsation.
 6.2 Energie potentielle elastique du ressort
 Ep =12
 k(l(t) − l0
 )2
 ou l(t) est la longueur instantanee du ressort, l(t)− l0 representant son allongement algebriqueinstantane. Comme dans le probleme etudie l(t) = x(t), il vient :
 Ep =12
 kX2(t) =14
 kC2 (1 + cos (2ω0t − ϕ)) . (1-6)
 L’energie potentielle elastique du ressort varie, elle aussi, a la frequence 2 f0.
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 L’allongement algebrique change de signe a chaque demi-periode, X(t +
 T0
 2
 )= −X(t) et donc
 son carre reprend la meme valeur toutes les demi-periodes.
 Sa valeur moyenne 〈Ep〉 vaut :
 〈Ep〉 =14
 kC2 =14
 k
 X20 +
 (V0
 ω0
 )2 =14
 kX20 +
 14
 mV20 .
 . L’egalite 〈Ec〉 = 〈Ep〉 est une propriete fondamentale des oscillateurs harmoniques.Onnomme cette propriete l’equipartition de l’energie.
 6.3 Energie mecanique de l’oscillateur
 • La valeur de l’energie mecanique Em = Ec + Ep a un instant t quelconque vaut, grace a(1-5) et (1-6) :
 Em = Ec + Ep =12
 mV20 +
 12
 kX20 ,
 Elle est constante, independante du temps : on dit que le systeme est conservatif .
 • On y reconnait l’energie cinetique initiale communiquee a la masse et l’energie potentielleelastique initiale accumulee a cause de l’ecartement de la position d’equilibre qui est aussi lalongueur a vide du ressort.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Un oscillateur harmonique est place en position verticale dans le champ de pe-santeur terrestre, son point de suspension O etant au-dessus de la masse. Ces caracteristiquessont : masse m = 100 g, raideur k = 10 N.m−1 et longueur a vide l0 = 25 cm. Quelle est saposition d’equilibre ?
 Exercice 2 : On reprend la situation de l’exercice 1. L’oscillateur est ecarte vers le basde sa position d’equilibre d’une quantite E0 = 5 cm avec une vitesse initiale v0 = 0, 5 m.s−1.Determinez la loi horaire x(t) de son mouvement.
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2 Propagation d’un signal
 1. Exemples de signaux, spectre
 1.1 Exemples
 • Un son, une lumiere directe, reflechie ou diffusee par un objet, la houle, la vibrationmecanique le long d’un tuyau, une tension ou un courant electriques. D’une maniere generale,toute modification de l’etat physique d’un milieu constitue un signal.• Les grandeurs physiques variables associees aux signaux mecaniques sont, par exemple :la pression d’un gaz (son dans l’air), le deplacement ou la deformation par rapport a uneposition d’equilibre (d’une corde tendue ou d’une plaque solide), un champ electrique et unchamp magnetique associes pour la lumiere (du moins dans sa theorie ondulatoire). Il estd’usage de confondre le signal et les grandeurs physiques qui lui sont associees.
 1.2 Spectre
 Il donne du signal une description qui en fait une superposition (une somme) de composantessinusoıdales. On le represente, soit par une fonction S ( f ), soit par des raies a des frequencesspecifiquement definies (cf fig. 1).
 + Attention, le terme de spectre designe parfois, improprement, l’intervalle defrequences des composantes sinusoıdales participant au signal en question, fM − fm, c’est-a -dire l’etendue spectrale ou simplement fM , la frequence la plus elevee entrant dans ladecomposition du signal.
 1.3 Ordres de grandeur
 • spectre audible acoustiqueIl est conventionnellement borne par 20 Hz (grave) et 20 kHz (aigu).La variation de pression audible va de 3 × 10−5 Pa (limite de l’audition) a 30 Pa (seuil de ladouleur). En deca de 20 Hz, on parle d’infrasons, au-dela, d’ultrasons.
 • Spectre electromagnetique
 Il va de quelques Hz a 1015 Hz pour le proche ultraviolet.Le spectre visible s’etend de 3, 75 a 7, 5 × 1014 Hz.
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 2. Onde progressive dans le cas d’une propagation unidi-mensionnelle
 2.1 Onde progressive
 C’est un signal se propageant de proche en proche dans un milieu, transportant de l’energiemais aucune matiere.Son energie est localisee dans les regions de l’espace ou le signal est non nul.La grandeur physique caracteristique d’un signal se propageant selon la direction (Ox) seradesignee par s(x, t), fonction donnant la valeur de cette grandeur physique en un point d’abs-cisse x, a l’instant t.
 2.2 Caractere longitudinal ou transversal de l’onde
 • Si la grandeur physique variable entraıne une modification de l’etat physique du milieuperpendiculairement a la direction de propagation, on parle d’ondes transversales.Exemples : ondes mecaniques sur une corde tendue, ondes electromagnetiques, ondes mecaniquesde cisaillement dans les solides.
 • Si la modification du milieu se produit dans la direction de propagation, on parle d’ondeslongitudinales.Exemples : les ondes acoustiques, les ondes mecaniques de compression dans les solides.
 2.3 Caracteristiques du milieu de propagation
 • On distingue parmi tous les milieux ceux qui sont dits lineaires non dispersifs.Le caractere non dispersif se traduit par le fait qu’une onde s’y propage dans une directiondonnee sans s’y deformer (cf fig. 2).Le caractere lineaire provient de ce que plusieurs signaux peuvent s’y propager simultanementsans que leurs caracteristiques propres n’influent les unes sur les autres.L’etat du milieu en un point et a un instant donnes vis-a -vis de tels signaux, est alors lasomme de leurs valeurs respectives en ce point et a cet instant.
 • La repartition spatiale dans la direction de propagation de la grandeur propagee s(x, t)conserve la meme allure. Elle a seulement subi une translation le long du milieu de propaga-tion.
 • Le signal qui arrivait au point M1 d’abscisse x1 a l’instant t1, atteint le point M2 d’abscissex2 > x1 a l’instant ulterieur t2. On appelle t2 − t1 le retard temporel du signal en M2 parrapport au signal en M1. C’est le temps mis par le signal pour passer de M1 a M2.
 t2 − t1 designe aussi l’avance du signal en M1 sur ce qu’il sera en M2.
 2.4 Celerite de propagation
 On definit la celerite c de propagation du signal dans le milieu considere, par la valeur abso-
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 lue du rapport de la distance ∆x dont s’est deplace le front du signal pendant un intervalle detemps ∆t :
 c =
 ∣∣∣∣∣∆x∆t
 ∣∣∣∣∣ (2-1)
 egale sur l’exemple de la figure 2 a :∣∣∣∣∣ x2 − x1
 t2 − t1
 ∣∣∣∣∣.. La celerite est par definition positive car elle caracterise physiquement l’elasticite etl’inertie du milieu. Aussi convient-il, lors de l’etude d’un signal, de preter attention au sensde son deplacement vers les x croissants ou decroissants.
 2.5 Dualite des representations spatiales et temporelles du signal enun point
 • Le signal percu en un point M1 d’abscisse x1, s(x1, t) (fig. 3), se deduit de la repartitionspatiale du signal le long de la direction de propagation a un instant donne si son sens dedeplacement est connus (fig. 2).
 Supposons connu, par exemple, s(x, t1) = f (x). Soit s(x1, t) la valeur du signal en M1 d’abs-cisse x1. Elle s’obtient en constatant, qu’a l’instant t, elle doit etre egale a celle, s(x, t1), qu’ilavait a l’instant t1 en un point x tel que le temps de propagation de x a x1 soit egal a t − t1.
 Pour un signal se propageant dans le sens des x croissants, on a : t − t1 =x1 − x
 c·
 De sorte que s(x1, t) est egale a la valeur du signal a l’instant t1 au point d’abscisse x1−c(t−t1).Ceci se traduit par :
 s(x1, t) = s(x1 − c(t − t1), t1
 )= f (x1 − c(t − t1)) = g(t)
 La forme temporelle d’un signal qui s’etale spatialement sur L est celle obtenue par le retour-
 nement spatial de s(x, t1), etale temporellement sur une duree T =Lc·
 . Remarquez la presence de la quantite x1 − ct dans l’argument de la fonction f .
 • Reciproquement, si le signal temporel en un point x1 est connu par s(x1, t) = g(t), larepartition spatiale du signal a un instant t1 donne s’en deduit. En un point d’abscisse x quel-conque, a l’instant t1, le signal possede la valeur, s(x, t1), qui etait la sienne en x1 a l’instant anterieur t = t1 −
 x − x1
 c. Ainsi :
 s(x, t1) = s(x1, t1 −
 x − x1
 c
 )= h(x).
 La forme spatiale du signal est a nouveau obtenue en retournant la forme temporelle qu’ilavait en un point donne. Si sa duree etait T , son extension spatiale sera cT = L. On retrouvela quantite x − ct1 sous une forme un peu deguisee.
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 . Si le signal se propage dans le sens des x decroissants, il suffit de substituer −c a c dansles formules precedentes donnant g(t) et h(x).
 2.6 Expression generale d’un signal s(x, t)
 La valeur instantanee d’un signal progressif se propageant a la celerite c dans un milieu nondispersif, en un point d’abscisse x et a un instant t quelconque, s’ecrit, s’il propage :
 • dans le sens des x croissants : s(x, t) = F(x − ct) ;
 • dans le sens des x decroissants : s(x, t) = G(x + ct).
 3. Onde progressive sinusoıdale
 3.1 Definition
 Un cas particulier d’onde progressive est l’onde progressive sinusoıdale pour laquelle lesfonctions F et G sont sinusoıdales. La valeur de la grandeur physique caracteristique de laperturbation du milieu est de la forme, a un instant t et en un point x donnes :
 s(x, t) = S m cos(k(x − ct) + ϕ
 )ou S m cos
 (k(x + ct) + ϕ
 ).
 selon que sa propagation se fait respectivement vers les x croissants ou decroissants.s(x, t) est periodique en fonction a la fois de x et de t.
 3.2 Vocabulaire
 • L’amplitude maximale du signal est notee S m.
 • La longueur d’onde λ (en m) designe la periode spatiale definie par :
 kλ = 2π. (2-2)
 • La periode temporelle T , exprimee en seconde (s), est definie par :
 kcT = ωT = 2π (2-3)
 • La pulsation ω = kc est exprimee en rad.s−1. Elle est liee a la frequence ν, en Hz, par larelation : ω = 2πν.
 • k est la norme, exprimee en m−1, du vecteur d’onde, vecteur dirige dans le sens de lapropagation :
 −→k = k −→ex. (2-4)
 • Relation entre la frequence, la longueur d’onde et la celerite
 c = λν. (2-5)
 • La phase instantanee k(x ± ct) + ϕ, est exprimee en radian (rad).
 3.3 Dephasage
 • Les signaux recus en deux points d’abscisses respectives x1 et x2 sont :
 s(x1, t) = S m cos(ωt − kx1 − ϕ
 )s(x2, t) = S m cos
 (ωt − kx2 − ϕ
 ).
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 Ils sont sinusoıdaux, de meme pulsation et dephases l’un part rapport a l’autre.Le dephasage de s(x2, t) par rapport a s(x1, t) est egal a la difference des phases instantanees :
 (ωt − kx2 − ϕ) − (ωt − kx1 − ϕ) = k(x1 − x2).
 • Si x1 − x2 est egal a un nombre entier de longueur d’onde, le dephasage est un multiple de2π et son effet disparait dans l’expression des signaux : les signaux sont alors dits en phase.
 • Si x1 − x2 est egal a un multiple impair de demi-longueur d’onde, le dephasage est alorsegal a un multiple impair de π : s(x1, t) = −s(x2, t). Les signaux sont dits en opposition dephase.
 • D’une facon generale si le dephasage de s(x2, t) par rapport a s(x1, t) est positif, le premiersignal sera dit en avance sur le second. Sinon, il sera dit en retard.
 4. Interferences entre deux ondes acoustiques ou meca-niques de meme frequence
 4.1 Description
 • Le phenomene d’interferences resulte de la superposition dans une region donnee de l’es-pace de deux ondes progressives de meme frequence et ayant entre elles un dephasage fixe.
 • Un exemple est fourni par deux emetteurs d’ondes ultrasonores alimentees par un memegenerateur de signaux basses frequences (cf. fig. 4).Lorsque l’on place un recepteur en un point M, on detecte un signal de meme frequence quecelle imposee par le G.B.F. et qui est exactement la somme des signaux qu’il aurait recus s’ilsavaient ete emis seuls par chacune des sources S 1 et S 2.
 • Si l’on deplace parallelement au plan des sources le recepteur autour du point M, lafrequence du signal recu reste la meme, mais son amplitude change, en passant par des mi-nima et des maxima.
 4.2 Interpretation
 Les transducteurs S 1 et S 2 delivrent respectivement les signaux ultrasonores
 s(S 1, t) = S m1 cos(ωt + ϕ1) et s(S 2, t) = S m2 cos(ωt + ϕ2).
 Le signal recu en M est la somme des signaux issus de chacune des sources :
 s(M, t) = S m1 cos(ω
 [t −
 S 1Mc
 ]+ ϕ1
 )+ · · · + S m2 cos
 (ω
 [t −
 S 2Mc
 ]+ ϕ2
 )ou
 S 1Mc
 etS 2M
 csont les retards de propagation entre les sources et le point M.
 4.3 Caracteristiques de la vibration resultante
 L’amplitude et le dephasage de la vibration resultante en M sont determines par l’usage desgrandeurs complexes associees a chacune des vibrations.
 On utilise la representation complexe :
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 s(M, t) = S m exp[j (ωt + ϕ)
 ].
 s(M, t) s’appelle l’amplitude complexe et on a : s(M, t) = Re[s(M, t)
 ].
 Soit s1(M, t) et s2(M, t) les grandeurs complexes construites de la meme maniere.
 L’amplitude complexe resultante en M est alors :
 S mejϕ = S m1 ej(ϕ1−kS 1 M) + S m2 ej(ϕ2−kS 2 M).
 S m est alors egale au module du complexe du membre de droite de l’egalite ; son argument ϕest egal a l’argument de ce meme complexe.La situation se presente, geometriquement, comme sur la fig. 5 : on associe dans le plan unpoint image de chacun des complexes. les vecteurs construits entre l’origine et chacun de cespoints sont appeles vecteurs de Fresnel des signaux.
 Les longueurs des vecteurs correspondent aux amplitudes maximales des signaux et les anglespar rapport au demi-axe des reels positifs aux arguments.
 4.4 Cas particulier
 Un cas interessant est celui ou S 1, S 2 et M sont alignes avec S m1 = S m2 = S .
 Le signal resultant en M est alors :
 s(M, t) = 2S cos(ϕ1 − ϕ2
 2+
 k(S 2M − S 1M)2
 )×
 · · · × cos(ωt +
 ϕ1 + ϕ2
 2−
 k(S 2M + S 1M)2
 )∣∣∣∣∣∣2S cos
 (ϕ1 − ϕ2
 2+
 k(S 2M − S 1M)2
 )∣∣∣∣∣∣ represente l’amplitude de la vibration.
 Comme S 2M−S 1M = S 2S 1, il advient que l’amplitude est, selon le modele unidimensionneladopte, independante de la position du point M, son alignement avec les deux sources etantconserve, et ne depend que de la distance entre les sources et de leur dephasage temporelinitial ϕ1 − ϕ2.
 4.5 Interferences constructives ou destructives
 • Les interferences sont dites constructives lorsque les ondes emises se renforcent mutuel-lement au point M.A la limite, il existe des positions particulieres pour lesquelles l’amplitude obtenue est maxi-
 male. Dans le cas particulier precedent, ceci se produit lorsqueϕ1 − ϕ2
 2+
 k(S 2M − S 1M)2
 est
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 un multiple entier de π.
 • Les interferences sont dites destructives lorsque l’amplitude de la vibration est nulle. Ceci
 se produit, dans le meme exemple, lorsqueϕ1 − ϕ2
 2+
 k(S 2M − S 1M)2
 est un multiple impair
 deπ
 2·
 5. Ondes stationnaires mecaniques
 5.1 Definition
 On appelle ondes stationnaires une superposition de deux ondes progressives se propageantdans des directions opposees.
 5.2 Exemple : la corde de Melde
 • Une corde est tendue sous l’effet du poids d’une masse suspendue a l’une de ses extremites.L’autre extremite est excitee transversalement par un vibreur a une frequence f reglable.Pour certaines frequences particulieres, la corde presente l’aspect de fuseaux nettement formeset d’amplitude tres superieure au deplacement du vibreur, les ventres de vibration, separespar des points ou la corde semble fixe, les nœuds de vibration.Ce phenomene est appele resonance d’ondes stationnaires (cf. fig.7).
 • L’observation au stroboscope de l’aspect de la corde montre alors que deux points quel-conques de la corde situes entre deux nœuds consecutifs vibrent avec des amplitudes differentesmais rigoureusement en phase. En revanche, deux points appartenant a deux ventres immediatementvoisins vibrent en opposition de phase.
 . Des ondes stationnaires existent sur la corde a n’importe quelle frequence, mais lesspectaculaires resonances d’ondes stationnaires n’existent que pour certaines d’entre elles,multiples d’une frequence fondamentale.
 5.3 Aspects quantitatifs
 • La celerite de propagation des ebranlements le long de la corde est egale a :
 c =
 √Tµ
 (2-6)
 ou T est la tension creee par la masse (T = mg) et µ la masse lineique (masse par unite de
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 longueur) de la corde.
 • Le vibreur etant pris comme origine de la corde, posons que le deplacement transversal dua l’onde progressive incidente s’ecrit :
 yi(x, t) = Ym cos (ωt − kx) ou kc = ω.
 Supposons qu’a l’onde reflechie corresponde un deplacement transversal :
 yr(x, t) = −Ym cos (ωt + kx).
 Le deplacement transversal total de la corde en un point x est egal a :
 y(x, t) = yi(x, t) + yr(x, t) = 2Ym sin(ωt) sin(kx).
 • Comme y(x, t) , F(x − ct) ou G(x + ct), le caractere propagatif a disparu.
 En un point d’abscisse x de la corde, l’ampitude de la vibration est donnee par |2Ym sin(kx)|.Deux points sur la corde d’abscisses x1 et x2 telles que sin(kx1) et sin(kx2) ont le meme signe,vibrent en phase.Si les signes des deux sinus sont opposes, les points vibrent en opposition de phase.
 5.4 Condition de resonance
 • En x = 0, en negligeant le deplacement du vibreur devant l’epaisseur des ventres de vibra-tion, l’amplitude peut etre consideree comme nulle, conformement a la formule.Pour que l’amplitude soit egalement nulle en x = L, il faut que sin(kL) = 0, soit kL = nπ avecn ∈ N∗ entier naturel non nul.Cette exigence selectionne les valeurs de k, et donc les frequences fn, qui leur correspondent.
 2π fnc
 L = nπ ⇐⇒ fn = nc
 2L· (2-7)
 La frequence f0 =c
 2Lest appelee la frequence fondamentale de la corde. A cette frequence,
 la corde est le siege d’un seul ventre de vibration, de longueur L egale a la demi-longueurd’onde associee a f0.
 Les frequences multiples de f0 sont appelees les frequences harmoniques.Lorsque la corde vibre a la frequence fn, la corde est le siege de n ventres de vibration, chacun
 de longueurLn·
 • Les frequences de resonance fn et la repartition spatiale des amplitudes correspondantes,
 proportionnelles a sin(nπx
 L
 ), caracterisent les modes propres de vibration de la corde, c’est-
 a -dire les facons les plus simples qu’a la corde tendue de vibrer librement, ses deuxextremites etant fixes.La position d’equilibre correspond a y(x, t) = 0 ∀x ∈ [0; L] ; ecartee de cette derniere etlaissee a elle-meme, la corde vibrera selon une superposition de modes propres :
 y(x, t) =
 +∞∑n=1
 Yn cos (2πn f0 t + ϕn) sin(nπ
 Lx)
 ou les amplitudes (Yn)n∈N∗ et les phases (ϕn)n∈N∗ sont determinees par les conditions de tirage
 de la corde a l’instant initial : y(x, 0) connue et∂y∂t
 (x, 0) = 0.
 Dans ces conditions, tous les ϕn sont nuls et :
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 Yn =2L
 ∫ L
 0y(x, 0) sin
 (nπL
 x)
 dx.
 6. Diffraction a l’infini
 6.1 Definition
 Le phenomene de diffraction survient lorsqu’un obstacle materiel limite l’etendue d’une ondeprogressive. Il se traduit par un elargissement du front d’onde apres le passage de l’obstaclepar rapport a ce qu’il serait dans son ombre geometrique (cf. fig. 8). Il n’est cependant marqueque lorsque la dimension caracteristique de l’ouverture dans l’obstacle est de l’ordre de gran-deur de la longueur d’onde de la vibration.
 6.2 Aspect quantitatif
 L’elargissement du front d’onde est caracterise par son ouverture angulaire θ par rapport a ladirection generale de propagation avant le franchissement de l’obstacle.Si d est une dimension caracteristique de l’obstacle et λ la longueur d’onde de la vibration quise propage, l’ouverture angulaire θ parallelement a cette dimension d est toujours de l’ordreλ
 da un facteur numerique pres, de l’ordre de l’unite, traduisant la forme de l’obstacle.
 θ∼λ
 d· (2-8)
 6.3 Consequences
 Le phenomene de diffraction est important en optique car il limite le pouvoir de resolutiondes instruments d’optique : l’image d’un point A par une lentille ou un miroir non plan n’estplus le point A′ conjugue de A par le systeme optique mais une tache lumineuse autour de A′.En effet, l’onde spherique issue de A est limitee par le diametre de la lentille ou du dia-phragme rajoute pour se placer dans les conditions de Gauss (voir plus loin).Un systeme optique forme, de deux points voisins dans un meme plan objet, deux tacheslumineuses voisines dans le plan image (cf. fig. 9), les deux points objets seront distingues sileurs images respectives peuvent l’etre aussi.
 6.4 Critere de Rayleigh
 Deux images sont distinctes si le rayon de leur tache principale de diffraction est inferieur ouegal a la distance separant leurs centres respectifs.
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 6.5 Pouvoirs de resolution
 • Pour une lunette astronomique ou un telescope, les objets sont consideres comme etant al’infini et ce pouvoir de resolution se traduit par un ecart angulaire minimal entre les direc-tions d’ou proviennent les lumieres emises par les deux objets.
 Cet ecart est conventionnellement fixe a 1, 22λ
 Dd’apres le critere de Rayleigh.
 λ est la longueur d’onde de la radiation detectee et D l’ouverture (le diametre) du telescope.
 • Pour un microscope, le pouvoir separateur des objets, qui s’exprime par la distance mini-
 male qui doit les separer, a pour expression 0, 61λ
 n sin uou n est l’indice moyen des verres
 employes pour fabriquer les lentilles et u l’angle sous lequel on voit le rayon de l’objectifdepuis l’objet.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Un signal se propage selon la direction x′Ox dans un milieu non dispersif.La representation temporelle en un point M2 d’abscisse x2 d’un signal s’y propageant dans lesens des x decroissants, s(x2, t) etant connue, exprimez la repartition spatiale s(x, t2) du signala l’instant t2.
 Exercice 2 : Pourquoi les stations de radiodiffusion de la bande F.M. doivent-elles opereravec des frequences differentes entre reemetteurs voisins ?
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 1. Principes et lois
 1. Sources lumineuses
 1.1 Definition
 Au sens strict, une source lumineuse est un dispositif emettant un rayonnement electromagnetiqueappartenant au spectre visible, mono - ou polychrome - c’est-a-dire d’une seule couleur ou dans lequel plusieurs couleurs se trouvent melees. Au sens large, il s’agit d’un dispo-sitif emettant un rayonnement electromagnetique de frequence(s) quelconque(s).
 1.2 Modele de la source ponctuelle monochromatique
 Utilise pour son caractere simple et pratique, un point geometrique S , modelise la source.Elle est supposee emettre son energie lumineuse identiquement dans toutes les directions del’espace.On n’y tient compte ni de la nature physique du rayonnement (onde electromagnetique conti-nue ou flux de quanta d’energie, les photons), ni de ses dimensions.
 1.3 Spectre des sources
 La lumiere emise par une source peut etre consideree comme un signal caracterise par unecertaine distribution d’energie : son spectre (cf. fiche 2 §1 fig. 1). Il peut ainsi etre continu,de raies discretes, ou mixte.
 1.4 Exemples
 Sources a spectre continu : les sources naturelles (directes, comme les etoiles ou de diffusion,telle la lune), certaines sources artificielles (les lampes a incandescence, les lampes a arc). Leslampes spectrales (decharge dans une vapeur d’un element a basse pression) ont un spectrede raies.
 2. Approximation de l’optique geometrique et notion derayon lumineux
 2.1 Definition
 L’optique geometrique est la science de la propagation de la lumiere a travers des milieuxtransparents ou reflechissants sans reference a son caractere ondulatoire mais en faisant appela la notion de rayons lumineux.
 2.2 Rayon lumineux
 Courbe geometrique dans l’espace a trois dimensions le long de laquelle est censee se propa-ger l’energie lumineuse entre deux points. L’idee de rayon lumineux est approchee par l’etroitfaisceau issu d’une source LASER vu a une distance grande par rapport a son diametre.
 2.3 Limite du modele geometrique
 Le phenomene de diffraction empeche que, par un procede quelconque, on puisse rendre aussi
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 fin qu’on le desirerait un faisceau lumineux pour se rapprocher du rayon lumineux theorique.En effet, si l’energie lumineuse rencontre un obstacle de l’ordre de grandeur de quelqueslongueurs d’onde du rayonnement qui limiterait son espace de propagation, ou bien si les ca-racteristiques physiques du milieu varient a cette meme echelle, l’optique geometrique et sesrayons lumineux doivent ceder la place a l’optique ondulatoire et a la theorie de la diffraction.
 3. Indice optique d’un milieu transparent
 3.1 Milieu homogeneMilieu en tous points duquel les proprietes physiques qui y caracterisent la propagation desrayons lumineux sont identiques.
 3.2 Propriete fondamentale des rayons lumineux
 Ils se propagent en ligne droite dans tout milieu transparent homogene.
 3.3 Indice optique• La diversite des milieux transparents se traduit par des vitesses de propagation de l’energielumineuse differentes. On constate que la vitesse v de la lumiere dans un milieu transparentest inferieure a celle, c, dans le vide. Le rapport
 cv
 definit l’indice optique n du milieu trans-parent.
 • L’indice du milieu depend en general de la frequence de la lumiere monochromatique em-ployee, ce qui se traduit par l’existence d’une fonction n(λ).
 • L’indice optique de l’air dans les conditions habituelles de temperature et de pression estpris egal a 1, sauf exception.
 • D’une maniere generale, les conditions physiques influent sur l’indice optique d’un mi-lieu materiel ; par exemple, la temperature pour l’air (en ete, phenomene de mirage au-dessusd’une route au revetement sombre longuement chauffe). Les indices optiques des solidestransparents dependent des contraintes qui s’exercent sur eux.
 • D’apres la definition de la longueur d’onde d’un rayonnement monochromatique de frequenceν, elle est egale dans le vide a λ0 =
 cν
 et dans un milieu transparent d’indice n a λ =vν· Il en
 resulte que λ0 = nλ.
 4. Reflexion-refraction ; lois de Descartes
 4.1 Reflexion-refraction
 • Lorsqu’un rayon lumineux passe d’une region de l’espace remplie d’un milieu homogened’indice optique n1 a une region ou l’indice optique est n2, une partie de l’energie lumineusequ’il transporte est reflechie dans le milieu d’incidence et une autre est transmise dans le se-
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 cond milieu (cf. fig. 1).
 • Si le rayon lumineux transmis n’est pas dans le prolongement du rayon incident, onparle de phenomene de refraction. Plus l’indice d’un milieu est eleve, plus le milieu estdit refringent.
 4.2 Les trois lois de Snell-Descartes
 • Soit I le point de la surface - le dioptre- separant deux milieux ou un rayon lumineuxpasse de l’un a l’autre.
 Soit −→n un vecteur unitaire normal au dioptre en I et −→t un second vecteur unitaire apparte-nant a la direction du plan tangent en I au dioptre, definissant le plan d’incidence
 (I,−→n ,−→t
 ),
 c’est-a-dire le plan contenant le rayon lumineux incident.
 Soit i1, l’angle d’incidence, angle compte de la direction(I,−→n
 )normale au dioptre au point
 I vers le rayon incident, r, l’angle de reflexion, compte de la meme normale vers le rayonreflechi et i2, l’angle de refraction, angle compte de la direction normale au dioptre en Idans le second milieu
 (I,−−→n
 )vers le rayon transmis dans ce milieu.
 Premiere loi : les rayons incidents, reflechis et transmis sont contenus dans le plan d’inci-dence. Ils sont coplanaires.
 Deuxieme loi : les angles d’incidence et de reflexion sont egaux. i1 = r.
 Troisieme loi : Les angles d’incidence et de refraction sont lies par la relation :
 n1 sin i1 = n2 sin i2. (3-1)
 4.3 Phenomene de reflexion totale
 • D’apres la troisieme loi de Snell-Descartes quand un rayon lumineux passe d’un milieud’incidence plus refringent a un autre qui l’est moins, avec un l’angle d’incidence trop eleve,il est possible qu’il n’existe aucune valeur de l’angle de refraction satisfaisant la relation (3-1).Le rayon lumineux incident se reflechit alors totalement en I et l’energie lumineuse retournedans le milieu d’incidence.
 • L’angle d’incidence minimal i1m que doit faire le rayon incident avec la normale au dioptrede separation des milieux pour qu’il y ait reflexion totale est :
 i1m = arcsin(
 n2
 n1
 )avec n2 < n1.
 • La reflexion totale est utilisee dans les fibres optiques pour y confiner l’energie lumi-neuse et guider ainsi l’information entre une source et un destinataire. Une fibre optique estconstituee d’un cœur cylindrique d’indice superieur a celui de la gaine qui l’entoure. Ainsi, sil’on injecte la lumiere dans ce cœur avec une incidence rasante, c’est-a-dire un angle d’inci-dence proche de 90, il y aura reflexion totale de la lumiere injectee sur la gaine et la lumiererestera dans le cœur qui lui sert alors de guide.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Une fibre optique rectiligne possede un cœur circulaire en verre, d’indice op-tique nv = 1, 4, et sa gaine est l’air, d’indice na ≈ 1. On injecte au centre d’une de ses sectionsdroites (perpendiculaire a la direction de la fibre) un faisceau monochromatique.Quel est l’angle maximal sous lequel cette injection doit etre faite pour que la fibre guide enpermanence le faisceau de lumiere ?
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 2. Formation des images
 1. Presentation du sujet
 1.1 Introduction
 L’expression de formation d’une image est un raccourci pour formation de l’image d’unobjet par un systeme optique . Il s’agit d’etudier comment les rayons lumineux diffuses partous les points de la surface d’un objet C, que nous supposons opaque, se concentrent pourconstituer un autre objet C′ apres avoir traverse un systeme optique donne.
 1.2 Limitation du champ des etudes
 L’etude est limitee ici aux systemes optiques qui presentent - a l’exception notable du miroirplan - une symetrie de revolution autour d’une droite appele axe optique du systeme. Detels systemes optiques peuvent ainsi etre tournes d’un angle quelconque autour de leur axeoptique sans que change la position relative de l’image formee d’un certain objet par rapporta cet objet lui-meme.
 1.3 Conventions des etudes
 • Ces systemes sont supposes pouvoir etre indefiniment etendus perpendiculairement a leuraxe optique pour la construction des trajets des rayons lumineux. Ceci est naturellementcontraire a la realite puisque ces systemes ont forcement des dimensions finies. Dans unsysteme optique reel, certains rayons lumineux ont leur trajet interrompu.
 • Le sens conventionnel de propagation des rayons lumineux est de la gauche vers la droite.
 • Les objets choisis sont disposes perpendiculairement a l’axe optique et symboliquementrepresentes par un segment [AB] dont l’extremite A est sur l’axe optique.Pour former l’image de cet objet, on lance a partir du point B les rayons lumineux dont lestrajets a travers le systeme optique presentent des proprietes particulieres et sont connus.L’image B′ de B se trouve alors au point de concours des rayons emergents du systeme op-tique. B etant hors de l’axe optique, son image B′ est, elle aussi, situee hors de cet axe.L’intersection du plan passant par B′ et perpendiculaire a l’axe optique avec ce dernier definitla position de A′, image de A par le systeme optique.L’image de l’objet AB est alors le segment [A′B′] ou chaque point M′ ∈ [A′B′] est l’imaged’un point M unique appartenant a [AB]. On note conventionnellement A′B′ l’image de AB.
 2. Miroir plan
 • Le miroir plan est le systeme optique le plus simple qui soit denue d’axe optique unique.Les rayons lumineux n’y ont a satisfaire que la seconde loi de Snell-Descartes sur la reflexion.Soit un objet AB dispose de maniere quelconque par rapport au miroir.La figure 3 montre comment sont construits les rayons lumineux issus du point A : ils sereflechissent sur le miroir plan avec, pour chacun d’eux, un angle de reflexion egal a l’angled’incidence.
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 Les rayons reflechis concourent au point A′ qui est l’image de A par le miroir.A′ est le symetrique de A par rapport au plan du miroir.
 Si on construit de la meme maniere l’image M′ de chaque point M appartenant a l’objet,l’ensemble de ces images constitue le segment de droite [A′B′], symetrique du segment [AB]par rapport au plan du miroir : A′B′ est ainsi l’image de AB.
 • Dans le cas presente, ou l’objet est situe en amont du miroir, on dit que l’objet est reel.L’image, situee derriere le plan du miroir, est dite virtuelle car elle ne peut pas etre projeteesur un ecran diffusant.
 • Le principe du retour inverse de la lumiere fait que des rayons qui arriveraient surle miroir en ayant les directions des rayons reflechis, et convergeraient de ce fait en A′, serefleteraient sur le miroir plan en convergeant en A. A′B′ jouerait alors le role d’objet vir-tuel, et AB celui d’image reelle car les rayons lumineux qui servent a construire l’imagepourraient etre interceptes par un ecran diffusant pour obtenir une projection de celle-ci.
 . Pour un miroir plan, objet et image sont toujours de natures opposees : a un objet reelcorrespond une image virtuelle, a un objet virtuel correspond une image reelle.
 3. Conditions de Gauss
 3.1 Justification
 • On attend d’un systeme optique qu’il forme des images nettes des objets. Pour ce faire,l’ideal serait que les rayons lumineux issus d’un point A objet emergent du systeme en conver-geant rigoureusement en un point A′ qui serait son image. Si cette circonstance se produisaitpour n’importe quel point objet, le systeme serait dit rigoureusement stigmatique.
 . Seul le miroir plan possede cette qualite, dans les limites de l’optique geometrique,c’est-a-dire pour un miroir d’etendue tres grande devant les longueurs d’onde de la lumierevisible.
 • Toutefois, l’imperfection des detecteurs optiques (œil, photo-detecteurs, etc...) fait quel’on peut se contenter d’un stigmatisme approche.Qu’un systeme optique forme sur un detecteur elementaire, a partir d’un point source, uneimage rigoureusement ponctuelle ou une image possedant une etendue d’aire inferieure acelle du detecteur, ne change pas fondamentalement l’information generee par le detecteur, asavoir, son excitation et la frequence a laquelle il l’a ete.
 3.2 Definition des conditions de Gauss
 • D’apres le principe de Fermat, ( la lumiere emprunte le trajet de temps minimal), une
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 condition pour que le systeme soit stigmatique de maniere approchee est que les rayons lu-mineux qui conduisent a la formation des images soit proches de l’axe optique du systeme etpeu inclines par rapport a celui-ci. On dit que les rayons lumineux sont alors paraxiaux.
 • Pour que ces conditions soient obtenues en pratique, il est parfois necessaire de diaphrag-mer le systeme optique autour de son axe optique, c’est-a-dire de placer un ecran opaque quilui est perpendiculaire, perce d’une ouverture circulaire que l’on centre sur l’axe et dont lebut est d’eliminer les rayons non paraxiaux susceptibles de nuire a la nettete des images.Cependant, trop petites, ces ouvertures degraderaient l’image en faisant ressortir la diffrac-tion. Par ailleurs, ils influent sur la quantite de lumiere traversant le systeme optique ainsique sur l’etendue de l’image que l’on peut escompter. Une bonne image apparaıt donc leresultat d’un compromis entre clarte et nettete, dans la limite des contraintes imposees par ledetecteur.
 • Dans les conditions de Gauss, les systemes optiques se revelent aplanetiques. Ils formentdes images planes, perpendiculaires a leur axe optique, d’objets plans egalement disposesperpendiculairement a cet axe.
 . Nous supposerons que les conditions de stigmatisme et d’aplanetisme approches sontsystematiquement satisfaites par les systemes optiques etudies par la suite dans le cadre decette presentation.
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 3. Lentilles minces
 1. Presentation materielle
 1.1 Definition
 Une lentille mince est un solide constitue d’un materiau d’indice optique n essentiellementdelimite par deux calottes spheriques de rayons de courbure respectifs R1 et R2, presentant unaxe optique, et tel que les sommets S 1 et S 2 des calottes et les centres de courbure C1 et C2des dioptres soient alignes sur une droite, l’axe optique.
 La lentille est dite mince si son epaisseur aux sommets, e = S 1S 2 est petite devant les deuxrayons de courbure R1 et R2 ainsi que devant |R1 − R2|.
 1.2 Classification
 On distingue :• les lentilles a bords minces-convergentes qui comportent les lentilles dites biconvexe (fig.5a), plan convexe (fig. 5b) et les menisques a bords minces (fig. 5c)• les lentilles a bord epais-divergentes qui comportent les lentilles dites biconcave (fig. 5d),plan concave (fig. 5e) et les menisques a bords epais (fig. 5f).
 1.3 Modele et symboles
 On modelise les lentilles minces en considerant que les sommets des dioptres S 1 et S 2 sontconfondus en un point S que l’on nomme le centre optique de la lentille. Elles sont symbo-lisees respectivement de la maniere suivante (cf. fig. 6) :
 2. Points particuliers
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 2.1 Les foyers principaux
 • Une lentille mince possede deux autres points particuliers notes F et F′ situes sur l’axeoptique, de part et d’autre de son centre optique et a egale distance de celui-ci. On les appellerespectivement les foyers principaux objet et image.• On appelle distance focale d’une lentille mince la mesure algebrique de son centre op-tique a son foyer principal image. Elle est notee habituellement f ′ ; par definition,
 f ′ = S F′ = −S F.
 La distance focale s’exprime en metres (m).
 . Le terme de distance pour la distance focale est trompeur : c’est une mesurealgebrique sur un axe oriente de gauche a droite. Elle peut etre negative alors que le motdistance suggere une quantite positive ou nulle.
 • La distance focale d’une lentille depend du milieu dans lequel elle est plongee. Une len-tille en verre utilisee dans l’air ou dans un autre milieu transparent conserve la symetrie desfoyers principaux objet et image par rapport au centre optique. En revanche, si la lentille etaitutilisee a l’interface de deux milieux d’entree et sortie d’indices differents, la symetrie de laposition des foyers principaux par rapport au centre optique disparaıtrait.
 • La distance focale d’une lentille est liee a l’indice n du materiau employe pour la fabri-quer, aux rayons de courbure algebriques S C1 et S C2 de ses dioptres d’entree et de sortie et al’indice ne du milieu transparent dans lequel la lentille serait utilisee par la relation generale :
 1
 S F′= (n − ne)
 (1
 S C1−
 1
 S C2
 )qui devient dans l’air :
 1
 S F′= (n − 1)
 (1
 S C1−
 1
 S C2
 )=
 1f ′·
 • La vergence d’une lentille mince dans l’air, l’inverse de sa distance focale :
 V =1
 S F′·
 Inverse d’une longueur, elle s’exprime en dioptries, de symbole δ : 1 δ = 1 m−1 dans unmilieu d’indice optique egal a 1.
 • La distance focale S F′ d’une lentille convergente est positive ; celle d’une lentille diver-gente est negative.
 2.2 Les plans focaux
 Le plan perpendiculaire a l’axe optique passant par le foyer principal objet (resp. image) estle plan focal objet (resp. image).
 2.3 Les foyers secondaires
 Tous les points du plan focal objet (resp. image) sont des foyers secondaires objet, (resp.image), a l’exception des deux foyers principaux.
 3. Rayons lumineux particuliers
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 • Trois rayons lumineux particuliers privilegies par la formation des images. Soit un objetAB perpendiculaire a l’axe optique, A etant positionne sur ce dernier.
 a. Le rayon lumineux passant par B et par le centre optique S ou O de la lentille mince n’estpas devie (cf. fig. 7 rayon (1)) ;
 b. Le rayon lumineux passant par B et parallele a l’axe optique emerge de la lentille en pas-sant par le foyer principal image F′ (cf. fig. 7 rayon (2)) ;
 c. Le rayon lumineux passant par B et par le foyer image F de la lentille emerge de celle-cien etant parallele a l’axe optique (cf. fig. 7 rayon (3)).
 • Le point de concours des directions des rayons passant par le point objet B et emergentsde la lentille est alors le point image de B, note B′.
 . Si l’objet AB est dans le plan focal objet, tous les rayons lumineux issus du point Bemergent de la lentille paralleles entre eux et a BS : ils convergent a l’infini.
 4. Aspects quantitatifs : les formules de conjugaison
 4.1 Utilite
 Les relations de conjugaison permettent de
 − determiner la position de l’image d’un objet par une lentille connaissant la position de l’ob-jet par rapport a cette lentille ;
 − determiner la position d’un objet par rapport a une lentille connaissant la position de sonimage par rapport a cette lentille ;
 − determiner, la distance focale d’une lentille, connaissant les positions de l’objet et de sonimage par rapport a cette lentille.
 4.2 Conventions sur les mesures
 Une mesure MP est positive si, s’agissant d’une mesure horizontale le long de l’axe optique,le point P est a droite du point M ; ou si, s’agissant d’une mesure verticale perpendiculaire-ment a l’axe optique, le point P est au-dessus du point M.
 4.3 Formule de Descartes (origine au sommet)
 1
 S A′−
 1
 S A=
 1
 S F′· (5-1)
 4.4 Formule de Newton (origines aux foyers)
 FA · F′A′ = −S F′2
 = − f ′2. (5-2)
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 . Dans la formule de Descartes, le sommet S de la lentille est l’origine commune detoutes les mesures algebriques intervenant. Au contraire, la formule de Newton fait intervenirla mesure de la position de l’objet le long de l’axe optique par rapport au foyer objet et cellede l’image par rapport au foyer image : il n’y a plus d’origine commune a toutes les mesures.
 4.5 Grandissement transversal
 γ =A′B′
 AB·
 Il s’exprime a l’aide des rapports ayant servi a etablir la formule de Newton et donc, a l’aidede la position de l’objet ou de l’image le long de l’axe optique.
 5. Realite et virtualite des images et des objets
 5.1 Definition
 • Un objet est dit reel s’il est situe a gauche du dioptre d’entree d’un systeme optique. Au-dela de celui-ci, il est dit virtuel.• Une image par le systeme optique en question est dite reelle si elle est situee a droite dudioptre de sortie du systeme optique. Elle est dite virtuelle en deca. (cf. fig. 8)
 . Dans le cadre du modele de la lentille mince, l’espace des objets reels est confonduavec l’espace des images virtuelles et, reciproquement, celui des objets virtuels se superposea celui des images reelles.
 5.2 Lentille mince convergente
 Un objet est reel si S A < 0 ; son image est reelle si S A′ > 0.La condition necessaire pour qu’une lentille convergente forme, sur un ecran, une imagereelle d’un objet reel est que la distance D de l’objet a l’ecran verifie :
 D > 4 f ′
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Demontrez la relation D > 4 f ′ entre la distance minimale entre un objet reelet l’image reelle qui peut en etre formee par une lentille convergente de distance focale f ′.
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 Exercice 2 : A quelle condition peut-on avoir un grandissement transversal superieur a 1lors de la formation d’une image par une lentille convergente de distance focale f ′.
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 4. L’œil et les instruments d’optique
 1. L’œil
 1.1 Anatomie sommaire de l’œil
 • Le globe oculaire est principalement constitue d’une enveloppe protectrice, la cornee quidelimite, en avant du cristallin, la zone remplie d’humeur acqueuse et, en arriere, le corpsvitre, deux milieux transparents incolores d’indice optique 1, 336.
 • L’ouverture de l’œil, la pupille, est diaphragmee par l’iris. Le diametre de la pupille peutvarier de 2 a 8 mm en fonction de la quantite de lumiere necessaire a la detection d’un signallumineux.
 • Une lentille epaisse de vergence modulable grace aux muscles qui la controlent, le cris-tallin, est constituee d’un milieu transparent d’indice 1, 4 environ.
 • Apres avoir traverse cette succession de milieux transparents, les photons atteignent enfinle fond de l’œil ou ils sont absorbes par les molecules des cellules qui le tapissent et quiforment ensemble la retine. Leur absorption genere des signaux electriques transmis au cer-veau par le nerf optique et dont les informations sont decryptees et interpretees par le cortexcerebral comme une image. (cf. fig. 9).
 . La variation de la vergence du cristallin est due a une modification des rayons decourbure des dioptres delimitant le cristallin sous l’effet des muscles peripheriques auxquelsle cristallin est rattache.
 1.2 La retine
 La retine est une membrane constituee de cellules non uniformement reparties et dont lesroles sont sensiblement differents. Parmi ces cellules, deux types captent la lumiere : lescones et les batonnets.Les cones ne sont sensibles qu’a des eclairements relativement eleves et informent sur lescouleurs. Les batonnets sont sensibles aux faibles eclairements mais ne donnent qu’une in-formation monochrome.
 1.3 Punctum remotum et punctum proximum
 • Le punctum remotum est le point objet reel qui, sans accommodation, c’est-a-dire sansaction des muscles qui controlent le cristallin, forme son image sur la retine. Pour un œilnormal, le punctum remotum est a l’infini. La distance focale image du systeme optique estalors egale a 16, 7 mm en moyenne.
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 • Le punctum proximum est le point objet reel le plus proche de l’œil a pouvoir avoir sonimage sur la retine avec une accommodation maximale.Pour un œil normal, le punctum proximum est a environ 20 cm de la cornee : la distancefocale image est alors egale a 14, 7 mm en moyenne. Les valeurs des deux points varient d’unindividu a l’autre.
 • La plage d’accommodation de l’œil est constituee de l’ensemble des points compris entrele punctum proximum et le punctum remotum.
 1.4 Modelisation de l’œil
 L’œil est un systeme optique complexe. On peut le modeliser comme etant constitue d’unelentille mince convergente de vergence variable associee a un capteur positionne dans le plande formation des images, plan situe a une distance fixe de la lentille.
 1.5 La resolution angulaire
 Sur un œil n’accommodant pas, c’est l’angle minimal au centre optique de la lentille devantseparer deux points pour que leurs images respectives se forment sur deux cones differents.Cet angle a pour valeur moyenne ε ≈ 1, 7.10−4 rad, soit environ une demi-minute d’arc.
 2. La lunette astronomique
 2.1 Generalites
 La lunette astronomique est un exemple de systeme optique compose modelisable par unensemble de lentilles minces. Utilisee pour observer des objets fort lointains, des etoiles oudes planetes, ceux-ci seront consideres comme etant a l’infini. Deux points lumineux separesenvoient ainsi des faisceaux paralleles de rayons lumineux qui atteignent la lunette en faisantentre eux un tres petit angle.
 2.2 Structure de la lunette
 Une lunette astronomique peut etre modelisee par un ensemble de trois lentilles minces :une lentille convergente L1, appelee l’objectif, c’est-a-dire la lentille du systeme la plusproche de l’objet observe, de grande distance focale f ′1 , et deux lentilles convergentes consti-tuant un systeme convergent de faible distance focale, l’oculaire c’est-a-dire la partie dusysteme optique proche de l’œil (cf. fig.10).Le foyer image de l’objectif F′1 doit etre confondu avec le foyer objet Fo de l’oculaire.
 2.3 L’oculaire
 • Constitue des lentilles L2 et L3, il est habituel de definir les configurations de l’oculaire dela sorte :
 f ′2m
 =en
 =f ′3p
 = a
 ou f ′2 et f ′3 sont les distances focales de chacune des lentilles, e la distance entre leurs centresoptiques, (m, n, p) un triplet de naturels non nuls et a une longueur d’echelle pour l’oculaire.Il est habituel de prendre des triplets du type (3, 2, 3), (4, 3, 2) ou (3, 2, 1).
 • Nous considererons l’oculaire symetrique (3, 2, 3) pour lequel S 2Fo = −3a4
 et S 3Fo = 3a4
 avec un centre optique S situe au milieu du doublet comme sur la figure 10.
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 2.4 Trajet des rayons lumineux
 • Construisons les rayons lumineux appartenant a deux faisceaux incidents de rayons pa-ralleles, l’un parallele a l’axe optique, l’autre faisant avec lui un angle α.
 • Apres l’objectif, les faisceaux convergent respectivement au foyer principal image F′1 quiest aussi le foyer principal objet Fo de l’oculaire et a un foyer secondaire image de l’objectif,qui est aussi un foyer secondaire objet de l’oculaire.
 • Le faisceau parallele a l’axe optique emerge de la lentille L3 parallele a l’axe. L’autrefaisceau de rayons paralleles emergera de la lentille L3 en faisant un angle α′, normalementgrand par rapport a α, avec l’axe optique.
 • Les trajets des rayons lumineux sont construits en se servant des caracteristiques du dou-blet oculaire puisque les positions des foyers de chaque lentilles sont connues (cf. fig. 11)(S 2F2 = S 3F3 = −3a, S 2F′2 = S 3F′3 = 3a, S 3F′2 = a, S 2F3 = −a).
 2.5 Cercle oculaire
 Les faisceaux lumineux paralleles provenant de diverses directions incidentes possedent ensortie de l’oculaire une intersection commune dans un plan perpendiculaire a l’axe optique.Ce plan est le plan conjugue de l’objectif par l’oculaire. Il est tres voisin du plan focal imagede l’oculaire pour une lunette astronomique pour laquelle la distance focale de l’objectif esttoujours grande devant le distance focale de l’oculaire.Cette intersection commune des faisceaux s’appelle le cercle oculaire. C’est au cercle ocu-laire que l’observateur aura interet a placer la pupille de son œil afin de beneficier du plusgrand champ angulaire d’observation possible.
 2.6 Grossissement
 La lunette astronomique se comporte comme un amplificateur angulaire. En se placant aucercle oculaire, le grossissement angulaire, defini par :
 G =α′
 αest egal a l’oppose du rapport de la distance focale image de l’objectif a la distance focale
 image de l’oculaire −f ′1f ′o·
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 2.7 Latitude de reglage
 Les caracteristiques de la lunette decrites sont celles correspondant a un observateur ayant unœil normal et qui, placant la pupille de son œil au cercle oculaire recevrait les images sur saretine.
 La possibilite de deplacer l’oculaire le long de l’axe optique est maintenue pour l’adapter auxpunctum proximum et punctum remotum de chaque œil et rendre ainsi l’observation confor-table.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Une lunette astronomique est constituee de deux lentilles : un objectif convergentde distance focale f ′b et un oculaire divergent de distance focale f ′c (| f ′c | < f ′b , la distance entreles centres optiques des deux lentilles est f ′b + f ′c .
 Montrez que le grossissement angulaire G est egal a −f ′bf ′c·
 Quel est l’interet de cette configuration ?
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 1. L’effet photo-electrique
 1.1 Definition
 Il consiste en l’extraction d’electrons de certains metaux lorsqu’ils sont eclaires par un rayon-nement electromagnetique adequat.
 1.2 Le dispositif experimental
 Une cellule photo-electrique est un tube a vide dans lequel sont enfermees une cathoderevetue d’un metal donne pouvant etre eclairee et une anode.Une tension est appliquee entre l’anode et la cathode pour collecter ou freiner les electronsemis par cette derniere lorsqu’elle est convenablement eclairee.On mesure le courant qui circule dans la cellule en fonction de la tension Uac avec commevariables d’etude la frequence du rayonnement monochromatique qui eclaire la cathode etl’intensite de l’eclairement. (fig. 1).
 1.3 Resultats de l’etude
 • Plusieurs phenomenes sont observes.
 a. Il existe une frequence seuil ν0, caracteristique du metal qui recouvre la cathode, tellequ’aucune lumiere monochromatique de frequence ν < ν0 ne parvient a creer de courantelectrique I dans la cellule, et ce, quelle que soit la tension Uac et quel que soit l’eclairementde la source lumineuse ;
 b. Les courbes de I = f (Uac) pour un eclairement fixe produit par un rayonnement defrequence ν donnee, superieure a la frequence de seuil, ont la forme suivante (cf. fig. 2) :
 Lorsque l’on fait varier l’eclairement, a frequence ν fixee, les courbes relevees sont ho-mothetiques les unes des autres et l’intensite de leur courant de saturation apparaıt commeune fonction croissante de l’eclairement de la cathode.
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 c. Le potentiel d’arret U0 est une fonction affine croissante de la frequence du rayonnementelectromagnetique employe (cf. fig. 3). Elle s’annule pour ν = ν0. Si le point d’intersectionde la droite avec l’axe des abscisses change avec le metal recouvrant la cathode, la pente decette droite en revanche en est independante.
 2. Dualite onde-corpuscule pour la lumiere
 2.1 Relation de Planck-Einstein
 • Afin de trouver la fonction decrivant exactement la densite spectrale du rayonnement ducorps noir, Planck avait du emettre l’hypothese que les echanges d’energie entre un champelectromagnetique de frequence donnee ν et la matiere ne pouvaient se faire que par quan-tites finies proportionnelles a la frequence. Il appela ces quantites des quanta d’energie (ausingulier : quantum).Peu apres, Einstein reprit et developpa cette hypothese pour resoudre l’enigme de l’effetphoto-electrique. Il donna au quantum d’energie de Planck, un statut de particule de lumiere denommee photon et a laquelle il attribua une energie E egale a celle du quantum d’energie,une vitesse egale a c, la celerite de la lumiere dans le vide et une masse nulle.
 • Relation de Planck-EinsteinDans un rayonnement electromagnetique monochromatique de frequence ν, l’energie E dechaque photon vaut :
 E = hν (7-1)
 ou h est la constante de Planck ou constante d’action.Sa dimension est M.L2.T−1 ; sa valeur est h = 6, 62618(4).10−34 J.s.
 • Le rayonnement electromagnetique de frequence ν etant associe a la longueur d’onde λpar la relation λ ν = c, la relation de Planck-Einstein peut se reecrire :
 E =hcλ
 (7-2)
 2.2 Attribution d’une impulsion
 Il est possible d’affecter au photon, en depit de la nullite de sa masse, un autre attribut essen-tiel des corps materiels en mecanique classique ou relativiste, a savoir, une impulsion.Comme cette grandeur est a priori vectorielle, un photon appartenant a une onde electroma-
 gnetique de vecteur d’onde −→k =2πλ−→u ou −→u est la direction de propagation de l’onde, possede
 une impulsion donnee par la relation :
 −→p = p−→u =hλ−→u = ~
 −→k (7-3)
 ou ~ =h
 2πest la constante de Planck reduite.
 2.3 Interpretation
 • Chaque photon ou quantum d’energie, de frequence ν transporte a la celerite c une partiede l’energie et de l’impulsion du rayonnement electromagnetique a cette frequence.Le sort du photon est singulier :− soit il interagit avec la matiere, lui cede alors toute son energie et disparaıt, on dit qu’il estabsorbe. Son energie est entierement transferee a une et une seule particule
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 − soit il ne se passe rien, conserve son energie et continue son trajet dans la direction depropagation du rayonnement electromagnetique a la celerite c.Le photon apparaıt ainsi comme une particule aux caracteristiques mecaniques fort con-traintes : une seule vitesse possible, c, une seule energie possible dans un rayonnement defrequence donnee, hν et une seule impulsion −→p = ~
 −→k .
 • Lorsque les etats accessibles de la particule ont des energies quantifiees, seuls peuvent etreabsorbes les photons ayant des energies convenables.Supposons ainsi les energies quantifiees ordonnees, (Ei)i∈N avec Em < En si m < n, alors lesfrequences νmn des photons pouvant etre absorbes sont donnees par la relation de Bohr :
 En − Em = hνmn (7-4)
 • Dans l’interaction que la matiere a avec le rayonnement electromagnetique, le processusinverse est aussi possible : une particule materielle qui passe d’un etat ou son energie est Ena un etat d’energie moindre Em emet un photon qui emporte la difference d’energie En − Ementre les deux etats de la particule.Ce photon emis participe alors au transport d’energie electromagnetique par un rayonnementde frequence νmn imposee par la relation de Bohr.
 2.4 Emission spontanee, emission induite
 Lorsque l’emission resulte de la desexcitation spontanee d’un atome ou d’une molecule reve-nant a un etat plus stable en se debarrassant d’une partie de son energie, on parle d’emissionspontanee et le processus est entierement aleatoire dans le temps.Toutefois, si l’etat excite a une duree de vie suffisamment grande, il est parfois necessaireou interessant, de provoquer l’emission du photon : on parle alors d’emission induite ou sti-mulee.Ainsi, dans un LASER, l’emission est provoquee par un photon incident appartenant a unrayonnement de la frequence de Bohr νmn de celui que l’on obtiendrait par emission spon-tanee. Mais le photon emis par l’atome ou la molecule possede alors exactement la memephase que le photon incident. Il participe de maniere constructive a l’onde electromagnetiquede frequence νmn dont ce nouveau photon est un quantum d’energie.
 3. Dualite onde-corpuscule pour la matiere
 3.1 Relation de de Broglie
 • Renversant la demarche intellectuelle qui avait conduit a associer des corpusculesa une radiation electromagnetique, Louis de Broglie a emis l’hypothese qu’une onde dematiere pourrait etre associee a toute particule materielle, onde dont la longueur d’ondeserait donnee par la relation de de Broglie :
 λ =hp
 (7-5)
 ou p = ‖−→p ‖ represente la norme de la quantite de mouvement de la particule −→p = m−→v enmecanique classique ou −→p = γm−→v en mecanique relativiste avec m la masse de la particule,−→v sa vitesse, γ =
 1√1 −
 v2
 c2
 ·
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 . Tous les objets de la physique doivent etre consideres comme des objets quantiques, niondes ni corpuscules, meme si, a notre echelle, ils se manifestent le plus souvent de facon tellequ’ils soient ranges dans l’une ou l’autre de ces deux categories qui s’excluent mutuellementet que la physique classique avait forgees au long de son developpement.
 • Pour contourner cette difficulte a apprehender ces nouveaux objets, on a introduit la no-tion de dualite onde - corpuscule . Cette expression suggere que les objets de la physiquese comporteraient tantot comme des ondes tantot comme des corpuscules, l’interpretationd’un phenomene physique se faisant simultanement a la lueur de ces deux categories, la pluspertinente seulement des deux devant, dans une experience donnee, etre retenue.
 3.2 Ordres de grandeurs dans les phenomenes quantiques
 Les effets quantiques se manifestent a l’echelle atomique et moleculaire et concernent enpremier lieu les electrons et en second lieu les noyaux atomiques dans ces edifices. Ainsi,les spectroscopies d’absorption ou d’emission ou resonantes utilisees en analyse physico-chimique utilisent des rayonnements electromagnetiques couvrant un spectre etendu de lon-gueurs d’onde. Le tableau suivant les resume :
 Absorption U.V. lointain 10 − 180 nm electrons liantsAbsorption U.V. - visible 180 − 780 nm electrons liantsAbsorption I.R. 0, 78 − 300µm vibration-rotation
 des molecules
 R. P. E.1 3 cm spin electronique dansun champ magnetique
 R. M. N.2 0, 6 − 10 m spin nucleaire dansun champ magnetique
 1 Resonance Paramagnetique Electronique ; 2 Resonance Magnetique Nucleaire.
 3.3 Application
 Les proprietes ondulatoires des particules materielles revelees par la relation de de Brogliesont employees pour decouvrir les structures moleculaires dans la methode de diffraction deneutrons.
 3.4 Qu’est-ce qu’une figure d’interferences lumineuses ?
 • Une figure d’interferences lumineuses classique est obtenue a l’aide du dispositif desfentes d’Young suivant. (cf. fig. 4).
 • Deux fentes fines paralleles entre elles et separees par une distance de quelques dizainesde longueurs d’onde sont pratiquees dans un ecran opaque. Elles sont eclairees par une sourcelumineuse ponctuelle S monochromatique de frequence ν. Un ecran situe a grande distanceet parallele au plan des fentes recueille l’eclairement resultant du passage de la lumiere par
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 les fentes. Une alternance de franges sombres et lumineuses dont la repartition I(x) autour del’axe Ox semble pouvoir etre decrite par une fonction continue de x s’y dessine.
 • Si l’intensite energetique de la source est rendue tres faible, le caractere discontinu del’echange d’energie entre le rayonnement et la matiere reparaıt. Au commencement de la di-minution de l’intensite energetique, la figure d’interferences formee sur l’ecran continue enapparence a subsister comme dans la conception ondulatoire de la lumiere, avec un eclairementsur l’ecran uniformement attenue.Il arrive un moment ou, si l’on a diminue tres fortement l’intensite energetique de la source,celle-ci emet si peu de photons d’energie hν a chaque seconde, que l’on en observe distincte-ment leurs arrivees sur l’ecran les uns apres les autres (cf. fig. 5).
 • Supposons qu’un dispositif enregistre tous les photons arrivant dans le plan de l’ecran surune surface dS centree sur le point d’abscisse x pendant un intervalle de temps ∆t, et comp-tabilise un nombre de photons d2N
 (x,∆t, dS
 ). La fonction de x :
 n(x) = lim∆t→+∞dS→0
 d2N(x,∆t, dS )∆t dS
 est proportionnelle a I(x).La figure des franges d’interferences resulte ainsi de l’accumulation d’un grand nombre dephotons venant frapper l’ecran sans s’etre etales ou divises, ce qui manifeste un caracterecorpusculaire certain de la lumiere, tout en se repartissant avec une densite proportionnelle ala loi de l’eclairement fournie par la theorie ondulatoire classique de la lumiere !
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Que vaut la constante de Planck en eV.s ? Que vaut le produit hc en eV.µm ?
 Exercice 2 : Il est habituel de qualifier les rayons X par l’energie, exprimee en eV ou keV,de leurs photons correspondant.Quelle est l’energie des photons X susceptibles de pouvoir donner des details sur l’agen-cement intramoleculaire d’une substance donnee, sachant que la limite de resolution est lalongueur d’onde du photon ?
 Exercice 3 : Les niveaux d’energie de l’electron dans l’atome d’hydrogene sont donnes
 en premiere approximation par l’expression : En = −E0
 n2 ou n est un entier naturel non nul etE0 = 13, 6 eV.Determinez la longueur d’onde λ12 des photons pouvant faire passer l’electron de son niveaufondamental n = 1 a son premier etat excite n = 2.
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 2. Introduction a la fonction d’onde
 1. L’outil fondamental : la fonction d’onde
 1.1 Amplitude et densite de probabilite
 • L’experience des interferences lumineuses a montre qu’une grandeur classique, l’eclaire-ment I(x), revetait un caractere probabiliste, en tant qu’elle etait proportionnelle a la distri-bution spatiale limite d’un grand nombre d’evenements aleatoires, en l’espece, les manifes-tations non correlees des photons dans le plan de l’ecran d’observation, lorsque ce nombretend vers l’infini : n(x) = αI(x).Or, l’electromagnetisme classique et la physiologie de notre vision nous font definir ceteclairement comme proportionnel a la valeur moyenne au cours du temps du carre du moduledu champ electrique de l’onde lumineuse au dela du plan des fentes :
 I(x) = β 〈∣∣∣−→E (x, t)
 ∣∣∣2 〉.• La description des interferences des ondes de matiere etant en tous points similaire a celledes interferences lumineuses, il nous faut faire intervenir, lors de l’analyse des phenomenesphysiques a l’echelle microscopique, une fonction ayant le role d’une densite de probabilitequi dependrait des coordonnees spatiales et peut-etre du temps. Cette densite de probabilitesera elle-meme consideree comme le carre du module d’une fonction, eventuellement com-plexe, l’amplitude de probabilite.
 1.2 La fonction d’onde et l’equation de Schrodinger
 • La fonction complexe des coordonnees −→r et du temps t qui assume le role d’amplitude deprobabilite decrivant l’etat d’une particule materielle ponctuelle s’appelle la fonction d’onde.Elle est habituellement notee ψ
 (−→r , t
 ).
 • Schrodinger a montre que la fonction d’onde d’une particule ponctuelle de masse mplongee dans un potentiel d’interaction V
 (−→r , t
 )est solution de l’equation fondamentale de
 la mecanique quantique non relativiste, nommee equation de Schrodinger. Dans les cas lesplus simples ( notamment en l’absence de champ electromagnetique dans lequel la particuleevoluerait) cette equation prend la forme :
 −~2
 2 m∆ψ
 (−→r , t
 )+ V
 (−→r , t
 )ψ
 (−→r , t
 )= i~
 ∂ψ
 ∂t
 (−→r , t
 )(8-1)
 ou ∆ψ =∂2ψ
 ∂x2 +∂2ψ
 ∂y2 +∂2ψ
 ∂z2 et i est l’imaginaire pur i2 = −1.
 . Les phenomenes lumineux etant par essence relativistes, ils ne peuvent etre etudiesque dans le cadre de l’electrodynamique quantique. On y montre que le champ electriquede l’onde lumineuse n’est pas, en fait, assimilable a la fonction d’onde du photon dans lerayonnement.
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 1.3 Signification physique de ψ
 • L’interpretation admise de la fonction d’onde est celle d’une amplitude de probabilite.Si l’on considere un volume infinitesimal dτ dont le point −→r est le centre, la probabilite depresence de la particule dans le volume en question a l’instant t vaut :
 d3P(~r, t
 )=
 ∣∣∣ψ (~r, t
 ) ∣∣∣2dτ (8-2)∣∣∣ψ (−→r , t
 ) ∣∣∣2 est ainsi une densite de probabilite de presence. C’est cette densite de proba-bilite qui possede une signification physique particuliere et non l’amplitude correspondante.La probabilite de presence de la particule dans un volume V fini de l’espace a l’instant t,P(V, t), vaut :
 P(V, t) =
 ∫ ∫ ∫V
 |ψ(~r, t
 )|2dτ.
 La presence de la particule dans tout l’espace E, a tout instant, etant certaine, cet evenementa une probabilite egale a 1. Donc :∫ ∫ ∫
 E
 ∣∣∣ψ (−→r , t
 ) ∣∣∣2dτ = 1.
 Cette contrainte limite les solutions physiquement acceptables de l’equation de Schrodingera celles dites de carre sommable, qui satisfont cette relation de normalisation.
 • Deux fonctions d’onde d’une meme particule dans un meme contexte physique, propor-tionnelles l’une a l’autre a un facteur eiα pres, ou α est reel, conduisent a une meme densitede probabilite puisque |eiα|2 = 1. Ces deux fonctions decrivent par consequence un meme etatphysique de la particule.
 . A cause de sa signification physique, la fonction d’onde ψ doit etre, continue sur toutl’espace. Elle doit avoir des derivees partielles secondes par rapport aux coordonnees spa-tiales, par morceaux, qui doivent elles-memes etre continues lorsque le potentiel est continuou n’a, au pire, que des discontinuites finies (de premiere espece) et en nombre fini.
 1.4 Etats stationnaires
 • Parmi tous les problemes etudies, une classe particuliere concerne les particules plongeesdans des potentiels independants du temps, V(−→r ). En physique classique, cette situation cor-respond aux systemes conservatifs, d’energie mecanique Em constante.
 • En physique quantique, les etats correspondants de ces systemes ont des fonctions d’ondequi peuvent se mettre sous la forme ψ
 (−→r , t
 )= ϕ(−→r ) e−i Et
 ~ ou E, qui possede la dimensiond’une energie, est l’energie de la particule dans l’etat quantique dont ψ est la fonction d’onde.La fonction des coordonnees spatiales ϕ(−→r ) est solution de l’equation dite equation aux va-leurs propres :
 −~2
 2 m∆ϕ(−→r ) + V(−→r )ϕ(−→r ) = E ϕ(−→r ) (8.3)
 Les densites de probabilite des etats physiques decrits par ces fonctions d’onde sont alorsindependantes du temps car |ψ
 (−→r , t
 )|2 = |ϕ(−→r )|2.
 Ces etats particuliers sont appeles etats stationnaires de la particule. Ils sont importants carils sont stables au cours du temps et traduisent la permanence des etats consideres.
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 2. Quantification de l’energie d’une particule libre
 confinee 1D
 2.1 Presentation de la situation
 • Nous recherchons les etats stationnaires d’une particule de masse m et d’energie E, libredonc soumise a aucune force, dont le mouvement est limite a une seule dimension sur le seg-ment x ∈ [0; L].Le potentiel dans lequel elle est plongee peut etre pris egal a 0 sur l’intervalle [0; L].Cette recherche revient a examiner les conditions d’existence de parties spatiales non nullesdes fonctions d’onde et a les obtenir analytiquement.
 2.2 Equation aux valeurs propres du probleme
 Elle se deduit du caractere unidimensionnel du probleme et de la nullite du potentiel. Unefois arrangee, on obtient :
 d2ϕ
 dx2 +2mE~2 ϕ = 0.
 La particule etant confinee dans la region x ∈ [0; L], la fonction d’onde doit etre nulle horsde cet intervalle.Par continuite, les conditions aux limites suivantes sur ϕ sont : ϕ(0) = ϕ(L) = 0.
 2.3 Etats stationnaires
 • Considerons les seuls etats d’energie E positive. En posant k2 =2mE~2 , la fonction ϕ s’ex-
 prime, sur [0; L] par : ϕ(x) = A sin(kx) + B cos(kx).
 Les conditions aux limites imposent B = 0 et sin(kL) = 0 pour que ϕ ne soit pas la fonctionnulle.
 La seconde condition aux limites impose des valeurs particulieres de k pour que la particulesoit dans un etat stationnaire defini :
 kn = nπ
 Lou n ∈ N∗.
 Il en resulte que, contrairement a ce qui se passe en physique classique, les seules valeurspossibles de l’energie de la particule dans un etat stationnaire sont :
 En =~2k2
 2 m=
 h2
 8 m L2 n2 (8.4)
 Ce phenomene est appele la quantification de l’energie. A l’energie En est associee unepartie spatiale de la fonction d’onde, ϕn decrite comme suit :
 ϕn(x) =
 0 si x < 0An sin(knx) si 0 6 x 6 L0 si L < x
 An etant une constante de normalisation telle que :∫ +∞
 −∞
 |ψn (x, t) |2 dx =
 ∫ +∞
 −∞
 |ϕn(x)|2 dx = 1.
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 • La forme de la fonction d’onde de l’etat d’energie En est par consequence :
 ψn(x, t) =
 0 si x < 0
 An sin(knx) e−i En t~ si 0 6 x 6 L
 0 si L < x
 Chaque fonction d’onde ψn caracterise un etat propre stationnaire de la particule, d’energieEn.
 2.4 Commentaires
 • La physique classique prevoirait pour une telle situation physique que toutes les energiespositives seraient accessibles a la particule. Or, la quantification de l’energie impose ausysteme des energies specifiques et l’etat de plus basse energie de la particule est d’energie
 non nulle, E1 =h2
 8mL·
 Ces proprietes sont generales aux particules confinees dans des puits de potentiels.
 • La forme de la fonction d’onde d’un etat En quelconque possede des parties reelle et ima-ginaire qui ressemblent a l’amplitude de vibration en un point x a un instant t d’une cordevibrante tendue, attachee a ses deux extremites.Or, pour la corde vibrante, une telle solution traduit une resonance d’ondes stationnairesmecaniques. La relation (2.7) en donne les frequences temporelles de resonance : fn =
 nc2L
 avec n ∈ N∗.Elle decoulait en fait d’une quantification du vecteur d’onde k, kn =
 nπL
 , rigoureusementidentique a celle de la partie spatiale de la fonction d’onde de la particule confinee.Cette analogie inviterait a prendre un etat quantique stationnaire de la particule dans sa boitea une dimension pour une resonance d’ondes stationnaires de matiere, c’est-a-dire une in-terference constructive d’ondes de matiere qui se propageraient selon des directions op-
 posees . Et, dans les deux cas, la selection des frequences spatiales (kn
 2π) est la consequence
 d’une limitation de l’espace : celui de propagation pour la corde, celui d’existence de la fonc-tion d’onde non nulle pour la particule.
 • La densite de probabilite de presence de la particule |ϕn(x)|2 vaut |An|2 sin2(nπx/L). Il ap-
 paraıt donc des extrema de probabilite de presence localises aux positions equivalentes auxventres de vibration sur la corde de Melde pour les endroits ou l’on a la plus grande probabi-lite de trouver la particule et aux nœuds de vibration pour ceux ou l’on est assure qu’elle seraabsente.Sur la fig. 6 sont representees les densites de probabilite des trois premiers etats propres parordre croissant d’energie.
 • Cependant, il ne faut pas surestimer l’analogie en question. L’amplitude de vibration sur
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 la corde est solution d’une equation d’onde a une dimension :
 ∂2y∂x2 −
 1c2
 ∂2y∂t2 = 0.
 L’amplitude de probabilite, la fonction d’onde, est, pour le probleme examine, solution de :
 ∂2ψ
 ∂x2 + i2 m~
 ∂ψ
 ∂t= 0
 La premiere equation possede naturellement des solutions fonctions reelles de x et de t, pasla seconde qui ne presente pas le meme ordre de derivation en temps, et introduit par ailleursle nombre imaginaire i.La seconde equation ne peut pas avoir pour solutions des ondes progressives en A cos (ωt − kx)ou B cos (ωt + kx) dont la superposition et les conditions aux limites feraient emerger uneonde stationnaire et la regle de selection des frequences spatiales au sens classique du terme.
 2.5 En guise de conclusion provisoire
 L’importance de la fonction d’onde ne saurait etre sous-estimee. L’etude de tout systemephysique microscopique impose d’exprimer la fonction potentiel d’interaction dans le-quel evoluera (-ront) la (les) particule(s) dudit systeme et de construire son equation d’onde.La complexite de cette equation et le petit nombre de situations physiques pour lesquellesses solutions analytiques sont accessibles contraignent souvent a la simplifier pour reussir aconstruire, moyennant des accommodements raisonnables , une fonction d’onde exploi-table.Cette fonction d’onde est systematiquement utilisee pour calculer, a partir de postulats quevous etudierez ulterieurement, les grandeurs physiques mesurables que l’on pourra compareravec l’experience.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Montrez que, si l’on envisage toutes les fonctions d’onde
 ψ(−→r , t
 )= ϕ(−→r ) χ(t), alors χ(t) est necessairement proportionnelle a e−i Et
 ~ .
 Exercice 2 : Montrez qu’il n’y a pas aucun etat stationnaire d’energie negative pour laparticule etudiee precedemment.
 Posez2mE~2 = −
 1δ2 et recherchez la forme des solutions avec les conditions aux limites qui
 doivent etre satisfaites.
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 1. Charges electriques
 1.1 Quantification de la charge
 De notre echelle a l’echelle atomique, toute quantite q de charge electrique est un multipleentier de la charge elementaire notee e et valant 1, 6 × 10−19 C. Ainsi,
 q = ze ou z ∈ ZL’unite de charge electrique est le coulomb, de symbole C.
 1.2 Porteurs de charges
 • Dans la matiere usuelle, les charges electriques sont toujours transportees par les parti-cules elementaires stables : protons (+e) et electrons (−e).
 • Dans les solides, ce sont toujours des electrons qui se deplacent sur des distances plusou moins grandes devant les distances interatomiques. Dans les semi-conducteurs et dansquelques metaux (aluminium, indium), il est plus facile de traiter le deplacement collectifd’un tres grand nombre d’electrons de charges −e comme celui d’un petit nombre de pseudo-particules de charge +e se deplacant en sens oppose des electrons et que l’on nomme trous.
 • Dans les solutions conductrices - les electrolytes -, les porteurs de charges sont des ionscrees par la dissolution des sels et des composes ioniques par le solvant (K+, Na+, Cu2+, Al3+,Cl−, I−, SO2−
 4 , OH−, NO−3 , NH+4 , ...).
 • Dans les gaz et les plasmas, la conduction est assuree par les electrons et des ions positifs,les cations, (atomes ou molecules d’ou proviennent les electrons). Tres rarement des ionsnegatifs, les anions, peuvent participer a ce transport de charges electriques : ce seraient desatomes ou des molecules neutres ayant captes un electron libere par d’autres.
 2. Courants electriques
 2.1 Definitions
 • Un courant electrique est un deplacement de charges dans un referentiel d’etude donne.Il s’agit donc d’une notion relative.
 • Les milieux dans lesquels des courants electriques peuvent exister sont dits conducteurselectriques. Les particules chargees mobiles dans ces milieux parcourent des distances quisont grandes devant les distances interatomiques des particules fixes. Les autres sont ditsdielectriques ou isolants.
 2.2 Intensite d’un courant electrique
 • L’intensite de courant electrique est la grandeur physique qui quantifie l’importanced’un courant electrique. Dans un fil conducteur d’un circuit electrique, elle est le rapport dela quantite de charge electrique dq(t), traversant une section droite de ce conducteur dans unsens fixe a priori entre les instants t et t + dt, a la duree dt. On la note habituellement i(t). Pardefinition :
 i(t) =dqdt
 (t) ( 9-1)
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 L’intensite d’un courant electrique est donc un debit de charges electriques, analogue au debitd’un fleuve dans son lit.
 • L’intensite de courant electrique ou intensite electrique est une des sept dimensionsfondamentales de la physique, notee I. Son unite est l’ampere, de symbole A.D’apres ( 9-1), la dimension de la charge electrique est I.T.
 • Elle est une grandeur algebrique : inverser le sens dans lequel on a choisi de compterle passage de la charge, change le signe de l’intensite electrique. Le sens de deplacementdes porteurs de charges positives (resp. negatives) est celui de (resp. oppose a) la conventiond’orientation de i si i > 0.
 + La valeur de l’intensite du courant electrique est definie localement. Elle peut dependrede l’endroit du conducteur ou l’on a place la surface a travers laquelle on la mesure.
 2.3 Classification des courants electriques
 • Les courants unidirectionnels conservent le meme sens : i(t) conserve le meme signe.Les courants bidirectionnels changent de sens : i(t) change de signe.
 • Un cas particulier : les courants continus. Ce sont des courants unidirectionnels d’inten-site electrique constante : i(t) = I.
 • Autre cas particulier important : les courants alternatifs :. Leur intensite electrique estune fonction sinusoıdale du temps, i(t) = Im cos (ωt + ϕ), ou :Im represente l’intensite electrique maximale du courant electrique dans la branche du cir-cuit ; elle est exprimee en amperes ;ω = 2π f est la pulsation de ce courant electrique, exprimee en rad.s−1 avec f sa frequence,en hertz, c’est-a-dire le nombre de fois qu’il change de signe - donc de sens - en une seconde ;ϕ sa phase a l’origine, exprimee en radians (rad).
 2.4 Mesure des intensites electriques
 • L’intensite des courants electriques se mesure avec un amperemetre. Il est insere en serieavec le fil conducteur dans lequel on souhaite mesurer l’intensite electrique. Il est un deselements de la chaıne de conduction de l’electricite dans le circuit. Son branchement condi-tionne la convention d’orientation avec laquelle la mesure sera faite. La convention de mesurede l’appareil est que l’intensite continue mesuree I est positive si le courant electrique le tra-verse reellement de la borne + a la borne com. (cf. fig. 2).
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 • La mesure des intensites des courants electriques continus est faite en modeDC ; un
 amperemetre en mode AC mesurera seulement la valeur efficaceIm√
 2de l’intensite du
 courant electrique sinusoıdal.
 3. Circuits electriques
 3.1 Definition
 • Circuit electrique : association de dispositifs susceptibles de conduire un courant electriquedans laquelle un courant electrique circule s’il y a parmi eux au moins un generateur d’energieelectrique.
 • La figure 3 montre l’organisation topologique d’un circuit electrique sans detailler sesconstituants.
 3.2 Branche
 Une branche est une portion de circuit electrique comprise entre deux nœuds premiers voi-sins. Le circuit schematise figure 3 possede 18 branches.
 3.3 Nœud
 Un nœud est un point ou plusieurs branches d’un circuit electrique se reunissent. Le circuitschematise figure 3 possede 12 nœuds.
 3.4 Mailles
 Une maille est une association de branches d’un circuit electrique constituant une bouclefermee sans passer deux fois par un meme nœud.Exemples dans la figure 3 : mailles constituees des branches (1-2-3), (7-8-9-12-14-13-15-10).
 4. Potentiel et tension electrique
 4.1 Forces electriques et travail
 • Des charges electriques ponctuelles immobiles dans un referentiel galileen creent les unessur les autres un ensemble de forces electrostatiques, les forces de Coulomb.Pour deplacer de maniere infiniment lente l’une de ces charges, qt, les autres demeurant im-mobiles dans le referentiel, l’operateur doit exercer sur qt a chaque instant une force −→f op qui
 compense exactement la resultante des forces de Coulomb, notee −→f e, exercee sur elle par lescharges fixes : ainsi −→f op = −
 −→f e.
 • Au cours du deplacement de qt d’un point A a un point B, la force qu’il exerce travaille,au sens mecanique du terme, et l’operateur aura du effectuer un travail :
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 WA→B(−→f op) = −WA→B(−→f e).
 Ce travail est independant du chemin emprunte pour aller de A a B. Il ne depend que despositions de A et B. Il est proportionnel a la valeur de la charge qt.
 4.2 Travail, potentiel et tension electrique
 • Il existe une fonction V(M) des coordonnees du point M telle que :
 WA→B( ~fe) = qt
 (V(A) − V(B)
 )(9-2)
 • La fonction V s’appelle le potentiel electrique. Par definition,
 UAB = V(A) − V(B) (9-3)
 est la tension electrique entre les points A et B, egale a la difference de potentiel electriqueentre A et B. On admet que les notions de potentiel et de tension electriques demeurent perti-nentes pour l’etude des circuits electriques et y conservent des significations similaires.
 • La tension electrique a pour dimension M.L2.T−3.I−1. Son unite de mesure est le volt, desymbole V.
 • La tension comme l’intensite de courant electrique est une grandeur algebrique dont lesigne depend de la convention d’orientation choisie, c’est-a-dire du choix fait a priori de me-surer UAB ou UBA.
 • La fonction V n’est definie qu’a une constante K pres : toute fonction V ′ = V + K peutconvenir pour exprimer le travail de la force ~fe entre deux points de l’espace.
 • Les tensions dependantes du temps sont notees avec des lettres minuscules uAB(t).
 4.3 Proprietes de la tension electrique
 • D’apres la definition de la tension electrique independante du temps, on a :
 UAB = −UBA et UAB + UBC = UAC .
 4.4 Classification des tensions electriques
 • Les tensions unidirectionnelles conservent toujours un meme signe au cours du temps.Les autres tensions sont dites tensions bidirectionnelles.
 • Cas particulier important : les tensions continues. Ce sont des tensions unidirectionnellesconstante :, uAB(t) = cte.Autre cas particulier important : les tensions alternatives de la forme :
 uAB(t) = Um cos (ωt + ϕ),ou Um est la tension electrique maximale de la tension mesuree entre les points A et B ducircuit electrique. Elle est exprimee en volt.ω = 2π f est la pulsation de cette tension electrique, exprimee en rad.s−1 avec f sa frequence,en hertz, c’est-a-dire le nombre de fois qu’elle change de signe en une seconde ; ϕ sa phasea l’origine, exprimee en radian (rad).
 4.5 Mesure des tensions electriques
 • Une tension electrique se mesure avec un voltmetre. L’appareil se branche en parallelesur le circuit. Pour mesurer la tension UAB, sa borne + se branche au point A et sa borne com au point B. La convention de mesure de l’appareil est telle que si la tension mesureeUAB est positive alors le potentiel electrique du point A est reellement superieur a celui dupoint B. (cf. fig. 4)
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 • La mesure des tensions electriques continues est faite en modeDC. Un voltmetre en
 modeAC mesure seulement la valeur efficaceUm√
 2de la tension electrique sinusoıdal.
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 1. L’ARQS
 1.1 Presentation
 ARQS est l’acronyme pour Approximation des Regimes Quasi-Stationnaires. Ce regimesuppose que les phenomenes de propagation electromagnetiques dont tout circuit fonction-nant en regime dependant du temps est le siege, peuvent etre en fait negliges a l’echelle ducircuit electrique.
 1.2 Critere
 Un circuit electrique occupe materiellement un certain espace. Soit D la distance separant lesdeux points du circuit les plus eloignes l’un de l’autre.Soit fM la frequence maximale du spectre des grandeurs electriques -intensites et tensionselectriques - dont le circuit est le siege et λM =
 cfM
 la longueur d’onde des ondes electroma-
 gnetiques associee a fM (c est la celerite de la lumiere dans le vide).Le critere de respect de l’ARQS est que la dimension maximale D soit tres petite (au moinsdix fois plus petite) que la longueur d’onde λM :
 D λM ou D fM c
 1.3 Consequences
 • Dans le cadre de l’ARQS, l’intensite du courant electrique est la meme en tous pointsd’une branche du circuit electrique.
 • Les notions de potentiel et de tension electriques entre deux points introduites dans lecadre d’une situation independante du temps demeurent valides. On suppose donc possiblede definir le potentiel V(M, t), dependant du temps, en un point M.Considerons trois points du circuit A, B et C quelconques, les tensions instantanees
 uAB(t) = V(A, t) − V(B, t) ; uBC(t) = V(B, t) − V(C, t) ; uAC(t) = V(A, t) − V(C, t),
 satisfont alors a chaque instant la relation d’addition des tensions : uAB(t) + uBC(t) = uAC(t).
 2. La loi des nœuds
 2.1 Presentation de la situation
 Soit un nœud d’un circuit electrique en lequel concourent N de ses branches. La loi des nœudsest l’expression du fonctionnement du circuit dans le cadre de l’ARQS. Elle relie entre ellesles valeurs instantanees des intensites des courants electriques dans les branches qui abou-tissent a un nœud.
 2.2 Definitions
 Une branche k possede une convention entrante d’intensite de courant electrique si l’orien-tation de la convention est dirigee vers le nœud.
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 On note i(e)k (t) l’intensite instantanee du courant electrique dans une telle branche.
 Dans le cas contraire, la convention est dite convention sortante. On note i(s)l (t) l’intensite
 instantanee du courant dans une telle branche l.
 . Chaque branche est obligatoirement reliee a deux nœuds : la convention d’intensite ducourant electrique dans la branche est entrante a l’un des nœuds, et sortante a l’autre.
 2.3 Enonce de la loi
 En un nœud d’un circuit electrique, la somme algebrique des intensites instantanees descourants electriques dans les branches ayant une convention entrante est egale a la sommealgebrique des intensites instantanees des courants electriques dans les branches ayant uneconvention sortante.
 • La loi des nœuds s’exprime par la relation algebrique :∑k
 i(e)k (t) =
 ∑l
 i(s)l (t) (10-1)
 • Les conventions d’orientation ne prejugent en rien des signes des differentes intensites descourants electriques et donc de leurs sens reels. Ce sont des choix arbitraires de mesure.
 + En regime variable, la loi doit bien etre satisfaite a tous les instants. Si les intensitesdes courants electriques sont des fonctions sinusoıdales du temps, il n’y a aucune relationsimple entre les intensites efficaces de ces courants !
 2.4 Signification physique de la loi
 La loi traduit la non-accumulation de charges electriques en un nœud : les charges electriquesmobiles qui arrivent effectivement par certaines branches du nœud sont evacuees par lesautres branches.
 3. La loi des mailles
 3.1 Presentation de la situation
 Soit un circuit electrique et, dans ce circuit, une maille constituee de N branches. Soit uneorientation arbitraire choisie pour parcourir la maille. Soit P points (Ai)i∈1,...,P distribues lelong de la maille avec, en partant de A1, un indice croissant dans le sens d’orientation de lamaille et les P tensions entre deux points consecutifs.
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 On note u(+)k (t) les tensions dont la convention d’orientation a le meme sens que celle de la
 maille et I(+) l’ensemble des indices k de ces tensions.On note u(−)
 l (t) les tensions ayant une convention d’orientation contraire a celle de la mailleet I(−) l’ensemble de leurs indices. 1, ..., P = I(+) ∪ I(−).
 3.2 Enonce de la loi
 La somme algebrique des tensions ayant une convention d’orientation de meme sens quel’orientation de la maille est egale a celle des tensions ayant une convention d’orientationopposee.
 • La loi des mailles s’exprime par la relation algebrique :∑k∈I(+)
 u(+)k (t) =
 ∑l∈I(−)
 u(−)l (t) (10-2)
 • Les conventions d’orientation ne prejugent en rien des signes des differentes tensionselectriques. Ce sont des choix arbitraires de comptage.
 + En regime variable, la loi doit bien etre satisfaite a tous les instants. Si les tensionselectriques sont des fonctions sinusoıdales du temps, la loi des mailles ne permet de deduireaucune relation simple entre les valeurs maximales ou efficaces de ces tensions !
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Considerons le nœud de la figure 5. Les porteurs de charges electriquessont les electrons. Les intensites des courants electriques sont I1 = 0, 25 A, I2 = −0, 30 A,I4 = −0, 15 A et I5 = −0, 10 A.Calculez l’intensite du courant electrique dans la branche 3.Quels sont les sens reels d’arrivee au nœud des electrons dans les differentes branches ?
 Exercice 2 : Dans un circuit a une maille sur laquelle sont situes, dans l’ordre, les pointsde mesure de A a E, on a releve les tensions suivantes :
 uAE = 6, 5 V ; uDC = −5, 5 V ; uDE = 7, 5 V ; uCB = 3 V .Deduisez-en uAB.
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 3. Les dipoles
 1. Caracteres generaux des dipoles
 1.1 Definition
 Un dipole est un dispositif susceptible d’etre traverse par un courant electrique ne commu-niquant avec un circuit electrique que par deux bornes de connexion. Le symbole generiqueest :
 1.2 Conventions d’etude
 C’est le choix du couple des conventions d’intensite du courant et de tension electrique pouretudier la relation entre elles.
 . La convention d’etude choisie ne prejuge en rien du role reel du dipole dans le circuit.
 1.3 Classification des dipoles
 • Les dipoles actifs :pile electrochimique, batterie, alternateur, generateur de courant continu. . .Une tension non nulle existe entre leurs bornes, meme sans etre inseres dans un circuit. Ilssont en general etudies avec une convention generateur, sans etre une obligation.
 • Les dipoles passifs : ils ne peuvent que consommer de l’energie electrique ou la stockerpour la restituer ulterieurement : resistor ohmique, condensateur, bobine d’auto-induction,diode, ...Il n’y a aucune tension entre leurs bornes en l’absence de courant electrique les traversant. Ilssont le plus frequemment etudies avec une convention recepteur.
 1.4 Caracteristique courant-tension d’un dipole
 L’etude de la caracteristique uAB = f (iAB) permet de completer la connaissance d’un dipole(actif ou passif) :
 • si sa caracteristique ne passe pas par l’origine, il est actif ;
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 • si elle passe par l’origine et si cette derniere est son centre de symetrie, le dipole est passif,symetrique. Ses bornes sont alors indifferenciees et peuvent etre sans risque permutees dansle circuit ;
 • si sa caracteristique est (ou peut etre tres raisonnablement approximee par) une droite, ilest lineaire.
 1.5 Dipoles passifs dependant d’un parametre
 Il existe des dipoles passifs dont une caracteristique physique depend d’une autre grandeurphysique :
 • les thermistances ont leur resistance dependant de la temperature du milieu dans lequelelles sont plongees ;
 • les photo-resistances ont leur resistance dependant du flux lumineux qu’elles recoivent ;
 • les jauges resistives ont leur resistance dependant de la pression a laquelle elles sont sou-mises, etc...
 2. Puissance dans les dipoles
 2.1 Puissance instantanee recue par un dipole
 • En convention recepteur, la puissance instantanee p(t) recue par le dipole AB aux bornesduquel existe une tension uAB(t) et traverse par le courant d’intensite iAB(t) est :
 p(t) = uAB(t) iAB(t) (11-1)
 Si p(t) > 0 le dipole recoit effectivement la puissance sous forme electrique.Si p(t) < 0, le dipole fournit la valeur absolue de cette puissance toujours sous formeelectrique au reste du circuit.
 . En convention generateur, p(t) = uBA(t) iAB(t), les interpretations s’inversent :si p(t) > 0 le dipole fournit effectivement la puissance electrique au circuit ; sinon, il la recoitde ce dernier.
 • Comme toute puissance, la puissance electrique a pour dimension M.L2.T−3. Son unite estle watt, de symbole W.
 2.2 Justification
 En admettant que le travail (9-2) et la definition de la tension (9-3) valent, dans le regime del’ARQS, pour la quantite de charge dq = iAB(t) dt qui s’ecoule a travers le dipole entre lesinstants t et t + dt :
 δWA→B = dq(V(A, t) − V(B, t)
 )= p(t) dt.
 La charge dq entre par A ou elle est au potentiel V(A, t) dans l’espace du dipole. Au memeinstant, la meme quantite de charge sort en B ou elle prend le potentiel V(B, t).Le systeme des charges a l’interieur du dipole a ainsi gagne l’energie dq V(A, t) grace auxcharges entrantes et perdu l’energie dq V(B, t) a cause de celles sortantes.
 2.3 Puissance moyenne
 • En regime continu, iAB(t) = IAB et uAB(t) = UAB : la puissance instantanee est doncindependante du temps.
 • Parmi les regimes variables, les regimes periodiques, de periode T , sont distingues. Quelleque soit la nature du regime periodique, la puissance moyenne P sur une periode est :
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 P = 〈p(t)〉T =1T
 ∫ t0+T
 t0p(t) dt (11-2)
 ou p(t) est la puissance instantanee donnee par (11-1).• Si le regime est purement sinusoıdal,
 iAB(t) = Im cos (ωt + ϕi) ; uAB(t) = Um cos (ωt + ϕu) ;
 la puissance moyenne s’en deduit : P =12
 UmIm cos (ϕu − ϕi) (11-3).
 3. Les dipoles passifs elementaires
 3.1 Resistor ohmique
 • C’est un dipole passif lineaire symetrique. Son symbole et sa caracteristique courant-tension en convention recepteur etablie en regime continu sont donnes sur la figure suivante :
 • La relation constitutive du resistor ohmique es, en convention recepteur :
 uR(t) = R iR(t) (11-4).
 R s’appelle la resistance du resistor ohmique. Sa dimension physique est M.L2.T−5.I−2. Elles’exprime en ohm, de symbole Ω.Son inverse, note G est la conductance, de dimension inverse a celle de la resistance etd’unite le siemens, de symbole S ou Ω−1
 • En regime sinusoıdal, si iR(t) = Im cos (ωt + ϕi) est l’intensite du courant qui traverse leresistor ohmique, la tension qui apparaıt a ses bornes, en convention recepteur est : uR(t) =R Im cos (ωt + ϕi).Il n’y a pas de dephasage entre la tension et l’intensite electriques et la resistance representele rapport, independant de la frequence de fonctionnement, de la tension electrique maximalea l’intensite du courant electrique maximale.
 • La puissance recue en regime continu (en convention recepteur) par le resistor de resistanceR est :
 PR = UR IR = R I2R =
 U2R
 R(11-5).
 Elle est toujours positive, dissipee sous forme de chaleur dans l’atmosphere. C’est l’effetJoule.
 • En regime alternatif, la puissance instantanee dissipee par effet Joule dans le resistor tra-verse par un courant electrique d’intensite maximale ImR est :
 pR(t) = R I2mR cos2 (ωt) =
 U2mR cos2 (ωt)
 Ren prenant une origine temporelle convenable et UmR = R ImR.
 La puissance moyenne sur une periode correspondant a la pulsation ω vaut alors :
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 PR =12
 R I2mR =
 U2mR
 2 R(11-6).
 L’intensite efficace Ie du courant alternatif et la tension efficace Ue de la tension alternativesont les grandeurs equivalentes en continu qui provoquent le meme echauffement par effetJoule dans le resistor. En egalant les expressions (11-5) et (11-6), on obtient :
 Ie =ImR√
 2et Ue =
 UmR√
 2. (11-7)
 . Ces relations definissent la grandeur efficace d’une grandeur alternative.
 3.2 Condensateur
 • C’est un dispositif constitue de deux conducteurs, les armatures, offrant la plus grandesurface possible en vis-a-vis et separes par un isolant, le dielectrique, de la plus faibleepaisseur possible.
 • C’est un accumulateur de charges electriques.
 • Dans le regime de l’ARQS, en convention recepteur, q(t) la charge portee par l’armaturevers laquelle la convention d’orientation de l’intensite electrique est dirigee, est proportion-nelle a la tension :
 q(t) = C uC(t) (11-8).
 ou C, toujours positif, est la capacite du condensateur. Elle a pour dimension I2.T4.M−1.L−2.Son unite est le farad, de symbole F.Les ordres de grandeur habituels de la capacite d’un condensateur sont compris entre 1 nF et1 µF. Les capacites inferieures sont plutot des capacites considerees comme parasites entreles conducteurs. Des valeurs allant jusqu’a quelques farads sont rencontrees pour les conden-sateurs de haute energie.
 • En regime variable et en convention recepteur, la relation qui lie la tension aux bornes ducondensateur a l’intensite du courant electrique qui le traverse est :
 iC(t) =dqdt
 (t) = CduC
 dt(t) (11-9)
 C’est la loi d’Ohm generalisee pour le condensateur.
 • En regime sinusoıdal, si une tension uC(t) = Um cos (ωt + ϕu) est appliquee aux bornes ducondensateur, un courant electrique d’intensite iC(t) = CωUm cos
 (ωt + ϕu +
 π
 2
 ), en avance
 deπ
 2par rapport a la tension traverse le condensateur.
 • La puissance moyenne recue par le condensateur sur une periode T d’un regime periodiquequelconque, est nulle :
 PC =1T
 ∫ t0+T
 t0uC(t) iC(t) dt = 0.
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 Un condensateur parfait n’absorbe ni ne cree, en moyenne, de puissance electrique.
 • En revanche, un condensateur emmagasine de l’energie electrique : si a l’instant initial,le condensateur d’un circuit est decharge, a l’instant t, il possede une energie :
 Ee(t) =
 ∫ t
 0p(t′) dt′ =
 ∫ t
 0C
 duC
 dt′(t′) uC(t′) dt′
 soit :
 Ee(t) =12
 C u2C(t) =
 12
 q2(t)C
 (11-10)
 Ainsi, le role de reservoir de charges du condensateur se double de celui de reservoir d’energieelectrique : les charges emmagasinees le sont a un potentiel electrique qui leur confere uneenergie utilisable ulterieurement.
 . De meme que pour tout autre dispositif physique, l’energie du condensateur est continue,au sens mathematique, ce qui implique que sa charge et donc sa tension electriques sontcontinues dans le temps.
 3.3 Bobine d’auto-induction
 • Materiellement, il s’agit d’un long fil conducteur enroule sur lui-meme de maniere amenager un volume vide cylindrique qui est le siege d’un champ magnetique lorsque la bo-bine est parcourue par un courant electrique. Symbolisee d’une des deux manieres suivantes,selon qu’un noyau de fer est ajoute pour renforcer le champ magnetique :
 • Elle est le siege d’un effet d’auto-induction. La loi d’Ohm generalisee en conventionrecepteur est :
 uL(t) = LdiL
 dt(t) (11-11)
 ou L est la grandeur physique qui caracterise la bobine d’auto-induction, notamment a traversses dimensions geometriques : on l’appelle l’inductance.Sa dimension est M.L2.I−2.T−2. Son unite est le henry, de symbole H.
 • Les ordres de grandeur caracteristiques des inductances vont de quelques µH, en ra-dioelectricite et circuits electroniques, a quelques centaines de mH, voire en henry, pour lesbobines - on dit aussi selfs de lissage des courants en electrotechnique et en courants forts.
 Remarque : Les lois d’Ohm generalisees du condensateur et de la bobine d’auto-inductionsont duales d’une de l’autre : uC ↔ iL, iC ↔ uL et C ↔ L.
 • Un courant electrique sinusoıdal traversant une bobine, d’intensite iL(t) = Im cos (ωt + ϕi),
 induit entre ses bornes une tension electrique uL(t) = Lω Im cos(ωt + ϕi +
 π
 2
 ), en conven-
 tion recepteur, consequence de la relation (11-11). Cette tension est en avance deπ
 2par
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 rapport a l’intensite electrique. Le courant suit la tension d’un courant electrique, carles phenomenes d’auto-induction s’opposent spontanement au passage. La bobine se com-porte comme un frein aux variations de courant electrique dans un circuit ou, par analogiemecanique, comme une inertie s’opposant au mouvement.
 • La puissance moyenne recue par la bobine sur une periode T d’un regime periodique quel-conque, est nulle :
 PL =1T
 ∫ t0+T
 t0uL(t) iL(t) dt = 0.
 Une bobine parfaite n’absorbe ni ne cree, en moyenne, de puissance electrique.
 • En revanche, elle emmagasine de l’energie magnetique : si a l’instant initial, aucun cou-rant ne traverse la bobine, a l’instant t, elle possede une energie :
 Em(t) =
 ∫ t
 0p(t′) dt′ =
 ∫ t
 0L
 diL
 dt′(t′) iL(t′) dt′
 soit
 Em(t) =12
 L i2L(t) (11-12)
 Cette energie magnetique associee au courant qui traverse la bobine possede une formesimilaire a l’energie cinetique d’une masse animee d’un mouvement dans un referentieldonne. La continuite de l’energie emmagasinee dans la bobine implique la continuite, ausens mathematique, du courant electrique qui la traverse.
 3.4 Notion d’impedance
 • En regime sinusoıdal, l’usage des nombres complexes permet d’exprimer simplement leslois d’Ohm generalisees pour les trois dipoles de bases que nous avons rencontres, le resistorohmique, le condensateur et la bobine.Associons a une tension u(t) = Um cos (ωt + ϕu) aux bornes d’un dipole lineaire la grandeurcomplexe u(t) = Um e j(ωt+ϕu) = Um e jωt dont la tension electrique est la partie reelle.Faisons de meme pour l’intensite du courant electrique qui traverse le dipole et creonsi(t) = Im e j(ωt+ϕi) = Im e jωt.La convention courant-tension etant receptrice, on appelle impedance du dipole lineaire lerapport :
 Z =u(t)i(t)
 =Um
 Im. (11-13)
 Commeddt
 (ejωt
 )= jω ejωt, on en deduit les impedances des trois dipoles de base :
 Resistor Condensateur Bobine
 Impedance R1
 jCωjLω
 Um
 ImR
 1Cω
 Lω
 ϕu − ϕi 0 rad −π
 2rad
 π
 2rad
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 . L’impedance est independante du temps alors que le rapport des grandeurs reellescorrespondantes l’est. L’usage des complexes transforme une relation de derivation en unerelation de similitude complexe, plus simple a manipuler ce qui generalise en regime alter-natif la notion de resistance du regime continu.
 • Les parties reelle et imaginaire de l’impedance, ainsi que son module s’expriment en ohms.
 • L’inverse de l’impedance Y =1Z
 est l’admittance du dipole. Les parties reelle et imagi-
 naire et le module de l’admittance s’expriment en siemens ou Ω−1.
 3.5 Associations de dipoles passifs lineaires
 • On appelle association serie, une connexion de N dipoles, d’impedances Zi, i = 1, ...,N,telle qu’elle constitue encore un dipole et que le courant electrique soit le meme dans tous lesdipoles de l’association.Il en resulte que l’impedance equivalente de l’association, Zeq, c’est-a-dire le rapport de latension complexe aux bornes de l’association a l’intensite complexe du courant electrique quila traverse, est la somme des impedances des dipoles :
 Zeq =
 N∑i=1
 Zi. (11-14)
 • On appelle association parallele, une connexion de N dipoles, d’admittances Y i =1Zi
 ,
 i = 1, ...,N, telle qu’elle constitue encore un dipole et que la tension electrique soit la memeaux bornes de tous les dipoles de l’association.Il en resulte que l’admittance equivalente de l’association, Yeq, c’est-a-dire le rapport del’intensite complexe du courant electrique qui la traverse a la tension complexe aux bornesde l’association, est la somme des admittances des dipoles :
 Yeq =
 N∑i=1
 Y i. (11-15)
 4. Les sources de tension et de courant
 4.1 Definitions
 • Une source ideale de tension est un dipole capable de maintenir entre ses bornes unetension u(t) ayant des caracteristiques donnees independamment de l’intensite du courantelectrique qu’elle doit debiter dans la branche du circuit electrique dans lequel elle est inseree.
 • Exemples : source ideale de tension continue u(t) = E ou E est une valeur constante ;source ideale de tension alternative de frequence f et de valeur efficace Ue ou maximale Um
 donnees : u(t) = Um cos (ωt + ϕu) ou Ue√
 2 cos (ωt + ϕu) ou ω = 2π f .
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 • Une source ideale de courant est un dipole capable de debiter un courant electrique d’in-tensite i(t) ayant des caracteristiques donnees, dans la branche du circuit dans laquelle elleest inseree, quelle que soit la tension existant entre ses bornes.
 • Exemples : source ideale de courant continu i(t) = I0 ou I0 est une valeur constante ;source ideale de courant alternatif de frequence f et de valeur efficace Ie ou maximale Im
 donnees : i(t) = Im cos (ωt + ϕi) ou Ie√
 2 cos (ωt + ϕi) ou ω = 2π f .
 . Il est habituel - mais non obligatoire, naturellement - de choisir une convention courant- tension generateur pour les sources.
 4.2 Sources reelles
 • Une source reelle de tension continue delivrant une tension electrique u > 0 voit engeneral la tension u legerement diminuer lorsqu’elle debite un courant dont l’intensite i > 0augmente, la convention courant - tension etant generateur. S’il s’agit d’une source reelle detension alternative, c’est la valeur efficace de la tension delivree qui diminue.
 • De meme, une source reelle de courant electrique continu debitant dans un circuit voitl’intensite i > 0 du courant electrique qu’elle delivre au reste du circuit diminuer lorsque latension electrique u > 0 a ses bornes doit augmenter. C’est la valeur efficace de l’intensitedelivree qui diminue lorsque la source reelle de courant est alternative.
 4.3 Modeles des sources reelles
 • Pour tenir compte des faits experimentaux, un modele de la source reelle peut etre le sui-vant :
 ou ri est la resistance interne (en continu). En alternatif, on substitue a ri l’impedance interneZi.
 • La loi d’addition des tensions et la loi d’Ohm aux bornes de la resistance permettentd’ecrire : uAB = E − ur = E − ri, qui traduit effectivement la diminution de la tension auxbornes A et B de la source reelle. Ce modele est appele modele de Thevenin de la sourcereelle de tension.
 • Pour une source reelle de courant, un modele classique, le modele de Norton, est :
 ou Ri est la resistance interne de la source (en continu). En alternatif, on substitue a Ril’impedance interne Zi.
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 • La loi des nœuds et la loi d’Ohm permettent d’ecrire i = I0 + ir = I0 −uR
 = I0 −
 Gu qui traduit la diminution de l’intensite i delivree par la source reelle avec la tension.
 . Il faut toujours bien faire attention a ce qui est note aupres des sources de tension etde courant pour les modeliser convenablement, sans omettre leur resistance ou impedanceinterne.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Pourquoi l’energie d’un systeme doit-elle etre continue ?
 Exercice 2 : Evaluez l’energie emmagasinee par un condensateur de capacite C = 1 µFcharge sous une tension continue U = 50 V.
 Exercice 3 : Une tension sinusoıdale de frequence f = 500 Hz et de valeur efficaceUe = 5 V est appliquee aux bornes d’une bobine d’inductance L = 47 mF.Determinez l’intensite efficace du courant qui la traverse.Ecrivez les lois horaires de la tension et de l’intensite du courant electrique en prenantϕi = 0 rad.
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 4. Circuits lineaires du premier ordre
 1. Le circuit R-C serie
 1.1 Presentation
 Une source ideale de tension electrique E est en serie avec une resistance R et un condensa-teur de capacite C. A l’instant initial t = 0 s, le condensateur est decharge (uC(0) = 0) et onferme K1, K2 restant ouvert.
 1.2 Mise en equation du circuit
 Apres la fermeture de l’interrupteur K1, la loi des mailles produit la relation : E = uR + uC .Les lois d’Ohm generalisees pour le resistor et le condensateur nous donnent les relations :
 uR = Ri et i = CduC
 dt·
 L’equation differentielle regissant l’evolution de la tension uC aux bornes du condensateurest :
 E = RCduC
 dt+ uC (12-1)
 Il apparaıt que le produit RC doit avoir la dimension d’un temps pour que l’equation soithomogene. On le note τ et on l’appelle la constante de temps du circuit.
 1.3 Solution de l’equation differentielle
 • L’equation differentielle (12-1) est lineaire du premier ordre (cf. fiche 12 de la partiemaths). Sa solution generale est la somme d’une solution particuliere uP(t) de l’equationcomplete et de la solution generale uS (t) de l’equation homogene associee.
 • Les coefficients et le second membre etant constants, il existe une solution particuliereconstante : uP(t) = E.
 • La solution generale de l’equation homogene est uS (t) = A e−tτ .
 • La solution generale de l’equation est donc :
 uG(t) = E + A e−tτ .
 ou A est une constante que l’on determine a l’aide de la condition initiale :
 uC(0) = 0 = E + A ⇐⇒ A = −E.
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 La solution de l’equation differentielle regissant la tension uC est donc :
 uC(t) = E(1 − e−
 tτ
 ). (12-2)
 1.4 Grandeurs electriques dans le circuit
 • La connaissance de uC(t) permet de determiner la tension aux bornes de la resistance uR(t)et l’intensite i(t) du courant electrique dans le circuit :
 uR(t) = E − uC(t) = E e−tτ et i(t) =
 uR(t)R
 =ER
 e−tτ .
 On constate sur les expressions de uC(t), uR(t) et de i(t) que ces grandeurs tendent respective-ment vers E et 0 lorsque le temps t tend vers l’infini :
 limt→+∞
 uC(t) = E et limt→+∞
 i(t) = 0.
 • Au bout d’un temps suffisamment grand, la tension aux bornes du condensateur n’evoluepratiquement plus et il n’y a plus de courant electrique dans le circuit. On dit que le conden-sateur est charge sous la tension E.
 . Il est important d’observer que la tension uC est continue, pour des raisons energetiquesfondamentales, mais que l’intensite du courant electrique peut subir des discontinuites dansune branche de circuit contenant un condensateur.
 • Comme 1 − e−3 ≈ 0, 95 et 1 − e−5 ≈ 0, 99, au bout d’un temps egal a 3τ le condensateur aatteint 95% de sa tension finale et 99% au bout de 5τ. La constante de temps du circuit fixel’ordre de grandeur de la duree de charge du condensateur.
 Le condensateur tend a jouer le role d’un interrupteur ouvert une fois le regime transitoireacheve : il coupe le courant continu dans le circuit.
 1.5 Decharge du condensateur
 • Une fois que le condensateur a ete charge sous la tension E, il est possible d’ouvrirl’interrupteur K1 sans dommage pour le circuit. Le condensateur, suppose parfait, conserveindefiniment la charge electrique qu’il a acquise. On ouvre l’interrupteur K1 et on ferme K2a un instant que l’on renomme, pour l’etude de la nouvelle phase qui debute, instant initialt = 0.
 • Le circuit est constitue du resistor et du condensateur. L’equation d’evolution de la tensionelectrique aux bornes du condensateur est obtenue par une demarche similaire a celle accom-plie lors de la charge, mais sur la base d’une loi des mailles plus simple : 0 = uR + uC . Celaconduit a l’equation differentielle :
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 0 = RCduC
 dt+ uC (12-3)
 associee a la condition initiale uC(0) = E.
 • Nous en connaissons la solution generale : uC(t) = A e−tτ .
 A est determinee par la condition initiale : E = uC(0) = A e−0/τ = A. Ainsi, lors de la dechargedu condensateur initialement charge sous la tension E, sa tension uC(t) evolue suivant la loi :
 uC(t) = E e−tτ
 et l’intensite du courant electrique :
 i(t) =uR(t)
 R= −
 uC(t)R
 = −ER
 e−tτ .
 • La tension aux bornes du condensateur et l’intensite du courant electrique tendent vers0 lorsque t tend vers +∞, le courant circulant en sens oppose a la convention choisie. Lesgraphes de uC(t) et de uR(t) sont reportes sur la figure 16.
 1.6 Bilan energetique
 • Le bilan des puissances entre les divers elements :
 E i(t)︸︷︷︸ = uC(t) i(t)︸ ︷︷ ︸ + uR(t)i(t)︸ ︷︷ ︸Puissance puissance puissancefournie par recue par recue parla source le condensateur le resistor
 La convention courant-tension est receptrice pour le resistor et le condensateur ; elle estgenerateur pour la source de tension.
 • L’integration de l’instant initial a un instant t quelconque des termes de l’egalite des puis-sances conduit pendant la charge, en conservant l’ordre des termes, a :
 CE2(1 − e−
 tτ
 )=
 CE2
 2
 (1 − e−
 tτ
 )2+
 CE2
 2
 (1 − e−−
 2tτ
 ).
 Le membre de gauche de l’egalite est l’energie depensee par la source de tension pour char-ger le condensateur, le premier terme du membre de droite, l’energie emmagasinee dans lecondensateur a l’instant t considere et le dernier terme, l’energie dissipee par effet Joule, dueau fait qu’il y a eu circulation d’un courant electrique dans le resistor.
 • Apres un temps tres grand devant τ, les exponentielles sont negligeables devant 1 et lebilan energetique final devient :
 CE2 =CE2
 2+
 CE2
 2·
 La moitie seulement de l’energie depensee par la source est stockee dans le condensateur.
 • En procedant de meme lors de la decharge du condensateur a travers le resistor, on etablit
 sans difficultes que l’energie stockee dans le condensateur au debut de cette phase(CE2
 2
 )est
 integralement dissipee par effet Joule dans le resistor.
 2. Le circuit R-L serie
 2.1 Presentation
 Une source ideale de tension electrique E est en serie avec une bobine d’auto-induction d’in-ductance L et une resistance R. A l’instant initial, on ferme l’interrupteur K. Il n’y as pas

Page 248
                        
                        

248 Physique
 de courant dans la maille : i(0) = 0 par continuite du courant electrique dans une branchecontenant une bobine.
 2.2 Mise en equation
 La loi des mailles dans le circuit ou l’interrupteur est ferme donne : E = uL + uR.Les lois d’Ohm generalisees pour le resistor et la bobine d’auto-induction fournissent :
 uR = R i et uL = Ldidt·
 L’equation differentielle portant sur uR se deduit des relations precedentes :
 E =LR
 duR
 dt+ uR (12-4)
 L’homogeneite de l’equation nous assure que le rapport τ =LR
 possede la dimension d’untemps. Il s’agit de la constante de temps du circuit R-L serie.
 2.3 Solution de l’equation et grandeurs electriques
 • L’equation differentielle en uR a exactement la meme forme que celle regissant la tensionuC dans le circuit precedent. On obtient :
 uR(t) = E(1 − e−
 tτ
 )= R i(t) et uL(t) = E e−
 tτ .
 • On observe que les grandeurs electriques de ce circuit possedent des proprietes duales decelles du circuit R-C serie. Les deux tensions tendent asymptotiquement vers E et 0 lorsque
 t tend vers +∞. L’intensite du courant electrique tend versER·
 limt→+∞
 uR(t) = E et limt→+∞
 uL(t) = 0.
 • C’est ici l’intensite du courant electrique qui est obligatoirement continue dans la maillepossedant une bobine d’auto-induction mais la tension aux bornes de cette derniere peut enrevanche parfaitement etre discontinue. La courbe representative de uR(t) est la meme quecelle de uC(t) de la figure 15. Celle de uL(t) est la meme que celle de uR(t) representee sur lameme figure.
 • Une fois acheve le regime transitoire, la valeur de l’intensite electrique est independantedes caracteristiques de la bobine d’auto-induction. Elle joue le role d’un simple fil de connexion.
 2.4 Probleme de l’ouverture du circuit
 • Le courant electrique dans la bobine devant etre continu, l’ouverture d’un circuit inductifnecessite de prendre des precautions. Elle provoque en effet l’apparition d’un arc electriqueentre ses bornes, ce qui, a la longue, l’abime.Pour eviter ce phenomene parasite, on utilise une diode de roue libre branchee en parallelesur l’association serie de la bobine et du resistor, en tete-beche sur la source.
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 • Lorsque l’interrupteur est ferme, elle est polarisee en inverse et aucun courant ne peutla traverser. Lorsqu’on ouvre l’interrupteur, le courant qui traversait la bobine a besoin d’unchemin pour s’ecouler, qu’il trouve par l’intermediaire de cette diode dont la tension a sesbornes s’annule alors.
 2.5 Bilan energetique
 • Le bilan des puissances est :
 E i(t)︸︷︷︸ = uL(t) i(t)︸ ︷︷ ︸ + uR(t)i(t)︸ ︷︷ ︸Puissance puissance puissancefournie par recue par recue parla source la bobine le resistor
 La convention courant-tension est recepteur pour la bobine et le resistor, generateur pour lasource.
 • Nous avons montre dans la fiche precedente que l’energie emmagasinee par la bobine a
 un instant t devait etreLi2L(t)
 2, soit
 12
 L(E
 R
 )2 (1 − e−
 tτ
 )2dans le cas present.
 En revanche, lorsque le temps s’ecoule, la puissance instantanee delivree par la source detension est differente de zero et l’energie fournie au circuit croıt indefiniment et tend a etreintegralement dissipee par effet Joule dans le resistor.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On considere l’association en parallele d’une source ideale de courant I0, d’unresistor de resistance R et d’un condensateur de capacite C. (cf. fig. 18a).Etudiez l’evolution des grandeurs electriques iR(t), iC(t) et u(t) a la fermeture et a l’ouverturede l’interrupteur K, le condensateur etant initialement decharge avant la fermeture de K.
 Exercice 2 : On considere l’association en parallele d’une source ideale de courant I0,d’un resistor de resistance R et d’une bobine d’inductance L. (cf. fig. 18b).Etudiez l’evolution des grandeurs electriques iR(t), iL(t) et u(t) a la fermeture et a l’ouverturede l’interrupteur K.
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 1. Oscillateur amorti
 1.1 Presentation
 Un circuit R-L-C serie, ou un oscillateur harmonique mecanique soumis a un frottementvisqueux, sont des dispositifs qui presentent des comportements et possedent des proprietesphysiques caracteristiques tels qu’ils constituent une categorie particuliere d’objets physiquesappeles oscillateurs amortis.
 1.2 Mises en equation
 • Le referentiel d’etude est suppose galileen ; le repere de projection est (O;−→ex,−→ey,−→ez). Les
 notations sont celles de la fiche 1-§2. Le bilan des forces est similaire a l’exception de la forcede frottement fluide supplementaire due a l’amortisseur, de coefficient de frottement fluide λ :−→F = −λ−→v = −λ x(t)−→ex.
 • Seule la projection du principe fondamental de la dynamique applique a la masse sur(O,−→ex) nous interesse :
 mx + λx + kx = kl0soit :
 x +λ
 mx +
 km
 x =km
 l0. (13-1)
 • Pour le circuit R-L-C, une fois l’interrupteur ferme, la loi des mailles et les lois d’Ohmgeneralisees pour chacun des dipoles passifs conduisent a l’equation differentielle sur la ten-sion uC aux bornes du condensateur :
 E = LCuC + RCuC + uCsoit :
 uC +RL
 uC +1
 LCuC =
 ELC
 . (13-2)
 1.3 Equation canonique
 Les equations (13-1) et (13-2) ont la meme forme. Posons :
 • la pulsation propre ω0 telle que : ω20 =
 km
 ou1
 LC.
 • le facteur de qualite Q tel que :ω0
 Q=λ
 mou
 RL
 .
 En notant g(t) la grandeur recherchee (x(t) ou uC(t)) et g0 la grandeur de regime permanent
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 (l0 ou E), on forme l’equation canonique :
 g +ω0
 Qg + ω2
 0 g = ω20 g0. (13-3)
 2. Regime libre de l’oscillateur amorti
 2.1 Methode de resolution
 • La solution complete de l’equation differentielle est gp(t) + gg(t) ou gp(t) est une solutionparticuliere et gg(t) la solution generale de l’equation homogene :
 g +ω0
 Qg + ω2
 0 g = 0.
 • On verifie que la solution particuliere constante gp(t) = g0 convient. Ainsi :xp(t) = l0 ou up(t) = E. (13-4)
 • L’equation homogene admet une solution de la forme gg(t) = ert si, et seulement si, r estracine de l’equation caracteristique :
 r2 +ω0
 Qr + ω2
 0 = 0. (13-5)
 • La nature des racines de l’equation caracteristique depend du signe du discriminant :
 ∆ =
 (ω0
 Q
 )2
 − 4ω20 = ω2
 0
 (1
 Q2 − 4).
 Comme la somme des racines −ω0
 Qest negative et le produit ω2
 0 positif, les racines peuvent
 etre reelles negatives, ou complexes conjuguees avec une partie reelle negative.
 2.2 Regime aperiodique
 • Si ∆ > 0, soit Q <12
 , les racines sont reelles negatives et ont la dimension de l’inverse
 d’un temps. Notons les deux racines −1τ1
 et −1τ2
 , τ1 et τ2 etant des constantes de temps ca-
 racterisant le mouvement.
 • La solution generale de l’equation homogene s’ecrit alors :
 gg(t) = A e−tτ1 + B e−
 tτ2 ,
 et la solution generale de l’equation complete :
 g(t) = g0 + A e−tτ1 + B e−
 tτ2 (13-6)
 La progression vers la valeur de regime permanent g0 s’effectue lentement, mais sans oscil-lations.
 2.3 Regime critique
 • Le regime critique correspond a ∆ = 0, soit Q =12· La racine de l’equation caracteristique
 est double : −ω0.
 • La solution generale de l’equation homogene est alors :
 gg(t) =(A t + B
 )e−ω0 t
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 et la solution generale de l’equation differentielle de depart :
 g(t) = g0 +(At + B
 )e−ω0 t. (13-7)
 C’est le regime le plus rapide d’acces a la valeur de regime permanent.
 2.4 Regime pseudo-periodique
 • Il correspond a ∆ < 0, soit Q >12
 . Les racines de l’equation caracteristique sont alors
 complexes conjuguees. Notons-les −1τ± jΩ.
 • La solution generale de l’equation homogene s’ecrit :
 gg(t) = A e−tτ cos(Ωt) + B e−
 tτ sin(Ωt)
 et la solution generale de l’equation complete :
 g(t) = g0 + A e−tτ cos(Ωt) + B e−
 tτ sin(Ωt). (13-8)
 Ce regime voit apparaıtre des oscillations qui peuvent etre genantes pour les systemes mecaniques.
 2.5 Conditions initiales
 • Les constantes d’integration A et B sont determinees a l’aide des valeurs initiales de g(0)et g(0).
 • Soit un circuit R-L-C evoluant sous un regime aperiodique avec un condensateur initiale-ment decharge uC(0) = 0, et la nullite du courant dans la bobine a la fermeture de l’interrup-teur, ce qui implique uC(0) = 0. A et B doivent etre solution du systeme :
 g0 + A + B = 0Aτ1
 +Bτ2
 = 0
 Ou bien, pour l’oscillateur mecanique, x(0) = l0 + X0 et x(0) = 0, qui correspondent a lamasse ecartee de la position d’equilibre du ressort l0 d’une quantite X0 et lachee sans vitessea t = 0 s.
 2.6 Courbes representatives
 g(t)g0
 et deg(t)ω0g0
 sont representees sur les graphiques des figures 2, 3 et 4 :
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 2.7 Etude par le portrait de phase
 • Chacun des trois comportements suivants peut etre identifie a partir de son portrait dephase, c’est-a-dire de la representation de la courbe parametree (normalisee dans notre cas)
 dont les points ont pour coordonnees(
 g(t)g0
 ;g(t)ω0g0
 )ou t ∈ [0,+∞[.
 La courbe est naturellement parcourue de la gauche vers la droite pour le demi-plan superieur- g y est positif et donc g croıt - et de la droite vers la gauche pour les portions sous l’axe desabscisses - g y est negatif et donc g decroıt.Pour le circuit R-L-C avec un condensateur initialement decharge, les trois regimes donnentles trois courbes :
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 • Les portraits de phase des regimes amorti et critique sont assez voisins quant a leurs al-lures. La seule distinction, minime, reside dans le fait qu’ayant ete traces pour un memeintervalle de temps, le point extreme de la courbe du regime critique, celui le plus a droite,est plus proche de son point de regime permanent que dans le cas du regime amorti.
 • Le regime pseudo-periodique se distingue quant a lui par l’enroulement caracteristique desa trajectoire de phase autour de son point limite, qui traduit les oscillations avec changementdu sens de la vitesse.
 2.8 Conclusion
 Laisses a leur libre evolution ou soumis a une consigne constante, les oscillateurs amortis ontdes comportements aperiodiques ou pseudo oscillants, dans tous les cas amortis.Au bout de 5τ1, le systeme a evacue son energie et retrouve son etat d’equilibre stable, ou aatteint son nouveau regime permanent.
 3. Regime sinusoıdal force de l’oscillateur amorti
 3.1 Principe de l’etude
 • Les systemes sont maintenant soumis systematiquement a une excitation sinusoıdale depulsation ω, et d’amplitude G0. L’equation canonique du systeme devient :
 g +ω0
 Qg + ω2
 0 g = ω20 G0 cos(ωt). (13-9)
 Pour un oscillateur mecanique, kG0 represente l’intensite maximale d’une force sinusoıdaleappliquee a la masse en plus de la tension du ressort et du frottement visqueux.Pour le circuit R-L-C, G0 est l’amplitude maximale de la tension sinusoıdale delivree par ungenerateur de signaux basses frequences.
 • Nous nous interessons uniquement a la solution particuliere de l’equation differentielle(13-9) . En effet, le regime libre s’eteint apres un temps de l’ordre de 5τ1 ou 5τ. Au bout dece temps, la solution generale de l’equation est pratiquement egale a sa solution particuliere,et ce, quelles que soient les conditions initiales du systeme. Nous supposerons qu’un tempssuffisant s’est ecoule pour que g(t) ≈ gp(t).
 3.2 Methode de resolution
 La fonction g(t) cherchee est la partie reelle de la fonction a valeurs complexes g(t) solutionde l’equation differentielle :
 g +ω0
 Qg + ω2
 0 g = ω20 G0 ejωt.
 En cherchant g sous la forme g(t) = G ejωt on obtient :
 G(−ω2 + j
 ω0 ω
 Q+ ω2
 0
 )= ω2
 0 G0.
 soit, en introduisant la variable sans dimension x =ω
 ω0:
 G =G0
 1 − x2 + jx
 Q
 · (13-10)
 Si on note |G| = ρ et arg(G) = ϕ, on a donc :
 g(t) = ρ ej(ωt+ϕ) d’ou g(t) = ρ cos(ωt + ϕ
 ).
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 3.3 Resonance de charge ou d’amplitude
 • Le module de G donne l’amplitude maximale de la grandeur g(t) qui est la tensionaux bornes du condensateur ou l’amplitude de l’oscillation mecanique autour de sa posi-tion d’equilibre en reponse a l’excitation.Son argument donne son dephasage par rapport a l’excitation. On a :
 |G| =G0√(
 1 − x2)2
 +
 (x
 Q
 )2; arg G = − arg
 (1 − x2 + j
 xQ
 ).
 • Les limites aux basses et hautes frequences du module et de l’argument de l’amplitudecomplexe sont :
 limx→0|G| = G0 et lim
 x→+∞|K| = 0
 limx→0
 arg G = 0 et limx→+∞
 arg K = −π
 Aux basses frequences, l’excitation est suffisamment lente pour que le systeme puisse s’ajus-ter a tout instant a l’excitation.Aux hautes frequences, l’excitation est si rapide que le systeme ne reagit pratiquement pluset qu’il le fait a contretemps.
 • L’etude de |G| en fonction de x montre que :
 − Pour les facteurs de qualite Q 6 1/√
 2, la fonction |G| est monotone decroissante de G0 a 0pour x ∈ [0 ; +∞[.
 − Pour les facteurs de qualite Q >1√
 2, la fonction |G| est
 croissante de G0 a GM =Q G0√1 − 1
 4Q2
 pour x ∈
 0 ; xm =
 √1 −
 12Q2
 puis decroissante de GM a 0 pour x ∈ [xm ; +∞[.On dit qu’il y a alors resonance d’amplitude ou de charge.
 • Il en resulte les courbes de module et de phase suivantes :
 3.4 Resonance d’intensite ou de vitesse
 • La vitesse est egale a la derivee par rapport au temps de l’amplitude d’oscillation. L’inten-site du courant electrique dans le circuit R-L-C est proportionnelle a la tension aux bornes ducondensateur.
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 La derivation par rapport au temps d’une grandeur sinusoıdale reelle se traduit par la multi-plication par jω de la grandeur complexe associee.Il en resulte que g = jω g.
 On etudie la grandeur complexe sans dimension v =g
 ω0 Q G0ce qui conduit a :
 v =j x
 Q
 1 − x2 + j xQ· (13-11)
 Il en resulte que :
 |v| =xQ√
 (1 − x2)2 +(
 xQ
 )2=
 1√1 + Q2
 (x − 1
 x
 )2; arg v = − arctan
 (Q
 (x −
 1x
 ))• Aux basses et hautes frequences, |v| tend vers 0. Les dephasages tendent respectivement
 versπ
 2et −
 π
 2.
 |v| presente un maximum egal a 1 pour xm = 1, quelle que soit la valeur du facteur de qualite ;v est alors en phase avec l’excitation.Nous obtenons les courbes de module et de phase suivantes :
 3.5 Bande passante
 On constate qu’il y a toujours resonance de vitesse ou d’intensite.Le caractere plus ou moins aigu de la courbe de resonance, son acuite, est mesure par le rap-port de la frequence propre f0 =
 ω0
 2πa la bande passante ∆ f .
 Cette derniere est definie comme l’intervalle de frequences pour lesquelles |v| >1√
 2· On
 montre a partir de |v| que :
 Q =f0
 ∆ f=ω0
 ∆ω=
 1∆ x
 . (13-12)
 Lorsque Q > 1 la resonance est dite aigue, sinon elle est dite floue.
 3.6 Construction de Fresnel
 • Elle associe a une grandeur sinusoıdale g(t) = Gm cos (ωt + ϕ) un vecteur −→G , appele vec-teur de Fresnel associe a g(t), de norme Gm et faisant un angle ϕ avec le demi-axe desabscisses positives. Cela revient a associer, dans le plan complexe, un point G d’affixe Gm e jϕ
 et a definir le vecteur de Fresnel −→G par −−→OG.
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 • Exemple : recherche de i(t) dans le circuit R-L-C excite par une tension alternative :u(t) = Um cos(ωt + ϕ).La loi des mailles dans le circuit u(t) = uR(t) + uL(t) + uC(t) se transpose sur les grandeurscomplexes associees : u(t) = uR(t) + uL(t) + uC(t).
 Geometriquement, sur les vecteurs de Fresnel associes : −→U =−→UR +
 −→UL +−→UC .
 L’intensite etant la grandeur electrique commune dans la maille, elle est prise comme gran-deur de reference. On fixe arbitrairement sa phase a l’origine a 0 et son vecteur de Fresnel −→Iest colineaire a l’axe des abscisses.− Aux bornes de la resistance, en convention recepteur, −→UR = R−→I ;
 − aux bornes de la bobine, −→UL fait un angle deπ
 2avec −→UR et a pour norme LωI ;
 − aux bornes du condensateur, −→UC fait un angle de −π
 2avec −→UR et a pour norme
 ICω·
 • Il en resulte les constructions de Fresnel suivantes, selon la valeur de ω par rapport a ω0 :
 3.7 Lien entre regime libre et regime sinusoıdal force
 L’acuite de la resonance d’intensite ou de vitesse (et en general de charge ou d’amplitude)d’un systeme oscillant amorti est associee a un facteur de qualite eleve et donc a un amortis-sement - R ou λ - tres faible. Or, le regime transitoire entre deux regimes permanents et leregime libre de ces systemes physiques particuliers sont d’autant plus long que l’amortisse-ment est faible.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Exprimez le facteur de qualite Q en fonction des elements de l’oscillateur :R, L et C pour l’oscillateur electrique et m, k, λ pour l’oscillateur mecanique.
 Exercice 2 : Un oscillateur mecanique amorti possede une masse M = 1, 25 t et une rai-deur k = 2.105 N.m−1. Determinez la valeur que doit avoir le coefficient de frottement fluidepour que son regime libre soit le regime critique.
 Exercice 3 : Soit le circuit R-L-C serie ou R = 120 Ω, L = 75 mH et C = 52 nF. Le circuitest alimente par une tension sinusoıdale d’amplitude maximale Um = 10 V et de frequenceegale a : 1. f = 1, 5 kHz, 2. f = 3, 5 kHz.Calculez l’intensite efficace du courant dans le circuit et les valeurs efficaces des tensions auxbornes des trois elements passifs constitutifs du circuit pour chacune des deux frequences.
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 1. Signaux periodiques
 1.1 Definitions
 • Un signal caracterise par une grandeur s(t) est periodique s’il existe une duree positiveT , 0 telle que pour tout t, s(t + T ) = s(t). La plus petite duree non nulle satisfaisant a cette
 propriete s’appelle la periode du signal. Sa frequence s’en deduit : f =1T·
 • La valeur moyenne s et la valeur efficace S e du signal s(t) sont definies par :
 s =1T
 ∫ t0+T
 t0s(t) d t et S 2
 e =1T
 ∫ t0+T
 t0(s(t))2 d t (14-1)
 • Le signal periodique fondamental est le signal sinusoıdal de frequence f et d’amplitude
 S m : s(t) = S m cos(ωt + ϕ) pour lequel s = 0 et S e =S m√
 2.
 1.2 Propriete fondamentale
 • Un signal s periodique, de periode T (et de frequence f ) se decompose suivant :
 s(t) = S 0 +
 +∞∑n=1
 S n cos(2πn f t + ϕn
 )ou S n est l’amplitude maximale de la composante de frequence n f et ϕn sa phase a l’origine.
 • La composante S 0 est la composante continue ou valeur moyenne du signal sur uneperiode. Celle de rang n = 1 est la composante fondamentale de s. Les autres composantessont les harmoniques de s, chacune etant caracterisee par son rang n.
 • Exemple : une tension carree u(t) symetrique, egale a Um pendant une demie-periode et−Um sur l’autre, se developpe :
 u(t) =
 +∞∑p=0
 4Um
 (2p + 1)πsin
 (2π(2p + 1) f t
 ).
 1.3 Spectre des signaux periodiques
 Les spectres des signaux periodiques sont des spectres de raies ou seules sont presentes lesraies de frequences n f (cf. fiche 2, fig 1).
 2. Fonction de transfert harmonique
 2.1 Definition
 • Soit un signal sinusoıdal se de frequence f , d’amplitude S e, de pulsation ω = 2π f excitantun systeme lineaire. La reponse du systeme a une telle excitation est un signal sinusoıdal ssde meme frequence, d’amplitude S s(ω), dephase de ϕω par rapport au signal d’entree.
 • On appelle H(ω) la fonction de transfert harmonique du systeme le rapport :
 H(ω) =ss(t)se(t)
 (14-2)
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 . La notion de fonction de transfert harmonique n’a de sens que pour les systemeslineaires. Son expression finale et les valeurs qu’elle prend aux differentes pulsations doiventetre independantes de S e.
 2.2 Reponse d’un systeme lineaire
 • Si la fonction de transfert H(ω) d’un systeme lineaire est donnee, la reponse du systeme aune excitation sinusoıdale s(t) = S e cos (ωt) est le signal :
 |H(ω)| S e cos(ωt + arg
 (H(ω)
 ))= s1(t).
 • Si le signal excitateur est une somme de signaux sinusoıdaux de meme nature et defrequences ( fi)i∈I ou I = 1, 2, ..., n, se(t) =
 ∑i∈I
 S i cos (2π fit + ϕi), la reponse du systeme
 lineaire a un tel signal est la somme de ses reponses a chacune des composantes sinusoıdales :
 ss(t) =∑i∈I
 ∣∣∣H(ωi)∣∣∣S i cos
 (2π fit + ϕi + arg
 (H(ωi)
 )).
 2.3 Diagramme de Bode
 • La fonction de transfert peut etre donnee par une representation graphique appele dia-gramme de Bode. Elle est constituee de deux courbes :
 − la courbe de gain, GdB(ω) en fonction de ω, l’echelle des pulsations etant logarithmique.Le gain est defini par :
 GdB(ω) = 20 log∣∣∣H(ω)
 ∣∣∣ (14-3)
 dont l’unite est le decibel de symbole dB ;
 − la courbe de phase arg H(ω) en fonction de ω avec la meme echelle logarithmique pour lespulsations.
 • Il est donc possible de lire sur la courbe de gain l’information relative au facteur multipli-catif affectant l’amplitude du signal d’entree pour une pulsation donnee et sur celle de phase,le dephasage qui affectera le signal d’entree.
 3. Filtre passe-bas du premier ordre
 3.1 Schema electrique
 • Un schema est celui de la figure 1a.
 • Il est tacitement considere qu’aucun courant ne circule dans les departs de branche superieuret inferieur droits du schema : le meme courant traverse la resistance et le condensateur.
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 3.2 Comportement qualitatif du filtre
 • En basses frequences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe le courant electrique dans la maille. La tension aux bornes de la resistance est nulle et celled’entree se retrouve donc en sortie aux bornes du condensateur.
 • En hautes frequences, le condensateur se comporte comme un court-circuit et la tension ases bornes tend vers 0. Le filtre laisse donc passer les tensions de basses frequences d’ousa denomination.
 3.3 Fonction de transfert
 La fonction de transfert est obtenue par le diviseur de tension :
 H(ω) =us(t)ue(t)
 =ZC
 ZR + ZC=
 11 + jRCω
 =1
 1 + jτω(14-4)
 de module∣∣∣H(ω)
 ∣∣∣ =1√
 1 + (τω)2et d’argument arg H(ω) = − arctan(τω).
 Leurs limites en basses et hautes frequences sont :
 limω→0
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 1 et lim
 ω→+∞
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 0
 limω→0
 arg H(ω) = 0 et limω→+∞
 arg H(ω) = −π
 2·
 3.4 Les comportements asymptotiques
 • Lorsque ω → 0, H(ω) → 1 et GdB → 0 dB et arg H(ω) → 0 rad la courbe asymptotiquede gain est une droite horizontale d’ordonnee 0 dB.
 • Lorsque ω→ +∞, on a H(ω)∼1
 jτω; GdB ∼−20 log(τω) dB et arg H(ω)∼−
 π
 2rad.
 Le gain en hautes frequences varie comme −20 log τ − 20 logω.Sa courbe asymptotique dans le diagramme de Bode, donc avec une abscisse en logω, estainsi une droite de pente negative egale a - 20 dB par decade, notee - 20 dB / dec.La multiplication par 10, a amplitude constante, de la frequence d’une tension sinusoıdalea l’entree du filtre entraıne une diminution de 20 dB du gain et donc une division par 10 del’amplitude de la tension sortie.
 • Les asymptotes se coupent pour une pulsation ωc telle que 0 dB = −20 log(τωc) soit
 ωc =1τ· Le gain correspondant est de 0 dB.
 Cependant, la fonction de transfert a la pulsation ωc vaut H(ωc) =1
 1 + j: son module est
 1√
 2, son gain egal a environ -3 dB et son argument −
 π
 4rad.
 La courbe reelle de gain passe donc par le point de coordonnees (logωc,−3 dB) ; celle dephase par celui de coordonnees (logωc,−
 π
 4).
 • ωc s’appelle la pulsation de coupure a -3 dB du filtre.
 La frequence de coupure a -3 dB vaut fc =ωc
 2π=
 12πRC
 .
 La bande passante a -3 dB du filtre est l’intervalle de frequences [0 ; fc].
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 3.5 Le diagramme de Bode
 Il comporte les courbes asymptotiques de gain et de phase arretees chacune a la pulsation decoupure et les courbes reelles du filtre :
 3.6 Usages particuliers du filtre passe-bas
 Il a :
 • un role demoyenneur : les composantes sinusoıdales de frequences f < fc passenta travers le filtre, les autres sont attenuees.Si fc est tres basse, seule la composante continue, donc la valeur moyenne, d’un signalperiodique passe le filtre. Le filtre moyenne le signal d’entree.
 • un role d’integrateur pour les composantes de frequences f > 10 fc. La fonction de trans-
 fert est equivalente a1
 jτω· Or, la division par jω traduit son integration par rapport a t.
 4. Filtre passe-haut du premier ordre
 4.1 Schema electrique
 Le filtre de tension passe-haut le plus simple est celui dont le schema est donne a la figure 1b.
 4.2 Comportement qualitatif du filtre
 • En basses frequences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe lecourant electrique dans la maille. La tension aux bornes de la resistance et donc la tension desortie sont nulles.
 • En hautes frequences, le condensateur se comporte comme un court-circuit, la tension ases bornes tend vers 0 et la tension d’entree se retrouve en sortie du filtre. Le filtre laisse donc passer les tensions de hautes frequences d’ou son appellation.
 4.3 Fonction de transfert
 La fonction de transfert est obtenue par le diviseur de tension :
 H(ω) =us(t)ue(t)
 =ZR
 ZR + ZC=
 jRCω1 + jRCω
 =jτω
 1 + jτω(14-5)
 de module∣∣∣H(ω)
 ∣∣∣ =τω√
 1 + (τω)2et d’argument arg H(ω) =
 π
 2− arctan(τω).

Page 262
                        
                        

262 Physique
 Leurs limites en basses et hautes frequences sont :
 limω→0
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 0 et lim
 ω→+∞
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 1
 limω→ 0
 arg H(ω) =π
 2et lim
 ω→+∞arg H(ω) = 0
 4.4 Les comportements asymptotiques
 • Lorsque ω→ 0, on a : H(ω)∼ jτω ; GdB ∼ 20 log(τω) dB ; arg H(ω)∼π
 2rad.
 Le gain en basses frequences varie comme 20 log τ + 20 logω. Sa courbe asymptotique dansle diagramme de Bode, avec une abscisse en logω, est une droite de pente positive egale a +20 dB par decade, notee + 20 dB / dec.
 La multiplication par 10, a amplitude constante, de la frequence d’une tension sinusoıdale,tout en demeurant dans le domaine des basses frequences, conduit a une augmentation dugain de 20 dB ; l’amplitude de la tension de sortie se trouve multipliee par 10.
 • Lorsque ω→ +∞, H(ω)→ 1 ; GdB → 0 dB et arg H(ω)→ 0 rad.La courbe asymptotique de gain est une droite horizontale d’ordonnee 0 dB.
 • Les asymptotes se coupent pour une pulsation ωc telle que 0 dB = 20 log(τωc) soit
 ωc =1τ
 ; le gain correspondant est de 0 dB.
 La fonction de transfert a la pulsation ωc vaut H(ωc) =j
 1 + j; son module
 1√
 2, son gain
 environ -3 dB et son argumentπ
 4rad.
 La courbe reelle de gain passe donc par le point de coordonnees (logωc,−3 dB) ; celle dephase par celui de coordonnees
 (logωc,
 π
 4
 ).
 ωc s’appelle la pulsation de coupure a - 3 dB du filtre.
 La frequence de coupure a - 3 dB vaut fc =ωc
 2π=
 12πRC
 ·
 La bande passante a - 3 dB du filtre est l’intervalle de frequences [ fc ; +∞[.
 L’intervalle [0 ; fc] est la bande coupee du filtre.
 4.5 Le diagramme de Bode

Page 263
                        
                        

14 • Filtrage lineaire 263
 4.6 Utilisation particuliere du filtre
 Role de derivateur : pour les composantes de frequences f <fc
 10la fonction de transfert est
 equivalente a jτω.
 jω ejωt est la derivee par rapport au temps de ejωt. La multiplication par jω traduit donc la
 derivation par rapport au temps des composantes de frequences f <fc
 10·
 Le signal de sortie est donc le derive par rapport au temps, a un coefficient multiplicateur τpres, du signal d’entree lorsque sa frequence est petite devant celle de coupure.
 5. Filtre passe-bas du second ordre
 5.1 Schema electrique (figure 4a) :
 5.2 Comportement qualitatif du filtre
 • En basses frequences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe lecourant electrique dans la maille. Les tensions aux bornes de la resistance et de la bobine sontnulles. La tension d’entree se retrouve donc en sortie aux bornes du condensateur.
 • En hautes frequences, le condensateur se comporte comme un court-circuit et la tensiona ses bornes tend vers 0. Cet effet est renforce par le fait que la bobine se comporte commeun circuit ouvert en hautes frequences. Le filtre laisse donc passer les tensions de bassesfrequences.
 5.3 Fonction de transfert
 • La fonction de transfert est obtenue en utilisant le diviseur de tension :
 H(ω) =us(t)ue(t)
 =ZC
 ZR + ZL + ZC=
 11 − LCω2 + jRCω
 dont la forme canonique est :
 H(ω) =1
 1 − u2 + j uQ
 (14-6)
 en posant ω20 =
 1LC
 ,1Q
 = RCω0 et la pulsation reduite u =ω
 ω0, sans dimension.
 • Le module de la fonction de transfert est :∣∣∣H(ω)∣∣∣ =
 1√(1 − u2)2 + ( u
 Q )2
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 son argument :
 arg H(ω) = − arctan(
 uQ(1 − u2)
 )si 0 < u < 1 ;
 arg H(ω) = −π − arctan(
 uQ(1 − u2)
 )si 1 < u.
 • Leurs limites en basses et hautes frequences sont :limω→0
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 1 et lim
 ω→+∞
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 0 ;
 limω→ 0
 arg H(ω) = 0 et limω→+∞
 arg H(ω) = −π.
 • Le module de H(ω) presente un maximum (une resonance) si le facteur de qualite Q >
 1√
 2· Cette resonance a lieu pour la pulsation reduite ur egale a
 √1 −
 12Q2 soit une pulsation
 de resonance ωr egale a ω0 ur = ω0
 √1 −
 12Q2 ·
 On a alors :∣∣∣H(ωr)
 ∣∣∣ =Q√
 1 − 14Q2
 > 1 puisque Q >1√
 2·
 5.4 Les comportements asymptotiques
 • Lorsque ω→ 0, H(ω)→ 1, GdB → 0 dB et arg H(ω)→ 0 rad.La courbe asymptotique de gain est une droite horizontale d’ordonnee 0 dB.
 • Lorsque ω→ +∞, on a H(ω)∼−1u2 soit GdB ∼−40 log
 (ωc
 ω0
 )dB ; arg H(ω)∼−π rad.
 Le gain en hautes frequences varie comme 40 logω0 − 40 logω. Sa courbe asymptotique estdonc une droite de pente negative egale a - 40 dB par decade, notee - 40 dB / dec.
 • Les asymptotes se coupent pour une pulsation ωc telle que 0 dB = −40 log(ωc
 ω0
 )soit
 ωc = ω0. Le gain correspondant est de 0 dB.
 La fonction de transfert a la pulsation ω0 vaut H(ω0) = −jQ. Son module est Q, son gain egala 20 log Q et son argument −
 π
 2rad.
 5.5 Les diagrammes de Bode
 Deux allures de diagramme de Bode se dessinent selon que Q <1√
 2:
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 ou Q >1√
 2:
 6. Filtre passe-bande du second ordre
 6.1 Schema electriqueLe filtre de tension passe-bande le plus simple que l’on puisse concevoir est celui dont leschema est donne sur la figure 4b.
 6.2 Comportement qualitatif du filtre• En basses frequences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe lecourant electrique dans la maille. La tension aux bornes de la resistance est nulle.
 • En hautes frequences, la bobine se comporte comme un circuit ouvert et coupe a son tourle courant electrique dans la maille. La tension aux bornes de la resistance tend vers 0. Lefiltre coupe les hautes et les basses frequences. Il ne laisse donc passer que les tensionsde frequences intermediaires dans une certaine bande passante.
 6.3 Fonction de transfert• La fonction de transfert est obtenue en utilisant le diviseur de tension :
 H(ω) =us(t)ue(t)
 =ZR
 ZR + ZL + ZC=
 jRCω1 − LCω2 + jRCω
 dont la forme canonique est :
 H(ω) =j u
 Q
 1 − u2 + j uQ
 =1
 1 + jQ(u − 1
 u
 ) (14-7)
 avec les memes definitions de ω0, Q et u que pour le filtre passe-bas du second ordre.
 • Le module de la fonction de transfert est :∣∣∣H(ω)∣∣∣ =
 1√1 + Q2
 (u − 1
 u
 )2
 son argument :
 arg H(ω) = − arctan Q(u −
 1u
 ).
 • Leurs limites en basses et hautes frequences sont :limω→0
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 0 et lim
 ω→+∞
 ∣∣∣H(ω)∣∣∣ = 0
 limω→0
 arg H(ω) =π
 2et lim
 ω→+∞arg H(ω) = −
 π
 2
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 6.4 Les comportements asymptotiques
 • Lorsque ω→ 0, on a : H(ω)∼ juQ
 ; GdB ∼ 20 log(
 uQ
 )dB ; arg H(ω)∼
 π
 2rad.
 Le gain croıt comme 20 logω − 20 log(Qω0) en basses frequences, donc l’asymptote sur lediagramme de Bode est une droite de pente + 20 dB / dec.
 • Lorsque ω→ +∞ on a : H(ω)∼1
 jQu; GdB ∼−20 log(Qu) dB ; arg H(ω)∼−
 π
 2rad.
 Le gain varie comme −20 logω − 20 log(
 Qω0
 )en hautes frequences, donc sa courbe asymp-
 totique est une droite de pente negative egale a - 20 dB / dec.
 • Les asymptotes se coupent pour une pulsation ωc telle que :
 20 logωc − 20 log(Qω0) = −20 logωc − 20 log(
 Qω0
 )soit ωc = ω0.
 Le gain correspondant est de −20 log Q. La fonction de transfert a la pulsation ω0 vautH(ω0) = 1, son module 1, son gain 0 dB et son argument 0 rad.La courbe reelle de gain passe donc par le point de coordonnees (logω0, 0 dB) ; celle de phasepar celui de coordonnees (logω0, 0).
 • ω0 s’appelle la pulsation de resonance du filtre.
 La frequence de resonance vaut f0 =ω0
 2π=
 1
 2π√
 LC·
 6.5 Le diagramme de Bode
 Deux allures apparaissent selon que Q <1√
 2ou Q >
 1√
 2· Elles sont donnees figures 7 et
 8.
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 6.6 Largeur de bande passante a −3 dB
 • C’est l’intervalle de frequences telles que∣∣∣H(ω)
 ∣∣∣ > 1√
 2·
 La resolution de cette inequation conduit a trouver l’intervalle de valeurs de u : [um ; uM]
 avec um = −1
 2Q+
 √1 +
 14Q2 et uM =
 12Q
 +
 √1 +
 14Q2 ·
 La mesure de l’intervalle des pulsations reduites ∆u = uM − um =∆ω
 ω0=
 ∆ ff0
 permet d’en
 deduire la largeur de bande passante recherchee :
 ∆ f =f0Q· (14-8)
 • La bande passante represente l’intervalle des frequences des tensions sinusoıdales sur les-quelles le filtre agit peu. Sa largeur est d’autant plus etroite que le facteur de qualite est eleveou son amortissement faible.Les tensions dont les frequences sont hors de la bande passante voient leurs amplitudes d’au-tant plus diminuees que leurs frequences sont eloignees des limites de celle-la. On dit qu’ellessont coupees , c’est-a-dire eliminees par le filtre. Ce dernier joue donc un role de selecteur -imparfait - d’une gamme donnee de tensions sinusoıdales, celles dont la frequence appartienta la bande passante.
 . Il est frequent que largeur de bande passante et bande passante soient confon-dues : la mesure est alors prise pour l’ensemble.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Une tension sinusoıdale de frequence 5 kHz et d’amplitude Um = 5 V attaqueun filtre passe-bas du premier ordre de frequence de coupure egale a 3 kHz.Determinez l’amplitude de la tension de sortie du filtre.
 Exercice 2 : Determinez la frequence de resonance f0 et la largeur de la bande passante∆ f d’un filtre passe-bande dont le schema electrique est celui de la figure 4b avec R = 470 Ω,L = 36 mH et C = 22 nF.
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 1. Cinematique du point materiel et du solide
 La cinematique est l’etude des mouvements des corps materiels independamment des causesqui les produisent.
 1. Espace et temps classiques
 1.1 L’espace classique
 • Nos perceptions sensorielles communes nous invitent a placer les evenements decrits etetudies dans le cadre de la physique classique dans un espace a trois dimensions ( longueur-largeur-hauteur ), continu, homogene, isotrope et euclidien.
 • L’homogeneite de l’espace signifie qu’il n’y a pas de position privilegiee : la translation(au sens geometrique) d’une region donnee de l’espace a une autre d’une experience n’induitaucune modification quant a son deroulement.
 • Son isotropie signifie qu’il n’y a aucune direction privilegiee : la rotation d’une experience(la encore au sens geometrique) n’a aucune incidence quant a son deroulement.
 • Enfin, son caractere euclidien exprime la possibilite d’y proceder a des mesures de dis-tances et d’angles conformes aux postulats de la geometrie euclidienne.
 • La continuite de la droite reelle, similaire a l’intuition de continuite selon l’une des direc-tions quelconque de notre espace physique, et le caractere tridimensionnel de l’espace nousfont choisir pour modele mathematique de sa representation, l’espace R3.
 1.2 Le temps classique
 Le temps classique est concu comme s’ecoulant uniformement (il n’y a pas de date pri-vilegiee) et identique pour tous les observateurs quels que soient leurs etats de mouvement.
 2. Reperage dans l’espace
 2.1 Referentiel
 Un referentiel est un solide de reference muni d’un repere de projection et d’une horlogepour reperer les instants. La definition repose sur l’intuition que nous possedons de la notionde solide qui sera precisee par la suite.
 2.2 Les reperes couramment utilises
 Un repere de projection est constitue d’un point origine O et de trois vecteurs constituant unebase orthonormee directe.
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 Coordonnees Vecteur de position Cordonnees de M
 cartesiennes
 −−→OM =
 x−→e x + y−→e y + z−→e z.M
 (x, y, z
 )
 cylindriques
 −−→OM = r−→e r + z−→e z.M
 (r, θ, z
 )r > 0
 spheriques
 −−→OM = r−→e r
 M(r, θ, ϕ
 )r > 0 ; 0 6 θ < π
 Le rapport entre les bases est :
 base cartesienne-base cylindrique −→e r = cos θ −→e x + sin θ −→e y (15-1)−→e θ = − sin θ −→e x + cos θ −→e y (15-2)
 base cartesienne-base spherique−→e r = sin θ cosϕ −→e x + sin θ sinϕ−→e y + cos θ −→e z−→e θ = cos θ cosϕ −→e x + cos θ sinϕ −→e y − sin θ−→e z−→e ϕ = − sinϕ −→e x + cosϕ −→e y
 Les directions des vecteurs des bases cylindriques et spheriques ne sont pas fixes dans l’es-pace et evoluent avec le point M.
 . Les vecteurs de base de tous les reperes presentes sont denues de dimension physique :ceci se traduit par l’absence d’unite apres la valeur de leur norme ou de leur produit scalaire.
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 2.5 Correspondances entre les reperages
 Les coordonnees dans les differents reperes utilises sont naturellement liees entre elles.• Entre les coordonnees cartesiennes et cylindriques :
 x = r cos θy = r sin θz = z
 r =
 √x2 + y2
 θ = arg(x + iy)z = z
 • Entre les coordonnees cartesiennes et spheriques :
 x = r sin θ cosϕy = r sin θ sinϕz = r cos θ
 r =
 √x2 + y2 + z2
 θ = arccos
 z√x2 + y2 + z2
 ϕ = arg(x + iy)
 2.6 Reperage dans le temps
 Un ensemble arbitraire d’evenements se succedant est choisi, qui constitue une chronologie.Ces evenements sont numerotes dans l’ordre croissant selon leur succession. Reperer un evenement dans le temps, c’est designer l’evenement de la chronologieavec lequel il coıncide et lui affecter le meme numero, que l’on appelle l’instant auquell’evenement s’est produit.
 2.7 Limites du cadre classique
 La mecanique classique postule un espace euclidien. La relativite generale dans le cadre delaquelle la theorie cosmologique de Big Bang s’inscrit, decrit a grande echelle un espaceou les postulats de la geometrie euclidienne sur les paralleles sont suspendus. De meme,postule-t-elle un temps universel, identique pour tous les observateurs, quel que soit leur etatde mouvement. Les relativites restreinte et generale abolissent cette vision et inventent autantde temps que d’observateurs, chacun de ceux-la etant solidaires des etats relatifs de mouve-ment de ceux-ci.
 Cependant, la mecanique classique continue de presenter un cadre de description des phe-nomenes physiques largement adequat pour un grand nombre d’entre eux, encore utile auxingenieurs et aux techniciens.
 3. Description du mouvement d’un point materiel
 3.1 Notion de point materiel
 Tout corps C dont les dimensions selon les trois directions de l’espace sont petites devant lesdistances que le corps peut etre amene a parcourir peut etre assimile a un point. Ce corpsayant une masse, on parle de point materiel.
 . La Terre n’est certainement pas un point materiel pour nous ! Elle le devient peu ouprou lorsque l’on etudie son mouvement autour du Soleil. La notion est donc toute relative etil faut savoir, pour chaque probleme, se poser la pertinence de son adoption.
 3.2 Notion de mouvement
 Soit un referentiel R ; un point materiel M est en mouvement par rapport au referentiel Rsi ses coordonnees dans un repere de projection attache a ce referentiel varient au cours dutemps.
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 Le mouvement est une notion relative : un point M, fixe dans le referentiel R sera mobile parrapport a un referentiel R′ en mouvement par rapport a R.
 + Le langage importe : affirmer le point materiel M est en mouvement sans preciserle referentiel par rapport auquel on parle est denue de sens !
 3.3 Trajectoire d’un point materiel
 La trajectoire T d’un point materiel M dans le referentiel R est l’ensemble des points del’espace successivement occupes par M au cours de son mouvement dans le referentiel.Si le mouvement se deroule, sur l’intervalle de temps [t1 ; t2] ⊂ R, alors :
 T =(
 x(t), y(t), z(t))
 ; t ∈ [t1 ; t2].
 La trajectoire est une courbe geometrique plus ou moins simple : droite, cercle, parabole,ellipse, ... ou des portions seulement de ces courbes.
 Comme le mouvement, la trajectoire est relative.
 3.4 Vecteur-vitesse et vecteur-acceleration
 • La vitesse du point materiel M dans le referentiel R est le vecteur derive par rapport autemps du vecteur position de M dans R :
 −→v M/R(t) =d−−→OM
 dt
 ∣∣∣∣∣∣∣R
 (t) (15-3)
 C’est un vecteur qui est tangent en chacun des points de la trajectoire.
 + La confusion est souvent possible entre la vitesse , en tant que vecteur et la vi-tesse en tant que norme du vecteur-vitesse. Le contexte doit vous aider a reperer ce qui estdemande. Il est toujours plus prudent, en cas de doute de travailler sur le vecteur-vitesse puisde donner sa norme.
 • Le second element de description du mouvement est l’acceleration du point M dans lereferentiel R. Elle est definie comme le vecteur derive par rapport au temps du vecteur vitessede M dans le meme referentiel :
 −→a M/R(t) =d−→v M/R
 dt
 ∣∣∣∣∣∣R
 (t) =d2 −−→OM
 dt2
 ∣∣∣∣∣∣∣R
 (t) (15-4)
 • Cordonnees cartesiennes
 −→v M/R(t) = x(t)−→e x + y(t)−→e y + z(t)−→e z a pour norme : vM/R =
 √r2(t) +
 (r(t) θ(t)
 )2+ z2(t).
 −→a M/R(t) = x(t)−→e x + y(t)~ey + z(t)−→e z a pour norme : aM/R(t) =
 √x2(t) + y2(t) + z2(t).
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 • Cordonnees cylindriques
 −→v M/R(t) = r(t)−→e r +r(t)θ(t)−→e θ+ z(t)−→e z a pour norme : vM/R =
 √r2(t) +
 (r(t) θ(t)
 )2+ z2(t).
 ~aM/R =(r − rθ2
 )~er +
 (rθ + 2 rθ
 )~eθ + z~ez de norme : aM/R =
 √(r − rθ2
 )2+
 (rθ + 2 rθ
 )2+ z2.
 . Le passage du vecteur vitesse au vecteur acceleration en coordonnees cylindriques doitse faire en prenant soin de deriver les differentes coordonnees de positions et les vecteurs debase, non constants puisque leur orientation change avec le deplacement du point materiel.
 4. Exemples de mouvements du point materiel
 Tout les mouvements decrits dans cette section concernent un seul point materiel et se pro-duisent dans un meme referentiel R. Nous omettrons de rappeler a chaque fois l’indicationindiciaire M/R ce qu’il faudrait faire en toute rigueur, en l’absence d’ambiguite.Le referentiel est muni d’un repere de coordonnees cartesiennes et d’un repere de coor-donnees cylindriques.
 4.1 Mouvement rectiligne uniforme
 • Le mouvement d’un point materiel est rectiligne uniforme si son vecteur-vitesse estconstant au cours du temps. Sa direction, son sens et sa norme sont constants au cours dutemps.La trajectoire du point est alors une droite parcourue a vitesse (norme) constante v. Le reperenaturel d’un tel mouvement est celui de coordonnees cartesiennes dont un des vecteurs debase serait serait colineaire au vecteur vitesse.
 • Dans le cas general, notons en coordonnees cartesiennes :
 −→v :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣v0x = v0v0y = 0v0z = 0
 et v = |v0|
 Le vecteur-vitesse du mouvement de M et sa norme etant constants, les equations horairesdes coordonnees du point M sont :
 −−→OM(t) :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣v0xt + x0
 y0z0
 (x0, y0, z0) etant les coordonnees du point atteint par le point M a l’instant t = 0. Ces equationshoraires sont aussi les equations parametriques de la trajectoire de M dans le referentiel.
 4.2 Mouvement uniformement accelere
 • Le mouvement d’un point materiel est uniformement accelere si son vecteur-accelerationest constant au cours du temps. Sa direction, son sens et sa norme sont constants au cours dutemps.Le repere de coordonnees le plus adapte a l’etude du mouvement est celui de coordonneescartesiennes : afin de faciliter les calculs, l’un des vecteurs de base, −→e x par exemple, est dirigesuivant le vecteur-acceleration.
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 • Posons que l’acceleration d’un point materiel est, en cordonnees cartesiennes :
 −→a :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣a00
 Par integration du vecteur-acceleration entre l’instant initial t = 0 et un instant t quelconque,on obtient le vecteur-vitesse du point materiel :
 −→v :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣at + v0x
 v0y
 0
 car il est toujours possible de decomposer le vecteur-vitesse a l’instant initial en sa compo-sante suivant la direction de l’acceleration, v0x, et sa composante perpendiculaire a l’acce-leration et de prendre le second vecteur de la base (−→e y par exemple) suivant la direction dela composante perpendiculaire de la vitesse qui a alors pour projection sur ce vecteur v0y, satroisieme composante sur −→e z s’annulant par le choix ainsi fait, sans restreindre la generalitedu probleme.
 • En integrant le vecteur vitesse par rapport au temps, on determine le vecteur position enfonction du temps :
 −−→OM :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣12
 at2 + v0x t + x0
 v0y t + y0z0
 ou (x0, y0, z0) designe les coordonnees de la position du point materiel a l’instant initial.
 • Le mouvement se deroule dans le plan de coordonnee z = z0 perpendiculaire a −→a et a−→v 0 = v0x
 −→e x + v0y−→e y.
 L’equation de la trajectoire est obtenue en eliminant le parametre temps entre les equationshoraires x(t) et y(t). On obtient :
 x =12
 a(
 y − y0
 v0y
 )2
 + v0x
 (y − y0
 v0y
 )+ x0
 dans laquelle on reconnaıt l’equation d’une parabole de sommet S de coordonnees cartesiennes−v20x
 2a, y0 −
 v0xv0y
 a, z0
 , d’axe(S , −→e x
 ).
 Le point materiel passe par le sommet de sa trajectoire a l’instant tS = −v0x
 a·
 Cet instant n’est posterieur a l’instant initial que si a.v0x < 0 soit −→a · −→v 0 < 0 : la vitesse ini-tiale doit posseder une composante selon la direction de l’acceleration dirigee en sens opposea cette derniere.Au cours du temps, vx(t) s’annule puis devient positif et le mouvement se poursuit dans lesens de l’acceleration.
 4.3 Mouvement circulaire uniforme
 • Le mouvement d’un point est circulaire uniforme si sa trajectoire est un cercle ou un arcde cercle parcouru a vitesse constante. Le repere de projection le plus simple pour etudierce type de mouvement est celui de coordonnees cylindriques dont l’axe (Oz) est perpendicu-laire au plan de la trajectoire et contient le centre du cercle.
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 •(r(t), θ(t), z(t)
 )etant les coordonnees du point materiel M, la trajectoire est parametrable
 par r(t) = R, le rayon du cercle sur lequel s’inscrit la trajectoire, et z(t) = z0, l’altitude du plande la trajectoire.Les composantes de la vitesse dans la base (−→e r,
 −→e θ,−→e z) sont :
 −→v :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣0R θ(t)0
 Seule la norme du vecteur-vitesse peut etre constante puisque sa direction varie a tout instant.La vitesse angulaire θ(t) = ω est donc constante. On en deduit les coordonnees completesdu point materiel en coordonnees cylindriques :
 (R, ωt + θ0, z0).
 L’angle polaire qui repere la position du point materiel sur le cercle varie lineairement aucours du temps, ce qui signifie que sa rotation a toujours le meme sens : dans le sens trigo-nometrique si ω > 0, dans le sens horaire sinon.
 • L’acceleration a pour composantes dans la meme base que la vitesse :
 −→a :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣−Rω2
 00
 soit −→a = −Rω2 −→e r.
 Le vecteur-acceleration est dirige a tous instants vers le centre de la trajectoire : il est cen-tripete. Sa norme est constante egale a Rω2. On peut ainsi retenir le schema suivant :
 −−→OM = r−→e r
 4.4 Mouvement circulaire non uniforme
 Si le mouvement est circulaire de rayon R mais non uniforme, θ(t) cesse d’etre une constanteau cours du temps. Les vecteurs-vitesse et acceleration s’en deduisent :
 −→v :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣0R θ(t)0
 soit −→a :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣−R θ2(t)Rθ(t)0
 Si la vitesse est toujours tangente en chaque point de la trajectoire, l’acceleration cesse d’etrecentripete. Elle est cependant toujours dirigee vers l’interieur de la concavite de la trajectoire.Cela donne le schema suivant :
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 5. Mouvements du solide
 5.1 Definition du solide
 Un solide est un ensemble S de points, connexe ou non, tels que la distance entre deux pointsquelconques de S soit constante au cours du temps.Ceci definit un solide ideal tres different de celui qu’etudie la mecanique des milieux de-formables en ce qu’elle s’interesse aux deformations qu’un solide peut subir sous l’effet decontraintes mecaniques.Par ailleurs, ce solide parfait est incompatible avec les consequences de la theorie de la rela-tivite restreinte.
 5.2 Champ des vitesses
 • La constance a tous instants de la distance entre deux points quelconques du solideimplique une relation particuliere entre leurs vitesses. Soit le referentiel R dans lequel onetudie le mouvement du solide ; soit M et P deux points du solide, MP = cte peut s’ecrire−−→MP · −−→MP = cte2. La derivee par rapport au temps dans le referentiel R de l’expressionprecedente conduit a :
 −−→MP ·d−−→MP
 dt= 0.
 Or, la derivee par rapport au temps du vecteur est egale a la difference des vitesses de chacundes deux points dans le referentiel R : −→v P/R −
 −→v M/R. Son orthogonalite a tous instants auvecteur −−→MP se traduit par l’existence d’un vecteur −→ΩS/R(t) tel que :
 −→v P/R −−→v M/R =
 −→ΩS/R(t) ∧ −−→MP. (15-5)
 On appelle −→ΩS/R(t) le vecteur-rotation instantane du solide dans le referentiel R.(15-5) est la relation de Varignon.
 • C’est bien le meme vecteur-rotation qui sert, a un instant donne, pour exprimer la relationde Varignon entre deux points quelconques du solide.
 5.3 Exemples
 •−→ΩS/R(t) =
 −→0 : tous les points du solide possedent la meme vitesse. Le solide est dit entranslation dans le referentiel R. Il se deplace parallelement a lui-meme dans ce referentiel.Si de plus la direction de la vitesse commune a tous les points de S est constante, on parlede translation rectiligne du solide dans R, par exemple un solide glissant sur un plan inclinesans tourner sur lui-meme.Si la vitesse commune des points est de la forme Lθ−→e θ dans un repere de coordonnees cylin-drique adequat, le solide est dit en translation circulaire dans R, par exemple une nacelle demanege de type grande roue .
 •−→ΩS/R(t) = θ(t)−→e z = ω(t)−→e z.
 Placons l’origine O du repere de coordonnees cylindriques sur l’axe de rotation ; O est fixedans R donc sa vitesse est nulle.La relation de Varignon entre O (point appartenant au solide ou considere comme solidaire)et un point M de coordonnees
 (rM , θM(t), zM
 )du solide conduit a :
 −→v M/R =−→Ω(t) ∧ −−→OM = rMω(t)−→e θ = rM θM(t)−→e θ (15-6)
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 puisque −−→OM = rM−→e r + zM
 −→e z, ou rM represente aussi la distance de M a l’axe de rotation.
 . Tous les points du solide possedent la meme vitesse angulaire θ(t).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Calculez la vitesse et l’acceleration d’un point materiel dont le vecteur posi-tion dans le repere de coordonnees cartesiennes
 (O,−→e x,
 −→e y,−→e z
 )du referentiel R est :
 Pour 0 6 t < 5 s, −−→OM :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣x(t) = 3ty(t) = 4tz(t) = 0
 Pour 5 s 6 t < 10 s, −−→OM :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣x(t) = 3t + 0, 21(t − 5)2
 y(t) = 4t + 0, 28(t − 5)2
 z(t) = 0
 Donnez les equations des portions de trajectoire.
 Exercice 2 : Les lois horaires d’un point materiel M dans un referentiel R donne sont,dans un repere de coordonnees cartesiennes : x(t) = a cos(ωt), y(t) = a sin(ωt), z(t) = vt.Exprimez la vitesse et l’acceleration de M dans R et calculer leur norme.Determinez l’equation cartesienne de la projection de la trajectoire dans le plan xOy.Qualifiez le mouvement de M dans R.
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 2. Dynamique du point materiel
 La dynamique est la partie de la mecanique consacree a l’etude et a la prevision des mouve-ments des corps materiels dans des referentiels donnes, en se fondant sur les causes qui lesproduisent.
 1. Elements de cinetique
 1.1 La masse
 • La dynamique fait appel a la notion de masse dans l’expression des grandeurs physiquesauxquelles elle s’interesse.A tout corps ou tout point materiel est attache un scalaire positif, sa masse m, independantede l’etat de mouvement de l’observateur, charge de traduire la plus ou moins grande aptitudede ce corps a persister dans son etat de mouvement, ce que l’on appelle sa plus ou moinsgrande inertie.Cette masse est denommee masse inerte, par opposition a la masse pesante du meme corps,sa masse comme scalaire traduisant l’interaction gravitationnelle a laquelle elle est soumisede la part de tous les autres corps et dont elle est elle-meme une source.La mecanique classique a constate experimentalement la constance du rapport des deuxmasses pour tous les corps materiels qu’elle a etudies, la relativite generale en a postuleleur identite.
 • La masse est une des dimensions de fondamentale de la physique, notee M. Son unite dansle Systeme International est le kilogramme, de symbole kg.
 1.2 Le centre d’inertie
 Si l’on considere un ensemble S de points materiels de masse mii=1,...,n, occupant respec-tivement les positions Mii=1,...,n a un instant t dans un referentiel R d’origine O, le centred’inertie ou centre de masse du systeme de points, note G, est defini par la relation :
 MS−−→OG =
 n∑i=1
 mi−−−→OMi ou MS =
 n∑i=1
 mi. (16-1)
 MS est la masse du systeme des points materiels. Cette grandeur est postulee etre une gran-deur additive en mecanique classique, ce qui cesse d’etre exact a l’echelle nucleaire.
 + Le centre d’inertie peut etre un point geometrique ne coıncidant avec aucun des pointsmateriels du systeme.
 • La definition du centre d’inertie se generalise a un corps solide, qu’il suffit de concevoircomme une collection continue de points materiels.
 1.3 La quantite de mouvement
 • On appelle quantite de mouvement d’un point materiel de masse m dans un referentielR dans lequel sa vitesse est −→v M/R le vecteur :
 −→p M/R = m−→v M/R. (16-2)
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 • Pour le systeme S de points materiels decrit au paragraphe precedent, ou pour un corpssolide, cette grandeur est postulee comme etant additive et l’on definit la quantite de mouve-ment du systeme S dans le referentiel R, notee −→p S/R, par :
 −→p S/R =
 n∑i=1
 mi−→v Mi/R
 • La derivation par rapport au temps, dans le referentiel R, de la relation (16-1) definissantle centre d’inertie du systeme conduit au resultat tres important :
 −→p S/R = MS −→v G/R. (16-3)
 La quantite de mouvement totale du systeme materiel est egale a la quantite de mouvement deson centre d’inertie auquel est attache toute la masse du systeme. On l’appelle la resultantecinetique.
 • La quantite de mouvement a pour dimension : M.L.T−1. Son unite est le kg.m.s−1.
 2. Lois fondamentales
 Trois principes fondamentaux inseparables les uns des autres constituent le socle sur lequelrepose le caractere operationnel de la dynamique classique.
 2.1 Principe d’inertie
 Principe d’inertie pour un pointIl existe des referentiels, appeles referentiels galileens ou inertiels, dans lesquels un pointmateriel qui n’est soumis a aucune force est au repos ou possede un mouvement rectiligneuniforme.
 Principe d’inertie pour un corpsIl existe des referentiels, appeles referentiels galileens ou inertiels, dans lesquels le centred’inertie d’un corps materiel qui n’est soumis a aucune force est au repos ou possede unmouvement rectiligne uniforme.
 2.2 Principe fondamental de la dynamique
 Principe fondamental de la dynamiqueDans un referentiel galileen Rg, la derivee par rapport au temps de la quantite de mouvement−→p M/Rg
 d’un point materiel M, de masse m et de vitesse −→v M/Rg dans le referentiel, ou celle
 ~pS/R d’un corps materiel est egal a la resultante des forces∑−→f qui s’exercent sur le point
 ou le corps
 d−→p M/Rg
 dt
 ∣∣∣∣∣∣∣Rg
 =∑−→f ou
 d−→p S/Rg
 dt
 ∣∣∣∣∣∣∣Rg
 =∑−→f . (16-4)
 • Ce principe est souvent ecrit, pour un point materiel ou pour un systeme materiel de masseMS constante :
 m−→a M/Rg =∑−→f ou MS −→a G/Rg =
 ∑−→f , (16-5)
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 ou −→a M/Rg et −→a G/Rg sont les accelerations respectives du point M et du centre d’inertie G dansle referentiel galileen. On designe parfois par resultante dynamique la quantite MS −→a G/Rg .
 • On en deduit que la dimension de toute force est M.L.T−2. Son unite est le newton, desymbole N. On a : 1 N = 1 kg.m.s−2.
 . C’est le mouvement du seul centre d’inertie G du corps solide que le principe fonda-mental permet de prevoir. Cependant, si ce corps est en translation rectiligne ou circulairedans le referentiel, alors la connaissance du mouvement de G implique celle du mouvementde tous les autres points du solide.
 2.3 Principe de l’action et de la reaction
 • Lorsque deux points materiels M1 et M2 sont en interaction, le point M1 (resp. M2)exercant une force −→f 12 (resp. −→f 21) sur M2 (resp. M1), le principe de l’action et de la reactionenonce que la resultante vectorielle des deux forces est nulle et que les deux forces sont co-lineaires a la droite joignant M1 a M2.
 −→f 12 +−→f 21 =
 −→0 et −−−−−→M1M2 ∧−→f 12 =
 −→0 . (16-6)
 • Ce principe a une consequence importante sur les forces a prendre en compte lors del’etude du mouvement du centre d’inertie d’un corps solide C. La solidarite qui existe entreses points traduit en effet l’existence de forces d’interactions entre chaque couple de sespoints. Ecrivons le principe fondamental de la dynamique dans un referentiel galileen, pourchaque point materiel Mi du solide C, en separant parmi les forces qui s’exercent sur lui cellesqui ont leur source a l’exterieur du corps, que nous designerons par forces exterieures, decelles qui proviennent des autres points du corps en question, les forces interieures :
 mi−→a Mi/Rg =
 ∑−→f ext→Mi
 +∑
 j
 −→f M j→Mi
 En faisant la somme membre a membre de toutes les equations traduisant le principe fon-damental pour chacun des points Mi du corps materiel, la resultante des forces interieuress’annule, ces forces s’annulant deux a deux en vertu du principe de l’action et de la reactionet la somme des termes du membre de gauche n’est autre que la resultante dynamique dusysteme. Ainsi, nous pouvons maintenant preciser la forme prise par le principe fondamentalde la dynamique pour un solide :
 Theoreme de la resultante cinetiqueLa derivee de la resultante cinetique d’un systeme materiel dans un referentiel galileen estegale a la resultante des forces exterieures qui s’exercent sur lui :
 MS −→a G/Rg =∑
 i
 ∑−→f ext→Mi
 =∑−→f ext. (16-7)
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 2.4 Conservation de la quantite de mouvement d’un systeme isole
 • Un systeme materiel (point ou corps) est dit isole s’il n’est soumis a aucune force.D’apres le principe fondamental de la dynamique, la derivee par rapport au temps de saresultante cinetique est nulle donc sa resultante cinetique est constante dans tout referentielgalileen.C’est ce que l’on appelle la conservation de la quantite de mouvement d’un systeme isoledans un referentiel galileen.
 • Il en est de meme pour un systeme pseudo-isole pour lequel c’est seulement la resultantedes forces qui est nulle.
 2.5 Invariance des forces
 La mecanique classique ou newtonienne postule l’invariance des forces dans tous les refe-rentiels, galileens ou non. C’est cette invariance qui permet de prouver que deux referentielsgalileen sont obligatoirement en translation rectiligne uniforme l’un par rapport a l’autre.En effet, si un meme bilan des forces peut etre fait pour deux observateurs galileens, alors :
 m−→a M/Rg =∑−→f et m~aM/R′g =
 ∑−→f
 Par difference, −→a M/Rg −−→a M/R′g =
 −→0 d’ou l’on tire, grace a la definition des accelerations, quela difference des vitesses est constante : −→v M/Rg −
 −→v M/R′g = −→v R′g/Rg , cette difference etant lavitesse du referentiel R′g par rapport au referentiel Rg.
 3. Conseils pour resoudre un probleme de mecanique
 3.1 Definition du systeme
 Le premier choix a faire est de definir precisement le systeme etudie. Ceci ne pose aucunprobleme si le corps est assimilable a un point materiel.En revanche, pour un systeme compose de plusieurs solides, c’est plus delicat : il est possiblede definir le systeme dans son ensemble et d’esperer obtenir quelques proprietes sur le mou-vement de son centre d’inertie. Cependant, le plus souvent, il vaut mieux considerer chacundes corps comme autant de systemes a etudier simultanement.
 3.2 Choix du referentiel
 Le referentiel a choisir est celui dans lequel on pressent que le mouvement ne sera pas tropcomplique et aisement interpretable. On veille a ce qu’il puisse etre considere comme ga-lileen pour le mouvement considere.
 3.3 Bilan des forces
 On recense toutes les forces qui vont intervenir dans le mouvement du systeme, sans oublierles reactions de supports eventuels. On a interet a faire un schema stylise soigne du problemequi aidera pour les deux etapes suivantes.
 3.4 Choix du repere de projection
 On choisit le repere orthonorme de projection qui devrait etre le plus pratique, a savoir celuidans lequel les forces et en particulier celles de reaction des supports auront le plus de com-posantes nulles.
 . Prenez le temps de bien choisir le repere car un probleme simple lorsqu’il est traitedans un certain repere peut se reveler tres delicat a traiter dans un autre.
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 3.5 Application du principe fondamental de la dynamique
 • Appliquer le principe fondamental permet d’obtenir les equations differentielles portantsur les variables de position qui identifient le systeme. Ces equations sont obtenues en :¶ ecrivant l’une des deux relations : (16-5) pour un point materiel ou (16-7) pour le centred’inertie d’un solide en translation ;· en exprimant le vecteur acceleration du point ou du centre d’inertie du solide en fonctiondes derivees secondes de leur vecteur position ;¸ en projetant les forces dans le repere de projection choisi.
 • Les mouvements etudies sont souvent, dans un premier temps, unidimensionnels. Il vousfaut donc presenter une equation differentielle portant sur la seule variable de position per-tinente de sorte qu’aient pu etre eliminees les reactions inconnues des supports. Une telleequation est ce que l’on designe frequemment comme l’equation du mouvement.
 3.6 Les lois horaires du mouvement
 La resolution du systeme des trois equations differentielles issues de la traduction du prin-cipe fondamental ou du theoreme de la resultante cinetique et la connaissance des conditionsinitiales (position et vitesse a l’instant initial) permettent d’exprimer les lois horaires du mou-vement etudie du point materiel ou du solide en translation.
 3.7 L’equation de la trajectoire
 Lorsque le temps peut etre elimine entre les lois horaires du mouvement du point materiel,on peut obtenir l’equation de sa trajectoire dans le referentiel d’etude.
 4. Caractere galileen des referentiels
 4.1 Le referentiel de Copernic
 Appele aussi referentiel de Kepler ou heliocentrique, il a pour origine le centre de masse dusysteme solaire et trois axes dirigees vers trois etoiles fixes.Son caractere galileen est etabli par la conformite des mouvements qu’on y observe avec lesconclusions que nous pouvons tirer de notre connaissance des lois de force de la physique etdes principes fondamentaux de la mecanique.
 4.2 Le referentiel geocentrique
 Il a pour origine le centre d’inertie de la Terre et des axes fixes par rapport a ceux du referentielde Copernic. A priori, le mouvement de son origine n’etant pas rectiligne uniforme, cereferentiel n’est pas galileen dans l’absolu. Cependant, il en constitue une bonne approxima-tion lorsque les phenomenes etudies durent peu devant la rotation annuelle du centre d’inertieterrestre.
 4.3 Le referentiel terrestre
 Il a pour origine le point de la surface de la Terre ou le laboratoire se trouve et trois axessolidaires de la Terre. A cause de la rotation propre de la Terre, il ne peut etre considerecomme galileen que pour des phenomenes dont la duree est petite devant la rotation diurnede notre planete. C’est a lui que l’on se refere quand on evoque comme referentiel d’etude le referentiel du laboratoire .
 5. Exemples de forces
 5.1 Les forces fondamentales
 • La force d’interaction gravitationnelle de Newton et celle qui en est derivee a une
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 echelle modeste de mouvement, le poids :−→f m2→m1
 = −Gm1 m2
 −−−−−→M2M1
 ‖−−−−−→M2M1‖
 3
 ou G = 6, 67.10−11 m3.kg−1.s−2 est la constante de gravitation universelle.
 Elle est declinee a la surface d’un astre A en −→P = m−→gA ou −→gA est l’acceleration de la pe-santeur sur l’astre en question.Sur Terre, cette acceleration possede, a nos latitudes, une norme g egale a 9, 81 m.s−2.
 + Dans un probleme qui porte sur l’etude de l’interaction gravitationnelle, seule la forced’interaction gravitationnelle doit etre recensee dans le bilan des forces, pas le poids ! Celareviendrait en grande partie a recenser deux fois la force de gravitation !
 • La force electromagnetique de Lorentz sur une particule ponctuelle de charge q, animeed’une vitesse −→v dans un referentiel Rg galileen, plongee dans un champ electromagnetiqueconstitue d’un champ electrique −→E et d’un champ magnetique −→B :
 −→f L = q(−→E + −→v ∧ −→B
 ),
 dont la force electrostatique de Coulomb constitue l’expression statique.
 • La force electrostatique subie par une charge ponctuelle q1 situee au point M1 de la partd’une autre charge ponctuelle q2 situee en M2 est :
 −→f q2→q1=
 q1 q2
 4πε0
 −−−−−→M2M1
 ‖−−−−−→M2M1‖
 3
 ou le facteur1
 4πε0≈ 9.109 m.F−1 ; elle est identique a la force de Lorentz dans le cas statique
 en l’absence de champ magnetique.
 5.2 Les forces phenomenologiques
 Elles prennent en compte des actions constatees sur les corps, mais difficilement exprimablesen termes d’interactions fondamentales, bien que ces dernieres en soient in fine les causes.On se contente alors de les exprimer en fonction des variables qui nous sont accessibles etfont toujours apparaıtre des coefficients empiriques. Par exemple :
 • La tension d’un ressort de raideur k et de longueur a vide l0, −→T = −k(l − l0)−→u .
 • La poussee d’Archimede −→Π = −ρ f V f−→g , ou ρ f V f est la masse du fluide deplace, ρ f
 etant sa masse volumique et V f le volume de fluide deplace .
 • Les forces de frottement fluide comme la resistance de l’air. De direction et de sensopposes a la vitesse, de norme proportionnelle a une puissance n de la vitesse, variable enfonction de la gamme de vitesse consideree, elle peut s’exprimer : −→f = −λvn−1 −→v .On prend souvent n = 1 car cette valeur permet une resolution analytique de l’equation dumouvement et qu’elle reflete d’ailleurs assez fidelement aux faibles vitesses les experiences.
 5.3 Forces de liaison ou de contact
 Elles sont censees modeliser les contacts entre solides.Il existe tres peu de modeles pour ces forces. Parmi eux, les lois de Coulomb du frottementde glissement.
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 • Soit −→R = Rn−→n + Rt
 −→t la force qu’exerce un support quelconque sur le solide dont lemouvement est etudie, −→n etant le vecteur normal au plan de contact entre les solides, dirigedu support vers le solide et −→t un vecteur directeur du plan de contact, colineaire a la vitessede translation du point de contact I solide par rapport au support −→v = v−→t ou v = ‖−→v ‖ > 0 ;
 − si le solide est mobile par rapport au support, −→R · −→v < 0 et Rt = − fd Rn ou fd est le coeffi-cient de frottement de glissement dynamique ;− s’il y est au repos, alors |Rt | < fs Rn ou fs est le coefficient de frottement statique fd < fs.
 • Lorsqu’elles interviennent dans un modele, il est necessaire de supposer le solide en mou-vement pour determiner son equation, de deduire ensuite de l’une des autres projections duprincipe fondamental de la dynamique les composantes des forces de contact et de verifierque l’hypothese du mouvement est fondee, a savoir que la relation Rt = − fd Rn est satisfaitepar les conclusions des calculs.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Un projectile M de masse m est tire dans le champ de pesanteur uniforme −→gdu haut d’une plateforme de tir avec une vitesse initiale −→v 0 faisant un angle α avec l’horizon-tale.Etablissez les lois horaires du mouvement du point materiel en l’absence de frottement.Deduisez-en la portee du tir, si le projectile atterrit dans un plan en denivele H par rapport ala plateforme.Quel angle de tir choisir dans chacun des cas pour obtenir la plus grande portee, la vitesseinitiale v0 du projectile etant fixee ?
 Exercice 2 : Un pendule simple est constitue d’un point materiel M, de masse m, suspendupar un fil inextensible et sans masse de longueur l attache en O.On suppose qu’il oscille dans un plan fixe vertical et que sa position y est reperee par l’angleθ(t) que fait le fil avec la verticale descendante.Retrouvez le raisonnement conduisant a l’harmonicite des petites oscillations du pendule.
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 1. Puissance et travail d’une force
 1.1 Puissance d’une force
 Soit une force −→f dont le point d’application A se deplace a la vitesse −→v A/R a l’instant t dansle referentiel R.La puissance cinetique ou puissance de la force −→f dans le referentiel R est :
 PR
 (−→f )=−→f · −→v A/R. (17-1)
 • La dimension de la puissance est le produit de la dimension de la force par celle de lavitesse, soit M.L2.T−3.Son unite est le watt, de symbole W. On a : 1 W = 1 J.s−1 = 1 N.m.s−1 = 1 kg.m2.s−3.
 . Comme la vitesse depend du referentiel par rapport auquel elle est mesuree, il en estde meme de la puissance.
 • Une force est dite motrice dans le referentiel R si sa puissance y est positive, c’est a diresi l’angle forme par les vecteurs force et vitesse est aigu ; sinon, la force est dite resistante.Si la force est perpendiculaire au deplacement de son point d’application, sa puissance cinetiqueest nulle.
 1.2 Travail d’une force
 • On appelle travail elementaire d’une force −→f dont le point d’application A, anime de lavitesse −→v A/R a l’instant t dans le referentiel R, s’est deplace entre les instants t et t + dt, laquantite :
 δW(−→f )
 = PR(−→f )
 dt =−→f · −→v A/R dt. (17-2)
 Comme −→v A/R dt represente par ailleurs le deplacement elementaire d−−→OA = d−→r du pointd’application de la force, il est frequent de trouver comme definition du travail elementaire :
 δW =−→f · d−→r . (17-3)
 • Le travail de la force −→f entre les instants t1 et t2, entre lesquels le point A est passe de laposition A1 a la position A2, est :
 WA1→A2
 (−→f )=
 ∫ A2
 A1
 δW(−→f )
 =
 ∫ t2
 t1PR
 (−→f )dt =
 ∫ A2
 A1
 −→f · d−→r . (17-4)
 • La dimension du travail est le produit de la dimension de la force par celle du deplacement,soit M.L2.T−2. Son unite est le joule, de symbole J. On a : 1 J = 1 N.m = 1 kg.m.s−2, soit ledeplacement d’une force de un newton sur une distance de un metre, la force et le deplacementetant colineaires.
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 1.3 Comment calculer un travail ?
 • C’est la forme (17-2) qui decrit le procede operatoire par lequel exprimer le travail ele-menaire puis le travail d’une force.
 Prenons un repere de coordonnees cartesiennes(O,−→e x,
 −→e y,−→e z
 )dans le referentiel R ; dans
 une des situations les plus complexes ou la force dependrait de la position −→r et du temps t,comme c’est le cas pour les forces de champ :
 −→f(−→r , t
 )= fx
 (−→r , t
 )−→e x + fy
 (−→r , t
 )−→e y + fz
 (−→r , t
 )−→e z,
 si le deplacement du point d’application A de la force a pour loi horaire
 −−→OA(t) = −→r A(t) = xA(t)−→e x + yA(t)−→e y + zA(t)−→e z,
 et pour vitesse dans le referentiel R :
 −→v A/R(t) = −→r A(t) = xA(t)−→e x + yA(t)−→e y + zA(t)−→e z,
 alors le travail elementaire s’ecrit tres completement :
 δW(−→f )
 =(
 fx
 (−→r A(t), t
 )xA(t) + fy
 (−→r A(t), t
 )yA(t)+ = fz
 (−→r A(t), t
 )zA(t)
 )dt,
 expression de la forme δW(−→f )
 = F(t) dt.
 • Le travail entre les instant t1 et t2 (ou entre les positions A1 et A2) est alors :
 WA1→A2
 (−→f )=
 ∫ t2
 t1F(t) dt
 qui se calcule comme une integrale normale (si l’on peut !).
 2. L’energie potentielle
 2.1 Forces conservatives
 Les travaux de certaines forces calcules le long de trajectoires differentes entre deux points Aet B quelconques sont egaux et ne dependent que des positions des points A et B. On appellede telles forces des forces conservatives.
 2.2 Definition de l’energie potentielle
 • Pour une force conservative, il est possible de trouver une fonction Ep(x, y, z) ou Ep(M)des coordonnees de la position de son point d’application M telle que le travail entre les pointsA et B de la force soit egal a la difference des valeurs de la fonction Ep pour les coordonneesdu point de depart A et du point d’arrivee B :
 WA→B
 (−→f )= Ep(A) − Ep(B) = −∆A→B Ep (17-5)
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 • La fonction Ep des coordonnees de position est appelee l’energie potentielle dont derivela force −→f . Pour un trajet infinitesimal, la relation precedente se traduit par :
 δWM→M+d
 −→M
 (−→f )= −dEp(M) (17-6)
 en notant d−→M le deplacement elementaire du point M a un point infiniment voisin.(17-6) fournit implicitement le procede de determination de la fonction energie potentielle.
 • La dimension d’une energie potentielle est la meme que celle du travail M.L2.T−2 et sonunite est la meme, le joule.
 2.3 L’energie potentielle de pesanteur
 • Le poids −→P = m−→g d’un corps de masse m dans le champ de pesanteur considere commeuniforme, donc independant des coordonnees de position est une force conservative.
 Soit un repere de coordonnees cartesiennes(O,−→e x,
 −→e y,−→e z
 )tel que −→g = −g−→e z, −→e z indiquant
 la verticale ascendante.Soit d−→M = dx−→e x + dy−→e y + dz−→e z, le deplacement elementaire du point d’application G dupoids, alors l’application de (17-3) et la definition (17-6) permettent d’ecrire :
 δWM→M+d
 −→M
 (−→P )= −dEpp(M) = −mgdz = d (−mgz)
 d’ou l’energie potentielle de pesanteur :
 Epp(M) = mgz + cte. (17-7)
 • Une energie potentielle est toujours definie a une constante arbitraire pres. Cette constanteest definie par le choix du point en lequel on decide de donner une certaine valeur a l’energiepotentielle.
 • Dans une region de l’espace ou il est legitime de considerer la direction et l’intensite duchamp de pesanteur comme constantes, on retiendra que l’energie potentielle de pesanteur estegale au produit de la norme du poids par l’altitude, cette derniere etant definie de manierepositive vers le haut a partir de n’importe quel niveau de reference.
 • L’expression de l’energie potentielle de pesanteur peut s’ecrire, sans reference a un reperede projection quelconque :
 Epp(M) = −m−→g · −−→OM + cte. (17-8)
 2.4 Energie potentielle elastique
 • La tension −→T = −k (l − l0)−→u d’un ressort de raideur k et de longueur a vide l0 est aussiune force conservative.Supposons que l’extremite fixe du ressort soit en O et que −→u = −→e x. La longueur l du ressortse confond alors avec la position x du point d’application de la tension sur le corps qui estplace a son autre extremite M. L’application de (17-3) et la definition (17-6) conduisent a :
 δWM→M+d
 −→M
 (−→T )= −k (x − l0) dx = −dEpe(M),
 soit, dans le cadre fixe :
 Epe(M) =12
 k (xM − l0)2 + cte.
 • Cette expression se generalise en :
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 Epe(M) =12
 k (lM − l0)2 + cte (17-9)
 ou lM est la longueur du ressort entre ses extremites, quelle que soit son orientation dans l’es-pace, pourvu qu’il soit droit.Il est habituel de prendre la constante egale a 0 lorsque le ressort est detendu, donc lorsque salongueur est egale a sa longueur a vide.
 2.5 Energie potentielle des forces de champ en1r2
 • La force d’attraction universelle ou la force electrostatique de Coulomb sont deux forcesayant la meme forme. Si l’on suppose qu’est fixee en O une masse ponctuelle mO ou unecharge electrique ponctuelle qO, alors la force qu’elle exerce sur une autre masse mM ou uneautre charge electrique qM situee en M tel que −−→OM = r−→e r en coordonnees spheriques, a laforme :
 −→f O→M =kr2−→e r
 avec k = −GmOmM , (G constante de gravitation universelle) pour la force d’attraction ;
 ou k =qOqM
 4πε0, pour la force electrostatique de Coulomb.
 • Or, le deplacement elementaire du point M en coordonnees spherique s’ecrit :
 d−→M = dr−→e r + rdθ−→e θ + r sin θ dϕ−→e ϕ,
 d’ou :
 δWM→M+d
 −→M
 (−→f O→M
 )=
 kr2 dr = −dEp f (M)
 soit :
 Ep f (M) =kr
 + cte. (17-10)
 • Il est habituel de prendre l’energie potentielle nulle a l’infini, ce qui implique que laconstante soit elle-meme nulle.
 2.6 Composante d’une force conservative et energie potentielle
 Une force conservative n’ayant qu’une seule composante non nulle sur l’un des vecteurs debase du repere de projection, par exemple −→f (x) = fx(x)−→e x, a une energie potentielle associeeegale, d’apres la relation (17-6), a :
 fx(x) dx = −dEp(x) soitdEp
 dx(x) = − fx(x). (17-11)
 3. L’energie cinetique
 3.1 Definition
 • Dans un referentiel R, l’energie cinetique d’un point materiel de masse m anime d’unevitesse −→v M/R est par definition :
 Ec (M/R) =12
 m−→v 2M/R (17-12)
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 • La dimension de l’energie cinetique est M.L2.T−2, comme le travail et comme l’energiepotentielle. Son unite est donc le joule.
 • L’energie cinetique trouve son origine dans le produit scalaire de la vitesse du pointmateriel et de la derivee par rapport au temps de la quantite de mouvement du point materiel :
 −→v M/R ·ddt
 (m−→v M/R) =ddt
 (12
 m−→v 2M/R
 ). (17-13)
 3.2 Additivite de l’energie cinetique
 L’energie cinetique dans un referentiel R d’un ensemble S de points materiels Mi de massesrespectives mi animes des vitesses −→v Mi/R ou i = 1, ...,N, est la somme des energiescinetiques de chacun des points :
 Ec (S/R) =
 N∑i=1
 12
 mi−→v 2
 Mi/R(17-14)
 3.3 Solide en translation
 • Le solide en translation offre un cas particulier de la propriete precedente. Les pointsmateriels sont alors solidaires et tous animes de la meme vitesse dans le referentiel R, enl’occurence celle du centre d’inertie du solide, −→v G/R.
 La mise en facteur du carre de cette vitesse fait apparaıtre la masse MS =
 N∑i=1
 mi, et l’energie
 cinetique du solide s’ecrit alors :
 Ec (S/R) =12
 MS −→v2G/R (17-15)
 • Sous l’hypothese d’un mouvement de translation, l’energie cinetique du solide a la formede celle d’un point materiel G de masse MS dans le referentiel R, ce qui autorisera un manie-ment similaire a celui que l’on fera de l’energie cinetique d’un point materiel unique.
 3.4 Solide en rotation
 • Un second cas particulier est celui du solide en rotation autour d’un axe fixe ∆. Nous avonsvu (cf. (15-6)) que la vitesse d’un de ses points Mi quelconque a la forme rMi θ(t)
 −→e θ ou rMi
 est la distance de Mi a l’axe de rotation ∆ et ou la vitesse angulaire θ(t) autour de cet axeest commune a tous les points. L’elevation au carre des vitesses et la mise en facteur de θ2(t)permet d’ecrire :
 Ec (S/R) =12
 N∑i=1
 mi r2Mi
 θ2(t)
 • La somme entre parenthese dans l’expression precedente definit completement le momentcinetique dans son mouvement de rotation pure autour de l’axe fixe. On l’appelle le momentcinetique du solide autour de ∆, note J∆. L’energie cinetique du solide s’ecrit ainsi :
 Ec (S/R) =12
 J∆ θ2(t) ou J∆ =
 N∑i=1
 mi r2i . (17-16)
 • Le moment cinetique a pour dimension M L2. Son unite est le kg.m2.
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 4. Theoremes de la puissance et de l’energie cinetiques
 4.1 Theoreme de la puissance cinetique
 Dans un referentiel galileen Rg, la derivee par rapport au temps de l’energie cinetique d’unpoint materiel M de masse m est egale a la somme des puissances cinetiques dans Rg desforces s’exercant sur lui.
 • L’application au point M du principe fondamental de la dynamique conduit a :ddt
 (m−→v M/Rg ) =∑
 k
 −→f k
 qui, multipliee par la vitesse de M dans Rg, et en utilisant la relation (17-13) donne la formu-lation mathematique du theoreme de la puissance cinetique :
 ddtEc(M/Rg) =
 ∑k
 PRg (−→f k). (17-17)
 4.2 Theoreme de l’energie cinetique
 Dans un referentiel galileen Rg, la variation de l’energie cinetique d’un point materiel M demasse m entre deux instants t1 et t2 ou il se trouve respectivement en M1 et M2 est egale a lasomme des travaux dans Rg des forces s’exercant sur lui le long du chemin parcouru de M1a M2.
 • Le theoreme enonce resulte de l’integration par rapport au temps entre t1 et t2 de la relationmathematique traduisant celui de la puissance cinetique (17-17) :∫ t2
 t1
 ddtEc(M/Rg) dt =
 ∑k
 ∫ t2
 t1PRg (−→f k) dt,
 soit, d’apres (17-2) et (17-4) et en notant :
 ∆M1→M2 Ec(M/Rg) = Ec,2(M/Rg) − Ec,1(M/Rg)
 ou Ec,1(M/Rg) (resp. Ec,2(M/Rg)) est l’energie cinetique du point M a l’instant t1 (resp. t2)lorsqu’il a atteint le point M1 (resp. M2) alors :
 ∆M1→M2 Ec(M/Rg) =∑
 k
 WM1→M2
 (−→f k
 ). (17-18)
 4.3 Extension au solide en translation
 Pour un solide en translation, dans le referentiel galileen Rg, les theoremes de la puissance etde l’energie cinetiques enonces pour le point materiel se transposent comme suit.
 Theoreme de la puissance cinetique pour un solide en translationDans un referentiel galileen Rg, la derivee par rapport au temps de l’energie cinetique d’unsolide S de masse MS et de centre d’inertie G en translation dans Rg est egale a la sommedes puissances cinetiques dans Rg des forces exterieures s’exercant sur lui.
 ddtEc(S/Rg) =
 ∑k
 PRg (−→f(ext)k )
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 Theoreme de l’energie cinetique pour un solide en translationDans un referentiel galileen Rg, la variation de l’energie cinetique d’un solide S de masseMS en translation dans Rg entre deux instants t1 et t2 ou son centre d’inertie G se trouverespectivement en G1 et G2 est egale a la somme des travaux dans Rg des forces exterieuress’exercant sur lui le long du chemin parcouru de G1 a G2.
 ∆G1→G2 Ec(S/Rg) =∑
 k
 WG1→G2
 (−→f
 (ext)k
 ).
 5. Theoremes de l’energie et de la puissance mecaniques
 5.1 Separation des forces conservatives et des autres
 • Il est interessant de faire la separation des forces conservatives −→f(c)
 k des autres, non conser-
 vatives, −→f(nc)
 k′ .
 • Les travaux des premieres sont l’oppose de la variation des energies potentielles Ep,k dont
 ces forces derivent : WM1→M2
 (−→f
 (c)k
 )= −∆M1→M2 Ep,k.
 Le theoreme de l’energie cinetique peut etre reecrit :
 ∆M1→M2
 Ec(M/Rg) +∑
 k
 Ep,k
 =∑
 k′WM1→M2
 (−→f
 (nc)k′
 ). (17-19)
 5.2 L’energie mecanique
 • L’expression (17-18) fait apparaıtre une nouvelle grandeur, ayant les dimensions d’uneenergie, soit M L2 T−2, l’energie mecanique du point M dans le referentiel galileen Rg,definie comme la somme de l’energie cinetique du point M dans ledit referentiel et desenergies potentielles dont derivent les forces conservatives :
 Em(M/Rg) = Ec(M/Rg) +∑
 k
 Ep,k. (17-20)
 • Comme les energies potentielles ne sont definies qu’a une constante pres, l’energie meca-nique du point materiel n’est elle-meme definie qu’a une constante pres.
 5.3 Theoreme de l’energie mecanique
 Theoreme de l’energie mecaniqueLa variation de l’energie mecanique Em(M/Rg) du point materiel M dans le referentiel ga-lileen Rg entre les instants t1 et t2 alors que M passe de M1 a M2 est egale a la somme destravaux des seules forces non conservatives auxquelles il est soumis.
 ∆M1→M2 Em(M/Rg) =∑
 k′WM1→M2
 (−→f
 (nc)k′
 ). (17-21)
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 5.4 Theoreme de la puissance mecanique
 Theoreme de la puissance mecaniqueLa derivee par rapport au temps de l’energie mecanique Em(M/Rg) du point materiel Mdans le referentiel galileen Rg a l’instant t est egale a la somme des puissances cinetiques ace meme instant des seules forces non conservatives auxquelles il est soumis.
 ddtEm(M/Rg)(t) =
 ∑k′PRg
 (−→f
 (nc)k′
 ). (17-22)
 • Lorsqu’il n’y a aucune ambiguite sur le point materiel considere et sur le referentield’etude, on peut alleger les notations et ecrire :
 ddtEm(t) =
 ∑k′P
 (−→f
 (nc)k′
 ). (17-23)
 5.5 Extension au solide en translation
 Les deux theoremes precedents se transposent pour le solide en translation dans le referentielRg. L’energie mecanique du solide est alors consideree comme etant celle du centre d’inertieG du solide auquel est affecte toute la masse du solide et ayant pour energie potentielle lasomme des energies potentielles des forces conservatives s’appliquant au solide.
 6. Etude d’un systeme conservatif
 6.1 DefinitionUn systeme, qu’il s’agisse d’un point materiel ou d’un solide en translation, est dit conser-vatif s’il n’est soumis qu’a des forces conservatives.
 Leur resultante∑
 k
 −→f(c)
 k est associee a une energie potentielle Ep =∑
 k
 Ep,k, la force −→f(c)
 k
 etant associee a l’energie potentielle Ep,k.
 6.2 Propriete• D’apres le theoreme de la puissance mecanique, l’absence de forces non conservativess’exercant sur le systeme implique que :
 L’energie mecanique d’un systeme conservatif dans un referentiel galileen est constante aucours du temps.
 ddtEm(M/Rg)(t) = 0 ou
 ddtEm(G/Rg)(t) = 0
 • Cette constante, Em,0, est determinee, par exemple, par la valeur de l’energie cinetique dusyteme a l’instant t0 ou debute l’etude de son mouvement et la valeur de son energie poten-tielle, fonction des coordonnees de la position du point materiel M ou du centre d’inertie Gpour un solide en translation ou il se trouve a cet instant t0.
 . La traduction explicite des deux relations precedentes est souvent une voie plus simplea utiliser pour trouver l’equation du mouvement du point materiel ou du centre d’inertielorsque son mouvement est unidimensionnel.
 • Lorsque le systeme est conservatif, on appelle l’energie mecanique une integrale premieredu mouvement.
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 6.3 Cas d’un mouvement a un degre de liberte
 • Soit un point materiel M de masse m ou le centre d’inertie G d’un solide en translationdans un referentiel galileen, affecte de la meme masse, repere dans un repere de projectionadequat du referentiel par une seule coordonnee, son abscisse x(t) par exemple, de sorte que
 son energie cinetique soit egale a12
 m x2(t). Supposons-le conservatif, d’energie potentielletotales Ep(x). Son energie mecanique dans le referentiel galileen est egale a :
 Em =12
 m x2 + Ep(x) = Em,0.
 • L’energie cinetique etant une grandeur positive ou nulle, les seules positions d’abscisses xaccessibles par M ou G au cours de leur mouvement sont celles pour lesquelles :
 Ep(x) 6 Em,0.
 • Imaginons que le graphe de l’energie potentielle en fonction de x soit celui de la figure 2 :
 • Diverses possibilites de mouvement apparaissent selon la valeur de l’energie mecaniqueinitiale :
 − si Em,0 = E(1)m,0, les positions accessibles au point M sont celles dont les abscisses sont com-
 prises entre xA1 et xB1 . La trajectoire est bornee par ces deux extremites, et son mouvementest periodique.
 − si Em,0 = E(2)m,0, deux situations sont possibles en fonction des conditions initiales.
 Soit l’abscisse initiale de la position du point materiel est comprise entre xA2 et xB2 auquelcas le mouvement possede les memes proprietes que le precedent. Il est periodique et sa tra-jectoire est bornee.Soit l’abscisse initiale de la position du point materiel est superieure a xC2 . Sa trajectoire cessed’etre bornee et son mouvement cesse d’etre periodique.
 − si Em,0 = E(3)m,0, le mouvement presente les proprietes du second cas precedent, lorsque
 l’abscisse initiale est superieure a xC2 .
 • Deux cas particuliers apparaissent lorsque l’energie mecanique initiale est egale a E (4)m,0 ou
 E(5)m,0, valeurs correspondant a des extrema de la courbe de l’energie potentielle en fonction de
 l’abscisse x.
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 − si Em,0 = E(4)m,0, la vitesse du point materiel ne peut qu’etre nulle : il est a l’arret au point
 d’abscisse xA4 et y reste.
 − si Em,0 = E(5)m,0, la trajectoire est bornee si l’abscisse de la position initiale du point materiel
 est comprise entre xA5 et xB5 , mais le mouvement cesse d’etre periodique : des que le pointatteint la position d’abscisse xB5 , sa vitesse y est nulle et la resultante des forces aussi, d’apres(17-11). Le point materiel s’arrete definitivement, de sorte qu’il peut au mieux faire un seulaller-retour.
 Si l’abscisse de sa position initiale est superieure a xB5 ,soit le point materiel se dirige vers les abscisses decroissantes, atteint le point d’abscisse xB5et y demeure ; sa trajectoire est alors bornee,soit il s’eloigne definitivement vers les abscisses croissantes et sa trajectoire est non bornee.
 6.4 Les positions d’equilibre et leur stabilite
 • L’etude de la courbe de l’energie potentielle en fonction de l’unique variable de positiondu mouvement permet de determiner les positions d’equilibre du point materiel ou du centred’inertie d’un solide en translation.Ces positions d’equilibre sont les points ou la resultante des forces s’annule. Donc, d’apres(17-11), de sont les points en lesquels la derivee de l’energie potentielle s’annule, soit lespositions de ses extrema.L’abscisse x0 de ces points doit satisfaire :
 positions d’equilibre⇐⇒dEp
 dx(x0) = 0. (17-24)
 • On dit d’une position d’equilibre qu’elle est stable si, apres avoir ecarte le point materielde sa position d’equilibre d’abscisse x0, la force qui apparaıt au voisinage du point d’abscissex0 tend a le faire revenir vers celui-ci.Dans le cas contraire, la position d’equilibre est dite instable.Toujours d’apres (17-11), pour qu’une position d’equilibre soit stable, il faut donc qu’un legerdeplacement du point materiel a droite (resp. a gauche) de sa position d’equilibre y voit naıtreune force dirigee vers la gauche (resp. la droite).Ceci ne se produit que si :
 fx(x0 − ε) = −dEp
 dx(x0 − ε) > 0
 et
 fx(x0 + ε) = −dEp
 dx(x0 + ε) 6 0
 ce qui correspond a une derivee de l’energie potentielle croissante en x0.
 • Le critere de stabilite de la position d’equilibre d’abscisse x0 est donc :
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 stabilite⇐⇒d2 Ep
 dx2 (x0) > 0. (17-25)
 6.5 Petits mouvements autour d’une position d’equilibre
 • Soit un systeme conservatif d’energie cinetique12
 m x2(t) et d’energie potentielle Ep(x)possedant une position d’equilibre d’abscisse x0.Pour etudier les petits mouvements du point materiel autour de la position d’equilibre, nousconsiderons un petit deplacement ε(t) au voisinage de x0 tel que x(t) = x0+ε(t) avec |ε| x0 ;x(t) = ε(t).La conservation de l’energie mecanique du systeme permet d’ecrire que :
 12
 m ε2(t) + Ep(x0 + ε) = cte
 • L’energie potentielle en x(t) est approchee par un developpement limite au second ordreen ε :
 Ep(x0 + ε) ≈ Ep(x0) +dEp
 dx(x0) ε +
 12
 d2 Ep
 dx2 (x0) ε2.
 Comme x0 est une position d’equilibre, la derivee premiere de l’energie potentielle en x0 estnulle et :
 Ep(x0 + ε) ≈ Ep(x0) +12
 d2Ep
 dx2 (x0)ε2.
 • Traduisons la conservation de l’energie mecanique au cours du temps en exprimant la nul-lite de la derivee par rapport au temps de l’approximation de l’energie mecanique que nouspouvons deduire de l’expression precedente :
 dEm
 dt= 0 =
 12· 2 m εε +
 12· 2
 d2 Ep
 dx2 (x0) ε ε.
 En mettant ε en facteur, et en affirmant que, s’il y a mouvement, ε ne peut etre en permanencenulle, nous concluons que l’equation precedente est satisfaite pour tout t si :
 0 = m ε +d2 Ep
 dx2 (x0) ε soit 0 = ε +1m
 d2 Ep
 dx2 (x0) ε.
 • Si la derivee seconde de l’energie potentielle par rapport a la variable de position est posi-tive en la position d’equilibre, l’equilibre est stable car l’equation differentielle regissant despetits mouvements autour de la position d’equilibre est alors celle d’un oscillateur harmo-nique de pulsation propre
 ω0 =
 √1m
 d2 Ep
 dx2 (x0)
 dont la solution est decrite par une fonction sinusoıdale du temps.
 • A contrario, si la derivee seconde est negative, l’equation differentielle est du type :
 0 = ε − α2 ε avec α ∈ R
 dont la solution generale est ε(t) = A e−α t + B eα t qui diverge au cours du temps. Le pointmateriel s’eloigne de la position d’equilibre ; cette derniere est instable.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On considere une force −→f qui s’exerce sur une particule materielle, de laforme :
 −→f (x) =
 β
 (x − xB)2−→e x si x < xB
 −β
 (x − xB)2−→e x si x > xB
 ou x est la position a l’instant t de la particule, xB et β etant positifs.Quelle doit etre la dimension de la constante β ?Determinez l’energie potentielle Ep(x) associee a la force en prenant la convention selon la-quelle elle s’annule a l’infini.
 Exercice 2 : Le point materiel M de masse m est assujetti a se deplacer sur l’axe Ox sousl’effet de la force presentee a l’exercice precedent et de la force de rappel elastique d’unressort de raideur k et de longueur a vide l0 < xB dont une extremite est fixe en O, l’autreconstituant le point M.Etudiez l’existence de positions d’equilibre et leur stabilite dans les deux domainesx ∈ [l0; xB[ et x ∈ ]xB; +∞[.
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 1. Force de Lorentz
 Soit un referentiel galileen Rg par rapport auquel les phenomenes physiques sont decrits. Ilest muni d’un repere de projection qui permet de reperer un point M quelconque de l’espacepar son vecteur position −−→OM note ~r.
 1.1 Postulats
 • On postule que les phenomenes electromagnetiques dans Rg sont entierement decrits parla donnee d’un champ electromagnetique constitue d’un champ electrique au point ~r et al’instant t, note −→E
 (~r, t
 )et d’un champ magnetique, note −→B
 (~r, t
 )au meme point et au meme
 instant.
 • On postule que la charge et la masse au repos d’une particule sont independantes dureferentiel galileen dans lequel on les mesure.
 • On postule enfin qu’une particule P, supposee ponctuelle et de charge q, situee a l’instantt au point ~rP(t), et animee a cet instant de la vitesse ~vP/Rg (t) dans le referentiel, est soumise,lorsqu’elle est plongee dans le champ electromagnetique, a la force de Lorentz, dont l’ex-pression suit :
 −→f L = q(−→E (
 ~rP(t), t)
 + ~vP/Rg (t) ∧ −→B(~rP(t), t
 ))(18-1)
 . Le champ electromagnetique est lui-meme le resultat de la position et de l’etat demouvement dans le referentiel des charges electriques qui le creent. Par consequence, direque la particule P est plongee dans le champ electromagnetique signifie que l’on supposeson influence negligeable sur la position et l’etat de mouvement des autres sources du champ.
 1.2 Dimension des champs
 • D’apres la relation de definition, la dimension d’un champ electrique est celle du rapportd’une force a une charge electrique, soit [E]= M.L.I−1.T−3. Son unite pourrait etre le newtonpar coulomb. Cependant il est plus frequent de le voir exprime en volt par metre, V.m−1, lesdeux unites etant de fait equivalentes.
 • La dimension du champ magnetique est celle du rapport d’une force au produit d’unecharge et d’une vitesse, soit [B]= M.I−1.T−2. Son unite est le tesla, de symbole T.
 1.3 Comparaison avec le poids
 • Dans les champs electriques E aisement obtenus de quelques centaines de volts par metre,une particule elementaire ou un ion ayant une charge en valeur absolue egale a e est soumisea une force electrique d’intensite eE ≈ 10−19 × 100 ≈ 10−17 N.Or, le poids d’un proton sur Terre est de l’ordre de P = mg ≈ 10−27 × 10 ≈ 10−26 N. Le poidsde l’electron est naturellement environ 2000 fois inferieur a cette valeur et celui d’un iontotalisant une centaine de protons et de neutrons sera encore dix millions de fois plus faibleque la force electrique.
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 • De meme, dans un champ magnetique B d’une intensite de quelques centiemes de Tesla,une particule elementaire ou un ion anime d’une vitesse de v ≈ 1000 m.s−1 sera soumis a uneforce magnetique d’intensite de l’ordre de evB ≈ 10−19 × 103 × 10−2 ≈ 10−18 N.
 . Dans tous les cas, les problemes traitant de particules chargees dans les champselectriques et magnetiques negligeront le poids dans le bilan des forces.
 • Enfin, dans les champs electrique et magnetique d’une onde electromagnetique pour les-quels E ≈ cB, la force magnetique qui s’exerce sur une charge elementaire e a une intensitede l’ordre de evB ≈ e(v/c)E, d’intensite comparable a la force electrique eE pour les seulesparticules relativistes.
 1.4 Puissance de la force de Lorentz
 • Soit une particule de charge q, animee d’une vitesse ~v dans un referentiel R galileen etplongee dans un champ electromagnetique
 (−→E ,−→B)dans le meme referentiel. La particule est
 soumise a la force de Lorentz q(−→E + ~v ∧ −→B
 ). Sa puissance cinetique P dans le referentiel
 d’etude est :P = q
 (−→E + ~v ∧ −→B)·~v = q−→E ·~v. (18-2)
 • Ce resultat signifie que la force de Lorentz ne peut apporter de l’energie a une particulechargee que par l’intermediaire d’un champ electrique, d’apres le theoreme de la puissancecinetique (cf. fiche 17 §4). Le champ magnetique ne peut modifier seul l’energie cinetique dela particule.
 2. Mouvement d’une particule chargee dans un champelectrostatique uniforme
 2.1 Champ electrostatique uniforme
 • Un champ electrostatique uniforme est un champ electrique independant du temps (ca-ractere electrostatique) −→E(~r, t) =
 −→E(~r), et independant du point de l’espace ou l’on se situe(caractere uniforme) ce qui ne necessite que la connaissance du vecteur −→E0 pour decrire lechamp electrique en question : −→E(~r) =
 −→E0.
 • Un moyen simple et convenable de realiser un tel champ est d’appliquer une tensioncontinue U entre deux plaques metalliques paralleles entre elles et en vis-a-vis, dont les di-mensions caracteristiques sont grandes devant la distance d les separant :
 Le champ electrique est a peu pres uniforme dans l’espace entre les plaques. Il a une directionperpendiculaire a elles et il est dirige de la plaque portee au potentiel electrique le plus elevevers celle de potentiel electrique le plus bas.
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 Son intensite est convenablement approchee par :−→E0 =
 Ud−→n (18-3)
 −→n etant le vecteur unitaire normal aux plaques dirige en sens contraire de la fleche de conven-tion de tension entre les plaques. A l’exterieur du volume delimite par les plaques, le champelectrostatique peut alors etre considere comme nul.
 • Le champ electrostatique cree par ce dispositif cesse d’etre uniforme si l’on se rapprochedu bord des plaques.
 2.2 Equation du mouvement
 • Le referentiel de l’etude est suppose galileen et possede un repere de projection(O,−→e x,
 −→e y,−→e z
 ).
 Dans une region autour de l’origine O regne un champ electrostatique uniforme qu’un choixadequat des directions de projection permet d’ecrire −→E0 = E0
 −→e x.Une particule P de charge q et de masse m est injectee en O avec une vitesse−→v 0 = v0 cosα−→e x + v0 sinα−→e y a l’instant initial t = 0.
 • La force de Lorentz −→f L se resume a la force electrostatique q−→E0 et est consideree commela seule force s’exercant sur la particule, son poids etant neglige. Si l’on suppose que lesvitesses −→v (t) atteintes par la particule dans le referentiel d’etude demeurent non relativistes(fixons-nous comme critere |~v| <
 c10
 ), le principe fondamental de la dynamique (la secondeloi de Newton) permet d’ecrire :
 md~vdt
 = q−→E0 soitd~vdt
 =qm−→E0.
 • Le mouvement est donc un mouvement uniformement accelere de vecteur-accelerationconstant egal a
 qm−→E0.
 Apres projection du principe fondamental de la dynamique sur les vecteurs du repere etintegration des relations obtenues, en tenant compte des conditions initiales, les loi horairesdu mouvement de la charge s’en deduisent :
 −−→OP :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣q E0
 2 mt + (v0 cosα)t
 (v0 sinα)t0
 2.3 Trajectoire de la particule
 • Si α = 0, la vitesse initiale de la particule est colineaire au champ electrique et sa trajec-toire est alors une portion de droite.
 • Si α , 0, la vitesse initiale et le champ ne sont plus colineaire et sa trajectoire est alorsune portion de parabole incurvee dans la direction de l’acceleration.
 2.4 Bilan energetique
 • Le theoreme de l’energie cinetique applique entre l’instant initial ou la particule est en Oavec la vitesse ~v0 et un instant ulterieur t quelconque, ou elle est en M avec une vitesse ~v(t),donne :
 12
 m~v 2(t) −12
 m~v 20 =WO→M
 (q−→E0
 )
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 Or :
 WO→M
 (q−→E0
 )=
 ∫ M
 Oq−→E0 · d~r = q−→E0 ·
 −−→OM
 quantite qui ne depend que de la position initiale O et de la position M de la particule. Elleest donc comparable a l’oppose d’une difference de deux termes comme la variation d’uneenergie potentielle.
 • Nous pouvons donc definir une energie potentielle electrostatique de la particule dans lechamp exterieur −→E0 egale a :
 Ep,elec = q V(M) + cte = −q−→E0 ·−−→OM + cte (18-4)
 pour un champ electrostatique uniforme. Ainsi,
 12
 m v2 −12
 m v20 = q (V(O) − V(M))
 V(O) − V(M) etant la difference de potentiel electrostatique entre O et M.
 • Cette expression mathematique du theoreme de l’energie cinetique fait dire qu’une par-ticule chargee positivement, acceleree dans la difference de potentiel electrostatique V(O) −V(M) se dirige vers les potentiels decroissants alors qu’une charge negative va spontanementvers les potentiels croissants. En la transformant en :
 12
 m v2 + q V(M) + cte =12
 m v20 + q V(O) + cte,
 on met en evidence le caractere conservatif de la situation.
 3. Mouvement d’une particule chargee dans un champmagnetostatique uniforme
 3.1 Champ magnetostatique uniforme
 • Un champ magnetostatique uniforme est un champ magnetique independant du temps(caractere magnetostatique) −→B(−→r , t) =
 −→B(−→r ), et independant du point de l’espace ou l’on sesitue (caractere uniforme) ce qui ne necessite que la connaissance du vecteur −→B0 pour decrirele champ magnetique en question : −→B(−→r ) =
 −→B0.
 • Un moyen simple et convenable de realiser un tel champ dans une region finie de l’espaceest le dispositif dit des bobines de Helmholtz.Deux bobines circulaires plates de rayons R paralleles entre elles et dont les centres sont dis-tants de R, la droite joignant les centres etant perpendiculaire au plan des bobines, parcourues,dans le meme sens par un courant electrique d’intensite I = cte, creent dans la zone situeeautour du milieu de [C1,C2] un champ magnetostatique a peu pres uniforme, parallele a C1C2et dirige de C2 vers C1.
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 3.2 Proprietes du mouvement
 • Dans le referentiel du laboratoire, une particule de charge q et de masse m, penetrant dansla region du referentiel ou regne un champ magnetostatique −→B0 = B0
 −→e z conserve son energiecinetique.En effet, nous avons vu que la puissance cinetique de la partie magnetique de la force deLorentz est nulle, donc, d’apres le theoreme de la puissance cinetique et la particule n’etantsupposee etre soumise a aucune autre force d’intensite similaire, son energie cinetique resteconstante.
 • La force magnetique de Lorentz q(−→v ∧ −→B0
 )est a tout instant perpendiculaire a la vitesse
 et a la direction du champ magnetostatique. Elle courbe la trajectoire de la particule au pointde la rendre circulaire et on admettra que le mouvement de la particule est un mouvementcirculaire uniforme de rayon R et de vitesse egale a celle de son introduction dans la zone ouexiste le champ magnetostatique.
 3.3 La pulsation cyclotron
 • Avec cette hypothese, il est possible de trouver un repere de projection de coordonneescylindriques dans le referentiel du laboratoire tel que le vecteur vitesse de la particule y soit :−→v = R θ−→e θ et son vecteur acceleration −→a = −Rθ2 −→e r.La traduction du principe fondamental de la dynamique donne en projection sur −→e r :
 −m R θ2 = q R θ B0 soit θ = −q B0
 m= −ωc. (18-5)
 • On constate que le principe fournit en fait la vitesse angulaire θ avec laquelle la parti-cule s’enroule autour des lignes de champ du champ magnetostatique. On la note ωc et on ladesigne comme la pulsation cyclotron de la particule.Les particules chargees positivement tournent dans le sens trigonometrique inverse ou ho-raire ; celles chargees negativement dans le sens trigonometrique autour du champ magneto-statique.
 3.4 Le rayon de giration
 • R se deduit de la vitesse initiale et de ωc :
 R =
 ∣∣∣∣∣ vωc
 ∣∣∣∣∣ =
 ∣∣∣∣∣ mvqB0
 ∣∣∣∣∣. (18-6)
 • Le rayon de giration est d’autant plus grand que la vitesse de la particule est elevee etd’autant plus petit que l’intensite du champ magnetostatique est forte.
 3.5 Application : le spectrographe de masse
 Cet appareil est un analyseur de particules qui exploite la dependance du rayon de giration enla masse de la particule chargee.
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 Des ions plus ou moins lourds sont acceleres lineairement dans une zone ou regne un champelectrostatique uniforme, puis ils penetrent dans une zone ou regne un champ magnetostatiqueuniforme avec une vitesse qui lui est perpendiculaire.Leurs trajectoires sont alors des demi-cercles dont les rayons sont proportionnels aux racinescarrees des masses des particules, pour une meme tension acceleratrice.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Comparez les intensites de la force de Coulomb et de la force de gravitationentre deux protons a une distance r l’un de l’autre. Concluez.
 Exercice 2 : Verifiez que l’egalite (18-6) donnant le rayon de la trajectoire d’une particulechargee dans un champ magnetostatique en fonction de ses caracteristiques est homogene,c’est-a-dire que le membre de droite a bien la dimension d’une longueur.
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 1. Moments cinetiques
 1.1 Definitions
 • Soit un point materiel de masse m, situe en M a l’instant t et anime d’une vitesse −→v M/Rdans un referentiel R au meme instant. Soit un point A du referentiel R.On definit le moment cinetique en A du point materiel M dans le referentiel R la grandeurvectorielle notee −→L A (M/R), qui est le moment de l’impulsion en A :
 −→L A (M/R) =−−→AM ∧ −→p M/R =
 −−→AM ∧ m−→v M/R (19-1)
 • La dimension du moment cinetique est le produit des dimensions des grandeurs donton fait le produit vectoriel, soit M.L2.T−1. Son unite est le kg.m2.s−1 (ou le J.s comme laconstante d’action de Planck).
 • La figure 1.a montre l’orientation du moment cinetique en A par rapport aux vecteurs quiservent a son calcul. Le moment cinetique a une direction perpendiculaire au vecteur positionde M par rapport au point A et a son vecteur vitesse. Son sens est celui donne par la regledu tire-bouchon de Maxwell : on fait tourner le vecteur −−→AM de facon a l’aligner sur levecteur vitesse en prenant soin d’effectuer une rotation d’angle inferieur a π et on progresse,comme le ferait un tire-bouchon droit, dans le sens du vecteur moment cinetique. Enfin, sanorme est egale au produit des normes des vecteurs position et vitesse et du sinus de l’angleα entre les vecteurs, compris entre 0 et π :
 ‖−→L A(M/R) ‖ = ‖
 −−→AM ‖ . ‖ −→v (M/R) ‖ . sinα.
 . Si le mouvement du point materiel est plan et si le point A appartient au plan de latrajectoire, alors la direction du moment cinetique du point materiel est perpendiculaire auplan de la trajectoire.
 • On definit de meme le moment cinetique par rapport a un axe ∆ du point materiel Mdans le referentiel R, grandeur scalaire notee L∆ (M/R), comme la projection sur la direction−→u ∆ de ∆ du moment cinetique du point M dans R en un point A quelconque appartenant al’axe ∆ :
 L∆ (M/R) = −→u ∆ ·−→L A (M/R) (19-2)
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 L’orientation de l’axe par le sens choisi pour −→u ∆ signifie que les angles de rotation sontcomptes positivement lorsque l’on tourne dans le sens trigonometrique autour de l’axe, levecteur −→u ∆ pointant vers nous. La figure 1.b montre la situation en question. La figure 2presente deux conventions regulierement adoptee, lorsque l’axe et le vecteur −→u ∆ sont perpen-diculaires au plan de la feuille :
 • Le moment cinetique par rapport a ∆ est independant du choix du point A pourvu qu’ilsoit sur l’axe ∆.
 1.2 Additivite des moments cinetiques
 Soit un systeme S de N points materiels positionnes aux points(Mi
 )i∈~1,N
 de masses respec-
 tives(mi
 )i∈~1,N
 et animes respectivement des vitesses(−→v Mi/R
 )i∈~1,N
 dans le referentiel R.
 On postule l’additivite des moments cinetiques. Le moment cinetique du systeme S dans lereferentiel R par rapport au point A ou par rapport a un axe ∆ est la somme des momentscinetiques de meme nature de chacun des points de S :
 −→L A (S/R) =
 N∑i=1
 −→L A (Mi/R) =
 N∑i=1
 −−−→AMi ∧ mi−→v Mi/R (19-3)
 et
 L∆ (S/R) =
 N∑i=1
 L∆ (Mi/R) = −→u ∆ ·−→L A (S/R). (19-4)
 1.3 Moment cinetique d’un solide par rapport a un axe
 • L’additivite des moments cinetiques par rapport a un axe pour les systemes de pointsmateriels confere une forme tres simple a l’expression du moment lorsque le systeme est unsolide en rotation autour de l’axe ∆, pris pour axe (O,−→e z) d’un repere de coordonnees cylin-driques dans le referentiel R.Decomposons le solide en un systeme S de points materiels dont les vecteurs position et vi-tesse sont respectivement −−−→OMi = ri
 −→e (i)r + zi
 −→e z et −→v (Mi/R) = ri ω−→e (i)θ ou ri est la distance
 du point Mi a l’axe et ω(t) = θ(t) la vitesse angulaire du solide autour de ∆.Le choix de A etant indifferent sur ∆, prenons A = O.Le moment en O d’un point Mi quelconque est ainsi, en appliquant la definition (19-1),−→L O (Mi/R) = mi r2
 i ω−→e z + mi zi ri ω
 −→e (i)r et sa projection sur −→u ∆ = −→e z conduit a
 L∆ (Mi/R) = mi r2i ω.
 La somme des moments cinetiques scalaires des points de S fait apparaıtre, apres la mise enfacteur de ω, le moment d’inertie J∆, deja rencontre dans la relation (17.16) et le momentcinetique par rapport a l’axe ∆ du systeme S s’ecrit alors :
 L∆ (S/R) = J∆ ω(t) = J∆ θ(t). (19-5)
 . Cette relation est fondamentale car elle conduira a l’equation du mouvement d’unsolide en rotation autour d’un axe fixe lorsque le referentiel sera galileen.
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 • La forme (19-5) du moment cinetique du solide autour d’un axe fixe trouve son originedans les constatations suivantes. Bien que les vecteurs vitesse des points soient differents lesuns des autres, les points tournent tous autour de ∆ avec la meme vitesse angulaire. La dis-tance de chaque point a l’axe qui intervient dans les deux vecteurs, position et vitesse, sereporte sur l’expression du moment d’inertie.
 • Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe, a masse egale, sera d’autant plusfaible qu’il sera ramasse autour de l’axe. Les dimensions du moment d’inertie, M. L2, etde la vitesse angulaire, T−1, permettent de retrouver la dimension du moment cinetique.
 • Enfin, rappelons que la relation (19-5) est tributaire de la convention selon laquelle θ(t) aune valeur positive lorsque le solide tourne autour de ∆ dans le sens positif defini par le choixdu sens de −→u ∆. (cf. fig. 2).
 2. Moments d’une force
 2.1 Moment d’une force par rapport a un point
 Soit une force −→f de point d’application P. Le moment de la force en un point A, note−→MA
 (−→f ), est egal a :
 −→MA
 (−→f )=−−→AP ∧ −→f . (19-6)
 2.2 Moment d’une force par rapport a un axe
 Le cadre est le meme, mais le point A appartient a un axe ∆ de direction −→u ∆. Le moment dela force par rapport a l’axe ∆, noteM∆
 (−→f )est defini par :
 M∆
 (−→f )= −→u ∆ ·
 −→MA
 (−→f ). (19-7)
 2.3 Calcul pratique d’un moment
 • La direction du moment par rapport au point A d’une force −→f est donnee par la perpen-diculaire au plan dirige par les vecteurs −−→AP et −→f . Son sens est celui donne par la regle dutire-bouchon de Maxwell.Sa norme est obtenue en determinant le bras de levier de la force par rapport au point A (cf.fig. 3). Par definition, le bras de levier est la plus petite distance entre le point A et la droited’action de la force −→f , c’est-a-dire la droite de vecteur directeur −→f passant par P. Cette dis-tance est donnee par dbl = APl ou Pl est le projete orthogonal de A sur la droite d’action. Lanorme du moment cinetique est alors
 ∥∥∥∥−→MA
 (−→f )∥∥∥∥ = dbl f ou f = ‖−→f ‖.
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 • La valeur du moment de la force −→f par rapport a un axe fixe ∆ est le produit du bras delevier dbl = DblPbl de la force par la norme fe f f de sa projection dans le plan perpendiculairea ∆ et passant par son point d’application P. (cf. fig. 4).M∆ = dbl fe f f .Si la force tend a faire tourner le solide dans le sens positif fixe par l’orientation de l’axe par−→u ∆, le moment est compte positivement, sinon il est compte negativement.
 2.4 Couple de forces
 • On definit un couple de forces comme un ensemble de deux forces opposees(−→f ;−−→f
 )ayant des point d’application differents, A et B.
 La resultante de leur moment par rapport a un point C est −−→CA ∧ −→f +−−→CB ∧ (−−→f ) =
 −−→BA ∧ −→f .Ce moment du couple de forces est independant du point C en lequel on le calcule.On generalise ce resultat a tout systeme de forces dont la resultante est nulle mais dont lemoment en un point quelconque ne l’est pas.
 . Si la droite (AB) est colineaire a la direction des deux forces, leur moment resultant estnul, ce qui est suppose dans le principe de l’action et de la reaction.
 2.5 Liaison pivot
 • Un solide S est soumis a une liaison pivot si ses liaisons aux differents supports n’auto-risent qu’un mouvement de rotation autour d’un axe ∆ (cf. fig.5).
 • Les forces elementaires de liaison qui existent aux surfaces de contact entre le solide etles supports possedent une resultante −→R l et un moment resultant par rapport a l’axe ∆,M(l)
 ∆.
 Si ce dernier est nul, la liaison est dite parfaite, ce qui signifie que les contacts n’influent passur la vitesse angulaire de rotation du solide S autour de ∆. Ceci peut etre obtenu par unebonne lubrification des paliers de contact par des huiles minerales ou des graisses.
 3. Theoremes du moment cinetique
 3.1 Theoreme du moment cinetique par rapport a un point fixe
 Soit un point materiel M de masse m soumis a la resultante des forces∑
 i
 −→f i ; soit un
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 referentiel Rg et un point A fixe dans ce referentiel.
 La derivee par rapport au temps du moment cinetique de M en A fixe, dans un referentielgalileen est egal a la somme des moments en A des forces qui s’exercent sur M.
 ddt
 (−→L A
 (M/Rg
 ))=
 ∑i
 −→MA
 (−→f i
 ). (19-8)
 En effet, la definition du moment cinetique en A du point materiel M, −−→AM∧m−→v M/Rg , conduit
 a la derivee temporelle : −−→AM ∧ m−→a M/Rg carddt
 (−→u ∧ −→w) =d−→udt∧ −→w + −→u ∧
 d−→wdt
 avecddt−−→AM = −→v M/Rg et
 ddt−→v M/Rg = −→a M/Rg .
 Or, le principe fondamental de la dynamique qui s’applique dans Rg conduit a :
 m−→a M/Rg =∑
 i
 −→f i, d’ou une derivee du moment cinetique en A egale a : −−→AM ∧
 ∑i
 −→f i
 ,et, par linearite du produit vectoriel, a :
 ∑i
 −−→AM ∧ −→f i =∑
 i
 MA
 (−→f i
 ).
 + Il est necessaire de s’assurer que le point A choisi est bien fixe dans le referentiel Rg,
 sinonddt−−→AM = −→v M/Rg −
 −→v A/Rg , ce qui modifie l’enonce du theoreme.
 3.2 Theoreme du moment cinetique par rapport a un axe fixe
 Soit un point materiel dans le meme cadre que precedemment. La projection du theoremedu moment cinetique en un point A appartenant a un axe ∆ fournit le theoreme du momentcinetique par rapport a l’axe ∆.
 Dans un referentiel galileen, la derivee temporelle du moment cinetique de M par rapport a∆, est egale a la somme des moments des forces qui s’exercent sur M par rapport a l’axe.
 d L∆ (M/R)dt
 =∑
 i
 M∆
 (−→f i
 ). (19-9)
 En effet, −→u ∆ etant constant par hypothese, sa derivee par rapport au temps est nulle etddt
 (−→u ∆ ·−→w
 )= −→u ∆ ·
 d−→wdt
 ce qui, combine avec (19-8) permet de demontrer le resultat.
 3.3 Theoreme du moment cinetique pour un solide en rotation
 L’additivite des moments cinetiques traduite par (19-3) et (19-4) et le principe de l’action etde la reaction conduisent au theoreme du moment cinetique applique a un solide S en rotationautour d’un axe fixe.
 Soit −→f i, exti∈I ou I ⊂ N, un ensemble de forces ayant une origine exterieure au solide S, depoints d’application respectifs Mi, exti∈I . Soit ∆ l’axe de rotation du solide oriente par −→u ∆ etA un point quelconque de ∆, notons :
 M∆
 (−→f i, ext
 )= −→u ∆ ·
 −→MA
 (−→f i, ext
 )= −→u ∆ ·
 (−−−→AMi ∧−→f i,ext
 ).
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 La derivee par rapport au temps du moment cinetique du solide S par rapport a un axe fixeest egale a la somme des moments des seules forces exterieures exercees sur S par rapport acet axe .
 d L∆ (S/R)dt
 =∑
 i
 M∆
 (−→f i, ext
 ). (19-10)
 D’apres (19-5), la relation precedente s’exprime :
 J∆
 dωdt
 (t) = J∆ θ(t) =∑
 i
 M∆
 (−→f i, ext
 ). (19-11)
 C’est cette derniere egalite qui fournit l’equation du mouvement du solide autour de son axede rotation.
 4. Un exemple d’application : le pendule pesant
 4.1 Definition
 On appelle pendule pesant un solide parfait en rotation autour d’un axe ∆ = (O,−→e z) fixedans un referentiel suppose galileen. G est son centre d’inertie : OG = l et la droite (OG) estperpendiculaire a ∆ ; l’angle θ(t) repere completement la position du solide a travers celle desa demi-droite [OG) par rapport a la verticale descendante ; J∆ est son moment d’inertie parrapport a l’axe. Enfin, le solide a une liaison pivot parfaite avec son axe.
 4.2 Bilan des forces
 • Deux forces s’exercent sur le solide : son poids −→P = m−→g , applique en G et la reaction −→R∆
 de l’axe de rotation, dont on doit supposer que sa droite d’action coupe l’axe ∆ de sorte queson momentM∆(−→R∆) par rapport a l’axe soit nul (la liaison etant parfaite).
 • La reaction de l’axe ∆ est en fait une resultante de forces elementaires de contact entreles pivots solidaires du solide et les supports sur lesquels ceux-la reposent. Il peut survenirque leur moment resultant par rapport a ∆ ne soit pas nul, par exemple si la liaison n’est pasparfaite, auquel cas, il s’oppose toujours a la rotation du solide.
 4.3 Mise en equation
 • Le caractere suppose galileen du referentiel permet d’y appliquer le theoreme du momentcinetique :
 J∆ θ(t) =∑
 i
 M∆
 (−→f i, ext
 )=M∆
 (−→P)+M∆
 (−→R∆
 ).
 En traduisant (19-6) et (19-7) dans un repere de coordonnees cylindriques avec −−→OG = l−→e r, lemoment du poids par rapport a ∆, calcule a partir de son moment en O, est egal a−→e z ·
 (l−→e r ∧ m g
 (cos θ−→e r − sin θ−→e θ
 ))soit −m g l sin θ.

Page 308
                        
                        

308 Physique
 On reconnaıt dans cette derniere expression mg, la norme du poids, l sin θ, le bras de levierOGl et le signe − indiquant que le poids tend a faire tourner le solide en sens oppose ausens d’orientation choisi.
 • L’equation du mouvement s’en deduit :
 θ(t) +mglJ∆
 sin θ(t) = 0 (19-12)
 qui presente les positions d’equilibre evidentes : θeq = 0, stable et θeq = π, instable.
 4.4 Limite des petites oscillations
 A la limite des petites oscillations autour de la position d’equilibre stable, sin θ ≈ θ, l’equationdu mouvement est approchee par celle d’un oscillateur harmonique :
 θ(t) +mglJ∆
 θ(t) = 0 de pulsation propre ω0 =
 √mglJ∆
 ·
 4.5 Integrale premiere du mouvement
 • La multiplication des deux membres de l’equation (19-12) par θ(t) et J∆ donne :
 J∆ θ θ + m g l θ sin θ = 0.
 Or, θ θ =12
 d θ2
 dtet θ sin θ = −
 d (cos θ)dt
 · La relation peut donc s’ecrire :
 ddt
 (12
 J∆ θ2(t) − m g l cos θ
 )= 0
 qui signifie que la quantite derivee par rapport au temps est une constante du mouvement,determinee par les conditions initiales. Par exemple, supposons qu’a l’instant initial nousayons ecarte le pendule de sa position d’equilibre stable d’un angle θ(0) = θ0 et que nousl’ayons lache sans vitesse initiale, θ(0) = 0, alors il viendra :
 12
 J∆ θ2(t) − m g l cos θ = −m g l cos θ0. (19-13)
 Dans le membre de gauche de l’egalite, le terme12
 J∆ θ2(t) est, selon (17-16), l’energie
 cinetique du pendule en rotation autour de son axe de suspension.Dans l’autre terme du meme membre, − l cos θ represente l’altitude du centre d’inertie G parrapport au point de suspension, altitude comptee positivement vers le haut.Par consequent, d’apres (17-7), le terme−m g l cos θ represente une determination de l’energiepotentielle de pesanteur du pendule, en l’espece celle dont la valeur est nulle lorsque G est ala meme altitude que O, donc pour θ = ±
 π
 2·
 • La relation (19-13) apparaıt ainsi comme l’expression de la conservation de l’energiemecanique et par consequence comme celle du caractere conservatif du systeme sous leregime des hypotheses prises au depart.Sa derivee par rapport au temps exprime le theoreme de la puissance cinetique du penduledans le meme cadre.
 . Si la liaison n’avait pas ete parfaite, un moment de forces de liaisonM∆, liaison de signecontraire a θ serait venu se rajouter au bilan des moments dans l’express
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 4.6 Portrait de phase
 • Les equations (19-12) et (19-13) n’ont pas de solutions analytiques. On essaie doncd’etudier les proprietes de leurs solutions, sans connaıtre leurs expressions, a partir de leurportrait de phase.
 C’est le trace des lieux des points de coordonnees(θ(t), θ(t)
 )pour diverses conditions ini-
 tiales. Ce sont des courbes parametrees par la valeur de l’energie mecanique initiale Em, 0,car les coordonnees des points des differentes courbes sont liees par la relation generalisee(19-13) :
 12
 J∆ θ2 − m g l cos θ = Em, 0 =
 12
 J∆ θ20 − m g l cos θ0
 avec une energie mecanique initiale obligatoirement superieure a −m g l.
 • On constate sur la figure 7 que deux types de courbes apparaissent :
 − des courbes fermees aux faibles valeurs d’energies mecaniques initiales pour lesquelles le
 mouvement se limite aux angles θ ∈ [−θm, θm], θm etant defini par cos θm = cos θ0−J∆θ
 20
 2 mgl= A
 a condition que A ∈ [−1, 1]. Le mouvement du pendule est une oscillation periodique anhar-monique.
 − des courbes ouvertes aux valeurs d’energies telles que A < −1. Le pendule a ete lance avecune vitesse angulaire suffisamment forte pour que θ ne s’annule jamais et conserve le signe deθ0. Le mouvement est une rotation autour de ∆ avec une vitesse angulaire maximale lorsquele pendule passe par θ = 0 et minimale lorsque θ = π.
 5. Theoremes de la puissance et de l’energie cinetiquesen dynamique de rotation
 5.1 Generalites
 • L’exemple du pendule pesant nous a montre comment s’effectuait le passage du theoremedu moment cinetique par rapport a un axe au theoreme de la puissance mecanique. Cetexemple se generalise.
 • La rotation autour d’un axe n’etant qu’un type particulier de mouvement, les theoremesde la puissance et de l’energie cinetique (cf. fiche 17 §4) s’appliquent au centre d’inertie Gdu solide.
 • Nous considererons donc pour la suite un solide S en rotation autour d’un axe ∆ fixe avecune vitesse angulaire θ(t), dans un referentiel galileen Rg. Des forces exterieures
 −→f i,ext
 i∈I
 ,

Page 310
                        
                        

310 Physique
 de points d’application respectifsMi,ext
 i∈I s’exercent sur S, dont les moments par rapport a
 l’axe sontM∆
 (−→f i,ext
 )i∈I
 .
 5.2 Resultats intermediaires
 • La multiplication par θ(t) du moment d’une force −→f de point d’application M par rapporta ∆ est egale a la puissance cinetique de la force. Soit A fixe appartenant a ∆ :
 M∆
 (−→f )θ(t) = −→u ∆ ·
 (−−→AM ∧ −→f)θ(t) =
 −→f ·(θ(t)−→u ∆ ∧
 −−→AM)
 =−→f · −→v M/R = PR
 (−→f )ou l’on a utilise la permutation circulaire des termes dans le produit mixte, soit :
 −→u · (−→v ∧ −→w) = −→v · (−→w ∧ −→u ) = −→w · (−→u ∧ −→v ),
 l’expression (15-6) de la vitesse d’un point en rotation autour d’un axe et la definition de lapuissance cinetique d’une force (17-1).
 • Par ailleurs, J∆ θ θ =ddt
 (12
 J∆ θ2(t)
 )=
 ddtEc(S/R), d’apres l’expression (17-16) de l’energie
 cinetique d’un solide en rotation.
 5.3 Equivalence des theoremes
 Les theoremes du moment cinetique applique a un solide en rotation par rapport a un axefixe, de la puissance et de l’energie cinetique sont equivalents.
 L’equivalence decoule des resultats intermediaires precedents et de l’expression du theoremedu moment cinetique par rapport a un axe :
 J∆ θ(t) =∑
 i
 M∆
 (−→f i, ext
 ), (19-11)
 multipliee par θ donne :
 ddtEc(S/Rg) =
 ∑i
 θ ·M∆
 (−→f i,ext
 )=
 ∑i
 PRg
 (−→f i,ext
 )qui n’est autre que le theoreme de la puissance cinetique. Son integration par rapport au tempsentre deux instants conduit au theoreme de l’energie cinetique.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Montrez que le moment par rapport a un axe ∆ est effectivement independantdu choix du point A sur l’axe.
 Exercice 2 : Soit un solide S, de masse M, de moment d’inertie J par rapport a l’axe fixehorizontal ∆ autour duquel il est en rotation dans un referentiel suppose galileen. Le centred’inertie G du solide est situe sur l’axe ∆. L’angle θ(t) mesure l’ecart entre la position du so-lide a un instant t donne et une position donnee. La liaison pivot entre le solide et ses supportsfait apparaıtre des frottements qui se manifestent par un couple de moment par rapport a ∆
 constant, egal −M f et un couple de frottement fluide proportionnel a la vitesse angulaire θ,de coefficient de proportionnalite λ, vient le freiner. Le solide est initialement au repos dansle referentiel. Un couple moteur de moment par rapport a ∆ egal aMm met en mouvement lesolide.
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 1. Quels sont les signes respectifs deM f etMm pour que le systeme tourne dans le sens derotation autour de ∆ conventionnellement choisi ?
 2. Determinez l’equation du mouvement du solide S.
 3. Deduisez-en l’evolution de la vitesse angulaire au cours du temps. Commentez le role desdifferents parametres.
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 1. Champs de force centrale
 1.1 Definition
 On appelle champ de force centrale un champ de force cree par une source, le centre deforce, qui exerce sur tout point une force dont la direction est portee par la droite joignantla source au point en question et dont l’intensite ne depend que de la distance du point a lasource.
 1.2 Traduction mathematique
 La source est situee a l’origine O d’un repere de projection de coordonnees spheriques. Unpoint materiel est situe en −−→OM = −→r = r−→e r. La force a laquelle le point materiel est soumisprend alors la forme :
 −→f c(−→r ) = f (r)−→e r. (20-1)
 1.3 Energie potentielle d’interaction
 • Soit une force centrale dont la projection de la force f (r) est connue.
 Cette force derive d’une energie potentielle car le travail elementaire δW(−→f c
 )lors d’un
 deplacement d−→r = dr−→e r + rdθ−→e θ + r sin θ dϕ−→e ϕ entre −→r et −→r + d−→r est egal, d’apres (17-3),a f (r) dr.
 • Ainsi, en supposant la fonction f integrable, il existe une fonction de r, Ep, telle que fsoit l’oppose de la derivee de Ep par rapport a r. Ep(r) est l’energie potentielle dont derive laforce −→f c(r) :
 −→f c(r) = −dEp
 dr(r)−→e r (20-2)
 1.4 Exemples
 • Les forces electrostatique de Coulomb et d’attraction universelle de Newton sont deuxexemples de forces centrales, dont l’intensite varie comme r−2. Elles ont des proprietes parti-culieres etudiees dans la fiche 21.
 • Les interactions de type coulombien entre un ion et un dipole mobile conduisent a uneforce centrale moyenne variant comme r−5.De meme, ces interactions contrebalancees par l’agitation thermique donnent lieu a des forcesmoyennes centrales en r−7 entre les entites en interaction : forces de Keesom entre deuxdipoles mobiles, de Debye entre un dipole mobile et une molecule non polaire fixe, de Lon-don entre molecules non polaires fixes, ...
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 2. Autour du moment cinetique
 2.1 Constance du moment cinetique
 Soit une particule ponctuelle situee au point M, de masse m, soumise au seul champ de forcecentrale −→f c(r) = f (r)−→e r de centre de force fixe en O. le mouvement de P est etudie dans unreferentiel galileen Rg.L’application au point O du theoreme du moment cinetique de la particule M dans Rg donne :
 d−→L O(M/Rg)dt
 =∑
 i
 MO
 (−→f i
 )=−−→OM ∧ −→f c(r) = r−→e r ∧ f (r)−→e r =
 −→0 .
 Le moment cinetique de la particule dans un referentiel galileen, exprime au centre de forceest donc constant.
 + Cette propriete ne vaut que si le point materiel n’est soumis qu’a la seule force centraleet si le moment cinetique est exprime au centre de force.
 La constance du moment cinetique a les deux consequences qui suivent.
 2.2 La planeite du mouvement
 • Le moment cinetique etant constant et−−→OM lui etant a tous instants orthogonal par definition,le point materiel se deplace, sous l’effet de la seule force centrale, dans le plan perpendicu-laire au moment cinetique initial et passant par le centre de force O. Ainsi, la trajectoire deM est plane.
 • Soit O le centre de force du champ de force centrale et −→r =−−→OM. La trajectoire de la
 particule est plane, donc le repere de coordonnees cylindriques dans le referentiel Rg d’axeOz aligne sur la direction du moment cinetique est le plus commode. Ainsi −→r = r−→e r.La vitesse du point materiel dans ce referentiel est −→v = r−→e r + r θ−→e θ.Le moment cinetique de la particule materielle de masse m s’exprime donc :
 −→L O(M/Rg) = r−→e r ∧ m−→v = m r2 θ−→e z = m C −→e z, (20-3)
 ou nous avons introduit C, la constante des aires, qui est une constante du mouvementdeterminee par les conditions initiales imposees a la particule materielle.
 • Une consequence importante de l’existence de cette constante des aires est que θ conservetoujours le meme signe au cours du mouvement du point materiel.
 2.3 La loi des aires
 Le rayon vecteur d’une particule materielle seulement soumise a une force centrale balaiedes aires egales en des durees egales.
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 Au cours d’un deplacement elementaire entre −→r et −→r + d−→r , l’aire elementaire balayee (cf.
 fig.1) par le rayon vecteur est : dA =∣∣∣12−→r ∧ d−→r
 ∣∣∣. Or, d−→r = dr−→e r + r dθ−→e θ, d’ou
 dA =12
 r2|dθ| et :
 dAdt
 =12
 r2|θ| =|C|2· (20-4)
 3. Etude du mouvement radial
 3.1 L’energie mecanique du point materiel• Dans le seul champ de force centrale derivant de l’energie potentielle Ep(r), le pointmateriel se comporte comme un systeme conservatif dont l’energie mecanique Em, dans lereferentiel d’etude suppose galileen, est constante :
 Em = Ec(M/Rg) + Ep(r)
 • Les proprietes du mouvement font choisir un repere de projection de coordonnees cy-lindriques dans lequel les coordonnees de la particule sont (r(t), θ(t), 0) ; d’ou une energie
 cinetique : Ec(M/Rg) =12
 m(r2 + r2θ2
 ).
 Par ailleurs, comme C = r2θ, l’energie mecanique devient :
 Em =12
 m(r2 +
 C2
 r2
 )+ Ep(r) =
 12
 m r2 +m C2
 2 r2 + Ep(r)
 3.2 L’energie potentielle effective• L’expression ci-dessus montre que l’energie mecanique du systeme, qui possede a priorideux degres de liberte dans le plan du mouvement, se transforme en une expression fonctionde la seule distance r du point materiel au centre de force et de sa derivee par rapport autemps r.C’est la marque de la constance du moment cinetique du point materiel exprime au centre deforce au cours de son mouvement dans le champ de force centrale qui lie structurellement lesdeux degres de liberte entre eux : C = r2 θ.
 • Son interet est de permettre une etude de l’evolution du mouvement radial de la particule.Pour cela, on definit l’energie potentielle effective ou potentiel efficace du point materieldans le champ de force centrale comme :
 Ee f f (r) =m C2
 2 r2 + Ep(r). (20-5)
 D’ou :Em =
 12
 m r2 + Ee f f (r).
 On mene alors une etude similaire a celle faite sur la seule energie potentielle dans le cas d’unmouvement a un seul degre de liberte.
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 Nous tracons la courbe de Ee f f (r) dont nous pouvons deduire :
 • Les rayons des mouvements circulaires (les valeurs de r correspondant aux extrema relatifsou absolus de Ee f f ) sont :stables pour les minimas (point A4 de la figure 2.b),instables pour les maxima (point B5 de la figure 2.b) et les energies mecaniques initiales cor-respondantes E(4)
 m 0 et E(5)m 0.
 En effet, pour ces valeurs particulieres de l’energie mecanique initiale, cette derniere est exac-
 tement egale a l’energie potentielle effective et donc l’energie cinetique radiale12
 m r2 ne peut
 qu’etre nulle : r est constant et de meme pour θ d’apres la constante des aires. Le mouvementdu point materiel est dans les deux cas circulaire uniforme.
 • Les energies mecaniques initiales pour lesquelles le mouvement s’effectue en demeurant adistance finie du centre de force : Em, 0 ∈]E
 (4)m, 0; 0]. Pour ces valeurs de l’energie mecanique
 initiale, le mouvement radial s’effectue en conservant une distance comprise entre [rA1 ; rB1 ],se rapprochant et s’eloignant du centre de force sans toutefois que le mouvement soit obliga-toirement periodique. Ces etats sont appeles des etats lies.
 • Pour les energies comprises entre [0;E(5)m, 0[ et selon que r0 est inferieur a rB5 ou superieur,
 le mouvement du point materiel est un etat lie, ou un etat de diffusion, c’est-a-dire un etatpour lequel le point materiel finit par s’eloigner indefiniment du noyau.
 • Enfin, pour les energies superieures a E(5)m, 0, le mouvement de la particule est un etat de
 diffusion.
 . Pour les etats de diffusion, l’eloignement du point materiel du centre de force s’accom-pagne d’une diminution vers 0 de la vitesse de rotation angulaire instantanee.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : A l’instant ou commence l’etude du mouvement d’un point materiel de massem, ses coordonnees cylindriques sont (r0, 0, 0) et sa vitesse initiale est −→v 0 = r0
 −→e r + r0 θ0−→e θ.
 Exprimez la constante des aires et le moment cinetique initial du point materiel dans lereferentiel d’etude.
 Exercice 2 : Le point materiel precedent est soumis dans le referentiel suppose galileen a
 un champ de force centrale de centre de force O et tel que : −→f c(r) = −kr2−→e r ou k > 0.
 Exprimez l’energie potentielle effective Ee f f (r).Tracez l’allure de son graphe.Etudiez les divers types de mouvement radial possibles.
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 1. Presentation
 1.1 Definition
 • On appelle champ newtonien de force centrale un champ de force centrale dont l’intensitevarie comme l’inverse du carre de la distance au centre de force. Si O est le centre de force duchamp newtonien et (r, θ, ϕ) les coordonnees spheriques d’un point materiel M de l’espace,la force que le centre exerce sur M est :
 −→f cn =kr2−→e r. (21.1)
 • Cette force derive de l’energie potentielle d’interaction
 Ep(r) =kr
 + cste, (21.2)
 ou la constante cste est habituellement prise egale a 0, ce qui suppose d’annuler l’energiepotentielle d’interaction loin du centre de force.
 1.2 Exemples
 • La force d’attraction universelle decrite par Newton est historiquement le premier exemplede champ newtonien. Le centre de force peut etre soit une masse supposee ponctuelle en Osoit un corps de centre O de rayon R presentant une repartition de masse a symetrie spherique,c’est-a-dire dont la densite volumique ne depend, en coordonnees spheriques, que de r. Pourr < R, le champ est newtonien.
 k = −GMOm ou MO est la masse centree en O, m la masse du point materiel M subissant lechamp de gravitation de MO et G la constante d’attraction universelle.
 • Le second exemple est la force electrostatique de Coulomb qui possede vis-a-vis descharges ponctuelles ou des corps charges a symetrie spherique les memes proprietes.
 La force d’interaction electrostatique que O exerce sur M est : k =1
 4πε0qO qM ou le facteur
 14πε0
 ≈ 8, 988 × 109 ≈ 9 × 109 m.F−1, q0 la charge fixe en O et qM celle du point M.
 ε0 ≈ 8, 854 × 10−12 F.m−1 etant appele la permittivite dielectrique du vide.
 . Pour ces deux interactions, le centre de force O est lui-meme soumis a une force opposeea celle exercee sur M, ce qui suppose que sa fixite soit assuree par des forces d’autre nature...
 1.3 Consequences
 La planeite de la trajectoire, la constance du moment cinetique et la loi des aires sont, du faitdu caractere central du champ de force auquel M est soumis, des proprietes possedees par lesevolutions possibles de M.
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 1.4 Les lois de Kepler
 Dans le cas de l’attraction universelle, et avant qu’elle fut decouverte et enoncee par Newton,les mouvements des planetes visibles a l’œil nu (Mercure, Venus, Mars, Jupiter et Saturne)avaient ete observes toujours plus precisement au fil du temps. Plusieurs modeles cosmogra-phiques en etaient resulte de Ptolemee a Kepler. Ce dernier enonca, au debut du XVIIe siecle,trois lois concernant leur mouvement.
 ¶ Les trajectoires des planetes sont des ellipses dont le Soleil est un des foyers.
 · Les rayons vecteurs joignant le Soleil a chacune des planetes balaient des aires egales endes temps egaux.
 ¸ Le rapport du cube de la longueur du demi-grand axe de l’ellipse trajectoire d’une planeteau carre de sa periode de revolution autour du Soleil est le meme pour toutes les planetes duSysteme Solaire.
 . C’est en s’appuyant sur ces seules lois deduites des observations que Newton elaborerasa theorie de l’attraction universelle.
 2. Mouvements autour d’un astre
 2.1 Presentation de la situation
 On considere le mouvement d’un objet, assimile a un point materiel P de masse m sous l’ef-fet de la seule force d’attraction universelle creee par un corps massif de masse M que l’onsuppose fixe en O. Le referentiel lie a O est suppose galileen.Sous l’effet de l’attraction, la trajectoire de P est plane et on repere le point par ses co-ordonnees cylindriques (r, θ) dans le plan de la trajectoire. Ainsi, P est soumis a la forcecentrale :
 −→f at = −GM m
 r2−→e r.
 2.2 Cas du mouvement circulaire
 • Lorsque le mouvement est circulaire autour de O, r est constant, note rc et r2c θc, la constante
 des aires dependant des conditions initiales l’etant aussi, on en deduit que θc la vitesse angu-laire de M autour de O doit etre constante.
 • Le mouvement de P est par consequence circulaire uniforme autour de O. Sa vitesse dansle referentiel est en permanence perpendiculaire a son rayon vecteur et de norme constante−→v = rcθc
 −→e θ. Son acceleration dans le referentiel est ainsi centripete : −→a = − rcθ2c−→e r.
 La vitesse angulaire θc est liee alors a la periode de revolution Tc du point P autour de O. Une
 revolution correspond a 2π rad, effectues en une periode Tc, d’ou θc =2πTc·
 • Le principe fondamental de la dynamique pouvant s’appliquer dans le referentiel d’etude,on obtient :
 m−→a =−→f at soit − m rc θ
 2c−→e r = −
 GM mr2
 c
 −→e r. (21-3)
 • En projection sur −→e r, apres simplification par m et remplacement de θc par son expressionen fonction de Tc, on obtient la loi de Kepler pour le mouvement circulaire :
 r3c
 T 2c
 =GM4 π2 . (21-4)
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 Le cube du rayon de la trajectoire rapporte au carre de la periode de revolution est uneconstante ne dependant que de la masse de l’astre suppose etre la source du champ de force.L’egalite (21-4) prouve la loi de Kepler pour les trajectoires circulaires.
 2.3 Generalisation aux mouvements elliptiques
 Dans le cas ou la trajectoire est une ellipse dont le grand axe a pour longueur 2a, parcourueen une periode T , la loi de Kepler se generalise en :
 a3
 T 2 =GM4 π2 . (21-5)
 L’apparente identite de forme de la loi ne doit pas masquer les differences. Le mouvement deP n’est plus circulaire uniforme.
 Il se rapproche de O jusqu’a atteindre un point Pe de distance minimale rPe (le perigee pourla Terre ; le perihelie pour le Soleil) ou sa vitesse angulaire est notee θPe,
 puis s’eloigne de O jusqu’a atteindre un point Ap de sa trajectoire de distance maximale rAp
 (l’apogee pour la Terre ; l’aphelie pour le Soleil) ou sa vitesse angulaire est notee θAp.
 Au cours du mouvement, la loi des aires impose que r2PeθPe = r2
 ApθAp : θPe est donc maximalealors que θAp est minimale ; la longueur du grand axe de l’ellipse etant 2a = rPe + rAp.
 2.4 Application aux satellites
 • Les satellites orbitant autour d’un astre, de la Terre ou toutes autres planetes, sont dansune situation convenablement modelisee en premiere approximation par ce qui precede.L’altitude h du satellite par rapport a la surface de l’astre est liee a sa periode T de revolutionet au rayon RA et a la masse MA de l’astre autour duquel il orbite par (21.4) modifiee ourc = RA + h. D’ou :
 (RA + h)3
 T 2 =GMA
 4 π2 . (21-6)
 • Un satellite geostationnaire est un satellite demeurant toujours a la perpendiculaire dumeme point de la Terre. Ceci n’est possible que lorsque le plan de sa trajectoire est confonduavec le plan equatorial et lorsque son altitude est telle que sa periode de revolution est egalea la periode de revolution diurne de la Terre (86164 s).La masse de la Terre est d’environ MT = 5, 98×1024 kg, son rayon equatorial RT = 6378 km,l’altitude a laquelle tout satellite geostationnaire doit orbiter est donc h ≈ 35 800 km.
 3. Etude energetique
 3.1 Energie mecanique du point materiel
 • Somme de l’energie cinetique dans le referentiel d’etude et de l’energie potentielle, l’energiemecanique Em s’ecrit :
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 Em =12
 m v2 +kr
 en prenant l’energie potentielle nulle a l’infini.Pour un corps en mouvement circulaire de rayon rc dans le champ newtonien, sa vitesse v est
 rcθc d’ou, d’apres (21-3) generalisee, mv2
 rc= −
 kr2
 cet donc mv2 = −
 krc· Ainsi :
 Emc =k
 2rc· (21-7)
 • Si la force est attractive, k < 0 et l’energie mecanique du corps est negative. Ceci estconforme a ce que donne l’etude de l’energie potentielle effective :
 Ee f f (r) =m C2
 2 r2 +kr
 avec k < 0, et dont le graphe a l’allure suivante :
 • Le minimum de l’energie potentielle effective est donne par rc = −mC2
 k=
 C2
 GM> 0 ou C
 la constante des aires doit etre egale a r2c θc.
 3.2 Expression dans le cas des mouvements elliptiques
 Lorsque le mouvement n’est plus circulaire uniforme, mais donne lieu a une trajectoire ellip-tique, on montre que l’energie mecanique totale du systeme est :
 Em =k
 2 a· (21-8)
 ou a est la longueur du demi-grand axe de l’ellipse.
 3.3 Vitesses cosmiques
 • La vitesse possedee par un objet orbitant sur une trajectoire circulaire de rayon rc autourd’un astre vaut, d’apres (21-3) :
 vc =
 √GMrc·
 • On appelle premiere vitesse cosmique celle, notee v1, correspondant a une orbite cir-culaire autour de la Terre, de rayon egal au rayon terrestre. On peut l’estimer a partir de
 l’acceleration de la pesanteur car g ≈GMT
 R2 , d’ou v1 ≈√
 gR soit environ 8 km.s−1.
 • On appelle vitesse de liberation ou vitesse parabolique ou seconde vitesse cosmique lavitesse v2 a communiquer a une sonde pour la soustraire a l’attraction de la Terre a partir de
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 sa surface. Elle s’obtient en considerant que son energie mecanique doit etre nulle, le graphede la figure 2 montrant que l’etat de l’objet est alors un etat de diffusion. Ainsi, notant M lamasse et R le rayon terrestre, la seconde vitesse cosmique est donnee par la relation :
 Em = 0 =12
 m v2l −GMm
 Rsoit :
 v2 =
 √2GM
 R=√
 2 v1. (21-9)
 • On appelle troisieme vitesse cosmique la vitesse de liberation heliocentrique a partir d’unpoint situe a une distance egale au rayon moyen de la trajectoire de la Terre au Soleil. Elleest donnee par l’expression (21-9) ou M est alors la masse du Soleil (≈ 2 × 1030 kg) et R ladistance moyenne Terre- Soleil (≈ 150 × 106 km). Ainsi, v3 ≈ 42 km.s−1.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Quelle est la periode d’un satellite orbitant circulairement a 350 km de la sur-face de la Terre ? Quelle est sa vitesse ?
 Exercice 2 : En realite sa distance varie entre 320 et 380 km. Quelles sont ses vitessesmaximales et minimales.
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 1. Le champ magnetique
 Le champ magnetique est une grandeur physique qui opere sur les charges electriques enmouvement dans les referentiels dans lesquels il est non nul.
 1.1 Sources
 Les sources du champ magnetique sont :les aimants naturels ; les aimants artificiels elabores par des procedes metallurgiques ;les courants electriques, c’est-a-dire les charges electriques mobiles.
 1.2 Lignes de champ
 • Le champ magnetique dans une region donnee de l’espace est decrit en chaque point−→r =
 −−→OM de celle-ci par un vecteur −→B(−→r ) lorsqu’il est independant du temps. On definit uneligne de champ du champ magnetique comme une courbe en chaque point de laquelle lechamp magnetique est continument tangent.
 1.3 Proprietes des lignes de champ
 • Par un point donne de l’espace passe une ligne de champ et une seule. Les lignes de champdu champ magnetique d’une source de dimensions finies sont, sauf exception, des lignesfermees sur elles-memes a distance finie de la source. Les lignes ouvertes sont, pour detelles sources, en nombre fini. Elles peuvent etre considerees comme des lignes fermees surelles-memes a l’infini.
 • Ce bouclage des lignes sur elles-memes est intimement lie a l’inexistence de charges (oumonopoles) magnetiques isolables - contrairement aux charges electriques pour lesquellesil est possibilite de separer et d’isoler une charge positive d’une charge negative ; il est im-possible d’isoler un pole nord du pole sud qui l’accompagne.On dit que les sources de champ magnetique sont au mieux dipolaires.
 • L’ensemble des lignes de champ d’une source de champ magnetique constitue le spectredu champ magnetique cree par la source.
 • La ou les lignes de champ sont resserrees, le champ magnetique est intense. Des lignesde champ droites et paralleles entre elles signalent un champ magnetique uniforme dans laregion consideree.
 1.4 Moment magnetique
 • On definit le moment magnetique d’une boucle de courant plane d’aire S parcourue parun courant electrique d’intensite i comme le vecteur :
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 −→M = i S −→n , (22-1)
 ou −→n est le vecteur unitaire normal au plan de la boucle dont le sens est donne par la regledu tire-bouchon de Maxwell : si on tourne un tire-bouchon dans le sens conventionnel choisipour mesurer l’intensite i du courant electrique, il progresse dans le sens qui definit celui duvecteur normal −→n .
 • La dimension du moment magnetique est I.L2. Son unite est l’ampere-metre au carre, desymbole A.m2.
 . Le moment magnetique d’une bobine plate comportant N spires de surface S , parcou-rues par un courant electrique d’intensite i, est −→M = N i S −→n .
 2. Action d’un champ magnetique sur les courants
 2.1 Force de Laplace elementaire
 Soit un element d−→l d’un circuit electrique parcouru par un courant d’intensite i, d−→l etantoriente dans le sens conventionnel choisi pour i. Cet element de circuit est plonge dans unchamp magnetique −→B(−→r ).Il est soumis a la force magnetique elementaire suivante appelee force de Laplace :
 d−→f L = i d−→l ∧ −→B(−→r ). (22-2)
 2.2 Resultante des forces de Laplace elementaires
 • Si le champ magnetique est uniforme et stationnaire, −→B(−→r ) =−→B vecteur independant du
 point ou l’on se situe et du temps. Si M et N sont les extremites de la portion du conducteurplongee dans le champ, la convention d’orientation de i allant de M a N, alors la resultantedes forces de Laplace −→f L vaut :
 −→f L = i−−−→MN ∧ −→B , (22-3)car
 −→f L =
 ∫ N
 Md−→f L = i
 (∫ N
 Md−→l
 )∧−→B = i−−−→MN ∧ −→B .
 • La resultante des forces elementaires de Laplace est perpendiculaire a la direction du vec-teur champ magnetique et a la direction du vecteur −−−→MN. En designant par α l’angle entre cesdeux direction, la norme de la resultante vaut :
 ‖−→f L‖ =
 ∣∣∣i × MN × B × sinα∣∣∣ (22-4)
 ou B =∥∥∥−→B∥∥∥ et MN =
 ∥∥∥−−−→MN∥∥∥.
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 2.3 Couple s’exercant sur un moment magnetique
 • Soit un circuit plan ferme sur lui-meme et parcouru par un courant electrique d’intensite iet plonge dans un champ magnetique uniforme et independant du temps −→B . La resultante desforces de Laplace s’exercant sur le circuit vaut :
 −→f L =
 ∮i d−→l ∧ −→B = i
 (∮d−→l
 )∧−→B =
 −→0
 car les vecteurs d−→l constituant les elements le long du circuit ont une somme vectorielle quise boucle sur elle-meme et vaut donc −→0 . Si un tel champ possede une action sur le circuit, cene peut etre que par l’intermediaire d’un moment de couple.
 • Considerons l’exemple simple d’une spire plane rectangulaire, susceptible de tourner au-tour d’un axe fixe ∆ passant par les milieux de deux cotes opposes du cadre (cf. fig. 3) etplongee dans un champ magnetique uniforme et stationnaire orthogonal a l’axe de rotation.Des forces elementaires de Laplace s’exercent en tout point du circuit. Elles sont colineaires al’axe de rotation sur les cotes de longueur b perpendiculaires a ∆. Elles sont perpendiculairesa ∆ et au champ magnetique sur les cotes du cadre paralleles a ∆.Deux elements du circuit symetriques par rapport au centre O de la spire sont soumis a desforces elementaires de Laplace opposees. La resultante des forces elementaires exercees surle cadre est donc nulle.Les seules forces elementaires susceptibles de contribuer a la rotation du cadre sont cellesdont le bras de levier n’est pas nul par rapport a ∆, donc celles s’exercant sur les montants
 verticaux du cadre. Elles y possedent toutes le meme bras de levierb2
 sinα.
 La somme des moments par rapport a ∆ des forces elementaires sur l’un des cotes verticauxest par consequence egale au moment par rapport a ∆ de la resultante des forces sur le memecote. La norme de la resultante des forces elementaires sur l’un des cotes du cadre est |i×a×B|.Le moment algebrique par rapport a ∆, dirige par −→e z, de cette resultante,M∆ vaut :
 M∆ = −i a b B sinα
 • L’expression precedente fait apparaıtre l’intensite du moment magnetique sur sa normalei a b. On verifie qu’elle peut s’ecrire :
 M∆ = −→u ∆ ·(−→M ∧ −→B)
 = −M B sinα. (22-5)
 • Les resultats precedents se generalisent. Tout circuit electrique ou tout aimant permanent
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 de moment magnetique −→M plonge dans une zone ou regne un champ magnetique uniforme etstationnaire −→B est soumis a des actions de la part du champ dont la resultante est nulle et lemoment par rapport a n’importe quel point de l’espace vaut :
 −→M =
 −→M ∧ −→B . (22-6)
 Ce moment de couple tend a aligner la direction du moment magnetique sur celle du champmagnetique.
 2.4 Energie potentielle magnetique
 • Le moment du couple par rapport a l’axe ∆,M∆, qui s’exerce sur le moment magnetiquedans le champ magnetique uniforme et stationnaire produit un travail elementaire δW lorsquele cadre tourne autour de ∆ de la position α a la position infiniment voisine α + dα.En effet, parmi toutes les forces elementaires qui s’exercent sur les diverses portions du cadreseules travaillent celles s’exercant sur les montants du cadre paralleles a ∆.Les deplacements elementaires des points d’application respectifs de ces forces elementaires
 sont tous egaux pour un meme montant : d−→r =b2
 dα−→n pour l’un, −d−→r pour l’autre. Le tra-vail elementaire s’en deduit :
 δW =(−i a B−→e y
 )·
 b2
 dα−→n + i a B−→e y ·
 (−
 b2
 dα−→n)
 = −M B sinα dα = d (M B cosα).
 • Le travail des forces de Laplace qui s’exercent sur un moment magnetique dans un champmagnetique uniforme et stationnaire apparaıt de la sorte ne dependre que des positions ini-tiale et finale. Le moment du couple derive donc d’une energie potentielle Ep,m :
 Ep,m = −M B cosα = −−→M · −→B . (22-7)
 2.5 Puissance elementaire des forces de Laplace
 Si le conducteur se deplace parallelement a lui-meme a la vitesse −→v dans le referentiel danslequel est defini le champ magnetique, la puissance de la force de Laplace y est egale a :
 PL =−→f L ·−→v .
 Sauriez-vous repondre ?
 Question 1 : Une bobine plate de N = 250 spires circulaires, toutes de surfaceS = 20 cm2, est parcourue par un courant electrique d’intensite i = 150 mA.Calculez son moment magnetique.
 Exercice 2 : La bobine precedente est placee dans une zone ou regne un champ magnetiqueuniforme et stationnaire de valeur B = 35 mT.
 Comment la positionneriez-vous par rapport au champ magnetique pour que le moment ducouple qui s’exerce sur elle soit maximal ? Que vaut-il alors ?
 Commenter le resultat en determinant la masse a poser sur l’extremite d’un levier de 10 cmde long pour que le moment de son poids par rapport a un axe de rotation horizontal soit egalau precedent.
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 1. Lois de Faraday et de Lenz
 1.1 Experiences
 • On constate que le deplacement dans un referentiel donne d’une source de champ ma-gnetique ( aimant ou bobine parcourue par un courant electrique ) a proximite d’un circuitelectrique ferme ne comportant aucune source de tension ou de courant, fait naıtre, dans cer-taines circonstances - reproductibles -, un courant electrique tant que la source du champmagnetique est mobile par rapport au circuit.
 • Le phenomene est relatif : le deplacement dans le meme referentiel d’une portion du cir-cuit electrique par rapport a une source de champ magnetique stationnaire dans ce referentiel,provoque aussi l’apparition d’un courant electrique dans le circuit.
 • Faraday a montre que le phenomene etait plus marque si le champ magnetique de la sourcevariait en semblant transpercer la surface du circuit. Le courant electrique qui circule dansla boucle a, dans les deux cas, une intensite d’autant plus grande que le deplacement relatifs’effectue avec une vitesse elevee ; il s’annule des que le mouvement cesse.Pour interpreter ses resultats experimentaux, il a ete conduit a penser la notion de flux duchamp magnetique a travers un circuit.
 1.2 Flux du champ magnetique a travers une surface
 • On se restreint au cas particulier suivant : un circuit plan a une maille definissant formelle-ment un contour Γ qui delimite une surface plane d’aire S et un champ magnetique uniformedans la region ou est positionne le circuit, −→B(t).Le flux du champ magnetique a travers le contour Γ ou a travers la surface S , note Φ,est defini comme :
 Φ =−→B · −→S , (23-1)
 ou −→S est le vecteur surface du circuit, vecteur de norme S , l’aire du circuit, de directionla perpendiculaire a son plan et de sens celui de la normale orientee −→n au plan du circuit :−→S = S −→n .La normale orientee est intrinsequement liee a l’orientation du contour Γ de la maniere sui-vante : une orientation arbitraire est choisie le long du contour, le sens du vecteur −→n est celuiselon lequel progresserait un tire-bouchon que l’on tournerait a travers la surface dans le sensde l’orientation arbitraire du contour.
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 • La dimension du flux du champ magnetique est le produit de la dimension du champmagnetique et du carre d’une longueur soit M.L2.T−2.I−1. Son unite est le weber, de symboleWb.
 1.3 Force electromotrice induite et loi de Faraday
 L’existence, en l’absence de source de tension ou de courant, d’un courant electrique dansle circuit ferme au cours des experiences decrites plus haut implique qu’une force capablede mettre en mouvement les electrons dans le circuit ait ete creee a la faveur de la variationtemporelle du champ magnetique ou du deplacement du circuit dans le champ magnetique.Cette force agit comme si l’on avait insere dans le circuit une source de tension e(t), appeleela force electromotrice ou f.e.m. induite, donnee par la loi de Faraday :
 La force electromotrice induite dans un circuit est egale a l’oppose de la derivee par rapportau temps du flux du champ magnetique a travers ce circuit. L’orientation de la f.e.m. induiteest celle prise sur le contour et ayant servi a definir la normale orientee du circuit.
 e(t) = −dΦ
 dt(t). (23-2)
 1.4 Loi de Lenz
 • La loi de Faraday, quantitative, s’accompagne d’une loi qualitative, la loi de Lenz :
 Les effets des courants induits apparaissant dans un circuit tendent a s’opposer aux causesqui leur ont donne naissance.
 • Si le courant induit est du a une variation temporelle du champ magnetique a travers lecircuit, son sens sera tel qu’il creera lui-meme un champ magnetique propre tendant a s’op-poser a la variation du champ exterieur.S’il est du au deplacement par un operateur d’une portion de circuit, il circulera dans cedernier avec un sens tel que les forces de Laplace qui s’exerceront sur elle dans le champmagnetique exterieur s’opposeront a ce deplacement.
 2. Cas de circuits mobiles dans un champ magnetiquestationnaire
 2.1 Rails de Laplace
 • Une barre est deplacee sur deux rails horizontaux paralleles entre eux et distants de l, touten leur demeurant perpendiculaire. La barre et les deux rails sont de tres bons conducteurs etconstituent avec un resistor ohmique de resistance R, un circuit ferme sur lui-meme.Un operateur deplace la barre vers la droite avec une vitesse −→v = v−→e x (v > 0) constante etparallele aux rails.
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 L’ensemble est plonge dans un champ magnetique uniforme et stationnaire −→B = B−→e z ( B > 0)perpendiculaire au plan des rails.
 Le deplacement de la barre fait varier la surface du circuit offerte aux lignes de champ duchamp magnetique. Une variation du flux du champ magnetique a travers le circuit se produitet une force electromotrice induite en resulte, qui fait naıtre un courant electrique induit dansle circuit ferme.Son sens devra etre tel que la force de Laplace qui s’exercera sur la barre sera dirigee suivant−−→e x. Pour ce faire, il doit etre positif avec une convention de l’intensite de courant electriquedirigee suivant −−→e y. Nous choisissons donc ce sens conventionnel pour i (celle des figures3.a et 3.b) et nous verifierons que i est positif a la fin.
 • Appliquons la loi de Faraday au circuit. Calculons le flux a travers la circuit : la normaleorientee conformement au sens de i est −−→e z et la surface du circuit est l x(t), d’ou un fluxΦ(t) = B−→e z ·
 (−l x(t)−→e z
 )= − Blx(t).
 La loi de Faraday se traduit par une force electromotrice induite :
 e(t) = −d Φ
 dt(t) = B l x(t) = B l v.
 Pour comprendre ce qui se passe sur le plan electrique dans le montage, il faut construirele circuit electrique equivalent : la resistance demeure elle-meme, les rails sont remplacespar des fils conducteurs et la barre est modelisee par la source de tension induite e(t) dont lafleche est orientee dans le sens de la convention de i et dont l’expression est donnee ci-dessus.Nous obtenons le circuit de la figure 3.b. Il y circule un courant induit dont l’intensite est :
 i =e(t)R
 =BlvR> 0,
 comme l’analyse qualitative l’avait laisse entrevoir. La force de Laplace due au courant induiten resulte :
 −→f L = i (−l−→e y) ∧ B−→e z = − i l B−→e x = − v(B l)2
 R−→e x.
 Les hypotheses posees dans cette etude font que la constance de la vitesse de la barre ne peutetre assuree que par l’equilibre entre la force de Laplace et celle exercee par un operateur surladite barre −→f op = −
 −→f L.
 • La puissance fournie par l’experimentateur :
 Pop =−→f op · v−→e x =
 (B l v)2
 Rest entierement convertie en puissance thermique par effet Joule dans le resistor :
 PR = R i2 = Pop.
 Cette conversion de la puissance mecanique en puissance thermique s’est faite par l’in-termediaire de la f.e.m. et du courant induits apparus lors du deplacement de la barre dans lechamp magnetique.
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 • Si la barre n’avait pas ete entraınee a vitesse constante, il aurait fallu ecrire l’equationmecanique de la barre par application du theoreme de la resultante cinetique. En posant m lamasse de la barre et en appelant la force entraınante −→f exc = fexc
 −→e x, on aurait eu l’equationmecanique suivante :
 md vdt
 = fexc − i l B,
 et l’equation electrique :
 e(t) = B l v = R i.
 On constate que les deux variables i et v apparaissent dans les deux equations. On dit qu’ily a couplage electromecanique dans le systeme, effectue par l’intermediaire du champmagnetique et des phenomenes d’induction qu’il va susciter.
 • Le bilan de puissance est etabli en multipliant la premiere equation par v, la seconde par iet en eliminant iBlv entre les deux. Il reste :
 fexc v = R i2 +ddt
 (12
 m v2)
 qui traduit la transformation de la puissance fournie par le dispositif entraınant en dissipationpar effet Joule et variation de l’energie cinetique de la barre. Si le champ magnetique semblene pas intervenir dans le bilan, il est cependant present dans l’expression de i.
 2.2 Methode de traitement
 • Les problemes d’induction avec parties mobiles peuvent faire que vous n’ayez pas reussia determiner a priori le sens reel du courant electrique. Pas de panique ! La ligne de conduitesuivante permet de surmonter l’obstacle. Il suffit de :
 ¶ fixer une convention d’orientation de i arbitraire sur le circuit,· determiner la normale orientee conformement a cette convention,¸ calculer le flux du champ magnetique a travers le circuit,¹ en deduire la f.e.m. induite d’apres la loi de Faraday,º construire le schema electrique equivalent du dispositif, en faisant tres attention de conser-ver la meme orientation pour le courant dans la partie qui est le siege de phenomenes d’in-duction,» etablir l’equation electrique du circuit equivalent,¼ etablir l’equation mecanique de la partie mobile du dispositif par application du theoremede la resultante cinetique ou du moment cinetique s’il y a rotation, et verifier qu’il y a cou-plage electromecanique,½ eliminer entre l’equation electrique et l’equation dynamique la variable electrique ou lavariable mecanique et resoudre si possible l’equation differentielle obtenue sur la variablerestante,¾ en deduire l’autre variable laissee momentanement de cote.
 2.3 Bobine plate tournant dans un champ magnetique
 • Le second exemple traite est celui d’une bobine plate, de N spires rectangulaires dont lescotes ont pour longueurs a et b, tournant a une vitesse angulaire ω constante autour d’un axe∆ ; le cadre est plonge dans un champ magnetique uniforme et stationnaire perpendiculairea ∆ (La situation est convenablement representee par la figure 3 de la fiche 22). Seul n’y estpas represente le dispositif fermant le fil de bobinage constituant les N spires sur un resistorde resistance R.
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 • La direction entre la normale au plan des spires et le champ magnetique evolue au cours dutemps ; le flux du champ magnetique a travers les spires varie et induit une force electromotrice,le circuit etant ferme, un courant electrique y prend naissance.
 • En prenant pour origine des temps un instant ou la normale au plan des spires et lechamp magnetique sont colineaires et de meme sens, l’angle α(t) entre ces deux vecteurs vautα(t) = ω t et le flux du champ magnetique a travers les N spires est egal a Φ = N S −→n · −→B =N a b B cos(ωt).
 D’apres la loi de Faraday, la force electromotrice induite e(t) vaut −d Φ
 dt(t),
 soit e(t) = N a b Bω sin(ωt). On constate qu’elle est alternative. L’equation electrique du cir-
 cuit a la meme forme que dans le cas precedent e(t) = R i(t), d’ou le courant induit i(t) =e(t)R
 lui-meme alternatif :i(t) =
 N a b BωR
 sin(ωt).
 • Sur le plan mecanique, La constance de la vitesse angulaire implique l’intervention d’unoperateur qui exerce sur la bobine plate un couple de moment par rapport a l’axe de rotationMop oppose a celui que le champ magnetique exerce sur le moment magnetique associe a labobine. D’apres la relation (22-5), le moment de couple que subit la bobine dans le champmagnetique est :
 M∆ = −M B sinα(t) = N i(t) a b B sin(ω t),
 soit, en tenant compte de l’expression obtenue pour i(t) :
 M∆ = −(N a b B)2ω
 Rsin2(ω t).
 Le moment par rapport a l’axe du couple des efforts magnetiques sur le cadre est toujoursnegatif, ce qui traduit leur caractere resistant, conforme a la loi de Lenz. L’operateur exercedonc un couple qui les compense exactement afin que la vitesse angulaire soit constante :
 Mop = −M∆ =(N a b B)2ω
 Rsin2(ω t).
 La puissance instantanee qu’il developpe vaut :
 Pop =Mop ω =(N a b Bω)2
 Rsin2(ω t).
 Elle est exactement egale a la puissance electrique dissipee par effet Joule dans la resistance :
 PR = R i2(t) = R(
 N a b BωR
 sin(ωt))2
 .
 Ainsi, comme dans le cas des rails de Laplace, la puissance mecanique fournie par l’operateurpour faire tourner le cadre est integralement convertie en puissance electrique fournie a laresistance par l’intermediaire des phenomenes d’induction prenant naissance dans le champmagnetique.
 • Si le cadre n’avait pas ete entraıne a vitesse angulaire constante, il aurait fallu ecrire sonequation mecanique en appliquant le theoreme du moment cinetique par rapport a l’axe ∆. Enposant J le moment d’inertie du cadre par rapport a l’axe de rotation et en appelant le momentdes forces entraınantes par rapport a ∆,Mexc, on aurait eu l’equation mecanique suivante :
 Jd2 α
 dt2 = J α(t) =Mexc − N i(t) a b B sinα(t)
 et l’equation electrique :
 e(t) = N a b B α(t) sinα(t) = R i(t).
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 On retrouve le couplage electromecanique dans l’apparition des deux variables i et α(t) dansles deux equations.
 • Le bilan de puissance est etabli en multipliant la premiere equation par α et la seconde pari et en eliminant NiBabα sinα entre les deux. Il reste alors :
 Mexc α = R i2 +ddt
 (12
 J α2)
 qui traduit la transformation de la puissance fournie par le dispositif entraınant en dissipationpar effet Joule et variation de l’energie cinetique de la bobine, le champ magnetique interve-nant dans le bilan par l’intermediaire de i.
 • La conversion de l’energie mecanique, fournie par un operateur, une chute d’eau, une tur-bine a vapeur d’eau, etc., en energie electrique suit grossierement toujours ce principe.
 2.4 Freinage electromagnetique
 L’exemple precedent montre que le moment du couple exerce sur un circuit mobile dans unchamp magnetique stationnaire est globalement resistant.Cette propriete est exploitee dans les ralentisseurs electromagnetiques montes sur les grosvehicules de transport (autobus, camions et semi-remorques). Leur principe est le suivant :une masse metallique conductrice et solidaire de l’arbre de transmission du moteur aux rouesmotrices est placee dans un champ magnetique cree par un electroaimant.La rotation de la masse conductrice dans les lignes de champ du champ magnetique engendreen son sein des courants induits appeles courants de Foucault dont les effets s’opposent,selon la loi de Lenz, aux causes qui leur ont donne naissance. Dans ce cas, la cause est larotation de l’arbre, donc les efforts electromagnetiques induits vont tendre a l’empecher, atout le moins a la ralentir et freiner par consequence le vehicule.La force du ralentisseur est reglee par le conducteur qui controle l’intensite du champ magnetiquea l’origine des phenomenes d’induction.
 2.5 Reversibilite de la conversion
 La conversion est parfaitement reversible puisqu’un courant electrique dans un circuit placedans un champ magnetique subit une force de Laplace ou un moment de couple magnetiquecapable de mettre en mouvement une portion mobile du circuit. Elle est realisee par le memeobjet, aussi n’y a-t-il aucune distinction de principe a faire entre un moteur et un generateurelectriques.
 2.6 Haut-parleur electrodynamique
 • En schematisant a l’extreme, le principe du haut-parleur electrodynamique est similaire acelui des rails de Laplace modifies comme suit :
 • La barre joue le role de la membrane, de masse m ; un generateur de tension celui de l’am-plificateur alimentant le haut-parleur en delivrant une tension sinusoıdale e0(t) = E0 cos(ωt).L’elasticite des accroches de la membrane est modelisee par un ressort de raideur k et de lon-
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 gueur a vide l0 ; le rayonnement de l’onde acoustique par la membrane l’est par un amortis-sement s’exercant sur elle, de type frottement fluide oppose a la vitesse −→f r = − λ x(t)−→e x.x(t) est l’allongement du ressort a l’instant t et xeq est la position de l’equipage mobile parrapport a la position d’equilibre.
 • Le generateur de tension impose la circulation d’un courant electrique dans le circuit, cou-rant qui, dans le champ magnetique, subit une force de Laplace s’exercant sur la barre.Reciproquement, la force de Laplace entraıne un deplacement de la barre dans le champmagnetique, donc l’apparition d’une force electromotrice induite.
 • L’orientation de l’intensite du courant electrique etant celle fixee sur la figure 4, la forcede Laplace a pour expression −→f L = − i(t) l B−→e x. Le flux du champ magnetique a travers lecircuit est Φ(t) = −B l (x(t)+xeq) et la f.e.m. induite, selon la loi de Faraday, est e(t) = B l x(t).Le circuit electrique equivalent permet de calculer l’intensite du courant electrique :
 i(t) =e0(t) + e(t)
 R=
 e0(t) + B l x(t)R
 Le theoreme de la resultante cinetique applique a la barre, le referentiel dans lequel cesevenements sont decrits etant suppose galileen, fournit, en projection sur −→e x :
 md2xdt2 = − k x(t) − λ x(t) − i(t) l B,
 soit :
 x +
 (λ
 m+
 (B l)2
 m R
 )x +
 km
 x = −B lm R
 e0(t).
 Quelle que soit la nature du regime transitoire, la solution generale de l’equation homogene
 est une fonction tendant vers 0 lorsque t > 5 τ,1τ
 =12
 (λ
 m+
 (B l)2
 m R
 ). Aussi nous concentrerons-
 nous sur la solution particuliere sinusoıdale, qui peut etre trouvee en passant par les grandeurscomplexes associees.
 Posons x(t) = <(x(t)) ou x(t) = Xe jω t ; ω20 =
 km
 etω0
 Q=
 2τ
 ; u =ω
 ω0·
 L’equation donne pour amplitude complexe du deplacement sinusoıdal de la barre :
 X = −B l E0
 k R·
 1
 1 − u2 + juQ
 ·
 Le dispositif conduit a l’oscillation de la barre a la meme frequence que la tension delivreepar la source tout comme la membrane du haut-parleur vibrerait a la frequence de la tensionissue de l’amplificateur.
 • Le bilan instantane des puissance est obtenu en multipliant l’equation mecanique par x,l’equation electrique par R i et en eliminant entre les deux le terme explicite de couplage ilBx ;on obtient :
 e0 i = λx2 + R i2 +ddt
 (12
 m x2 +12
 k x2).
 La puissance fournie par le generateur de tension est dissipee en puissance acoustique rayonnee,en puissance thermique creee par effet Joule dans la resistance et sert a la variation del’energie mecanique du systeme oscillant barre - ressort.
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 3. Cas de circuits fixes dans un champ magnetiquedependant du temps
 3.1 Fonctionnement de la bobine d’auto-induction
 • Nous avons vu (fiche 12-§2) que les bobines d’auto-induction avait la propriete de s’op-poser a l’etablissement ou aux variations du courant electrique les traversant. Nous sommesmaintenant en mesure de comprendre les phenomenes physiques qui s’y produisent pour creercet effet.Considerons une bobine de N spires inseree dans un circuit du type de la figure 17 de la fiche12. Au moment ou l’on ferme l’interrupteur, le courant qui s’apprete a circuler dans le filde la bobine y cree un champ magnetique proportionnel a son intensite i(t) si la bobine estsans noyau de fer ou si i(t) est faible ; ce que nous pouvons traduire par la relation entre i(t)et la valeur du champ magnetique cree en un point M a l’instant t au cœur de la bobine :B(M, t) = k(M) i(t), la direction du champ magnetique etant globalement celle de l’axe de labobine et son sens donne par la regle du tire-bouchon - on tourne dans le sens de i et le sensdans lequel progresse le tire-bouchon indique le sens du champ magnetique, comme indiquesur la figure 5.
 • Ce champ cree un flux a travers chaque spire de la bobine dont la somme est le flux propreΦp, flux du champ magnetique cree par un courant circulant dans une bobine a travers sespropres spires.Le flux propre est proportionnel a l’intensite du courant electrique et le coefficient de propor-tionnalite final est ce que nous avons appele l’inductance propre L > 0 de la bobine. Ainsi,
 Φp(t) = L i(t). (23-3)
 Selon la loi de Faraday, la f.e.m. induite vaut e(t) = −Ld idt
 (t).
 La convention courant-tension recepteur impose le sens de uL(t) par rapport au sens de i(t),d’ou uL(t) = −e(t) ce qui permet de retrouver la relation entre la tension aux bornes de labobine d’auto-induction et le courant la traversant.
 • Nous pouvons donc interpreter l’opposition aux variations de courant qui caracterise lecomportement des bobines comme la consequence de la loi de Lenz.
 • L’orientation de la normale aux spires en fonction de celle du courant electrique dans labobine et l’orientation du champ magnetique par rapport a celle du courant font que le fluxpropre est toujours du meme signe que l’intensite du courant.
 • Nous renvoyons le lecteur au paragraphe correspondant de la fiche 12 pour ce qui est dubilan de puissance lors de l’etablissement du courant dans une bobine d’auto-induction.
 3.2 Evaluation de l’inductance propre
 • Considerons une bobine de N spires jointives telles que le rayon de la plus grande desspires soit petit devant la longueur l de la bobine que l’on appelle alors un solenoıde.Le champ magnetique a l’ interieur du solenoıde est approximativement uniforme, co-lineaire a l’axe du solenoıde et d’intensite convenablement donnee par B(t) ≈ µ0 n i(t) ou
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 n =Nl
 et µ0 = 4 π × 10−7 H.m−1 est une constante du magnetisme dans le vide nommee la
 permeabilite magnetique du vide.
 • Le plan de chaque spire peut etre considere comme perpendiculaire au champ magnetiqueet si S est l’aire moyenne des spires de la bobine, le flux propre est approche par :
 Φp(t) ≈ N S B(t) = µ0N2
 lS i(t)
 L’ordre de grandeur de l’inductance propre de la bobine s’en deduit :
 L ≈ µ0N2
 lS . (23-4)
 3.3 Cas de deux bobines en interaction
 • Lorsque deux bobines sont a proximite l’une de l’autre et parcourues chacune par un cou-rant, elles creent chacune un champ magnetique dont les lignes de champ peuvent traverserles spires de l’autre. Nous avons dessine une ligne de champ du champ magnetique enlacantles spires des deux bobines.
 • Il en resulte que le flux du champ magnetique a travers chaque bobine depend des courantstraversant les deux bobines.Ainsi, Φ1, le flux du champ magnetique a travers la premiere bobine, d’inductance L1 est lasomme du flux propre L1 i1 et du flux que la seconde bobine envoie a travers ses spires, leflux exterieurM i2, ou M designe l’inductance mutuelle entre les deux bobines.Reciproquement, le flux total du champ magnetique a travers les spires de la seconde bobineest lui-meme la somme de son flux propre L2 i2 et du flux exterieur M i1. Ainsi,
 Φ1 = L1 i1 + M i2 et Φ2 = L2 i2 + M i1Les relations tension-courant pour l’ensemble des bobines s’en deduisent
 car u1 = −e1 =d Φ1
 dtet u2 = −e2 =
 d Φ2
 dt, soit :
 u1 = L1d i1dt
 + Md i2dt
 et u2 = L2d i2dt
 + Md i1dt
 . (23-5)
 En regime sinusoıdal, les equations precedentes se transposent sur les tensions et intensitescomplexes associees en :
 u1 = j L1 ω i1 + j Mω i2 et u2 = j L2 ω i2 + j Mω i1.
 • L’inductance mutuelle entre deux circuits depend naturellement de leur position relativeet son signe des orientations prises pour les courants sur chacun d’eux. Pour une positionrelative donnee, il y a quatre possibilites d’orientation des deux courants : deux conduisent aune inductance mutuelle M positive, les deux autres a sa valeur opposee.Le signe de l’inductance mutuelle est determine par l’examen de l’angle que fait le champmagnetique cree par l’un des bobinages avec la normale orientee des spires de l’autre : sil’angle est aigu alors l’inductance mutuelle est positive.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Nous considerons un dispositif de rails de Laplace dans une variante presenteesur le schema suivant : la barre, de masse m, est tiree par un fil inextensible et sans masse al’autre extremite duquel est suspendue une autre masse M ; le fil passe par la gorge d’une pou-lie sans inertie et sans frottement sur son axe de rotation. La barre se deplace parallelement aelle-meme et perpendiculairement aux rails. Le champ magnetique dans lequel baignent lesrails est uniforme et stationnaire.
 Etablissez l’equation du mouvement de la barre.Montrez que la vitesse tend vers une valeur limite que vous determinerez.Vous analyserez ce qui se passe dans le dispositif, nommerez les variables dont vous aurezbesoin et fixerez les orientations necessaires de certaines grandeurs.
 Exercice 2 : On considere un solenoıde de N = 2000 spires de section S = 30 cm2 et delongueur totale l = 10 cm. A l’interieur de celui-ci, une bobine plate de N′ = 500 spires desection S ′ = 20 cm2 est disposee de sorte que sa normale orientee soit colineaire et de memesens que le champ magnetique cree par la premiere bobine lorsque le courant qui la parcourta une intensite positive.
 Le solenoıde est parcouru par le courant periodique triangulaire, de periode T = 10 ms sui-vant : pour t ∈ [0; 4 ms[, i(t) croıt lineairement de −50 mA a 50 mA ; pour t ∈ [4 ms; 10 ms[i(t) decroıt lineairement de 50 mA a −50 mA. Deduisez-en la tension u2(t) aux bornes de labobine plate.
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 1. Specificite du systeme thermodynamique
 1.1 Definition
 •On appelle au sens le plus large systeme thermodynamique un ensemble contenant un tresgrand nombre d’entites materielles (electrons, ions, atomes, molecules), quel que soit l’etatphysique dans lequel il se trouve.• 18 cm3 d’eau contientNA ≈ 6, 02×1023 molecules.NA est le nombre d’Avogadro en mol−1.
 1.2 Caractere statistique des parametres descriptifs
 L’extremement grand nombre d’unites dans les systemes rend impossible et meme inutile laconnaissance du devenir de chacune d’elles. Les thermodynamiciens ont construit un petitnombre de parametres afin de caracteriser le systeme avec suffisamment de precision et depertinence pour ce qui constitue leur centre d’interet, a savoir les echanges d’energie entre lesysteme et l’exterieur.Ces parametres doivent resumer les etats de mouvement et d’excitation de toutes les entitesdu systeme. Ils ne peuvent donc etre fondes que sur une approche statistique grace au calculdes probabilites.La physique statistique est la branche de la physique en charge de relier la description mi-croscopique du systeme, les grandeurs mecaniques et energetiques censees etre attribuablesa ses entites, et les parametres mesurables a notre echelle, l’echelle macroscopique.
 1.3 Qualifications des systemes
 • Un systeme ferme est un systeme qui n’echange pas de matiere avec l’exterieur. La sur-face qui le delimite est impermeable a l’entree ou a la sortie de nouvelles entites. La massed’un tel systeme ne varie pas au cours du temps et ce sont toujours les memes entites qui luiappartiennent.
 • Un systeme ouvert est un systeme delimite par une surface permeable a l’echange dematiere. La masse d’un tel systeme peut varier au cours du temps et, si elle ne varie pas, cene sont cependant plus les memes entites qui, au fil du temps, composent le systeme.
 • Un systeme isole est un systeme qui n’etablit aucun rapport avec l’exterieur : ni echangede matiere, il est ferme, ni echange d’energie, ce qui suppose qu’il ne soit soumis a aucunchamp de force dont la source lui serait exterieure.
 2. Etat d’un systeme
 2.1 Variables d’etat et fonction d’etat
 La description d’un systeme necessite de connaıtre un certain nombre de grandeurs phy-siques observables, donc mesurables et certaines fonctions particulieres de ces grandeurspour resumer ses proprietes mecaniques et energetiques.Les grandeurs physiques en question sont appelees variables d’etat : la temperature T , lapression p, la quantite de matiere ni de chacun de ces constituants, le volume occupe V , lamasse volumique ρ . . .Parmi les fonctions de ces variables d’etat nous trouvons l’energie interne U, l’enthalpie H,l’entropie S . . .
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 2.2 Variables locales et globales
 • Dans le cas general, certaines des variables d’etat doivent etre definies comme des champsa l’interieur du systeme, c’est-a-dire des grandeurs physiques susceptibles de devoir etredonnees localement et instantanement : le champ de temperature T
 (−→r , t
 ), de pression p
 (−→r , t
 ),
 de masse volumique ρ(−→r , t) . . .
 • Comme ces grandeurs physiques sont elaborees par une demarche statistique, elles doiventetre construites a partir de ce qui se passe a l’interieur d’un volume δV entourant le point −→r ,a l’echelle mesoscopique, a savoir petit a notre echelle pour que les variations locales desgrandeurs soient conservees mais suffisamment grand a l’echelle microscopique pour queson interieur recele un nombre encore eleve d’entites porteuses des proprietes auxquelles ils’agit d’attribuer une valeur au point −→r , ceci afin que l’usage de l’arsenal statistique conserveson bien-fonde et que les grandeurs physiques puissent etre representees par des fonctionssuffisamment regulieres des coordonnees d’espace et du temps.Connaıtre l’etat du systeme revient a connaıtre les champs en question au cours du tempssoit par l’observation, soit par la deduction a partir d’observations initiales et d’equations quiregissent l’evolution.
 • D’autres variables d’etat sont globales et n’ont de sens que pour l’ensemble du systeme :le volume qu’il occupe, la quantite de matiere qu’il contient . . .
 2.3 Etat d’equilibre• Un systeme est dans un etat d’equilibre lorsque ni son etat, ni celui de l’exterieur n’evo-luent avec le temps. Les variables d’etat qui le decrivent completement sont alors independantesdu temps.
 • Un systeme a l’equilibre doit satisfaire trois conditions :
 ¶ il doit etre en equilibre mecanique : toutes les forces internes au systeme ou entre le systemeet l’exterieur sont compensees.
 · il doit etre en equilibre thermique : le champ de temperature doit etre independant de la po-sition et du temps T
 (−→r , t
 )= T0 car l’existence d’un ecart de temperature au sein du systeme
 provoquerait un transfert energetique entre ses diverses parties susceptible de modifier sescaracteristiques finales.
 ¸ il doit etre a l’equilibre chimique : s’il est compose de plusieurs constituants, sa composi-tion doit demeurer identique.
 • Remarques− Si l’equilibre exige l’independance par rapport au temps, des systemes de grandes dimen-sions peuvent se trouver a l’equilibre avec certains de leurs champs (la pression, la massevolumique, etc ...) dependant de la position, comme, par exemple, le champ de pressiondans une colonne de liquide de plusieurs metres de hauteur. Cependant, sauf exception, lessystemes auxquels nous pensons sont de dimensions suffisamment modestes pour que leschamps soient independants de t et de −→r .
 − L’ etat stationnaire d’un systeme ouvert - comme la circulation en boucle d’un fluide dansun processus a plusieurs etapes - n’est pas assimilable a un etat d’equilibre car le fluide ysubit en permanence des transformations.
 2.4 Equation d’etat• Toutes les variables d’etat utilisees pour decrire l’etat d’un systeme ne sont pas independantes.L’equation d’etat est la relation liant certaines d’entre elles du fait des proprietes de sesconstituants.
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 • Exemple : un systeme a l’equilibre se comportant comme un gaz parfait, de dimensionstelles que les variables d’etat independantes de la position, a pour equation d’etat :
 p V = n R T (24-1)
 ou V est le volume qu’il occupe (en m3), T sa temperature (en K), n sa quantite de matiere(en mol) et p sa pression (en Pa). C’est l’equation des gaz parfaits.
 2.5 Origine physique de la pression
 • A l’echelle macroscopique, la pression est definie comme le rapport de la force quis’exerce sur une surface donnee a l’aire de celle-ci.
 • Soit d−→f la force pressante elementaire qu’un gaz a l’equilibre thermodynamique exercesur l’element de la paroi qui l’enferme, d’aire dS autour d’un point M. La pression au pointM exercee par le fluide est donnee par la relation :
 −p(M)−→n =d−→fdS
 (24-2)
 ou −→n est le vecteur unitaire normal oriente de la paroi vers le fluide pressant. Cette definitionreste valide en tout point M a l’interieur du fluide en considerant la force elementaire exerceepar le fluide sur un seul cote de la surface elementaire. La pression est alors independante del’orientation de la surface elementaire.
 • La pression a pour dimension : M.L−1.T−2. Son unite est le pascal, de symbole Pa.
 • La definition precedente est phenomenologique : on constate qu’une force s’exerce sur unelement de la paroi, a laquelle on essaie d’attribuer une grandeur physique, la pression, quidonne l’information principale sur ladite force.Cette force provient, a l’echelle microscopique, du transfert de quantite de mouvement a laparoi qu’induisent les tres nombreux chocs moleculaires supposes elastiques sur celle-ci.Pour les gaz, le modele statistique elementaire du gaz parfait a l’equilibre thermodynamiqueaboutit a la definition cinetique de la pression :
 p =13
 nv m u∗2 (24-3)
 ou m est la masse d’une molecule du gaz (M), nv le nombre de molecules du gaz par unite devolume (L−3) et u∗ la vitesse quadratique moyenne (L.T−1) definie par :
 u∗ =
 √√√1N
 N∑i=1
 −→v ∗ 2i (24-4)
 2.6 Origine physique de la temperature
 • La temperature d’un systeme est intimement liee a l’energie des mouvements microsco-piques et au degre d’excitation des atomes ou des molecules qui le constituent. Ainsi, pourun gaz parfait monoatomique, la temperature cinetique T relie l’energie cinetique moyenne
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 〈Ec〉 d’une molecule du gaz a la temperature T selon la relation :
 〈Ec〉 =12
 m u∗2 =32
 kB T ou kB =RNA
 (24-5)
 ou NA est le nombre d’Avogadro,R la constante des gaz parfaits, environ egale a 8, 314 J.K−1.mol−1,kB la constante de Boltzmann, environ egale a 1, 381 × 10−23 J.K−1 ;T la temperature absolue, une des sept dimensions fondamentales de la physique, notee Θ etexprimee en kelvin, de symbole K ;
 u∗ =
 √√√1N
 N∑i=1
 −→v ∗ 2i (24-5)
 • Cette temperature cinetique s’identifie avec la temperature du thermometre a gaz parfaitet a la temperature thermodynamique telle qu’introduite par le second principe.
 2.7 Grandeurs extensives et intensives
 • Il est habituel de distinguer parmi les variables d’etat ou les fonctions de telles variablesles extensites ou grandeurs extensives et les intensites ou grandeurs intensives.Appartiennent a la premiere categorie la quantite de matiere, le volume, l’energie ou l’entro-pie ; et a la seconde, essentiellement pour nous, la temperature, la pression et les grandeursqui sont des rapports d’extensites.
 • Une grandeur thermodynamique est extensive si, lorsque l’on multiplie les quantites dematiere d’un systeme par un meme facteur k, la grandeur en question est multipliee par k, lesgrandeurs intensives restant constantes.Ainsi, l’adjonction a une quantite n1 de gaz a la temperature T , a la pression p et qui occupe-rait donc un volume V1 a une quantite n2 du meme gaz a la meme temperature et a la memepression, occupant un volume V2, prendra le volume V1 + V2 pour etre, dans le melange, a latemperature T et a la pression p.
 . Pour que le caractere extensif d’une variable caracterisant un systeme soit avere, lesconstituants de ce dernier ne doivent pas etre sujets entre eux a des interactions de champs delongues portees telles les interactions electromagnetique ou gravitationnelle ou ces dernieresdoivent en tout cas ne pas jouer un role preponderant dans l’evolution du systeme et pouvoirainsi etre negligees.
 3. Gaz parfait et gaz reel
 3.1 DescriptionUn gaz (du grec χαoς, chaos) est un systeme sans forme propre, fortement compressibleet dont les entites constitutives (molecules ou atomes) occupent tout l’espace qui leur estconcede. Ses constituants ont une energie cinetique moyenne tres grande devant la valeur ab-solue de leur energie potentielle moyenne d’interaction.
 3.2 Le gaz parfait monoatomiqueUn gaz parfait monoatomique est un systeme constitue de particules supposees ponctuelleset sans interactions entre elles autres que les chocs qui entretiennent l’agitation thermique etle chaos moleculaire. L’energie mecanique de ce type de systeme est postulee comme etantla somme des energies cinetiques de toutes ses particules dans un referentiel donne.
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 3.3 Introduction de l’energie interne• Soit Mii=1,...,N les N particules identiques de masse m d’un gaz parfait monoatomique.Soit le referentiel dans lequel leur centre d’inertie est au repos, son referentiel barycen-trique R∗.Si −→v ∗i est le vecteur vitesse de la particule Mi dans le referentiel barycentrique du gaz,l’energie du systeme est appelee son energie interne, notee U et egale a :
 Em = U =
 N∑i=1
 12
 m−→v ∗ 2i
 • Or, selon (24-4) et (24-5), l’energie interne du gaz parfait est ainsi une fonction d’etat de
 la seule temperature absolue du gaz et du nombre de mole n =NNA
 :
 U =32
 N kB T =32
 n R T (24-6)
 L’energie interne est proportionnelle a la temperature. Le coefficient de proportionnalite estla capacite thermique ou calorifique a volume constant Cv du gaz parfait monoatomique :
 Cv =32
 n R (24-7)
 On definit les capacites thermiques molaire (cvm) et massique (cv) a volume constant :
 cvm =Cv
 n=
 32
 R et cv =cvm
 M=
 3 R2 M
 (24-8)
 ou n est le nombre de moles de la substance constituant le systeme et M sa masse molaire. Cvrepresente l’energie a fournir aux n moles du gaz, cvm celle a fournir a une mole du gaz et cvcelle a fournir a un kilogramme du gaz parfait monoatomique, le volume de chacun restantconstant, pour que sa temperature s’eleve de un kelvin.
 3.4 Equation d’etatDans le cadre du modele du gaz parfait, l’equation d’etat du gaz est : p V = n R T.Si le systeme etudie est ferme, le nombre de moles n est fixe a priori. Il ne reste que troisvariables d’etat liees par l’equation d’etat precedente, soit deux variables independantes. Im-poser des valeurs a p et T , T et V , ou p et V interdit toute liberte de choix sur, respectivement,V , p ou T .
 3.5 Diagrammes de representation• Le diagramme de Clapeyron represente les courbes p = f (V) a temperature constantepour n moles du gaz. Ce sont les courbes isothermes ou isothermes.• Le diagramme d’Amagat represente les isothermes p V = g(p) pour la meme quantitede matiere. Pour un gaz parfait, on obtient :
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 • Dans le diagramme de Clapeyron, les isothermes du gaz parfait sont des branches d’hy-perbole : p = (nRT )/V ; dans le diagramme d’Amagat, les isothermes sont des droitespV = nRT , independantes de la pression, paralleles a l’axe des abscisses.
 + Remarquez sur les diagrammes les positions respectives des isothermes les unes parrapport aux autres sachant que T1 < T2 < T3.
 3.6 Gaz reel aux faibles pressions
 • La figure 3 montre l’allure des isothermes pour un gaz reel.
 On constate que les isothermes ne sont plus des branches d’hyperbole en coordonnees de Cla-peyron et ne sont plus des droites independantes de la pression en coordonnees d’Amagat.Sur ce dernier diagramme, il apparaıt une temperature, la temperature de Mariotte TM ,specifique du gaz reel etudie, pour laquelle, aux basses pressions, le gaz presente un compor-tement voisin du gaz parfait : le produit p V ne depend pas de la pression du gaz - au moinsau premier ordre en la pression -, ce qui doit se traduire par une pente nulle de son isothermeT = TM lorsque p→ 0.Pour les temperatures T < TM , les isothermes dans le diagramme d’Amagat possedent unminimum au voisinage duquel, pour une raison similaire a celle invoquee precedemment, legaz reel se comporte alors comme le gaz parfait.
 • Les ecarts des gaz reels au gaz parfait sont dus au volume des molecules qui les constituentet aux interactions qui existent entre les molecules et entre chaque molecules et la paroi del’enveloppe du gaz ou de la surface du capteur de pression.Ces interactions sont de tres courtes portees car elles sont de nature essentiellement dipolaire,que ces dipoles soient induits ou non.
 . Il est frequent d’assimiler un gaz reel a un gaz parfait dans les domaines de temperatureet de pression couramment rencontre a cause de la grande simplicite des proprietes du gazparfait. La masse molaire du gaz reel est alors attribuee au gaz parfait.
 3.7 Equations d’etatLa complexite du comportement des gaz reels rend impossible la prise en compte de l’en-semble de leurs proprietes thermoelastiques par une seule equation d’etat simple a manipuler.Il est donc frequent de travailler avec plusieurs equations d’etat selon les temperatures et lespressions envisagees.Un exemple de telles equations est l’equation de van der Waals :(
 p + a( nV
 )2). (V − n b) = n R T (24-9)
 ou a et b sont des coefficients dependant du gaz etudie. b a la dimension d’un volume et est
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 appele le covolume molaire. Il rend plus ou moins bien compte du volume d’une mole degaz reel.
 La pression interne a( nV
 )2traduit l’interaction moyenne attractive a longue distance que
 subit chaque molecule du gaz de la part de ses congeneres, attraction venant diminuer letransfert de quantite de mouvement sur une paroi et donc la pression cinetique, c’est-a-direla pression du gaz parfait equivalent. Cette derniere serait ainsi pc = p + a
 ( nV
 )2ou p est la
 pression mesuree et V − nb son volume reellement occupe.
 3.8 Energie interne d’un gaz reel
 En assimilant, en premiere approximation le gaz reel a un gaz parfait dont on tiendrait comptede tous les degres de liberte d dus au caractere polyatomique de ses molecules, l’energie in-terne de ce gaz parfait associe a pour expression :
 Ug,as(T ) = Cv T = dnR2
 T.
 Alors que l’energie interne du gaz parfait n’est fonction que de sa temperature, celle du gazreel est fonction de sa temperature et du volume qu’il occupe. Dans le cadre du modele devan der Waals, l’energie interne du nombre n de moles du gaz reel est approchee par l’ex-pression :
 U(T,V) = CvT − an2
 V= Ug,as(T ) − a
 n2
 VL’energie interne du gaz reel est alors plus faible que celle du gaz parfait associe a cause del’energie potentielle d’interaction (attractive) des molecules du gaz entre elles.
 4. Exemple des phases condensees
 4.1 Description
 Une phase condensee est une phase dont les entites constituantes (atomes, molecules ou ions)possedent une energie cinetique moyenne du meme ordre de grandeur que la valeur absoluede l’energie potentielle d’interaction (dans les liquides) ou une energie cinetique moyennetres petite devant la valeur absolue de l’energie potentielle d’interaction (dans les solides).
 4.2 Equation d’etat
 • Pour un liquide ou un solide, et pour des etats voisins d’un etat de reference qui occuperaitun volume V0, a une temperature T0 et avec une pression p0 s’exercant a sa surface, l’equationd’etat suivante lie le volume V qu’il occupe lorsque sa temperature devient T et la pression asa surface p :
 V = V0 (1 + α (T − T0) − χT (p − p0)) (24-10)
 ou α est le coefficient de dilatation isobare, defini comme :
 α = lim∆T→0
 ∆ VV0 ∆ T
 =1
 V0
 (∂V∂T
 )p=p0
 (24-11)
 Sa dimension est l’inverse d’une temperature Θ−1 et son unite est l’inverse du kelvin de sym-bole K−1. Les ordres de grandeur vont de 10−3 a 10−4 K−1 pour un liquide et sont autour de10−5 K−1 pour un solide.
 • χT est le coefficient de compressibilite isotherme, defini comme :

Page 342
                        
                        

342 Physique
 χT = lim∆p→0
 −∆ V
 V0 ∆ p= −
 1V0
 (∂V∂p
 )T=T0
 (24-12)
 Sa dimension est celle de l’inverse d’une pression soit L.T2.M−1 dont l’unite legale le Pa−1,mais l’unite la plus usitee est le bar−1. χT ≈ 10−11 Pa−1 ou 10−6 bar−1 pour toutes les phasescondensees.
 • Les ordres de grandeur des coefficients de dilatation isobare et de compressibilite iso-therme des phases condensees font qu’il est possible, pour des variations modestes de latemperature ou de la pression externe, de negliger en premiere approximation les change-ments de volumes que ces variations induisent.
 4.3 Energie interne d’une phase condensee
 • Il est experimentalement legitime de considerer en premiere approximation l’energie in-terne d’une phase condensee comme fonction de sa seule temperature : U = U(T ).
 • Aux temperatures usuelles, celle de nombreux corps solides est proche d’une fonction af-fine de la temperature dont la pente est voisine de 3 R n ou R est la constante des gaz parfaits etn la quantite de matiere de l’echantillon quelle que soit sa nature. On en deduit que la capacitethermique molaire de toute substance solide tend vers 3 R aux temperatures usuelles. C’est laloi de Dulong et Petit des capacites thermiques molaires des solides a pression constante.Elle exprime que l’accroissement de l’energie interne des entites elementaires constituant lesolide se repartit egalement, a partir d’une certaine temperature, entre leur energie cinetiqueet leur energie potentielle - une equipartition de l’energie en quelque sorte qui tirerait sonorigine de ce que chaque entite pourrait etre assimilee a un oscillateur harmonique a troisdimensions, independant, oscillant autour d’une position d’equilibre dans le cristal.Chaque oscillateur possede suivant chacune des directions de l’espace une energie cinetique
 moyenne 〈ec〉 et une energie potentielle elastique moyenne 〈ep〉 valant chacunekBT
 2·
 Ainsi pour une direction donnee, l’energie mecanique d’un oscillateur vaudrait kBT et 3kBTpour les trois directions.Aux basses temperatures en revanche, la capacite thermique molaire a pression constantes’ecarte de la loi de Dulong et Petit pour varier comme T 3. Ce comportement n’a ete ex-plique que dans le cadre de la mecanique quantique appliquee aux solides.
 . On suppose qu’operer a volume ou a pression constante pour une phase solide necessitela meme energie.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On vide une bouteille d’eau marquee dans l’ocean Atlantique. Apres avoirattendu suffisamment longtemps pour qu’elle se soit intimement melangee a toutes les eauxde la surface du Globe, on remplit a l’ocean la bouteille vide.Estimez le nombre de molecules d’eaumarquee qu’elle a des chances de contenir.
 Exercice 2 : Calculez le volume molaire d’un gaz assimile a un gaz parfait a la temperatureambiante de 20 oC et a la pression atmospherique standard p = 105 Pa.
 Exercice 3 : Un gaz suppose parfait subit une transformation au cours de laquelle satemperature demeure identique. Son energie interne varie-t-elle au cours de la transforma-tion ?

Page 343
                        
                        

25 Thermodynamique2. premier principe
 1. Transformations d’un systeme
 1.1 Definition
 Un systeme thermodynamique ferme subit une transformation lorsqu’il passe d’un etatd’equilibre a un autre qui en differe par la valeur de l’un de ses parametres d’etat au moins.
 1.2 Problematique de l’etude d’une transformation
 Il s’agit en general de determiner les caracteristiques de l’etat final d’un systeme ferme,connaissant celles de son etat initial et la transformation qu’il subit et de quantifier les echangesd’energie entre le systeme et l’exterieur qui se produisent entre les etats d’equilibre initial etfinal qui bornent la transformation.
 1.3 Nature des echanges d’energie
 Le systeme peut echanger de l’energie sous deux formes :
 • sous forme mecanique, par le travail des forces de pression exterieures qui s’exercent surla surface qui le delimite si elle est deformable, ou bien par un deplacement d’ensemble dusysteme dans un champ de force exterieur.On parle de travail macroscopique des forces de pressions ou des forces de champ.
 • sous forme de chaleur a travers la surface delimitant le systeme sans deplacement vi-sible de ses parois : on parle alors d’echanges thermiques et on appelle chaleur l’energieechangee de cette maniere. Il s’agit d’un transfert d’energie dont le bilan total est reperable al’echelle macroscopique, souvent par un changement de la temperature du systeme.
 • Trois modes de transferts thermiques sont distingues : la conduction, la convection et lerayonnement.
 − Le transfert par conduction s’effectue par l’intermediaire.des vibrations des atomes ou desmolecules de la parois, en contact avec le systeme etudie. L’energie associee a ces vibrationsse communique aux entites qui forment le systeme lors des chocs entre ces dernieres et lesatomes ou molecules vibrantes de la paroi.Ce transfert s’effectue sans mouvement d’ensemble des entites constitutives de la paroi ou dufluide. Ce sont les chocs intermoleculaires qui transportent de proche en proche l’energie.
 − Le transfert par convection concerne seulement les fluides. Il se produit avec un deplacementd’ensemble des entites du fluide qui, au contact d’une surface, echangent avec elle de l’energie,selon un processus similaire au precedent. Elles perdent ou gagnent ainsi de l’energie cinetique,mais, prises dans un mouvement d’ensemble du fluide, elles la transportent loin de la surfaced’echange par leur propre deplacement et non par chocs.
 − L’echange peut aussi resulter de l’absorption d’un rayonnement electromagnetique par lesparticules du systeme.
 − Il est frequent que plusieurs modes de transfert interviennent simultanement au cours destransferts thermiques.
 • Les parois limitant le systeme qui autorisent un echange thermique sont dites diathermesou diathermanes ; celles qui l’interdisent sont dites adiabatiques.
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 1.4 Sources
 • Une source de chaleur est un corps dont la temperature varie si peu qu’elle peut etreconsideree comme constante quelle que soit l’energie echangee avec le systeme etudie. Uncorps de capacite thermique suffisamment grande par rapport a celle du systeme etudie peutfaire office de source de chaleur. Elle est denommee thermostat lorsque sa capacite ther-mique est supposee a la limite infinie.
 • On appelle source de travail un environnement du systeme dont la pression est uniformeet constante quel que soit le travail echange avec ce dernier. Le volume de cette source doitpouvoir autoriser des variations de volume du systeme dans n’importe quelle proportion.
 • Dans les deux cas, le parametre intensif (temperature ou pression) caracterisant la sourceest suppose invariant au cours des transformations du systeme.
 1.5 Qualification des transformations
 • La transformation du systeme est isochore si le volume du systeme ne varie pas. Les seulsechanges energetiques possibles sont alors de nature thermique.
 • Une transformation est monotherme si le systeme est place au contact d’une source dechaleur de temperature Ts eventuellement differente de la temperature initiale du systeme. Cetype de transformation n’a de sens que si les parois enfermant le systeme sont diathermes. Ilse produit alors un echange d’energie sous forme de chaleur et la temperature de la source estobligatoirement la temperature de l’etat d’equilibre final du systeme.
 • Une transformation est monobare si le systeme est place au contact d’une source de tra-vail de pression ps eventuellement differente de la pression initiale du systeme. Ce type detransformation n’a de sens que si les parois enfermant le systeme sont deformables. Il seproduit alors un echange d’energie sous forme de travail et la pression de la source est obli-gatoirement la pression de l’etat d’equilibre final du systeme.
 • Une transformation est reversible si la transformation qui ferrait revenir le systeme a sonetat initial par la suite inverse des etats successifs par lesquels il est passe est possible. Cecisuppose que la transformation soit une suite d’etats d’equilibre, c’est-a-dire d’etats pour les-quels les parametres intensifs d’etat (temperature et pression) sont definis a chaque instant,qu’elle soit infiniment lente (quasi-statique).De plus, le systeme ne doit pas etre le siege de phenomenes d’hysteresis, c’est-a-dire dephenomenes interdisant que, lors du changement d’un parametre d’etat de α a α + dα puisson retour a α, l’etat d’equilibre final du systeme soit le meme que l’etat d’equilibre initial.
 • Une transformation qui ne satisferait pas a l’une de ces conditions serait irreversible.
 • La transformation du systeme est isotherme si elle est monotherme et reversible donc si latemperature du systeme demeure la meme tout au long de la transformation. La temperaturede l’etat d’equilibre final est par consequence la meme que celle de l’etat initial. La realisationd’une telle transformation impose que le systeme soit place dans une source de chaleur detemperature egale a sa temperature initiale.
 • La transformation du systeme est isobare si elle est monobare et reversible et donc si lapression exterieure est en permanence egale a celle interieure au systeme tout au long de latransformation. La pression de l’etat d’equilibre final est par consequence la meme que cellede l’etat initial. La realisation d’une telle transformation impose que le systeme soit placedans une source de travail de pression egale a sa pression initiale.
 • La transformation du systeme est adiabatique s’il ne peut echanger de l’energie que sousforme de travail.
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 1.6 Travail des forces de pression
 • Soit un systeme ferme dont l’enveloppe est soumise a une pression exterieure pext ; soitune transformation elementaire au cours de laquelle le volume total du systeme varie de dV .Le travail elementaire δW des forces de pressions auxquelles est soumis le systeme vaut :
 δW = −pext dV (25-1)
 Le travail fourni a un systeme donne ou recu par lui lors d’une transformation qui le fait pas-ser d’un etat initial dans lequel son volume est Vi a un etat final dans lequel il devient V f , estainsi :
 W =
 ∫ V f
 Vi
 δW = −
 ∫ V f
 Vi
 pext dV (25-2)
 • L’augmentation du volume du systeme se traduit par un travail negatif : le systeme fournitde fait du travail au milieu exterieur et il est dit moteur.Si son volume diminue, les forces de pression que l’exterieur exerce sur son enveloppe luifournissent ainsi du travail : le systeme est resistant.
 • Le travail echange entre un systeme ferme et l’exterieur est nul si la transformation estisochore : W = 0.Sur le diagramme de Clapeyron, l’oppose du travail est represente par l’aire comprise entrela courbe p(V) decrivant l’evolution du systeme, l’axe des abscisses et les droites verticalesd’abscisses V = Vi et V = V f .
 + Attention, contrairement a la mecanique, en thermodynamique, le travail est positif s’ilest effectivement recu par le systeme et designe alors comme travail resistant du systeme. Ilest negatif s’il est fourni par lui au milieu exterieur et designe comme travail moteur.
 1.7 Expression du travail
 • Le calcul du travail au cours d’une transformation necessite de connaıtre la nature de cettederniere et les conditions reversibles ou non de sa realisation. Le caractere quasi-statique em-porte la reversibilite pour les transformations que nous rencontrons.
 Un systeme ferme constitue de n molecules de gaz parfait occupe un volume initial Vi et unvolume final V f . Les etats d’equilibre initial et final doivent satisfaire a l’equation d’etat :pi Vi = n R Ti et p f V f = n R T f , en indicant par i les parametres d’etat initiaux et par f lesparametres finaux.
 • Travail echange lors d’une transformation isotherme.Par definition de la transformation, Ti = T f et elle est quasi-statique : elle est une successiond’etats d’equilibre pour lesquels la pression du gaz est definie et uniforme en son sein a toutinstant et egale a la pression exterieure, puisque la realisation d’un etat de quasi-equilibreimpose que l’equilibre mecanique soit realise donc que p = pext a chaque instant. Ainsi :
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 pext = p =n R Ti
 Vet
 W = −
 ∫ V f
 Vi
 pext dV = −
 ∫ V f
 Vi
 n R Ti
 VdV = n R Ti ln
 (Vi
 V f
 ).
 • Travail echange lors d’une transformation monobare.Par definition de la transformation, pext = p f = cste, differente a priori de la pression initialedu systeme. Le travail recu par le systeme est donc :
 W = −
 ∫ V f
 Vi
 pext dV = − pext (V f − Vi).
 • Travail echange lors d’une transformation isobare.Une transformation isobare est monobare quasi-statique donc a tout instant la pression du gazest egale a la pression exterieure et a sa pression initiale. Ainsi, a tout instant la pression p dugaz est p = pext = pi = p f . Le travail recu par le systeme vaut :
 W = − p (V f − Vi).
 • Travail echange lors d’une transformation adiabatique.Deux cas sont a distinguer selon que la transformation est reversible ou non.
 − Si la transformation est irreversible, nous ne pourrons exprimer le travail qu’en la considerantcomme monobare ou bien par la connaissance a priori de l’etat final du systeme, a travers lesconsequences du premier principe de la thermodynamique (cf. §2). Si la transformation peutetre vue comme monobare,
 W = − pext (V f − Vi).
 − Si la transformation est reversible, la pression du gaz est en permanence egale a la pressionexterieure. Cependant le caractere adiabatique de la transformation fait que la pression et latemperature changent avec la variation de volume du systeme. La seule loi des gaz parfaitsne suffit alors plus pour exprimer la pression p en fonction de la variable d’etat extensive V :
 p = n RT (V)
 V.
 La loi traduisant cette double modification de la pression et de la temperature en fonction duvolume du gaz parfait est la loi de Laplace qui stipule :
 p Vγ = cste ou T Vγ−1 = cste′ ou p1−γ T γ = cste”
 ou γ sera defini ulterieurement.
 Ces relations expriment toutes trois la meme loi, mais en des variables differentes. Pour lecalcul du travail, seule la premiere forme est interessante :
 W = −
 ∫ V f
 Vi
 p dV = −
 ∫ V f
 Vi
 pi Vγi
 VγdV =
 pi Vi
 γ − 1
 ( Vi
 V f
 )γ−1
 − 1
 . (25-3)
 . Il est toujours prudent de verifier lors du calcul d’un travail l’homogeneite du resultattrouve et la coherence du signe de l’expression avec le signe suppose tire de l’analyse phy-sique de la variation de volume.
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 2. Premier principe de la thermodynamique
 2.1 La conservation generalisee de l’energie
 • L’energie mecanique d’un point materiel ou d’un solide parfait est definie comme lasomme de son energie cinetique dans un referentiel donne et de son energie potentielle dansles champs de force exterieurs.Si le referentiel est galileen, l’energie mecanique du point ou du solide se conserve lorsqu’iln’est soumis qu’a des forces conservatives, sa variation ne pouvant provenir que des travauxdes forces ne derivant pas d’une energie potentielle.
 • L’experience atteste qu’un solide en translation sur un sol un peu rugueux perd de l’energiemecanique. Simultanement, le sol comme le solide voient localement un champ de tempe-ratures plus elevees que celle de leur milieu ambiant apparaıtre a leurs surfaces. Un examena l’echelle intime du solide et du sol montrerait que ces variations de temperature corres-pondent a des variations des energies mecaniques des constituants du sol et du solide. Ainsi,l’energie mecanique perdue a notre echelle existe sous une forme microscopique, repartieentre les constituants du sol et du solide. Ce constat nous invite a creer une fonction energiemecanique totale des particules du sol et du solide qui serait conservee.
 2.2 Premier principe de la thermodynamique
 • La definition de l’energie mecanique du solide en translation ignore la structure atomiquede la matiere qui le constitue. Or, ses constituants possedent une energie cinetique d’agitationthermique E∗, invisible a notre echelle, et nous ne constatons dans le referentiel d’etude que
 le terme macroscopique12
 Mv2G, exprimee par :
 E∗ =∑
 i
 12
 miv2i −
 12
 Mv2G
 ou M =∑
 i
 mi est la masse du solide.
 Ces particules constitutives ont entre elles des interactions que l’on postule deriver d’uneenergie potentielle E(int)
 p , fonction des coordonnees de position des constituants du systeme.
 • L’energie mecanique totale du systeme est donc la somme de son energie cinetique dansle referentiel d’etude, de l’energie potentielle interne et de l’energie potentielle du systemedans les champs de force exterieurs :
 Etot =∑
 i
 12
 miv2i + E(ext)
 p + E(int)p =
 12
 Mv2G + E∗ + E(ext)
 p + E(int)p .
 Or, l’energie mecanique Em du solide en translation est :
 Em =12
 Mv2G + E(ext)
 p .
 • Si on appelle energie interne U la somme de l’energie cinetique microscopique et del’energie potentielle des interactions internes au systeme,
 U = E∗ + E(int)p ,
 alors, l’energie mecanique totale du systeme apparaıt comme :
 Etot = Em + U
 De ce qui precede decoule l’enonce du premier principe de la thermodynamique :

Page 348
                        
                        

348 Physique
 On postule l’existence pour chaque systeme ferme d’une fonction d’etat extensive, appeleel’energie interne, notee U, somme de l’energie cinetique d’agitation thermique dans lereferentiel barycentrique et de l’energie potentielle d’interaction entre ses constituants :
 U = E∗ + E(int)p ,
 qui ne depend que d’un petit nombre de parametres d’etat.
 La variation entre deux etats d’equilibre de la somme de son energie cinetique macroscopiquedans un referentiel galileen et de son energie interne est egale a la somme algebrique de tousles travaux, notes W et de tous les transferts thermiques, notes Q, echanges entre le systemeet l’exterieur :
 ∆
 (12
 Mv2G + U
 )= W + Q. (25-4)
 • En tant que fonction d’etat, la variation de l’energie interne d’un systeme evoluant d’unetat d’equilibre a un autre est independante de la suite des transformations subies entre sonetat initial et son etat final : seuls la definissent les caracteristiques des etats d’equilibre initialet final de la transformation. Au contraire, le travail W et la chaleur Q echanges dependentdu chemin suivi pour atteindre l’etat final.
 • La definition de l’energie interne est compatible avec celle que nous avons donnee pour legaz parfait (cf. fiche 24 relations (24-6) et (24-8)) puisque pour ce dernier les particules sontsupposees ponctuelles et sans interaction entre elles, donc E(int)
 p = 0.
 Un systeme peut ainsi varier son energie interne soit en echangeant du travail avec l’exterieur,soit par transfert thermique, soit par un apport sous les deux formes dans n’importe quelleproportion ! De fait, le premier principe de la thermodynamique ne distingue pas le tra-vail mecanique des echanges thermiques sur le plan strictement energetique. Il etablit uneequivalence entre le travail et la chaleur.
 • Remarques− Il est frequent que l’energie cinetique du systeme dans le referentiel galileen d’etude soitnulle aux etats initial et final. Le premier principe prend alors la forme simplifiee :
 ∆ U = W + Q. (25-5)
 − Dans la comptabilite des travaux, il est habituel, sauf exception, de negliger celui du poidsdu systeme devant ceux des autres forces, celles de pression en premier lieu, approximationjustifiee par les ordres de grandeur respectifs de ces travaux.
 − Une meme quantite d’energie peut etre consideree soit comme un travail soit comme untransfert thermique. Ainsi, l’energie fournie a une resistance qui chauffe un fluide contenudans une enceinte est un transfert thermique si le systeme etudie est le fluide ; elle est un tra-vail (electrique) si le systeme etudie sont les electrons qui transportent l’electricite a traverselle.
 2.3 Exemples d’application
 • Lors d’une transformation isochore, le travail fourni au systeme est nul. La variation de sonenergie interne ne peut provenir que d’un echange thermique avec l’exterieur : ∆U |V=cste = Q.
 • Lors d’une transformation adiabatique, les transferts thermiques avec l’exterieur sont nulset la variation de l’energie interne du systeme ne peut provenir que d’un travail echange avecl’exterieur : ∆U |adiab. = W.
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 • L’energie interne d’un gaz parfait ne depend que de sa temperature : c’est la premiere loide Joule. Lors d’une transformation isotherme, son energie interne ne varie pas : ∆U |T=cste =0. Le travail qu’il echange avec le milieu exterieur est oppose aux transferts thermiques qu’ila avec lui : W = −Q. Au cours de la transformation, tout travail recu par le systeme est res-titue thermiquement au thermostat ou tout transfert thermique recu est transforme en travailpar le systeme.
 • Enfin, lors d’une transformation isobare, il y a echange a la fois de travail et de chaleur enquantites inegales.
 2.4 L’enthalpie d’un systeme
 • Il est interessant d’introduire, pour les systemes pour lesquels la pression est un parametred’etat pertinent, une autre fonction d’etat, l’enthalpie, notee H, definie par la relation :
 H = U + p V . (25-6)
 U et pV ayant la dimension d’une energie, il en est de meme pour l’enthalpie ; son unite estle joule.
 • La variation de l’enthalpie au cours d’une transformation isobare est egale au transfertthermique avec l’exterieur. En effet, la transformation etant isobare, le travail algebrique recupar le systeme est W = −p (V f − Vi).
 Or, ∆H = ∆U + ∆(p V), soit ∆H = W + Q + p ∆V , d’ou le resultat :
 ∆H|p=cste = Q.
 2.5 Capacites thermiques
 • Precisons ce qui a ete presente fiche 24 §3 par les relations (24-9) et (24-10). Pourun systeme en evolution isochore, la variation dT de sa temperature resulte d’un transfertthermique et provoque une variation correspondante dU = δQ de son energie interne :dU = Cv dT defini la capacite thermique a volume constant du systeme.
 Le meme systeme subissant une meme variation de temperature a pression constante voitson enthalpie varier de dH = δQ′ = Cp dT , ce qui defini la capacite thermique a pressionconstante du meme systeme.
 Un coefficient γ sans dimension apparaıt dans les expressions de la loi de Laplace pour ungaz parfait. Il est defini comme le rapport de la capacite thermique du gaz parfait a pressionconstante a celle a volume constant :
 γ =Cp
 Cv. (25-7)
 • L’enthalpie d’un gaz parfait n’est fonction que de sa temperature absolue car p V = n R T ,d’ou : H = U(T ) + n R T . C’est la seconde loi de Joule.dH = dU + d(n R T ), soit, apres simplification par dT , Cp = Cv + n R. On en deduit l’expres-sion des capacites thermiques de n moles de gaz parfait :
 Cv =n Rγ − 1
 et Cp =γ n Rγ − 1
 . (25-8)
 Elles representent les quantites de chaleur a apporter au gaz parfait pour elever sa temperaturede un kelvin en operant a volume constant ou a pression constante.
 Pour un gaz parfait γ est constant ; s’il est monoatomique, γ =53·
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 • A pression constante, le gaz se dilate lors de la variation ∆T > 0, ce qu’il ne peut faire avolume constant. Il doit donc lutter contre les forces de pression exterieures s’exercant sur sonenveloppe, ce qui se traduit par un travail a fournir. Aussi la quantite d’energie a lui apporterest plus importante pour obtenir une meme elevation de sa temperature : γ est un coefficienttoujours superieur a l’unite.
 • Un gaz reel peut dans certaines circonstances etre considere comme un gaz parfait auquelon associerait une valeur de γ differente de celle du gaz parfait monoatomique.Par exemple, l’air est souvent assimile a un gaz parfait avec γ ≈ 1, 4.
 • Les capacites thermiques molaires a volume constant et a pression constante du gaz parfaitsont donnees par :
 cvm =R
 γ − 1=
 Cv
 net cpm =
 γRγ − 1
 =Cp
 n· (25-9)
 Elles representent les quantites de chaleur a apporter a une mole de gaz parfait pour elever satemperature de un kelvin en operant a volume constant ou a pression constante.
 • Enfin, si M est la masse molaire du gaz reel auquel on associe un gaz parfait de coeffi-cient γ et de meme masse molaire, on exprime le capacites thermiques massiques a volumeconstant et a pression constante par :
 cv =1
 γ − 1RM
 =crm
 Met cp =
 γ
 γ − 1RM
 =cpm
 M· (25-10)
 2.6 Cas des phases condensees
 • Nous avons vu (cf. fiche 24) que ces dernieres etaient tres peu compressibles (par chan-gement de pression) et dilatables (par changement de temperature). Les travaux qu’ellesrecoivent du milieu exterieur sont negligeables devant les echanges thermiques caracterisantleurs evolutions.Celles-ci peuvent donc etre tenues de prime abord pour isochore ou pour isobare, sans com-mettre une grosse erreur sur les resultats obtenus.Cependant, l’analyse conduit a reconnaıtre que le transfert thermique entre le milieu exterieuret la phase condensee entraıne une variation de son volume, certes faible en valeur relative,mais contre laquelle il est impossible de lutter a moins d’imaginer une enceinte capable deresister aux pressions extremes que leur confinement engendrerait lors d’une dilatation de laphase.Comme le plus souvent c’est l’atmosphere de l’air qui regne au-dessus ou autour de la phasecondensee, il est raisonnable de considerer que son evolution s’effectue a pression constanteet donc preferable de considerer la variante du premier principe a travers une variation del’enthalpie pour ecrire :
 dH = Cp dT = δQ soit ∆H =
 ∫ T f
 Ti
 Cp dT = Q
 • L’eau liquide possede une capacite thermique massique a pression constante environ egalea 4, 2 kJ.kg−1.K−1.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Un cylindre vertical de section s = 300 cm2, ferme par un piston mobile demasse m = 500 g forme une enceinte diatherme. Cette enceinte est place dans l’atmospherea la temperature de Ta = 293 K et a la pression p0 = 105 Pa. Elle enferme n = 0, 2 molesd’air, que l’on considerera comme un gaz parfait de rapport des capacites γ = 1, 4 et de massemolaire M = 29 g.mol−1.On appuie alors sur le piston de maniere a ce qu’il se deplace tres lentement, jusqu’a ce quele volume initial occupe par le gaz ait ete divise par deux.Calculez le travail et la chaleur fournis au gaz au cours de la transformation.
 Exercice 2 : On reprend la situation presentee a l’exercice precedent a partir de l’etat finaldu gaz. On relache subitement le piston.Calculez le travail et la chaleur fournis au gaz au cours de la transformation.Que conclure des travaux fournis et recuperes au cours des deux transformations ?
 Exercice 3 : Un morceau de fer de masse mF = 100 g, porte a la temperature initialeTF = 350 C est plonge dans l’eau d’un calorimetre (recipient adiabatique).La masse d’eau est me = 250 g et sa temperature initiale est Te = 20 C.On rappelle les capacites thermiques massiques a pression constante de l’eau et du fer :c(e)
 p = 4, 19 J.g−1.K−1 et c(F)p = 0, 449 J.g−1.K−1.
 Determinez la temperature finale du systeme a l’equilibre en negligeant les fuites thermiques.
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 1. Les etats de la matiere
 1.1 Le corps pur
 Un corps pur est un materiau compose d’une seule substance, par opposition aux melanges :c’est un ensemble d’entites (atomes ou molecules) identiques entre elles et de meme compo-sition chimique.
 1.2 Les etats classiques d’un corps pur
 Un corps pur peut exister a priori sous trois formes selon les conditions de temperature, depression ou de volume accorde a ses entites constituantes :
 a) la forme solide caracterisee par une forme propre en l’absence de contenant et par uneenergie d’interaction entre entites voisines tres superieure a leurs energies cinetiques respec-tives (dans un referentiel ou le centre d’inertie du corps serait au repos, par exemple).Les entites ne peuvent se deplacer les unes par rapport aux autres que sur des distances pe-tites devant celles existant en moyenne entre elles, et qui sont du meme ordre de grandeur queles dimensions caracteristiques de ces entites. Elles demeurent ainsi autour de leurs positionsd’equilibre respectives.
 b) la forme liquide qui ne possede pas de forme propre et necessite un contenant a bordspour etre dote d’un volume.Elle est caracterisee par une energie d’interaction entre entites voisines du meme ordre degrandeur que leurs energies cinetiques et une distance moyenne entre entites legerementsuperieure - sauf exception (l’eau) - a celle qui est la leur dans un solide.Les entites peuvent se deplacer les unes par rapport aux autres sur des distances grandes de-vant la distance moyenne existant entre elles.
 c) la forme gazeuse qui ne possede pas de forme propre et necessite un contenant ferme dontelle occupe alors tout le volume.Elle est caracterisee par une energie d’interaction entre entites petite devant leurs energiescinetiques et une distance moyenne entre entites grande devant les dimensions caracteristiquesdes entites constitutives.Ces dernieres peuvent se deplacer les unes par rapport aux autres sur des distances grandesdevant la distance moyenne existant entre elles.
 1.3 Transformations entre etats
 Le passage de l’un des etats a un autre se fait en procurant ou retirant de l’energie au corpspur. La denomination de ces passages est la suivante :
 SOLIDEfusion−→ LIQUIDE
 vaporisation−→ GAZ
 GAZliquefaction−→ LIQUIDE
 solidification−→ SOLIDE
 SOLIDEsublimation−→ GAZ
 condensation−→ LIQUIDE
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 1.4 Phase du corps pur
 On appelle phase d’un corps pur une partie homogene de ce corps, c’est-a-dire une partieou le corps est dans un des trois etats definis ci-dessus. Les changements d’etat sont aussidenommes changements ou transitions de phase.
 + L’homogeneite n’entraıne pas obligatoirement l’uniformite des parametres intensifs. Ilpeut exister des gradients de temperature, de pression, etc ... dans une meme phase
 Il y a equilibre diphase du corps pur lorsque deux phases d’un corps pur coexistent.
 2. Changements d’etat
 2.1 Transition de phase du corps pur a pression constante
 • Une masse donnee m d’un corps pur a l’etat solide est placee dans une enceinte dia-thermane deformable dont il epouse la forme et sur laquelle s’exerce une pression fixee quidemeurera constante.Si nous chauffons l’enceinte, la temperature du corps solide augmente, il se dilate et le vo-lume de l’enceinte augmente jusqu’a ce que, pour une temperature donnee caracteristique ducorps et de la pression choisie T f (p) la premiere goutte de liquide du corps pur apparaisse.Le solide entre en fusion.A partir de ce point particulier, le chauffage n’augmente plus la temperature du contenu del’enceinte mais modifie la proportion liquide/solide du corps pur tant que coexistent ses deuxetats liquide et solide, c’est-a-dire tant qu’il est dans un equilibre diphase.Le volume de l’enceinte varie car, en general, la phase liquide possede une masse volumiqueinferieure a celle de la phase solide et, par consequence, plus le solide a fondu plus le volumelaisse au corps pur a du croıtre.
 • Pendant l’existence de l’equilibre diphase, la composition physique du corps pur, a savoirsa masse solide ms et sa masse liquide ml, doivent satisfaire la conservation de la matiere :
 m = ms + ml.
 Si nous connaissons les masses volumiques ou leurs inverses, les volumes massiques, dechaque phase a la temperature de fusion a laquelle l’equilibre survient, ρs(T f ) =
 [vs(T f )
 ]−1
 et ρl(T f ) =[vl(T f )
 ]−1, le volume V occupe par le corps pur est alors :
 V = ms vs + ml vl.
 • Une fois tout le solide fondu, le chauffage eleve a nouveau la temperature du corps purdans l’etat liquide.Il se dilate, jusqu’a atteindre la temperature d’ebullition Te(p), caracteristique, comme latemperature de fusion, du corps pur et de la pression sous laquelle nous operons. C’est latemperature a laquelle apparaıt la premiere bulle de vapeur.Le processus de vaporisation du liquide debute pendant lequel la temperature ne varie plusmalgre l’apport d’energie du chauffage.La substance se vaporise et la masse de liquide ml diminue au profit de la masse de vapeurmv. La conservation de la matiere implique que :
 m = ml + mv.
 En designant par vl(Te) et vv(Te) les volumes massiques des phases liquide et vapeur du corpspur a la temperature d’ebullition correspondant a la pression, le volume occupe par la subs-tance est :
 V = ml vl + mv vv.
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 • Lorsque tout le liquide est vaporise, le systeme est purement gazeux et le chauffage aug-mentera a nouveau la temperature du gaz.
 • En refroidissant la vapeur de la substance sous la meme pression que celle choisie dansla premiere partie de l’experience et en operant a nouveau de maniere isobare, on observeles transitions de phase inverses aux temperatures auxquelles elles s’etaient manifestees : laliquefaction du gaz d’abord, a la temperature Te(p) puis le refroidissement du liquide et enfinsa solidification a la temperature T f (p).
 • Si la pression de travail est suffisamment faible, cette notion depend naturellement ducorps pur considere, nous observerons directement la transition solide - vapeur, donc la su-blimation du corps pur, sans passage par l’etat liquide a une temperature, la temperature desublimation, fonction de la pression Ts(p).
 • Au contraire, pour une pression operatoire suffisamment elevee, superieure a une valeurque l’on appelle la pression critique, le solide passe dans un etat appele etat fluide, indistinc-tement liquide ou gazeux.
 2.2 Diagramme d’equilibre (T − p)• Lorsque l’on place les temperatures de changements d’etat pour toutes les pressions ac-cessibles a l’experience, on obtient en premiere approche un diagramme comportant troisbranches qui sont les courbes d’equilibre solideliquide, liquidevapeur et solidevapeur.En general, le diagramme d’equilibre possede l’allure suivante :
 • Pour l’eau, en revanche, on observe une exception due a la pente negative de la courbed’equilibre solide liquide.
 • Remarques− Pour l’eau a la pression atmospherique normale de p0 = 101325 Pa, la temperature de fu-sion de la glace est T f (p0) = 273, 15 K et la temperature d’ebullition est Te(p0) = 373, 15 K.Les coordonnees du point critique au-dela duquel les etats liquide et gazeux se confondent enun etat fluide sont pc = 22, 1.106 Pa et Tc = 647, 3 K.
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 − Il est frequent qu’en fonction de la pression, la phase solide soit le siege de transitions dephase correspondant a des etats differemment ordonnes de la matiere.
 • Le point de concours des courbes d’equilibre est appele point triple du corps pur. Il estunique pour chaque corps pur et correspond a la pression et a la temperature pour lesquellesle corps pur peut exister sous ses trois phases simultanement. A toutes les autres temperatureset/ou pressions, il ne peut exister que sous l’un des trois etats ou dans un equilibre diphase.
 2.3 Monovariance des equilibres diphases
 Le caractere univoque de la relation entre la temperature d’un changement d’etat et la pressiona laquelle il peut se produire fait que la seule latitude existant, une fois choisie la temperatureou la pression de changement d’etat, est le volume accorde au corps pur. On dit que l’equilibrediphase est monovariant.
 2.4 Equilibre liquide vapeur
 • La representation des isothermes d’une quantite donnee de matiere a l’etat liquide ou ga-zeux dans le diagramme de Clapeyron donne la figure 3.Sur chaque isotherme, tant que la temperature est inferieure a la temperature critique Tc dela substance, un palier de pression le long duquel la pression demeure constante malgre lavariation de volume du systeme apparaıt. C’est la pression de vapeur saturante ou pressionde saturation.
 Sur chaque isotherme, R est le point de rosee : c’est le point auquel apparaıt la premieregoutte de liquide lorsque l’on comprime la vapeur de la substance ou auquel disparaıt laderniere goutte de liquide si on evaporait sa phase liquide.Le point E est appele point d’ebullition : c’est le point auquel apparaıt la premiere bulle devapeur lors de l’evaporation d’un liquide ou auquel disparaıt la derniere trace de vapeur sil’on est en train de liquefier sa vapeur. Les points du palier de saturation correspondent auxetats d’equilibre diphase possibles liquide vapeur de la substance.
 Le lieu des points de rosee, jusqu’au point critique, est appele courbe de rosee. Celui despoints d’ebullition est denomme courbe d’ebullition. La reunion de la courbe de rosee et dela courbe d’ebullition est appelee courbe de saturation.
 • Comme l’on travaille avec une masse m donnee de la substance pour obtenir le trace desisothermes, l’axe des abscisses le long duquel sont reportes les volumes V du systeme renvoie
 au volume massique v =Vm
 du systeme.
 L’ordonnee du palier d’equilibre diphase est la pression de saturation a la temperature del’isotherme ps(T ), elle est la meme pour tous les etats d’equilibre diphase a cette temperature.L’abscisse du point d’ebullition fournit le volume de l’etat liquide de la substance Vl lorsque
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 debute sa vaporisation, et le volume massique de la phase liquide dans l’equilibre diphase
 vl =Vl
 m.
 DE meme, l’abscisse du point de rosee fournit le volume Vv de la vapeur saturante au momentou debute la liquefaction et donc le volume massique de la phase gazeuse de la substance pour
 tous les equilibres diphases a cette temperature : vv =Vv
 m·
 • Ainsi, si le volume accorde a une masse m de la substance a la temperature T est V , siVl < V < Vv, la substance est en equilibre diphase a la temperature T et a la pression desaturation ps(T ).Designant par ml et mv les masses de la phase liquide et de la phase vapeur dans l’equilibrediphase et par xl =
 ml
 met xv =
 mv
 mles fractions massiques de chaque phase, nous avons :
 1 = xl + xv et v =Vm
 = xl vl + xv vv. Nous en deduisons :
 xl =vv − vvv − vl
 et xv =v − vl
 vv − vl(26-1)
 Si M est le point representatif du systeme en equilibre diphase dans le diagramme de Clapey-ron, les fractions massiques sont alors representees par les rapports :
 xl =MRER
 et xv =EMER
 C’est la regle des moments.
 3. Aspects energetique des transitions de phase
 3.1 Enthalpie de transition de phase
 • On appelle enthalpie ou chaleur latente de transition de phase ou de changementd’etat, notee L et indicee de maniere a caracteriser la transition consideree, l’energie a four-nir par unite de masse du corps pur constituant le systeme pour le faire passer de l’etat so-lide a l’etat liquide, de l’etat liquide a l’etat gazeux ou de l’etat solide a l’etat gazeux a latemperature T et a la pression correspondante du changement d’etat considere. Dans le casdes transformations inverses, il s’agit de l’energie a retirer a l’unite de masse du systeme.
 • La dimension d’une enthalpie de transition de phase est celle du rapport d’une energie aune masse, soit le carre d’une vitesse L2.T−2, mais dont l’unite conserve la trace de la signi-fication physique, le joule par kilogramme de symbole J.kg−1.
 . Bien que son nom n’en porte pas trace, les enthalpies de transition de phase sont desgrandeurs massiques. Officiellement, elles devraient etre notees ∆h f pour la fusion, ∆hv pourla vaporisation et ∆hsub pour la sublimation.
 • Les enthalpies de transition de phase sont en general fonction de la temperature a laquelleon souhaite operer, et il est possible a partir de mesures experimentales d’obtenir des for-mules empiriques convenables, telle celle de Regnault pour la chaleur latente de vaporisationde l’eau :
 Lv = 2540 − 2, 93 t J.g−1,
 ou la temperature est exprimee en C et valable sur l’intervalle de temperature de transitionde 100C a 200C. Cette formule est a relier a ps(T ) ou ps(t).
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 3.2 Exemple d’application
 Determination de l’energie thermique Q a fournir pour transformer une masse m de glace a latemperature initiale Ti en vapeur d’eau a une temperature Te, sous une pression p constantedonnee pour laquelle la temperature de fusion est T f et celle d’ebullition ou de vaporisationTv.
 Comme nous operons a pression constante, l’energie thermique Q est egale a la variationd’enthalpie ∆H du systeme dans la succession suivante d’etats :
 • porter la glace de sa temperature initiale a sa temperature de fusion, ce qui necessite lachaleur :
 Qi→ f usion = ∆H1 = m cp,glace (T f − Ti),
 • apporter l’energie pour la faire fondre a la temperature de fusion, Q f = ∆H2,= m L f ,
 • puis chauffer le liquide obtenue de la temperature de fusion a celle de vaporisation Te, soit
 Qech.liq. = ∆H3 = m cp,liq (Tv − T f )
 • transformer le liquide en vapeur a la temperature Tv, Qv = ∆H4 = m Lv,
 • echauffer la vapeur d’eau obtenue de la temperature Tv a la temperature finale Tv,Qech.vap. = ∆H5 = m cp,vap (Te − Tv),
 ou cp,glace, cp,liq, L f et Lv designent respectivement les capacites thermiques massiques dela glace et de l’eau a pression constante (supposees independantes de la temperature) et leschaleurs latentes de fusion et de vaporisation.
 L’energie totale a apporter est ainsi :
 ∆H =
 5∑k=1
 ∆Hk.
 • Si les intervalles de temperatures sont tels que les capacites thermiques massiques nepeuvent plus etre considerees comme constantes mais sont fonction de la temperature, alors
 les termes du type m cp ∆T doivent etre remplaces par m∫ Ti+∆T
 Ti
 cp(T ) dT .
 3.3 Calcul des grandeurs energetiques
 • Les caracteristiques de l’etat d’equilibre d’un systeme ferme monophase sont determineesa partir de celles de l’etat initial, de la conservation de la quantite de matiere et de la naturede la transformation.
 Pour les systemes diphases, le calcul des grandeurs energetiques se fait a partir des grandeursmassiques correspondantes en utilisant le caractere extensif de l’energie interne.
 • Ainsi, soit un equilibre diphase liquide vapeur d’un corps pur de masse m de fractionsmassiques liquide xl et vapeur xv. Si l’on designe par ul (resp. hl) et uv (resp. hv) les energies(resp. enthalpies) massiques de la phase liquide et de la phase vapeur, alors l’energie internedu systeme est postulee, selon le premier principe de la thermodynamique, etre egale a lasomme de l’energie interne des deux phases en equilibre : U = Ul + Uv avec Ul l’energieinterne de la phase liquide, egale a ml ul ou m xl ul et Uv l’energie interne de la phase vapeur,egale a mv uv ou m xv uv. Ainsi,
 U = m (xl ul+, xv uv)
 Il en est de meme pour l’enthalpie du systeme :
 H = m (xl hl + xv hv)
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 • Lors d’une transformation du systeme au cours de laquelle seule change la composition desphases, en demeurant a la meme temperature et a la pression d’equilibre correspondante, lesvariations de l’energie interne et de l’enthalpie du systeme s’expriment a l’aide des memesgrandeurs massiques. Si l’on appelle ∆xl et ∆xv les variations des fractions massiques dechaque phase, il est evident que ∆xl = −∆xv et
 ∆U = m ∆xl (ul − uv) = m∆xv (uv − ul)et
 ∆H = m ∆xl (hl − hv) = m∆xv (hv − hl) = m ∆xv Lv
 D’apres le premier principe de la thermodynamique, ∆U = W + Q et la transformation etantisobare, ∆H = Q, ce qui permet d’acceder au travail fourni au systeme pour faire changer sacomposition.
 • Si la transformation se deplace sur le diagramme (p − T ) le long de la courbe d’equilibreet modifie a la fois la composition et la temperature d’equilibre, le systeme demeurant di-phase, ce ne sont plus les memes valeurs massiques dans les deux etats d’equilibre. Parconsequence :
 ∆U = m (x( f )l u( f )
 l + x( f )v u( f )
 v ) − m (x(i)l u(i)
 l + x(i)v u(i)
 v )et
 ∆H = m (x( f )l h( f )
 l + x( f )v h( f )
 v ) − m(x(i)l h(i)
 l + x(i)v h(i)
 v )
 Les grandeurs energetiques massiques necessaires pour les substances couramment utiliseesdans l’industrie thermique a diverses temperatures sont rassemblees dans des tables numeriques.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Un calorimetre adiabatique enferme une masse me d’eau, de capacite ther-mique massique a pression constante cp,e a la temperature initiale Te > 0oC, sous la pressionatmospherique normale. On y plonge une masse mg de glace sortant d’un congelateur a latemperature initiale Tg < 0oC, de capacite thermique massique cp,g. L’enthalpie de fusion dela glace est L f .Decrivez l’etat d’equilibre final du systeme en fonction de la masse de glace introduite.
 Exercice 2 : 5 mL d’ethanol liquide C2H5OH (l) a la temperature T = 20C sont introduitsdans une enceinte de volume constant V = 5 L prealablement vide.L’enceinte diathermane est maintenue a la temperature d’introduction du liquide. On considereque la vapeur d’ethanol se comporte comme un gaz parfait.Donnees : densite de l’ethanol d = 0, 789 ; pression de vapeur saturante a cette temperatureps = 587 hPa ; enthalpie de vaporisation Lv = 925 J.g−1.
 1. Determiner les volumes massiques a l’etat liquide vl et a l’etat gazeux vv de l’ethanol acette temperature.2. Deduisez-en l’etat d’equilibre du systeme et ses fractions massiques liquide et gazeuse s’ilest a l’etat diphase.3. Calculez l’echange thermique avec le thermostat lors de la mise en equilibre.
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 1. Du premier au second principe
 1.1 Les silences du premier principe
 • Le premier principe de la thermodynamique etablit une equivalence entre les variationsd’energie tirees d’un travail macroscopique et celles issues des transferts thermiques.Cette equivalence signifie a priori que tout travail peut etre transforme en chaleur et toutechaleur en travail. En effet, le travail total Wc et la chaleur totale Qc echanges avec l’exterieurd’un systeme suivant un cycle sont tels que Wc = −Qc.
 • Il est cependant des transformations non interdites a priori par le premier principe quin’ont pourtant jamais ete observees. Par exemple, apres la mise en equilibre thermodyna-miques de deux corps de temperatures initiales distinctes dans un calorimetre, jamais lesysteme n’evolue vers un etat ou les corps prennent spontanement des temperatures differentes.De meme, la detente dans le vide d’un gaz comprimee a l’interieur d’une enceinte ne donnejamais spontanement lieu a un retour du gaz dans son recipient d’origine. Ou bien, un moteurthermique fonctionnant selon un cycle et ne recevant de la chaleur que d’un seul thermostatn’a jamais fourni de travail a l’exterieur.Au debut du XIX eme siecle, Carnot avait montre qu’il etait impossible que toute la chaleurapportee par une source de chaleur de temperature elevee fut transformee en travail par unquelconque moteur thermique cyclique.
 1.2 Necessite d’un principe d’evolution• Si le premier principe permet de progresser dans le sens de la comprehension des echangesd’energie entre un systeme et l’exterieur, il est incapable de fournir les arguments decisifspour expliquer l’impossibilite de certaines transformations qui pourtant ne le violeraient pas.Deux enonces equivalents ont ete introduits pour traduire ce fait :
 • Enonce de Thomson, Lord Kelvin : Il n’existe pas de moteur fonctionnant de manierecyclique qui produise du travail a partir d’une seule source de chaleur.
 • Enonce de Clausius : Il n’existe pas de processus dont le seul effet serait de faire passerde la chaleur d’une source froide a une source chaude.
 2. Second principe et entropie
 2.1 Definition de l’entropie et enonce du second principe
 Tout systeme possede une fonction d’etat extensive, l’entropie notee S , fonction des seulsparametres d’etat qui definissent completement l’etat macroscopique du systeme.Lors d’une evolution quelconque, la variation de l’entropie entre deux etats d’equilibre i etf est liee aux echanges de chaleur δQ que le systeme recoit algebriquement des sources dechaleur avec lesquelles il est en contact a une temperature absolue Te par l’inegalite :
 ∆S >∫ etat f
 etat i
 δQTe
 (27-1)
 ou ∆S = S f − S i est la difference des entropies du systeme entre les etats initial i et final f .
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 L’egalite n’est satisfaite que si la transformation du systeme ferme est reversible, alors :
 ∆S =
 ∫ etat f
 etat i
 δQrevTe
 (27-2)
 Parmi les variables d’etat dont S est fonction, il en existe un jeu privilegie, les variables ex-tensives : l’energie interne U du systeme, son volume V , son nombre de moles n ...
 • L’inegalite qui compare la variation d’entropie au rapport d’une energie sur une temperaturefournit la dimension de l’entropie : M.L2.T−2.Θ−1. Son unite est le joule par kelvin, de sym-bole J.K−1.
 2.2 Consequences
 • Lorsque la transformation est adiabatique, le systeme n’echange aucune chaleur avecl’exterieur donc δQ = 0 et par consequence ∆S > 0.L’entropie d’un systeme ferme evoluant de maniere adiabatique ne peut que croıtre : lesysteme atteint son etat d’equilibre lorsque, pour l’energie qu’il possede, son entropie nepeut plus augmenter.Au contraire, si la transformation adiabatique est reversible alors ∆S = 0. Pour cela, unetransformation adiabatique reversible est aussi dite isentropique.
 • La variation d’entropie d’un systeme suivant un cycle thermodynamique est egale a 0.En effet, le systeme retrouve a la fin de son cycle un etat qui possede exactement les ca-racteristiques de l’etat initial et l’entropie etant une fonction des parametres d’etat,∆S = S f − S i = S i − S i = 0. Ceci entraıne l’inegalite de Clausius :∮
 δQTe6 0 (27-3)
 ou le symbole O place sur le signe integral rappelle que l’inegalite n’est vraie que lorsque
 l’on somme les rapportsδQTe
 sur un cycle.
 Si toutes les transformations du cycle sont reversibles alors l’inegalite se mue en egalite :∮δQrev
 Te= 0. (27-4)
 2.3 Entropie echangee et entropie creee
 L’inegalite (27-1) constituant la propriete principale de l’entropie peut se transformer enegalite en rajoutant un terme, homogene a une entropie, note S c, toujours positif ou nul quelleque soit la transformation consideree :
 ∆S =
 ∫ etat f
 etat i
 δQTe
 + S c (27-5)
 ∫ etat f
 etat i
 δQTe
 est appele l’entropie echangee. Son signe est fonction de la transformation.
 Le terme rajoute est toujours strictement positif ne s’annulant que pour les transformationsreversibles. On l’appelle l’entropie creee.L’entropie creee mesure l’irreversibilite de la transformation : elle traduit le desordre supple-
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 mentaire que l’on a introduit dans le systeme en ne procedant pas de maniere reversible.
 Cette creation d’entropie est consubstantielle a l’idee d’ecoulement ou de fleche du temps, asavoir celle d’un deroulement des phenomenes dans un ordre donne, sans retour en arriere observe.
 Seule la physique statistique est a meme de nous faire comprendre l’origine de ces constatsd’irreversibilite : les retours vers un etat anterieur sont en fait possibles, mais ont des proba-bilites si infimes de se realiser qu’ils ne sont pas observes a l’echelle de temps de l’humanite,alors que tous les processus microphysiques sont symetriques par rapport a un changementde sens du temps, ce que nous associons a l’idee de reversibilite des phenomenes.
 Cette regle ne souffre a ce jour qu’une seule exception : la desintegration du kaon neutre K0
 etudiee au C.E.R.N. entre 1991 et 1995, qui fait intervenir l’interaction faible, et impliqueune violation de la symetrie par renversement du temps.
 3. Calcul de variations d’entropie
 3.1 Principe de calcul
 Trois voies principales se presentent pour le calcul de la variation de l’entropie d’un systemeau cours d’une transformation le faisant passer d’un etat d’equilibre a un autre.
 • La plus simple est celle ou la fonction entropie du systeme en fonction des parametresd’etat est connue - comme c’est le cas pour un gaz parfait. Une fois les caracteristiques del’etat d’equilibre final connues, il suffit d’introduire les valeurs des variables d’etat adequatesde l’etat initial dans l’expression de la fonction entropie pour obtenir sa valeur a l’etat initial,S i, de faire de meme avec les parametres d’etat de l’etat final pour avoir S f et de faire ladifference des deux : ∆S i→ f = S f − S i.
 • Les deux autres voies apparaissent si la fonction entropie du systeme n’est pas connue.Lorsque la transformation est reversible, les parametres d’etat sont des parametres d’equilibresuccessif et le second principe nous donne la marche a suivre : a supposer que nous soyonscapable d’exprimer le transfert d’energie thermique δQrev au systeme au cours d’une trans-formation infinitesimale en fonction des variations des parametres d’etat, notamment de la
 temperature T = Te alors dS =δQrev
 Test connu en fonction de ceux-ci et elle est une
 differentielle exacte, donc theoriquement integrable.
 ∆S i→ f =
 ∫ etat f
 etat idS =
 ∫ etat f
 etat i
 δQrevTe
 • Enfin, si la transformation est irreversible, nous exploitons le caractere de fonction d’etatde l’entropie qui signifie que sa variation entre deux etats d’equilibre est independante duchemin suivi.Nous inventons alors une suite de transformations supposees reversibles qui conduisent del’etat initial a l’etat final, transformations le long desquelles nous serions capables, selon laprocedure precedente, d’exprimer les variations infinitesimales d’entropie et de les integrer.
 3.2 L’entropie du gaz parfait
 La variation d’entropie d’un gaz parfait de rapport des capacites γ entre deux etats d’equilibredont les parametres d’etat sont indices par i pour l’etat initial et f pour l’etat final s’exprimedes trois manieres suivantes :
 ∆S i→ f =n Rγ − 1
 ln
 T f Vγ−1f
 Ti Vγ−1i
 =n Rγ − 1
 ln
 p f Vγf
 pi Vγi
 =n Rγ − 1
 ln
 T γf p1−γ
 f
 T γi p1−γ
 i
 . (27-6)
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 Nous reconnaissons dans les trois arguments des logarithmes les rapports qui sont apparusdans les expressions de la loi de Laplace. Si celle-ci est verifiee au cours d’une transforma-tion adiabatique d’un gaz parfait, alors sa variation d’entropie est nulle et la transformation,selon le second principe, est effectivement reversible, ce qui justifie la forme de la loi quenous avons acceptee pour de telles transformations.
 3.3 La variation d’entropie d’un thermostat
 Supposons que, lors d’une transformation, le thermostat ait ete en contact avec un systemeS dont il a recu la chaleur algebrique Qth. Si nous notons Tth sa temperature, la variationd’entropie du thermostat est egale a :
 ∆S th =Qth
 Tth(27-7)
 Remarque : Si nous notons Q la chaleur recue algebriquement par le systeme S du thermo-stat, la convention de signe des echanges fait que Qth = −Q.
 3.4 Variation d’entropie d’une phase condensee
 Nous avons deja argumente sur le fait que les transformations subies par des phases condenseesetaient plutot de nature isobare.
 Soit un corps C de capacite thermique a pression constante C = m cp subissant une trans-formation infinitesimale que nous supposerons reversible au cours de laquelle sa temperaturepasse de T a T +dT . Sa variation elementaire d’enthalpie dH au cours de cette transformationest egale a la chaleur δQ echangee avec l’exterieur, qui s’exprime CdT .
 Par ailleurs, l’echange s’est produit a la temperature T pour le corps en question. La variationcorrespondante d’entropie de C vaut :
 ∆S = m cp ln(
 T f
 Ti
 ). (27-8)
 3.5 Variation d’entropie lors d’une transition de phase
 • La transition de phase se produit a une temperature Tch fonction de la pression pch a la-quelle on opere, ou reciproquement a une pression pch caracteristique de la temperature Tchchoisie (fiche 26, cf le caractere bijectif de la relation p(T ) des courbes d’equilibres diphases).
 Les transitions de phase d’un etat 1 a un etat 2 que nous envisageons donnent toutes lieu a unechange de chaleur par unite de masse du corps pur qui la subit egal a L12, a la temperaturede transition de phase T12.
 Il en resulte une variation d’entropie de la masse m du corps pur egale a :
 ∆S 12 =m L12
 T12. (27-9)
 Remarque : De maniere logique L12 = −L21. La chaleur fournie pour transformee une phaseplus condensee en une phase moins condensee est recuperee lors de la transition opposee,lorsque l’on retourne a la phase plus condensee.
 • Un passage de l’etat solide a l’etat liquide ou de l’etat liquide a l’etat gazeux s’accompagned’une augmentation de l’entropie. En effet, lors de ces changements un accroissement de laliberte de mouvement des entites constitutives du corps se produit, qui s’accompagne d’uneplus grande mise en desordre. Cependant, le desordre cree est parfaitement reversible puisqueles variations d’entropie sont exactement opposees lors des transitions de phase reciproques.
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 3.6 Entropie creee
 L’entropie creee S c lors de l’evolution d’un systeme, grandeur qui doit etre positive ounulle au cours de n’importe quelle transformation, est calculee par difference entre la va-riation d’entropie du systeme au cours de la transformation, ∆S et l’entropie echangee avec
 l’exterieur∫
 δQrevTech
 :
 S c = ∆S −∫ etat f
 etat i
 δQrevTech
 (27-10)
 + La variation d’entropie d’un systeme au cours d’une transformation irreversible peutfort bien etre negative, mais le calcul de l’entropie creee au cours de la transformation doitimperativement conduire a un resultat strictement positif.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit un cylindre aux parois diathermanes de section s = 30 cm2, ferme par unpiston dont on neglige la masse. Il contient n = 0, 2 mol d’un gaz parfait de rapport γ = 1, 4.La pression atmospherique p0 = 105 Pa regne au dessus du piston. Le systeme est plongedans un thermostat a la temperature T0 = 300 K.On comprime le gaz de maniere reversible jusqu’a doubler sa pression.
 1. Calculez les variations d’entropie du du gaz et du thermostat. Deduisez-en la variationd’entropie de l’univers au cours de la transformation. Concluez.2. A partir de l’etat obtenu a la fin de la transformation precedente, on relache subitement lapression de sorte que seule la pression atmospherique s’exerce sur le piston.Reprenez la question 1.
 Exercice 2 : Calculer la variation d’entropie de l’univers lors de la mise en equilibre del’exercice 3 de la fiche 25.
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 1. Machine thermique cyclique ditherme
 1.1 Definitions et notations
 • Une machine thermique cyclique ditherme est une machine fonctionnant par cycle - lesysteme thermodynamique revient a son etat initial apres une suite de transformations - et quin’a de transferts thermiques qu’avec deux sources de chaleur de temperatures distinctes.
 • On appelle communement source chaude la source de chaleur dont la temperature ab-solue est la plus elevee, notee Tc ; L’autre source est appelee source froide, de temperatureabsolue inferieure a la precedente, notee TF .
 • On note Qc le transfert thermique que la substance utilisee dans le fonctionnement de lamachine, quel(s) que soi(ent) son (ses) etat(s), recoit de la source chaude, Q f celui recu dela source froide et W le travail recu du milieu exterieur lors d’un cycle effectue par la machine.Les conventions algebriques traditionnelles a la thermodynamique quant au signe de l’echangesont d’usage : la machine fournit du travail ou de la chaleur si W, Qc ou Q f sont negatifs ;elle les recoit effectivement dans le cas contraire.
 Remarque : Les expressions telles La machine fournit..., la machine recoit... sous-entendent toujours La substance, dont le modele constitue le systeme thermodynamique,employee par la machine qui gere les echanges de chaleur ou de travail dudit systeme avecl’exterieur, les sources fournit ou recoit....
 • La machine est un moteur lorsqu’elle fournit du travail a l’exterieur : W < 0. Elle est unemachine frigorifique dans le cas contraire.
 1.2 Application des principes de la thermodynamique
 • Le systeme qui evolue au cours du cycle de fonctionnement revient a son etat initial auterme de celui-ci. Or, le premier principe de la thermodynamique postule que l’energie in-terne est une fonction des parametres d’etat, donc sa variation sur un cycle est nulle. Ainsi :
 ∆Ucycle = W + Qc + Q f (28-1)
 Il en est de meme pour la variation de son entropie sur le cycle puisque le second principe dela thermodynamique en postule le caractere de fonction d’etat. De plus, il etablit une compa-raison entre cette variation et les transferts thermiques que le fluide echange avec l’exterieur.Ainsi :
 ∆S cycle = 0 et ∆S cycle >
 ∮δQTe
 l’egalite etant assuree lorsque le fonctionnement de la machine est idealement reversible. Ladifference correspond a l’entropie creee pendant un cycle, due aux irreversibilites.
 • Lorsque la machine est ditherme, les seuls echanges thermiques avec l’exterieur se pro-duisent lors du contact de son fluide avec les sources : il recoit (au sens algebrique) Qc de lasource chaude, a la temperature Tc et Q f de la source froide, a la temperature T f . L’integralede l’inegalite de Clausius se traduit par :
 0 >Qc
 Tc+
 Q f
 T f(28-2)
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 1.3 Impossibilite du moteur monotherme
 Si la machine cyclique n’est en contact qu’avec une seule source, si Qc = 0 par exemple,l’inegalite de Clausius impose Q f < 0.Ainsi, une machine fonctionnant de maniere cyclique avec une seule source de chaleur nepeut que lui en fournir (Q < 0) et pour ce faire, doit recevoir du travail de l’exterieur carW = −Q > 0 sur le cycle.Nous retrouvons l’enonce de Kelvin du second principe, soit l’impossibilite du moteurmonotherme.
 1.4 Moteur cyclique ditherme et theoreme de Carnot
 • Soit un moteur cyclique ditherme fonctionnant de maniere reversible. Son fonctionnementsur un cycle verifie −W = Qc + Q f > 0 : Le travail qu’il produit pour le milieu exterieur estle resultat d’un transfert thermique globalement positif en provenance des sources de chaleur.Par ailleurs, comme il fonctionne de facon reversible,
 Qc
 Tc+
 Q f
 T f= 0 soit Q f = −
 T f
 TcQc (28-3)
 D’ou :
 Qc + Q f =
 (1 −
 T f
 Tc
 )Qc > 0
 • Comme T f < Tc, nous deduisons des relations precedentes que Qc > 0 et Q f < 0.Le moteur cyclique ditherme fonctionne en recevant de la chaleur de la source chaude, trans-formant une partie en travail restitue au milieu exterieur et rejetant l’autre vers la sourcefroide, telle une taxe a regler pour obtenir ce travail. La relation (28-3) interdit en effetque toute l’energie recue par transfert thermique de la source chaude puisse etre transformeeen travail.
 • Une maniere de modeliser une telle machine est d’envisager son fonctionnement avec ungaz qui se comporte comme un gaz parfait suivant le cycle de Carnot dont la representationdans le plan de Clapeyron est la suivante :
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 • Nous definissons le rendement du moteur cyclique ditherme par le rapport :
 η =−WQc
 (28-4)
 qui etablit la fraction de ce que nous recuperons d’utile (le travail exploitable) par rapport ala depense (la chaleur apportee par la source chaude). Pour le moteur reversible,
 ηC =−WQc
 =Qc + Q f
 Qc= 1 −
 T f
 Tc
 ηC , rendement de la machine cyclique ditherme reversible, est appele le rendement de Car-not. Il constitue le rapport maximal de transformation de la chaleur recue par un moteurcyclique ditherme en travail.
 En effet, en conservant l’inegalite de Clausius si la machine n’est pas parfaite,Q f
 Qc6 −
 T f
 Tcet
 son rendement η est alors inferieur au rendement de Carnot.
 1.5 Theoreme de Carnot
 Le rendement maximal d’un moteur cyclique ditherme fonctionnant entre des sources dechaleur de temperatures T f et Tc (T f < Tc) est egal a :
 ηC = 1 −T f
 Tc(28-5)
 Remarque : Ce resultat est parfaitement independant du fluide utilise dans la machine.
 1.6 Machines frigorifiques
 • Une machine frigorifique cyclique ditherme est une machine fonctionnant suivant unprincipe oppose a celui du moteur cyclique ditherme. Il est necessaire de fournir un travail ala machine afin qu’elle transfere de l’energie de la source froide vers la source chaude.
 L’expression des deux principes de la thermodynamique demeure cependant exactement lameme que pour le moteur cyclique ditherme. Seuls les signes des echanges sont opposes.
 • Nous definissons l’efficacite de la machine frigorifique par le rapport du transfert ther-mique d’interet sur le cout pour l’obtenir. On distingue traditionnellement deux categories demachines frigorifiques. Les machines de refroidissement (refrigerateurs ou climatiseurs) dontla grandeur d’interet est la chaleur prelevee a la source froide ont une efficacite definie par :
 e =Q f
 Wsoit, pour une machine ideale fonctionnant de maniere reversible :

Page 367
                        
                        

28 • Thermodynamique 5 : les machines thermiques 367
 eM = −Q f
 Q f + Qc=
 T f
 Tc − T f(28-6)
 Les machines de chauffage telles les pompes a chaleur, dont la grandeur d’interet est la cha-leur apportee a la source chaude ont une efficacite definie par :
 e = −Qc
 Wsoit pour une pompe a chaleur ideale fonctionnant de maniere reversible :
 eM =Qc
 Q f + Qc=
 Tc
 Tc − T f(28-7)
 • L’efficacite des pompes a chaleur est theoriquement toujours superieure a un. Un travailW fournit a la pompe a chaleur permet d’obtenir un transfert d’energie vers la source chaudetoujours superieure au travail depense.
 2. Machine thermodynamique reelle
 2.1 Variations par rapport a la machine ditherme theorique
 Une machine reelle fonctionne souvent en s’ecartant de la modelisation de la machine di-therme.Nous avons implicitement suppose que le meme fluide effectuait plusieurs fois consecutivesle cycle caracterisant la machine. Or, cette derniere fonctionne souvent comme un systemeouvert pour lequel, de surcroıt, il est parfois difficile de definir une seule source froide et uneseule source chaude.Enfin, la source chaude f g n’est pas toujours exterieure au systeme. Si elle l’est pour unechaudiere, dans les moteurs a combustion interne en revanche, c’est le systeme lui-meme quiapporte les reactifs de la combustion (melange d’air et d’essence ou de fuel) dont est tiree lachaleur fournie au systeme en meme temps qu’elle en modifie la nature des constituants, lesreactifs et les produits de la reaction etant renouveles a chaque cycle.
 2.2 Premier principe applique aux systemes ouverts
 • Face a ces nouveautes, il a fallu se doter d’une expression du premier principe claire etadaptee a ces types de fonctionnement. En effet, si un fluide circule dans une serie de disposi-tifs transformant son etat thermodynamique, tels un compresseur, une turbine, un echangeurde chaleur, ..., et que nous souhaitions lui appliquer le premier principe de la thermodyna-mique tel qu’il a ete utilise jusqu’alors, nous devrions raisonner sur un systeme ferme etenvisager l’ensemble du fluide dans l’installation, fluide qui n’est pas a l’equilibre thermody-namique, ses parametres d’etat n’etant pas les memes en tout point du circuit. Cette difficultea ete surmontee en adaptant l’expression du premier principe aux cas dit des systemes ou-verts.
 • Soit une installation fonctionnant de maniere stationnaire et dont les parametres intensifsdu fluide sont definis et invariables au cours du temps en amont et en aval des principauxelements agissant sur lui. Le changement des parametres d’etats du fluide entre son entreedans l’un de ces dispositifs et sa sortie, s’exprime par les deux relations suivantes, derivantdu premier principe :
 ∆h = h2 − h1 = wu + q (28-8)ou
 D .∆h = D(h2 − h1) = Wu + Q (28-9)
 h1 et h2 les enthalpies massiques generalisees du fluide en entree et en sortie du dispositif ;
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 wu le travail massique utile recu par le fluide lors de son passage dans le dispositif, du auxforces autres que celles de pression, prises en compte par l’enthalpie massique ; q la chaleurmassique algebriquement recue par le fluide lors de son passage dans le dispositif. Ces gran-deurs sont toutes exprimees en J.kg−1.L’enthalpie massique generalisee est la somme de l’enthalpie massique u + pv (u energie in-terne massique, p pression du fluide et v volume massique du fluide) et de l’energie cinetique
 massique12
 V2 ou V est la vitesse du fluide au point considere.
 D le debit-masse en kg.s−1 ; Wu la puissance utile (au meme sens que le travail massiqueutile) exprimee en watt W ; Q la puissance thermique recue lors du passage dans le dispositif,exprimee en W.
 Remarque : le regime peut etre stationnaire et les vitesses d’entree et de sortie du fluidedifferer a cause d’une variation possible de la masse volumique du fluide et de la section del’entree, s1 et de la sortie, s2. Le debit-masse D est lie a ces grandeurs par :
 D =V1 s1
 v1=
 V2 s2
 v2(28-10)
 • (28-8) et (28-9) traduisent un bilan energetique effectue a travers une surface de controleΣ, surface fermee (en pointille sur la figure 4) delimitant un volumeVΣ qui contient le fluidea l’interieur du dispositif.
 • Le regime etant suppose stationnaire, les grandeurs physiques sont independantes dutemps, le centre d’inertie des masses fluides a l’interieur deVΣ est au repos dans le referentieldu laboratoire et l’energie interne a l’interieur de la surface de controle ne varie pas.
 • Considerons un intervalle de temps δt pendant lequel transite a travers la machine unemasse δm de fluide.Le contenu deVΣ recoit le travail utile δm wu, le transfert thermique δm q, le travail des forcesde pression du fluide qui pousse la masse entrante, p1 v1 δm, et il s’accroıt de l’energie
 interne due a l’etat thermique du fluide entrant δm u1 et de son energie cinetique12δm V2
 1 .
 Le contenu de VΣ perd les energies interne δm u2 et cinetique12δm V2
 2 du fluide sortant etdoit lutter contre les forces de pression du fluide en aval dont il recoit le travail − p2 v2 δm. v1et v2 etant les volumes massiques du fluide respectivement en amont et en aval de la machinequ’il traverse. Ainsi, le bilan s’ecrit-il :
 δU = 0 = δm(wu + q + p1 v1 + u1 +
 12
 V21 − u2 −
 12
 V22 − p2 v2
 )Divisons par δm l’egalite precedente et nous retrouvons le resultat (28-8). Divisons-le par δt
 et nous obtenons (28-9),δmδt
 etant le debit-masse D, le travail utile massique et la puissance
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 mecanique utile etant lies par la relation :
 δmδt
 wu = D wu = Wu (28-11)
 la chaleur massique et la puissance thermique par celle, similaire :
 δmδt
 q = D q = Q (28-12)
 Attention : Ne pas oublier de comptabiliser le travail des forces de pesanteur lorsque les al-titudes d’entree et de sortie different, sous la forme d’une contribution g (z1 − z2) au travailutile massique ou D g (z1 − z2) a la puissance utile, surtout lorsque la phase est liquide.
 2.3 Conduite et usage des etudes
 • Les installations reelles fonctionnant en circuit ouvert se servent frequemment des dia-grammes (h − p) appeles diagrammes des frigoristes.
 • Si nous mesurons ou si nous fixons a priori certaines caracteristiques (temperature etpression, position et vitesse, ...) du fluide aux endroits cruciaux, nous reperons les pointscorrespondant a ces caracteristiques sur le diagramme du fluide employe et en deduisons lesvaleurs des enthalpies massiques puis celles des enthalpies generalisees.Grace a leur differences, nous connaissons alors les travaux ou/et les chaleurs massiques aechanger avec le fluide pour obtenir les caracteristiques desirees et calibrer l’installation.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 :Un moteur cyclique ditherme fonctionne entre deux sources de chaleur aux temperatures res-pectives T f = 293 K et Tc = 450 K. Il fournit une puissance P egale a 105 kW lorsqu’ileffectue n = 2250 cycles/min. Ce moteur possede un rendement mesure de 32 %.1. Le moteur fonctionne-t-il de maniere reversible ?2. Calculez le travail fourni et la chaleur recue de chaque source par cycle.3. Deduisez-en l’entropie creee a chaque cycle.
 Exercice 2 :Une conduite forcee en montagne, de section s constante transporte de l’eau liquide souspression avec un debit-masse D sur un denivele H vers une turbine.A.N. : s = 1, 8 m2, H = 1150 m et V = 8 m.s−1.1. Quel est le travail utile massique delivre par l’eau a la turbine et la puissance utile corres-pondante si l’on considere le transport comme adiabatique et que la temperature de l’eau n’asensiblement pas varie ?2. En realite la viscosite de l’eau et les frottements sur les parois de la conduite entraınentune dissipation thermique massique egale a 1, 7 kJ.kg−1. Que devient la puissance utile sur laturbine ?
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Corriges de la physique
 1. Oscillateur harmonique
 Exercice 1L’equilibre de la masse est assure dans le referentiel du laboratoire suppose galileen par l’op-position de la tension du ressort au poids de m. L’axe vertical etant oriente vers le bas, latension du ressort est −→T = − k(xeq − l0)−→e x, xeq etant la position d’equilibre de la masse ; le
 poids de la masse −→P = m−→g = m g−→e x. D’ou : xeq = l0 +mgk
 . A.N. : xeq ≈ 0, 348 m.
 Exercice 2Dans le referentiel du laboratoire, le bilan des forces a un instant quelconque est : la ten-sion du ressort −→T = − k(x(t) − l0)−→e x et le poids de m, −→P = m g−→e x. Le referentiel etantsuppose galileen, le principe fondamental de la dynamique s’applique a la masse et donne :m−→a =
 −→T +−→P , soit, en projection sur (O,−→e x), m x(t) = − k(x(t) − l0) + mg.
 L’equation a pour solution particuliere constante evidente xp = xeq et pour solution generale
 de l’equation sans second membre : xg(t) = A cos(ω0t) + B sin(ω0t), ou ω20 =
 km
 .
 Or, a l’instant initial, x(0) = E0 = 5 cm et x(0) = V0 = 0, 5 m.s−1.
 D’ou : x(t) = xeq + E0 cos(ω0t) +V0
 ω0sin(ω0t).
 A.N. : x(t) = 0, 25 + 0, 05 cos(10t) + 0, 05 sin(10t) en m.
 2. Propagation d’un signal
 Exercice 1Le probleme est d’exprimer s(x, t2) a partir de s(x2, t). v > 0 est la celerite de propagation dusignal dans le milieu, independamment de son sens de propagation.A l’instant t2, au point M d’abscisse x, la valeur du signal s(x, t2) est ce qu’elle etait au pointM2 d’abscisse x2 a un instant t′ tel que la distance separant M de M2 soit parcourue par lesignal pendant l’intervalle de temps |t′ − t2| a la vitesse v : s(x, t2) = s(x2, t′).Formulons de maniere algebrique la situation, supposons que x < x2 alors t′ < t2 le signalayant atteint le point M2 avant le point M puisqu’il se deplace dans le sens des x decroissants.
 Ainsi, t2 − t′ =x2 − x
 vsoit t′ = t2 +
 x − x2
 v· D’ou :
 s(x, t2) = s(x2, t2 +
 x − x2
 v
 ).
 Exercice 2Si deux reemetteurs voisins operaient, pour la meme station radio, avec des signaux ayantdes frequences identiques, il y aurait des interferences tantot destructives tantot constructivesdans la region situee entre les deux reemetteurs.D’ou alternance de zones de reception maximale avec des zones d’attenuation plus ou moinscomplete du signal, le phenomene etant le plus marque a egale distance de chaque reemetteur.C’est pour eviter ceci que chaque station radio change de frequence porteuse entre deuxreemetteurs voisins. Il s’agit la d’une application pratique du theoreme dit des quatre cou-leurs .
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 3. Optique geometrique 1 : principes et lois
 Exercice 1Faire un schema de la situation avec le rayon injecte et sa premiere reflexion sur la paroi dela fibre.Pour que la fibre guide la lumiere, la reflexion de cette derniere sur la gaine doit etre totale :elle doit arriver sur l’interface verre-air dans la fibre avec un angle d’incidence βi ∈ [βl;
 π
 2] ou
 βl = arcsin(
 na
 nv
 ). Cet angle correspond a un angle de refraction apres injection de la lumiere
 αr =π
 2− βi : αr ∈ [0;
 π
 2− βl]. L’angle d’incidence a l’injection doit verifier la loi de Snell-
 Descartes na sinαi = nv sinαr. D’ou αi ∈ [0;αl] avec αl = arcsin
 √(
 nv
 na
 )2
 − 1
 ≈ 78, 5.
 5. Optique geometrique 3 : lentilles minces
 Exercice 1Soit S le sommet (ou centre optique) d’une lentille convergente de distance focale f ′.
 Soit A un objet reel sur l’axe optique ; xA = S A < 0.
 Soit A′ son image reelle par la lentille : xA′ = S A′ > 0.
 La formule de conjugaison stipule que1
 xA′−
 1xA
 =1f ′· De plus, la distance entre l’objet et
 son image, D > 0 est telle que D = AA′ = S A′ − S A = xA′ − xA. On deduit de la relationde conjugaison et de D l’equation : x2
 A + D xA + D f ′ = 0, qui n’a de solution que si sondiscriminant est positif, soit si D > 4 f ′.
 Exercice 2Faire un schema de la construction des rayons caracteristiques. Par definition, le grandis-
 sement transversal est γ =A′B′
 AB, A et A′ etant sur l’axe optique et B et B′ dans les plans
 perpendiculaires a l’axe optique passant respectivement par A et A′.Le rayon interessant est celui passant par B et le centre optique S de la lentille, qui n’est pas
 devie par la lentille. Il en resulte que γ =S A′
 S A. Exprimons S A′ en fonction de S A grace a
 la relation de conjugaison, puis remplacons-la dans γ. γ =f ′
 S A′ + f ′. Cette quantite n’est
 positive que si − f ′ < S A < 0.
 6. Optique geometrique 4 : l’œil et les instruments
 Exercice 1Les angles sont comptes positivement dans le sens trigonometrique a partir de l’axe optique.Faire une figure sur laquelle sont traces les chemins empruntes par les rayons lumineux d’unfaisceau parallele a l’axe optique et ceux d’un faisceau parallele incline d’un angle α par rap-port l’axe optique.
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 Le rayon incident faisant un angle α avec l’axe optique et passant par le sommet S b de l’ob-jectif passe par le point C dans le plan focal image de l’objectif, qui est aussi le plan focalobjet de l’oculaire.Le rayon qui lui est parallele et qui passerait, apres traversee de l’objectif, par le sommetS c de l’oculaire, ne serait pas devie par ce dernier et passerait par C. La direction S cC fixel’angle α′ d’emergence du faisceau de rayons emergeant de l’oculaire. Ainsi, a la limite des
 angles petits devant 1 de sorte que tanα ≈ α et tanα′ ≈ α′, α =FcC
 f ′bet α′ = −
 FcCf ′c
 .
 D’ou l’expression de G a demontrer. Cette configuration est interessante en ce que les imagesne sont pas inversees, contrairement a ce qui se produit avec les oculaires convergents.
 7. Un monde quantique 1 :
 experiences et interpretations fondamentales
 Exercice 1
 1 eV ≈ 1, 6 × 10−19 J ; h ≈6, 63 × 10−34
 1, 6.10−19 ≈ 4, 14 × 10−15 eV.s ;
 hc ≈ 4, 14 × 10−15 × 3 × 108 eV.m et 106 fois plus en eV.µm, soit environ 1, 24 eV.µm.Cette valeur est interessante car elle fixe immediatement les ordres de grandeurs de l’energie
 des photons dans le visible : de1, 240, 8
 = 1, 55 eV a1, 240, 4
 = 3, 05 eV.
 Exercice 2Pour obtenir des details a l’echelle intramoleculaire (d ≈ 0, 1 nm), la longueur d’onde duphoton doit etre de l’ordre de grandeur de d. D’apres la relation de Planck - Einstein :
 E =hcλ
 ; E ≈1, 2410−4 = 12, 4 keV.
 Exercice 3D’apres le principe de Bohr et la relation de Planck - Einstein, l’energie du photon doit etre
 exactement egale a la difference des energies initiale et final : E2 − E1 =3E0
 4=
 hcλ12
 ; d’ou
 λ12 =4hc3E0
 . A.N. : λ12 ≈ 0, 122 µm (ultraviolet).
 8. Un monde quantique 2 :
 introduction a la fonction d’onde
 Exercice 1Dans l’equation de Schrodinger, le laplacien n’opere que sur la partie spatiale de la fonctiond’onde (derivations par rapport aux seules coordonnees spatiales) :
 ∆ψ(−→r , t
 )= ∆
 (ϕ(−→r )χ(t)
 )= χ(t)∆ϕ(−→r ).
 La derivee partielle par rapport au temps n’opere que sur la partie temporelle de la fonction
 d’onde :∂ψ
 ∂t=∂(ϕχ)∂t
 = ϕ(dχdt
 ). L’equation devient :
 −~2
 2 mχ(t) ∆ϕ(−→r ) + V(−→r ) χ(t)ϕ(−→r ) = i ~ϕ(−→r )
 dχdt
 (t).
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 En divisant ses deux membres par ϕ(−→r )χ(t), on obtient :
 −~2
 2 m1
 ϕ(−→r )∆ϕ(−→r ) + V(−→r ) = i ~
 1χ(t)
 dχdt
 (t).
 Or, le membre de gauche est fonction des seules coordonnees spatiales et celui de droite,fonction uniquement du temps. L’equation ne peut etre satisfaite, quels que soient −→r et t, quesi chaque membre est egal a une meme constante ayant la dimension d’une energie, c’est elleque l’on prend pour E. D’ou la forme de χ(t) annoncee.
 Exercice 2Soit l’equation aux valeurs propres a une dimension :
 d2ϕ
 dx2 +2mE~2 ϕ = 0
 Supposons l’energie negative et posons :−1δ2 =
 2mE~2 · L’equation devient :
 d2ϕ
 dx2 −1δ2 ϕ = 0.
 de solution : ϕ(x) = A e−x/δ + B ex/δ (ou A et B sont des constantes a determiner par les condi-tions aux limites). Or, aux limites ϕ(0) = ϕ(L) = 0, d’ou A = B = 0. Ainsi, la fonction d’onded’un etat stationnaire d’energie negative est nulle : il n’y a pas d’etat propre a E < 0 pour leprobleme envisage.
 10. Notions fondamentales d’electricite 2 :les lois generales
 Exercice 1Loi des nœuds, i1 + i4 + i5 = i2 + i3, d’ou : i3 = i1 + i4 + i5 − i2. A.N. : i3 = 0, 30 A.− dans les branches 1 et 3, intensites > 0 donc electrons partant du nœud dans branche 1 et yarrivant dans branche 3 ;− dans les autres branches, les intensites < 0 donc electrons se deplacant dans le sens desconventions d’orientation.
 Exercice 2Sens de parcours de la maille : sens trigo. direct, les tensions ayant leur convention dans lememe sens sont : uAB et uDE ; les autres ayant une convention de sens contraire.Loi des mailles : uAB + uDE = uCB + uDC + uAE . Si sens de parcours : sens horaire, les deuxgroupes definis precedemment permutent et la loi des mailles demeure identique.uAB = uCB + uDC + uAE − uDE . A.N. : uAB = −3, 5 V.
 11. Notions fondamentales d’electricite 3 : les dipoles
 Exercice 1Une discontinuite d’energie dans un systeme physique a un instant t0 signifie une puissanceinstantanee appelee par le systeme a cet instant infinie car :
 p(t0) = lim∆t→0
 E(t0 + ∆t) − E(t0)∆t
 avec un numerateur non nul alors que le denominateur tend vers 0 : physiquement denue desens.
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 Exercice 2
 Ee =12
 C U2. A.N. : Ee =12× 10−6 × 502 = 1, 25 mJ.
 Exercice 3ZL = jLω ; en convention recepteur : u(t) = ZLi(t). Ainsi, |u(t)| = |ZL i(t)| = |ZL|.|i(t)| ;
 or, |u(t)| = Um =√
 2 Ue, |i(t)| = Im =√
 2 Ie et |ZL| = Lω, d’ou : Ie =Ue
 Lω.
 A.N. : Ie = 5/(47.10−3 × 2 π × 500) ≈ 33, 9.10−3 A = 33, 9 mA.
 Lois horaires : u(t) = 5√
 2 cos(1000πt +
 π
 2
 )V, et
 i(t) = 33, 9√
 2 cos (1000πt) mA car ϕi = 0 (reference) et ϕu − ϕi = arg ZL.
 12. Notions fondamentales d’electricite 4 :circuits lineaires du premier ordre
 Exercice 1• La loi des nœuds, apres fermeture de l’interrupteur, donne : I0 = iR(t) + iC(t). La tension
 u(t) est commune au trois dipoles, iR(t) =u(t)R
 et iC(t) = Cdudt
 (t) d’ou l’equation differentiellesur u(t) :
 I0 =u(t)R
 + Cdudt
 (t) soit RI0 = u(t) + τdudt
 (t) en posant τ = RC.
 La solution de l’equation est egale a la somme de la solution particuliere up(t) et de la solu-tion generale ug(t) de l’equation homogene.up(t) est de meme nature que le second membre, constant : up(t) = RI0. ug(t) = A e−t/τ, ouA est la constante d’integration determinee sur la solution complete, a l’aide de la conditioninitiale. Ainsi, u(t) = RI0 + A e−t/τ.
 • Comme u(0) = 0 (le condensateur est initialement decharge et la tension a ses bornes estcontinue) : RI0 + A = 0 d’ou A = −RI0.
 Ainsi : u(t) = RI0
 (1 − e−t/τ
 ); iR(t) = I0
 (1 − e−t/τ
 )et iC(t) = I0 e−t/τ.
 • A l’ouverture de l’interrupteur, le condensateur se decharge dans la resistance.
 iR(t) = −iC(t), u(t) = RiR(t) et iC(t) = Cdudt
 (t). D’ou l’equation sur u(t) :
 0 = u(t) + RCdudt
 (t),
 La nouvelle condition initiale sur u(t), en posant t = 0 a l’instant d’ouverture de l’interrup-teur : u(0) = RI0. D’ou u(t) = RI0 e−t/τ.
 Exercice 2
 • La loi des nœuds donne : I0 = iR(t) + iL(t) ; iR(t) = u(t)/R et u(t) = LdiL
 dt(t).
 On a le choix de former l’equation differentielle sur u(t) ou sur iL(t) :
 I0 = iL(t) +LR
 diL
 dt(t).
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 Elle se resout de la meme maniere qu’a l’exercice 1. La continuite du courant electrique dansla bobine se traduit par : iL(0) = 0.
 Au final, iL(t) = I0
 (1 − e−t/τ
 )avec τ = L/R et iR(t) = I0 e−t/τ.
 Le courant electrique de la source passe au depart integralement dans le resistor ohmique puispeu a peu se dirige vers la bobine pour ensuite passer integralement dans la bobine.
 • A l’ouverture de l’interrupteur, les equations electriques du circuit deviennent :
 iR(t) = −iL(t), iR(t) = u(t)/R et u(t) = LdiL
 dt(t). D’ou :
 0 = iL(t) +LR
 diL
 dt(t),
 avec iL(0) = I0 si l’on suppose que l’on avait laisse le temps au regime transitoire de sederouler completement dans la phase precedente. D’ou iL(t) = I0 e−t/τ.
 13. Oscillateurs amortis
 Exercice 1Le resume donne les definitions de la pulsation propre ω0 et du facteur de qualite Q. D’apres
 les equations (13-1) et (13-3) regissant un oscillateur mecanique amorti, ω20 =
 km
 etω0
 Q=λ
 md’ou :
 Q =mω0
 λ=
 √kmλ·
 D’apres les equations (13-2) et (13-3) de l’oscillateur electrique amorti, ω20 =
 1LC
 etω0
 Q=
 RL
 d’ou :
 Q =Lω0
 R=
 1R
 √LC·
 Exercice 2Le retour a l’equilibre de l’oscillateur amorti - electrique ou mecanique - s’effectue selon leregime critique si son facteur de qualite Q = 1/2, soit (d’apres la question 1) λ = 2
 √kM.
 A.N. : λ ≈ 31, 6.103 kg.s−1.
 Exercice 3• L’intensite maximale complexe du courant electrique dans la maille est determinee par lerapport de la tension maximale complexe a l’impedance complexe de la maille :
 Z = R + j(Lω −
 1C ω
 ). Soit, en posant la pulsation propre ω2
 0 =1
 L C, le facteur de qualite
 Q =Lω0
 Ret la pulsation reduite x =
 ω
 ω0:
 I =Um
 R·
 j xQ
 1 − x2 + j xQ
 =Um
 R·
 1
 1 + j Q(x − 1
 x
 )|I| = Im, et Ie =
 Im√
 2.
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 • Q =1R
 √LC
 , soit, numeriquement Q ≈ 10, 01 ; les valeurs de x = 2π f√
 LC correspondant
 a chacune des deux frequences sont, x1 ≈ 0, 5886 et x2 ≈ 1, 373. Les intensites efficacescorrespondantes sont : I1 ≈ 5, 3 mA et I2 ≈ 9, 0 mA.
 • Ue = |ZR mboxou L ouC |.Ie aux bornes de chacun des elements du montage.
 resistance bobine condensateur|Z| a f1 (en Ω) 120 707 2040
 tension efficace |Z|I1 (en V) 0, 64 3, 7 11|Z| a f2 (en Ω) 120 1650 874
 tension efficace |Z|I2 (en V) 1, 1 15 7, 9
 14. Filtrage lineaire
 Exercice 1
 La fonction de transfert d’un filtre passe-bas du 1er ordre est de la forme : H(ω) =1
 1 + j τω
 ou, avec x =ω
 ω0=
 ff0
 , on a : H(x) =1
 1 + j x. Um,s = |H(x)|Um,e.
 Numeriquement x =53
 ; d’ou Um,s ≈ 2, 6 V.
 Exercice 2
 La frequence de resonance d’un tel filtre est f0 =1
 2π√
 LC; A.N. : f0 ≈ 5, 7 kHz.
 La largeur de bande est definie comme : ∆ f =f0Q
 avec Q =1R
 √LC
 ;
 A.N. : Q ≈ 2, 72 d’ou ∆ f ≈ 2, 01 kHz.
 15. Mecanique 1 : cinematique du point materielet du solide
 Exercice 1• Le calcul de la vitesse est l’application de son expression (15-4) en coordonnees cartesiennes :
 Pour 0 6 t < 5 s, −→v M :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣vx(t) = x(t) = 3vy(t) = y(t) = 4vz(t) = z(t) = 0
 Pour 5 s 6 t < 10 s, −→v M :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣x(t) = 3 + 0, 42 (t − 5)y(t) = 4 + 0, 56 (t − 5)z(t) = 0
 chacune de ces composantes etant exprimee en m.s−1.
 • De meme, le calcul de l’acceleration est l’application de l’expression (15-7) sur les memesintervalles :
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 −→a M :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣vx(t) = 0vy(t) = 0vz(t) = 0
 , −→a M :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣vx(t) = 0, 42vy(t) = 0, 56vz(t) = 0
 chacune de ces composantes etant exprimee en m.s−2.
 • La composante suivant Oz du vecteur position est nulle a chaque instant, donc la trajec-toire du point materiel est plane, contenue dans le plan xOy.
 De 0 6 t < 5 s, l’elimination du temps entre x(t) et y(t) conduit a la relation y =43
 x ; pour la
 periode suivante, la meme demarche conduit a y =43
 x.
 Ainsi, la trajectoire complete est un segment de la meme droite sur les deux intervalles, par-courue a vitesse constante pendant le premier intervalle et selon un mouvement uniformementaccelere pendant le second.
 + Si vous n’avez pas remarque la proportionnalite de y a x dans la seconde phase, il suffitd’exprimer t en fonction de x a partir de la premiere composante, de prendre la solution en tqui est dans le bon intervalle temps et de l’inserer dans y(t). Quand les calculs semblent unpeu longs, peut-etre y a-t-il une simplification plus ou moins masquee.
 Exercice 2L’expression de la vitesse en coordonnees cylindriques conduit a :
 −→v M :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣vr(t) = 0vθ(t) = aωvz(t) = v
 et vM =√
 v2 + (aω)2.
 et le vecteur acceleration :
 −→a M :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ar(t) = − aω2
 aθ(t) = 0az(t) = 0
 et aM = aω2.
 La vitesse et l’acceleration sont constantes en normes, mais elles changent de direction a tousles instants, en demeurant orthogonales entre elles.La projection de la trajectoire de M dans xOy est le cercle de rayon a et de centre O ; sonequation cartesienne est x2 + y2 = a2.Le mouvement projete sur xOy est circulaire uniforme ; celui le long de Oz est rectiligne uni-forme. Le mouvement est helicoıdal.
 16. Mecanique 2 : dynamique du point materiel
 Exercice 1
 . Tout n’est pas dit dans l’enonce, il ne faut donc pas hesiter a prendre des initiatives :supposer galileen (si ce n’est pas explicitement dit, il faut le sous-entendre) le referentielterrestre dans lequel le mouvement est etudie et choisir un repere de projection commodedans le referentiel.
 • Ainsi, l’axe Oz est dirige suivant −→g et l’axe Ox est tel que −→v 0 soit contenue dans le planxOz : −→v 0 = v0 (cosα−→e x + sinα−→e z). Le point de lancement y a pour coordonnees (0, 0,H) et
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 celui d’impact une cote z = 0.Le bilan des forces exercees sur M se resume a son poids −→P = m−→g = −m g−→e z.
 • Dans le referentiel Rg galileen, le principe fondamental de la dynamique conduit a :
 md−→vdt
 =−→P soit
 d−→vdt
 = −→g
 • −→g etant un vecteur constant, l’equation est integree, compte tenu des conditions initiales,en −→v (t) = −→g t +−→v 0. La vitesse −→v (t) etant la derivee par rapport a t du vecteur position −−→OM(t),son integration par rapport au temps donne :
 −−→OM(t) =12−→g t2 + −→v 0 t +
 −−→OM0
 ou −−→OM0 = H −→e z est le vecteur position a l’instant initial.
 • Les equations horaires de M sur les trois axes sont :
 −−→OM(t) :
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣v0 cosα t
 0
 H + v0 sinα t −12
 g t2
 La trajectoire de M est plane, contenue dans le plan xOz.La portee Π du tir est l’abscisse du point d’impact au sol de M (z = 0). Or, z(tp) = 0 a poursolution positive :
 tp =v0 sinα +
 √v2
 0 sin2 α + 2 g H
 g
 Π = x(tp) = v0 cosαv0 sinα +
 √v2
 0 sin2 α + 2 g H
 g
 La portee est extremale, a v0 fixee, pour les valeurs de α telles quedΠ
 dα= 0, soit :
 0 = v0 cos 2α +sinα (v2
 0 cos 2α − 2 g H)√v2
 0 sin2 α + 2 g H
 Posons u0 = (2 g H)/v20, l’expression precedente est reecrite :
 u0
 cos 2α− 1 =
 √1 +
 u0
 sin2 α
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 L’etude du signe du membre de gauche de la relation precedente montre que, si u0 > 1, il y aune solution α ∈
 ]0 ;
 π
 4
 [; sinon la solution est α ∈
 ]α0 ;
 π
 4
 [ou cos 2α0 = u0.
 Le membre de gauche est strictement croissant de u0 − 1 (ou 0 si u0 < 1) a +∞ ; celui de
 droite est strictement decroissant de +∞ (ou de
 √1 + u0
 1 − u0si u0 < 1) a
 √1 + 2u0. ∀u0 > 0.
 Les courbes representatives des deux membres ne possedent qu’une seule intersection.
 On resout l’equation en posant w = sin2 α ; il vient : sinα =1
 √u0 + 2
 et une portee maxi-
 male :
 Π =v2
 0
 g
 √1 +
 2 g Hv2
 0
 Si H = 0, on retrouve la portee classiquev2
 0
 g·
 Exercice 2• Le referentiel du laboratoire est suppose galileen.Faisons le bilan des forces appliquees a la masse m : son poids −→P = m−→g et la tension −→T du fildirigee de la masse vers O. Le repere le plus approprie est celui de coordonnees cylindriques :−−→OM(t) = l−→e r, −→e z etant perpendiculaire au plan d’oscillation du pendule.Dans ce repere, −→P = m g (cos θ(t)−→e r − sin θ(t)−→e θ) et −→T = −T −→e r.
 • Le principe fondamental de la dynamique applique a la masse fournit l’equation differentiellevectorielle du mouvement suivante :
 md−→vdt
 =−→P +−→T
 En projection sur −→e r et −→e θ et avec r = l = cste :
 −m l θ2(t) = m g cos θ(t) − T
 m l θ(t) = −m g sin θ(t)
 L’equation differentielle du mouvement est l’equation differentielle en θ(t) ou n’apparaissentaucunes forces inconnues. Les forces de reaction, de tension des fils, etc, ... ne sont acces-sibles qu’une fois les caracteristiques du mouvement determinees.
 θ(t) +gl
 sin θ(t) = 0.
 • A la limite des petites oscillations autour de θ = 0, sin θ ≈ θ et l’equation du mouvementdevient : θ(t) +
 glθ(t) = 0. On y reconnaıt une equation differentielle lineaire du 2nd ordre
 a coefficients constants caracteristique d’un oscillateur harmonique. Les petites oscillations
 sont ainsi periodiques, de periode 2 π
 √lg
 et independante des conditions initiales, pourvu
 que l’approximation faite demeure valide au cours du mouvement.
 17. Mecanique 3 : point de vue energetique
 Exercice 1
 La dimension de β est celle d’une force multipliee par le carre d’une longueur : M.L3.T−2.
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 L’energie potentielle est exprimee a partir de la relation : dEp(x) = −−→f (x).dx−→e x.
 Pour x < xB, dEp(x) = −β
 (x − xB)2 dx est integree en Ep(x) =β
 x − xB+ C, ou C est une
 constante d’integration determinee par les conditions aux limites choisies.L’energie potentielle est censee s’annuler a l’infini (sur cet intervalle x → −∞), d’ou C = 0.
 Pour x > xB, une demarche similaire conduit a Ep(x) = −β
 x − xB.
 Les expressions obtenues sur chaque intervalle sont resumees par l’expression de Ep(x) :
 Ep(x) =−β
 |x − xB|pour tout x , xB
 Exercice 2
 • La force de rappel elastique derive de l’energie potentielle Ep,e(x) =12
 k (x − l0)2.L’energie potentielle totale dont derive la resultante des forces s’exercant sur le point estla somme de toutes les energies potentielles :
 Ep(x) = −β
 |x − xB|+
 12
 k (x − l0)2.
 Les positions d’equilibre du point materiel, s’il en existe, sont celles dont l’abscisse x verifiedEp
 dx(x) = 0 :
 pour l0 < x < xB,β
 (x − xB)2 − k (x − l0) = 0
 pour xB < x, −β
 (x − xB)2 − k (x − l0) = 0
 Lorsque x > xB le membre de gauche est toujours negatif : il n’y a pas de solution reelle al’equation et donc pas de position d’equilibre : la premiere force et celle de rappel elastiquesont toutes deux dirigees vers la gauche.
 ∀ x ∈ [l0; xB[, la fonction x 7→β
 (x − xB)2 est croissante de β/(l0 − xB)2 a +∞ ; la droite
 x 7→ k (x − l0) croissante de 0 a k (xB − l0).
 • Pour 0 < k < kl, les deux courbes ont une intersection vide : la premiere force l’emportetoujours sur la seconde et le point materiel se dirige vers xB.
 • Si k = kl les deux courbes se coupent en un point C tel que la droite x 7→ k (x − l0) y esttangente a l’autre courbe. La position d’equilibre est stable a gauche : si le point materiel estdeplace a gauche de la position d’equilibre, la premiere force l’emporte sur la force de rappeldu ressort et ramene le point materiel vers la droite ; il en est de meme si le point materiel
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 est deplace a droite de sa position d’equilibre, donc la position est instable a droite puisquela resultante des forces qui s’exercent sur le point l’en eloigne. Ainsi, C est une positiond’equilibre instable. Le calcul donne, en C d’abscisse xC :
 β
 (xC − xB)2 = k (xC − l0) et −2 β
 (xC − xB)3 = k
 soit xC = (2 l0 + xB)/3.
 • Lorsque k > kl, les deux courbes se coupent en deux points, A1, d’abscisse xA1 < xC et A2,d’abscisse xA2 > xC . La fonction derivee seconde est :
 Ep” : x 7→2 β
 (x − xB)3 + k
 La position relative des courbes montre que Ep”(xA1 ) > 0, donc que la position A1 est stable.Un raisonnement similaire mene en A2 amene a conclure a son instabilite.
 18. Mecanique 4 : mouvement des particules chargees
 Exercice 1• La force de gravitation entre deux protons de masse mp a une distance r l’un de l’autre apour intensite fg, extraite de la loi de gravitation universelle :
 fg =Gm2
 p
 r2 ·
 Elle est toujours attractive.
 • La force electrostatique de Coulomb qui s’exerce entre eux, a la meme distance, a pourintensite fe :
 fe =1
 4 π ε0·
 e2
 r2 ·
 Elle est toujours repulsive. Leur rapport vaut :
 fefg
 =e2
 4 πε0·
 1Gm2
 p
 qui est independant de la distance entre les protons.
 Numeriquement, e ≈ 1, 6.10−19 C et mp ≈ 1, 66.10−27 kg, d’oufefg≈ 1, 25 × 1036.
 L’interaction gravitationnelle est negligeable dans les mouvements de particules chargees de-vant la force electrostatique.
 Exercice 2La partie magnetique de la force de Lorentz apparaıt comme homogene au produit q v B :
 [q v B] = [ f ]. On en deduit que [q B] = [fv
 ], d’ou la dimension de l’expression de R :[m vq B
 ]=
 [m v2
 f
 ].
 Or, [m v2] est la dimension d’une energie, donc d’un travail, soit le produit d’une force parune longueur, [ f ].[l] ou l est une longueur. Ce qui confirme que R a bien la dimension d’unelongueur.
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 19. Mecanique 5 : dynamique de rotation
 Exercice 1Soit un point materiel M, de masse m et anime d’une vitesse −→v R dans un referentiel R ; soitun axe de rotation passant par A de direction −→u ∆ ; le moment cinetique du point M par rapporta l’axe ∆ dans le referentiel R est, par definition, egal a :
 L∆(M/R) = −→u ∆ .−→L A(M/R),= −→u ∆ . (
 −−→AM ∧ m−→v R)Soit B un autre point de ∆, calculons :
 −→u ∆ .−→L B(M/R = −→u ∆ . (
 −−→BM ∧ m−→v R).
 Attendu que −−→BM =−−→BA +
 −−→AM ; attendu que le produit vectoriel est distributif par rapport al’addition, ainsi que le produit scalaire.
 −→u ∆ . (−−→BM ∧ m−→v R) = −→u ∆ . (
 −−→BA ∧ m−→v R) + −→u ∆ .(−−→AM ∧ m−→v R).
 Attendu que le produit mixte −→u ∆ . (−−→BA ∧ m−→v R) est aussi egal a m−→v R . (−→u ∆ ∧
 −−→BA) ; attenduque A et B appartenant tous les deux a l’axe ∆, le vecteur −−→AB est colineaire a −→u ∆, leur produitvectoriel est nul. Nous pouvons conclure que :
 −→u ∆ .−→L B(M/R) = −→u ∆ .
 −→L A(M/R)Ce qui demontre l’independance du moment du point par rapport a l’axe du choix du point Asur l’axe.
 Exercice 21. Le systeme tourne dans le sens de rotation conventionnellement choisi si θ > 0. Le mo-ment du couple moteur doit etre positif et celui du couple resistant de frottement solide doits’opposer a cette rotation :M f > 0 de sorte que −M f < 0.
 2. Le theoreme du moment cinetique autour d’un axe fixe prend la forme donnee par la rela-tion (19-11) . Les moments des efforts exterieurs qui s’exercent sur le solide sont : le momentdu couple moteur,Mm ; le moment des efforts des paliers sur le solide, traduit par le couple defrottement solide −M f et le moment du couple de frottement fluide − λ θ. Ainsi, le theoremes’exprime :
 Jd2θ
 dt2 =Mm λdθdt
 ou J ω =Mm −M f − λω,
 ou ω = θ.
 3. Pour que la mise en rotation se produise, il faut que le moment du couple moteur soitsuperieur au moment du couple de frottement solide : Mm > M f . Nous supposerons cettehypothese. satisfaite.L’equation enω est une equation differentielle lineaire du premier ordre a coefficients constants
 avec second membre ; notons τ =Jλ· La solution de l’equation en ω est, en supposant la
 vitesse angulaire nulle a l’instant initial est :
 ω(t) =
 (Mm −M f
 λ
 ).(1 − exp
 (−
 tτ
 )).
 La vitesse angulaire tend vers une vitesse limite. L’integration de ω(t) donne l’evolution del’angle de rotation en fonction du temps. En supposant l’angle nul a l’instant initial, il estegal, aux instants ulterieurs, a :
 θ(t) =
 (Mm −M f
 λ
 ) (t + τ
 (exp
 (−
 tτ
 )− 1
 )).
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 La courbe representative de θ(t) tend vers la droite asymptote d’equation :
 θ =
 (Mm −M f
 λ
 )(t − τ)
 avec laquelle elle est pratiquement confondue au bout de 5τ.
 20. Mecanique 6 : champs de force centrale
 Exercice 1D’apres la relation (20-3), la constante des aires est donnee par C = r2 θ exprimee a n’im-porte quel instant si le mouvement se fait sous l’effet d’une force centrale, donc en particuliera l’instant initial. Il en resulte que C = r2
 0 θ0 et le moment cinetique initial en O du pointmateriel est egal a m C −→e z, puisque le rayon vecteur initial et le vecteur vitesse initial sontdans le plan xOy.
 Exercice 2
 • L’energie potentielle associee a la force centrale est Ep(r) = −kr
 . D’apres (20-5), l’energiepotentielle effective du point materiel est :
 Ee f f =m C2
 2 r2 −kr
 Si l’energie mecanique initiale du point materiel est E(1)m 0 > 0, le mouvement radial est illi-
 mite : r ∈ [r1 ; +∞] ; au cours du mouvement, le point materiel contourne le centre de force.L’etat du point materiel est un etat de diffusion.
 • Si elle est E(3)m 0 < E
 (2)m 0 < 0, le mouvement radial du point materiel est limite : r ∈ [rm; rM] ;
 le point materiel tourne autour du centre de force qui l’attire, se rapprochant de lui au mieuxa la distance rm et s’en eloignant au pire a la distance rM , la vitesse angulaire se deduisant dela constante des aires. L’etat du point materiel est un etat lie.
 • Enfin, si elle est egale a E(3)m 0, le mouvement est circulaire de rayon r3 et donc uniforme
 autour du centre de force. Il s’agit d’un etat lie particulier.
 21. Mecanique 7 : champs newtoniens de force centrale
 Exercice 1Le resultat sera donne par la troisieme loi de Kepler. Sans donnees numeriques sur la massede la Terre, on se souvient du lien entre acceleration de la pesanteur g et la masse de la Terre :
 GMR2
 T
 ≈ g
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 RT etant le rayon terrestre. Ainsi, la troisieme loi devient :
 (RT + h)3
 T 2 =g R2
 T
 4 π2 soit T =
 √4 π2 (RT + h)3
 g R2T
 A.N. : T ≈2 π
 6, 4 × 106 .
 √(6, 75 × 106)3
 9, 8≈ 5500 s ou 1 h 32 min environ.
 + Les distances doivent etre exprimees en metres ; le temps recueilli est alors en secondes.
 La vitesse du satellite sur son orbite circulaire vaut :
 v =2 π (RT + h)
 T= RT
 √g
 RT + h
 A.N. : v ≈ 6, 4 × 106 ×
 √9, 8
 6, 75 × 106 ≈ 7, 7 × 103 m.s−1 ou 7, 7 km.s−1.
 Exercice 2
 L’apogee ha et le perigee hp ayant les valeurs donnees, le demi-grand axe a = RT +ha + hp
 2de l’ellipse orbitale a la meme valeur que precedemment. L’energie mecanique du satellite nedependant que de ce parametre (cf. (21-8)), elle vaut :
 Em =12
 m v2 −GM mRT + h
 = −GM m
 2a
 ou v est la vitesse du satellite lorsqu’il est a l’altitude h au-dessus de la surface de la Terre,h ∈ [hp ; ha]. Soit :
 v ≈ RT
 √ga
 √RT + ha + hp − h
 RT + hAinsi, a son apogee, h = ha, sa vitesse est egale a
 va ≈ RT
 √ga
 √RT + hp
 RT + ha
 et au perigee, h = hp, elle vaut :
 vp ≈ RT
 √ga
 √RT + ha
 RT + hp
 A.N. : va ≈ 7, 68 km.s−1 et vp ≈ 7, 75 km.s−1.
 . La masse du satellite n’intervient pas dans la determination des vitesses.
 22. Le champ magnetique et son actionsur les courants electriques
 Exercice 1La norme du moment magnetique est, d’apres sa definition, M = N i S .Numeriquement : M = 250 × 0, 15 × 2 × 10−3 = 75 mA.m2.
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 Exercice 2
 • Le moment du couple qui s’exerce sur un moment magnetique −→M place dans un champmagnetique uniforme vaut (cf. (22-6)) est
 −→M =
 −→M ∧ −→B .Pour que ce dernier soit maximal, il suffit que le moment magnetique, donc la normale auplan des spires de la bobine, ait une direction orthogonale a celle du champ magnetique. Sanorme vaut alorsM = M B, soit :M = 75 × 10−3 × 35 × 10−3 = 2, 625 × 10−3 N.m.
 • Le moment du poids d’une masse m suspendue a l’extremite d’un levier horizontal delongueur d a pour norme m g d. La masse dont le moment du poids est identique au momentdes actions du champ magnetique sur la bobine plate est :
 m =M Bg d
 • Application numerique : m =2, 625 × 10−3
 9, 8 × 0, 1≈ 2, 7 g.
 23. Lois de l’induction
 Exercice 11. Analyse du probleme• Supposons le systeme initialement au repos. La masse M entraıne par l’intermediaire dufil la barre ; cette derniere se deplace dans les lignes de champ du champ magnetique. Ainsi,la surface de la boucle constituee de la barre, de la resistance et des portions de rails entreelles varie au cours du temps et par consequence le flux du champ magnetique a travers laboucle.Il apparaıt donc selon la loi de Faraday une force electromotrice induite dans le circuit et uncourant induit. D’apres la loi de Lenz, les effets de ce courant induit - la force de Laplacequi s’exerce sur la barre dans le champ magnetique-, s’opposent aux causes qui lui ont donnenaissance : la force de Laplace sera dirigee probablement dans le sens du vecteur de base−−→e y, ce qui ralentira la progression de l’equipage constitue de la masse M et de la barre.
 • Supposons que le referentiel de l’experience soit galileen pour y appliquer le theoreme dela resultante cinetique a la barre et a la masse (deux equations mecaniques non triviales) etdeterminer l’equation electrique du circuit equivalent (une equation electrique).
 2. Mise en equation• Appelons y(t) la position de la barre ; orientons le courant electrique d’intensite i dans lesens de −→e x. Si la barre progresse de dy selon −→e y, la masse M progresse de la meme quantiteselon −−→e z.
 La tension du fil au niveau de la masse m est notee −→T = T −→e y ; transmise en intensite parle fil inextensible, sans masse et passant par la gorge d’une poulie sans inertie tournant sansfrottement autour de son axe de rotation, elle s’exprime au niveau de la masse M : −→T
 ′
 = T −→e z.
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 • Bilan des force sur la barre : son poids (compense par la reaction des rails, supposee di-rigee selon −→e z), la tension du fil T −→e y et la force de Laplace − i B l−→e y.Le theoreme de la resultante cinetique applique a la barre et projete sur le direction −→e y setraduit par :
 m y = T − i l B (1)
 Bilan des forces sur la masse M : son poids −M g−→e z et la tension du fil T −→e z.Le theoreme de la resultante cinetique applique a la masse M et projete sur la direction −→e z setraduit par :
 −M y = −M g + T ou M y = M g − T (2)
 (1) + (2) membre a membre donne :
 (m + M) y = M g − i l B (3)
 Phenomenes d’induction : L’orientation de i impose celle de la normale orientee au plandu circuit, a savoir −−→e z ; le vecteur surface du circuit est ainsi −→S = − l y−→e z. Le champmagnetique est −→B = B−→e z, son flux Φ a travers le circuit est donc :
 Φ =−→S .−→B = −l B y
 Selon la loi de Faraday, la force electromotrice induite vaut :
 e = −d Φ
 dt= l B y
 Elle est representable par une source de tension dont la fleche de convention est dans le memesens que i. Le courant induit dans le circuit est donc i =
 eR
 et donne l’equation electrique :
 i =l BR
 y (4)
 En remplacant i dans (3) par son expression issue de (4), nous obtenons l’equation differentiellesur y suivante :
 (m + M) y +B2 l2
 Ry = M g
 On reconnaıt une equation differentielle lineaire du premier ordre en y, a coefficients constantset avec second membre constant. La constante de temps τ qui gouverne sa solution generaleen exp(−t/τ) est :
 τ =(m + M) R
 B2 l2
 et sa solution particuliere est egale a sa vitesse de regime permanent :
 v∞ = yp =R M gB2 l2
 .
 Exercice 2Le champ magnetique cree par la bobine principale peut etre evalue par l’expression donnantla valeur du champ magnetique a l’interieur d’un solenoıde infiniment long :
 B1 ≈ µ0Nl
 i1(t)
 • Son flux a travers les spires de la bobine plate, l’orientation des normales aux plans des
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 spires etant colineaire et de meme sens que le champ magnetique cree, est egal a :
 Φ2 = N′ S ′ B1 = µ0N N′ S ′
 li(t) = M i1(t)
 A.N. : M ≈ 25 mH.
 • Le courant electrique dans la bobine 1 varie au cours du temps ; le champ magnetique qu’ilcree a la meme variation dans le cadre de l’A.R.Q.S. Son flux Φ2 = M i1 a travers les spiresde la bobine plate varie donc et induit, selon la loi de Faraday, une force electromotrice e2(t)a ses bornes. En convention recepteur, la tension aux bornes de la seconde bobine sera :
 u2(t) = − e2(t) =d Φ2
 dt= M
 di1dt
 La tension aux bornes de la bobine est periodique, de periode 10 ms. Pour t ∈ [0 ; 4 ms[ :
 u2 = 25 × 10−3 50 × 10−3 − (−50 × 10−3)4 × 10−3 − 0
 = 0, 625 V
 Pour t ∈ [4 ms ; 10 ms[ :
 u2 = 25 × 10−3 −50 × 10−3 − 50 × 10−3
 10 × 10−3 − 4 × 10−3 ≈ −0, 42 V
 24. Thermodynamique 1 : description des systemesa l’equilibre
 Exercice 1• M = 18 g.mol−1 designe la masse molaire de l’eau ; NA = 6, 02.1023 mol−1 le nombred’Avogadro ; V = 1, 5 L, le volume de la bouteille d’eau ; ρ = 1 g.cm−3 sa masse volumique ;Vo le volume des masses d’eau oceaniques.
 • La bouteille contient la masse d’eau m = ρV , soit n = ρV/M moles d’eau et N =nNa = ρVNA/M molecules d’eau marquees. Ces molecules sont censees se repartiruniformement dans le volume Vo des eaux oceaniques, ou elles sont alors en concentration
 c =NVo
 molecules par unite de volume. Si l’on remplit a nouveau la bouteille d’eau melangee,
 il y aura en moyenne N′ = c V molecules de l’eau marquee dans cette bouteille, soit :
 N′ =ρV2NA
 M Vo·
 Evaluons le volume Vo des eaux oceaniques en faisant l’hypothese qu’elles recouvrent 70 %de la surface S = 4 πR2
 T du globe sur une epaisseur h d’environ 4500 m. Soit Vo = 0, 7×4π×(6, 4 × 106)2 × 4500 ≈ 1, 62 × 1018 m3 ou 1, 62 × 1021 L.
 • A. N. : N′ =≈ 46, 4 × 103. Une mole contient ainsi entre 46 000 et 47 000 fois plusde molecules qu’il n’y a de bouteilles de 1, 5 L dans les oceans ! Un verre d’eau de 20 cLcontiendrait probablement entre 820 et 830 molecules de son contenu initial !
 Exercice 2Il s’agit d’appliquer avec les bonnes unites la loi des gaz parfaits pour une quantite de matiereegale a n = 1 mole. Le volume recherche est :
 Vm =R T
 p
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 A.N. : V =8, 314 × 293
 105 ≈ 24, 4 × 10−3 m3 ou 24, 4 L.
 Exercice 3Il s’agit d’une transformation isotherme. D’apres la premiere loi de Joule, l’energie interned’un gaz parfait n’est fonction que de sa temperature. Si cette derniere ne varie pas, l’energieinterne du gaz parfait ne varie pas non plus.
 25. Thermodynamique 2 : premier principe
 Exercice 1• Le gaz est soumis a une pression externe transmise par le piston et issue de la force de lapression atmospherique, p0 s, et du poids du piston m g. La pression exterieure est le rapportde la force resultante a la section du piston : pext = p0 +
 m gs
 .
 A.N. : pext ≈ 1, 0016 × 105 Pa.
 • Le piston etant a l’equilibre mecanique, la pression exterieure est egale a la pression du
 gaz, p = pext. Le volume se deduit de la loi des gaz parfaits : Vi =n R Ta
 pext.
 A.N. : Vi ≈ 4, 864 × 10−3 m3 soit 4, 864 L.
 • Le systeme est en contact avec une seule source de chaleur : sa transformation est mono-therme. Suffisamment lente pour etre consideree comme reversible, elle est donc isotherme.Le gaz etant parfait, il suit la premiere loi de Joule : son energie interne est restee constante.∆U = 0.Donc, d’apres le premier principe de la thermodynamique, W = −Q.La temperature finale est la meme que la temperature initiale : T f = Ta ; son volume est divise
 par deux : V f =Vi
 2; d’apres la loi des gaz parfaits, sa pression a du doubler : p f = 2 pext.
 Le travail des forces de pression recu par le gaz vaut :
 W = −
 ∫ V f
 Vi
 pext dV = −
 ∫ V f
 Vi
 p dV = −
 ∫ V f
 Vi
 n R Ta
 VdV = n R Ti ln
 (Vi
 V f
 )A.N. : W = 0, 2 × 8, 314 × 293 ln 2 ≈ 338 J. Q = −338 J.Le gaz a recu du travail lors de la compression qu’il evacue par transfert thermique a traversla paroi pour demeurer en equilibre thermique avec le thermostat exterieur.
 Exercice 2• La transformation est monobare et monotherme. Au cours de celle-ci, le gaz est en contactavec le thermostat, mais n’est plus en equilibre avec lui a tous instants.La pression externe qui s’exerce sur lui n’est plus due qu’a la pression atmospherique et aupoids du piston qui ferme le cylindre, soit pext = p0 +
 m gs
 . La pression du gaz n’est alors plusun parametre d’etat pendant la transformation ; elle ne le redevient qu’une fois l’equilibreretabli.
 • La temperature finale est egale a la temperature initiale ; la pression finale est celle audepart de l’exercice 1, donc son volume est redevenu le volume de depart. Le gaz est parfait,donc sa variation d’energie interne au cours du retour a l’etat de depart est nulle.Le travail recu des forces de pression vaut W = − pext (Vi − V f ).A.N. : W ≈ −243, 6 J.
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 • La variation d’energie interne etant nulle, l’echange thermique est oppose au travail recu :Q = −W, soit Q = 243, 6 J. Le thermostat doit fournir au gaz l’energie que ce dernier perden augmentant son volume afin que l’equilibre thermique entre le gaz et lui se retablisse.
 • Le retour a l’etat de depart de maniere irreversible n’a pas permis de recuperer l’integralitedu travail de compression fourni au gaz au cours de la transformation reversible.
 Exercice 3La transformation est une mise en equilibre thermique dans un calorimetre adiabatique a pres-sion constante. La variation de l’enthalpie du systeme constitue de l’eau et du fer est egaleau transfert thermique recu de l’exterieur au cours de l’evolution : ∆H = Q. Negligeant lesfuites thermiques, Q = 0, et ∆H = 0. L’enthalpie est une fonction d’etat extensive, elle estdonc egale a la somme de l’enthalpie de l’eau et de celle du fer et leurs variations s’ajoutentaussi :
 ∆H = ∆Heau + ∆H f er
 Les deux constituants sont des phases condensees ; la variation d’enthalpie de chacune d’ellesest le produit de sa capacite thermique par sa variation de temperature : l’eau passe de latemperature initiale Te a la temperature finale d’equilibre Teq et le fer, de la temperature ini-tiale TF a la temperature finale Teq. Ainsi :
 ∆Heau = me c(e)p (Teq − Te) et ∆H f er = mF c(F)
 p (Teq − TF). D’ou :
 ∆H = me c(e)p (Teq − Te) + mF c(F)
 p (Teq − TF) = 0
 soit la temperature d’equilibre :
 Teq =me c(e)
 p Te + mF c(F)p TF
 me c(e)p + mF c(F)
 pA.N. : Teq ≈ 33, 6 C.
 . Verifiez que l’injection des temperatures en kelvins dans le calcul redonne unetemperature en kelvins equivalente a celle donnee ci-dessus en degres Celsius.
 26. Thermodynamique 3 : changements d’etat
 Exercice 1Exemple d’exercice sur les changements d’etats ou il faut emettre des hypotheses pour etablirun bilan energetique avec une (des) condition(s) de validation des hypotheses.
 • Pour une masse de glace suffisamment faible, l’equilibre du systeme est un etat liquidea la temperature d’equilibre 0 C < T f < Te. La mise en equilibre se deroule a pressionconstante, sans transfert thermique avec l’exterieur (calorimetre adiabatique, Q = 0) ; l’en-thalpie du systeme est constante :
 ∆H = 0 = ∆Hs + ∆Hl
 ou ∆Hs est la variation d’enthalpie de l’eau initialement sous forme de glace et ∆Hl la varia-tion d’enthalpie de l’eau initialement liquide.
 • La glace se rechauffe jusqu’a sa temperature de fusion T f g = 0 C a la pression at-mospherique normale, puis elle fond a T f g et l’eau produite se rechauffe jusqu’a la temperaturefinale. La variation d’enthalpie de cette masse d’eau au cours de ces transformations succes-sives est ainsi :
 ∆Hs = mg cp,g (T f g − Tg) + mg L f + mg cp,e (T f − T f g)
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 L’eau initialement liquide dans le calorimetre se refroidit de Te a T f ; son enthalpie varie de :
 ∆Hl = me cp,e (T f − Te)
 Ainsi, la temperature finale T f est egale a :
 T f =mg T f g + me Te
 mg + me− mg
 cp,g (T f g − Tg) + L f
 (mg + me) cp,e
 L’expression de T f n’est valide que si elle est superieure a T f g, soit pour une masse de glaceinitiale :
 mg 6me cp,e (Te − T f g)
 cp,g (T f g − Tg) + L f= mg1
 Lorsque la masse de glace depasse mg1, une partie de celle-ci ne fond pas et l’equilibre finalest un systeme diphase constitue d’eau liquide et de glace a sa temperature de fusion. Danscette hypothese et en appelant mg f la masse de glace non fondue, la variation d’enthalpie del’eau solide est :
 ∆Hs = mg cp,g (T f g − Tg) + (mg − mg f ) L f ;
 celle de l’eau liquide est :∆Hl = me cp,e (T f g − Te)
 La temperature finale est T f g et la masse de glace restante telle que :
 mg cp,g (T f g − Tg) + (mg − mg f ) L f + me cp,e (T f g − Te) = 0
 avec 0 6 mg f 6 mg. Soit :
 mg f = mg
 (1 +
 cp,g (T f g − Tg)L f
 )+
 me cp,e (T f g − Te)L f
 D’ou :
 mg1 6 mg 6me cp,e (Te − T f g)
 cp,g (T f g − Tg)= mg2
 Au dela de mg2, la glace n’a pas fondu et une partie de l’eau liquide initiale s’est solidifiee.L’equilibre final du systeme est encore un equilibre liquide - solide a sa temperature de fu-sion. Dans cette hypothese, en appelant ml f la masse d’eau liquide finale a T f g, les variationsd’enthalpies de la glace et de l’eau liquide initiales sont respectivement :
 ∆Hs = mg cp,g (T f g − Tg)
 ∆Hl = me cp,e (T f g − Te) − (me − ml f ) L f
 ∆Hs + ∆Hl = 0, soit une masse d’eau liquide ml f egale a :
 ml f = me +me cp,e (Te − T f g) − mg cp,g (T f g − Tg)
 L f
 qui doit verifier : 0 6 ml f 6 me, soit un intervalle de masse de glace mg :
 mg2 6 mg 6me cp,e (Te − T f g) + me L f
 cp,g (T f g − Tg)= mg3
 Enfin, au dela de mg3, l’eau liquide a ete refroidie jusqu’a T f g puis s’est solidifiee. Le systemeest entierement solide a la temperature d’equilibre T f < T f g. Les variations d’enthalpie de laglace et de l’eau liquide initiales sont respectivement :
 ∆Hs = mg cp,g (T f − Tg)
 ∆Hl = me cp,e (T f g − Te) − me L f +p,g (T f − T f g)
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 La temperature finale de la glace est :
 T f =mg T f g + me Te
 mg + me+ me
 cp,e (Te − T f g) + L f
 (mg + me) cp,g
 Les limites de l’equilibre diphase sont donc mg1 et mg3.
 Exercice 21. La masse volumique de l’ethanol liquide est ρl = d ρeau ou ρeau est la masse volumique del’eau liquide a 20 C, voisine de 1000 kg.m−3. Le volume massique est l’inverse de la masse
 volumique : vl =1
 d ρeau. Ainsi, vl ≈ 1, 267 L.kg−1.
 La vapeur d’ethanol a la pression de vapeur saturante a 20C est censee se comporter commeun gaz parfait : exprimons son volume molaire et son volume massique, vv, en divisant levolume molaire par la masse molaire Meth de l’ethanol :
 Vn
 =R Tps
 et vv =R T
 Meth ps
 A.N. : vv =8, 314 × 293
 46 × 10−3 × 58, 7 × 103 ≈ 0, 9022 m3.kg−1
 2. Soit V ′ le volume d’ethanol liquide introduit dans l’enceinte et m la masse correspondante :
 m =V ′
 vl, soit m = 3, 945 g. Le volume massique de la substance repartie dans le volume V
 de l’enceinte est v =Vm
 , egal a 0, 2535 m3.kg−1. On constate que vv > v > vl donc le liquides’est partiellement vaporise.
 La fraction massique liquide de l’ethanol est donne par la regle des moments : xl =vv − vvv − vl
 soit xl ≈ 0, 720 et sa fraction massique vapeur, xv =v − vl
 vv − vlsoit xv ≈ 0, 2800.
 3. La chaleur fournie par le thermostat au liquide pour qu’il se vaporise a la temperature de20C est Qv = mv Lv = m xv Lv.A.N. : Qv = 3, 945 × 0, 2800 × 925 ≈ 1, 02 kJ.
 Remarque 1 : Autre maniere de faire : determiner par la loi des gaz parfaits la pression pque l’ethanol, suppose vaporise, aurait dans l’enceinte a la temperature donnee : si p > ps, lesysteme est diphase ; si p < ps, tout le liquide s’est vaporise.
 Remarque 2 : Il n’y a pas d’autre echange que la chaleur Qv absorbee par l’ethanol liquidepour etre vaporise, l’enceinte etant initialement vide. La partie d’ethanol qui se vaporise n’aa lutter contre aucune force de pression exterieure.
 27. Thermodynamique 4 : second principe
 Exercice 11. • La transformation est monotherme reversible, elle est donc isotherme. Le gaz etantsuppose parfait, le doublement de sa pression initiale conduit a une division par deux de son
 volume initial, V f =Vi
 2·
 La variation de l’entropie d’un gaz parfait, en fonction de la temperature et de la pression est :
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 ∆S =n Rγ − 1
 ln
 T γf p1−γ
 f
 T γi p1−γ
 i
 Or T f = Ti = T0 et p f = 2 pi, d’ou :
 ∆S = −n R ln(
 p f
 pi
 )= −n R ln 2
 A.N. : ∆S = − 0, 2 × 8, 314 × ln 2 ≈ −1, 153 J.K−1.
 • La variation d’entropie du thermostat est ∆S th =Qth
 T0ou Qth est l’energie echangee par
 lui avec le gaz : Qth = −Q. Or, le gaz est parfait, il suit donc la premiere loi de Joule etsa variation d’energie interne est nulle. D’apres le premier principe de la thermodynamique,il en resulte que W = −Q, W etant le travail recu par le gaz lors de la compression. Ainsi,Qth = W.
 • La transformation est une suite d’equilibres au cours desquels la pression du gaz est enpermanence egale a la pression exterieure ; le travail est donc donne par :
 W = −
 ∫ Vi/2
 Vi
 n R T0
 VdV = n R T0 ln 2
 Il en resulte que ∆S th = n R ln 2. La variation d’entropie de l’univers est egale a ∆S + ∆S th =0, conformement au caractere reversible de la transformation.
 2. • La transformation est monotherme. La temperature finale d’equilibre du gaz est egalea sa temperature initiale. Sa pression est egale a la pression du debut, p0 . Donc, le gaz auraretrouve ses caracteristiques initiales p0, Vi et T0.Comme il retrouve son etat initial, sa variation d’entropie est opposee a celle de la transfor-mation precedente. Ainsi, ∆S = 1, 153 J.K−1.Le travail fourni par le gaz au cours de son expansion vaut, puisque pext = p0 est :
 W = −
 ∫ Vi
 Vi/2pext dV = −
 p0 Vi
 2= −
 n R T0
 2
 A.N. : W = −0, 2 × 8, 314 × 300
 2≈ −250 J.
 • Comme sa temperature a l’equilibre est de nouveau T0, son energie interne n’a pas varieet le transfert thermique que le gaz a recu de la part du thermostat est Q = −W. La variation
 d’entropie du thermostat a la meme expression generale que precedemment : ∆S th =WT
 A.N. : ∆S th =−250300
 ≈ −0, 833 J.K−1.
 • La variation d’entropie de l’univers vaut ∆S + ∆S th, soit 0, 32 J.K−1. Elle est bien stric-tement positive comme l’on s’y attend, en vertu du second principe de la thermodynamique,pour l’univers, systeme isole, subissant une transformation irreversible.
 Exercice 2Nous avons donne l’expression de la variation d’entropie d’une phase condensee (cf. formule(27-8) ). L’entropie est une fonction extensive : sa variation pour un systeme constitue dedeux phases est la somme des variations d’entropie pour chacune d’elles. Le calorimetre etaitadiabatique, son contenu n’avait aucun echange thermique avec l’exterieur : la variation d’en-tropie de l’univers est par consequence egale a celle du systeme. Ainsi,
 ∆S u = ∆S = ∆S eau + ∆S f er
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 or
 ∆S = me c(e)p ln
 (Teq
 Te
 )+ mF c(F)
 p ln(
 Teq
 TF
 )A.N. : ∆S = 250 × 4, 19 × ln
 (273 + 33, 6273 + 20
 )+ 100 × 0, 449 × ln
 (273 + 33, 6273 + 350
 )≈ 15, 7 J.K−1.
 • La variation d’entropie de l’univers est strictement positive, conformement au caractereirreversible de la mise en equilibre thermique des deux corps.
 + Si dans l’expression donnant la temperature d’equilibre, il est possible de laisser lestemperatures en degre Celsius, il est imperatif qu’elles soient exprimees en kelvins dans lesvariations d’entropie.
 28. Thermodynamique 5 : les machines thermiques
 Exercice 11. Le moteur cyclique ditherme fonctionne de maniere reversible si son rendement est egal
 au rendement de Carnot ηC = 1−T f
 Tc. A.N. : ηC = 1−
 293450≈ 0, 349. Le rendement du moteur
 est strictement inferieur a cette valeur donc le moteur fonctionne de maniere irreversible.
 2. Le travail fourni par cycle Wcycle est egal a l’oppose du rapport de la puissance divisee parle nombre de cycle par seconde soit :
 Wcycle = −P
 n(en cycles / s)
 A.N. : Wcycle = −105.103 × 60
 2250= −2800 J.
 D’apres la definition du rendement η, la source chaude a fourni au moteur −Wcycle/η soit28000, 32
 = 8750 J. La machine a echange avec la source froide la chaleur Q f = −W − Qc, soit :
 Q f = −5950 J.
 3. L’entropie creee a chaque cycle est la difference entre la variation de l’entropie de la ma-chine et l’entropie echangee :
 S c = ∆S cycle −Q f
 T f−
 Qc
 Tc
 A.N. : S c ≈ 0, 863 J.K−1 a chaque cycle.
 Exercice 21. L’application du premier principe de la thermodynamique aux systemes ouverts se faiten considerant que l’energie interne et l’enthalpie de l’eau sont des fonctions de la seuletemperature, donc h2 − h1 = 0 ; que la conduite est adiabatique donc q = 0 et Q = 0. Il enresulte que wu = 0 et W = 0.Or, le travail massique utile est la somme du travail massique fourni par l’eau a la turbine weet du travail massique recu des forces de pesanteur wp = g H, donc we = −g H et We = D weavec D = ρeau s V . Ainsi :
 we = −ρeau s V g H d’ou We = −162, 5 MW.
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 La puissance sur la turbine est negative car elle est comptabilisee du point de vue du fluidequi la lui apporte. L’eau aurait accelere au terme de sa chute si elle n’avait pas cede de lapuissance a la turbine.
 2. Le premier principe applique aux systemes ouverts doit prendre en compte cette dissipa-tion thermique sous la forme d’une chaleur massique echangee q = −1, 7 kJ.kg−1. D’ou :
 w′e + wp + q = 0 soit w′e = −wp − q
 A.N. : w′e = −9581, 5 J.kg−1 et W ′e ≈ −138 MW.La difference correspond a une perte d’efficacite d’environ 15 % de la chute.
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 Chimie
 Antoine Lavoisier, 1743-1794
 Considéré comme un des pères de la chimie moderne, il a énoncéla première version de la loi de conservation de la matière.
 Il fit d’importantes recherches sur la composition de l’eau (dont il appelales composants oxygène et hydrogène) et le processus de combustion
 (encore l’oxygène).
 Il participa (avec Claude Louis Berthollet) à une nouvelle nomenclaturechimique qui a servi de base au système actuel.
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1 Systemes physico-chimiques
 1. Les trois etats de la matiere
 Principalement, on distingue trois etats de la matiere.
 1.1 Gaz
 C’est l’etat physique le plus desordonne, les especes chimiques sont en forte agitation et treseloignees les unes des autres.
 1.2 Liquide
 L’etat liquide est plus ordonne que l’etat gazeux. Les especes chimiques sont reparties irregulierement,la distance separant les especes est de l’ordre de grandeur de l’espece chimique ce qui permetleur deplacement de proche en proche.
 1.3 Solide
 Trois structures a l’etat solide existent :
 • Solide cristallinL’espece chimique est organisee de facon reguliere, elle s’organise de facon periodique dansl’espace.Plusieurs organisations existent. On parle de varietes allotropiques.
 • Solide amorpheLes especes chimiques se distribuent de facon aleatoire.Il n’y a aucun ordre.La structure est proche de celle de l’etat liquide mais les especes chimiques sont figees.
 • Solide semi-cristallinIl y a presence de zones cristallines ordonnees et de zones amorphes desordonnees.
 2. Differentes transformations
 Il existe trois types de transformations.
 2.1 Transformations physiques
 L’espece chimique change de phase ou de varietes allotropiques.
 Exemples : H2O(l)→ H2O(g) ; C(s, diamant)→ C(s, graphite)
 2.2 Transformations chimiques
 Plusieurs especes chimiques reagissent pour donner d’autres especes.Dans une transformation chimique, les electrons se reorganisent.
 Exemple : H2(g) +12
 O2(g)→ H2O(g)
 2.3 Transformations nucleaires
 La transformation nucleaire concerne les noyaux des atomes.
 Exemple : 22688 Ra→ 4
 2He + 22286 Rn
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 3. Diagrammes d’etat (P, T)
 En fonction des conditions de pression et de temperature, l’espece chimique se presenterasous une ou plusieurs phases. Le diagramme isochore (V = constante), P = f(T) permet dedeterminer l’etat physique de l’espece.
 3.1 Allure du diagramme isochore P = f(T)
 3.2 Commentaires• Aux fortes pressions, les phases condensees sont presentes : solide puis liquide.• Aux plus faibles pressions, c’est l’etat gazeux qui est stable.• Au point t, appele point triple, coexistent les trois phases liquide, solide et gazeuse.• Le point C se nomme point critique. Pour T > TC et P > PC , on est dans le domaine dufluide supercritique. Les fluides supercritiques sont de plus en plus utilises en chimie car ilsproposent une alternative de chimie respectueuse de l’environnement (ex : utilisation du di-oxyde de carbone supercritique pour permettre l’extraction de composes apolaires).
 3.3 Exemple d’utilisation d’un fluide supercritique
 Comparaison de l’extraction de la cafeine par fluide supercritique ou par une methode clas-sique de solvant :
 Extraction par le dioxyde de carbone su-percritique Extraction par solvant (ex : hexane)
 la cafeine est tres soluble dans le CO2supercritique
 la cafeine est soluble dans un solvant orga-nique
 le CO2 est non toxique le solvant est souvent toxique
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 TC(CO2) = 31C, PC(CO2) = 74 bars ; lafaible temperature ne denature pas les qua-lites des extraits
 l’extraction est realisee a temperatured’ebullition des solvants
 separation facile : Une fois le composeextrait, il suffit de diminuer la pression.Lorsque le dioxyde de carbone n’est plus al’etat supercritique, les extraits precipitentcar ils ne sont plus solubles dans le dioxydede carbone gazeux.
 separation par elimination du solvant parvaporisation. Il y a risque de presence desolvant residuel.
 4. Qu’est-ce qu’un constituant physico-chimique ?
 Un constituant physico-chimique correspond a :
 une espece chimique une phase donnee
 Atome (ex. Argon, Helium)Molecule (ex. dioxyde de carbone CO2)Ion (ex. ion chlorure Cl−)Particule (electron, particule α =4
 2He . . .).
 On definit une phase comme un domaineou des grandeurs telles la temperature,la pression (grandeurs dites intensives,independantes de la quantite de matiere)varient de facon continue dans l’espace.Principalement, on retrouve les trois etatsde la matiere : gaz, liquide, solide.
 Exemple : H2O(l), H2O(g) forment deux constituants physico-chimiques.
 5. Systemes physico-chimiques
 5.1 Generalites
 • Un systeme physico-chimique peut comprendre plusieurs constituants physico-chimiques(especes chimique + etat physique).
 ExemplesH2O(l) + Ethanol(l) forme un systeme physico-chimiqueH2O(v) + Ethanol(v) forme un autre systeme physico-chimique.
 • Si une seule espece chimique est presente, on parle d’un corps pur. Si plusieurs especesinterviennent, il s’agit d’un melange.
 5.2 Les melanges
 Pour decrire les melanges, il convient d’utiliser des grandeurs pertinentes.Considerons le melange de N especes chimiques A1, A2, . . . , AN de quantite de matiere res-pectives n1, n2, . . . , nN . On definit ntot, la quantite de matiere totale du melange. Si le melangeest :
 • un solide ou un liquidePour decrire chaque espece Ai, on utilise plutot la fraction molaire definie par :
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 xi =ni
 n1 + n2 + · · · + nN=
 ni
 ntot·
 • une solution aqueuseOn utilise plutot la concentration molaire de l’espece Ai, definie par :
 [Ai] =ni
 Vou V est le volume de la phase aqueuse.
 • un gazOn definit la pression partielle Pi de l’espece Ai.
 Soit P la pression totale du systeme. La pression partielle Pi de l’espece Ai est la pressionqu’aurait Ai si l’espece etait pure dans le melange de volume V , a la temperature T .
 On suppose que le melange est un melange de gaz parfaits. Chaque espece chimique verifiela loi des gaz parfaits :
 Pi =ni R T
 Vavec
 Pi pression partielle de l’espece Ai en Pa,R = 8, 314 J.mol−1.K−1 appele constante des gaz parfaits,T, temperature en K,V, volume en m3.
 Relations :
 P =ntot R T
 V=
 ∑i
 ni R T
 V=
 ∑i
 Pi
 Pi
 P=
 ni
 ntot= xi =⇒ Pi = xi P (loi de Dalton).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Soit le systeme physico-chimique suivant dans un reacteur R : CO2(g) dequantite de matiere n1, CO2(aq) de quantite de matiere n2, HCO−3 de quantite de matiere n3 aT = 298 K, eau. Le seul gaz present dans le reacteur est le dioxyde de carbone.Quelles sont les grandeurs pertinentes permettant de decrire les differents constituants physico-chimiques du systeme ?Exprimez ces grandeurs en fonction des quantites de matiere.
 Exercice 2 : On considere un systeme physico-chimique en equilibre contenant du mo-noxyde de carbone (0, 5 mol), du dihydrogene (1 mol) et du methanol gazeux(0, 5 mol) a T = 309 C et P = 167 bar.Calculez les pressions partielles des differentes especes chimiques.
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2 Transformation chimique
 Une transformation chimique est une transformation au cours de laquelle des especes chi-miques disparaissent et de nouvelles apparaissent.Les especes qui disparaissent sont qualifiees de reactifs.Les especes qui apparaissent sont nommees les produits.La transformation chimique permet de passer d’un etat initial a un etat final.Pour pouvoir decrire l’evolution macroscopique du systeme, la transformation chimique estmodelisee par la reaction chimique dont on ecrit une equation.
 1. Ecriture de l’equation de reaction
 Pour ecrire l’equation de la reaction, il faut :
 ¶ Identifier les reactifs et les produits.
 · Placer les reactifs a gauche de l’equation, les produits a droite. Reactifs et produits serontsepares par une fleche (→) : reactifs→ produits.
 ¸ Afin d’assurer la conservation en nature et en nombre des elements chimiques, il convientd’ajuster les nombres stœchiometriques vi. Si un corps simple est present dans l’equation, ilvaut mieux terminer en ajustant le nombre stœchiometrique de cette espece.
 Exemple : MnO2(s) + 4HCl(g)→MnCl2(s) + 2H2O(l) + Cl2(g).
 Les nombres stœchiometriques seront definis comme des valeurs positives que le composesoit un reactif ou un produit.
 2. Avancement chimique ξ
 2.1 Description
 Pour decrire l’evolution de la transformation chimique modelisee par une seule reaction chi-mique, on utilise l’avancement chimique, ou avancement de la reaction, note ξ et valant :
 • pour un produit :
 ξ =ni − n0
 i
 vi(en mol)
 avec n0i = quantite de matiere de l’espece Ai a t = 0 ;ni = quantite de matiere de l’espece Ai a t.
 • pour un reactif :
 ξ =n0
 i − ni
 vi(en mol)
 avec n0i = quantite de matiere de l’espece Ai a t = 0 ;ni = quantite de matiere de l’espece Ai a t.
 2.2 Bilan
 Un bilan de matiere permet de preciser l’evolution du systeme.
 Exemple :
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 N2(g) + 3H2(g) = 2NH3(g)
 t = 0 n0N2
 n0H2
 n0NH3
 t n0N2− ξ n0
 H2− 3ξ n0
 NH3+ 2ξ
 3. Constante d’equilibre
 3.1 Definition
 Lorsque qu’au niveau macroscopique, on n’observe plus d’evolution des quantites de matieredes reactifs ou des produits, on en conclut que la transformation chimique a atteint un etatd’equilibre. On associe alors a l’equation de la reaction, une grandeur thermodynamique, ap-pelee constante d’equilibre notee K0.
 Cette grandeur ne depend que de la temperature K0(T ). A une temperature fixee, la constanted’equilibre est une constante.
 Avec la reaction chimique ν1A1 + · · · + νN AN → ν′1A′1 + · · · + ν′N A′N , on obtient :
 K0 =
 ∏produit j
 (a j
 )ν′jeq∏
 reactif i
 (ai
 )νi
 eq
 avec a j,eq activite des produits a l’equilibre ai,eq activite des reactifs a l’equilibre.
 . Puisque les activites sont adimensionnelles, la constante d’equilibre n’a pas d’unite.
 3.2 Expression des activites
 espece chimique phase Activite ai
 Espece chimique pure Ai liquide ou solide ai = 1
 gaz ai =Pi
 P0
 Pi : pression partielle en bar ;P0 = 1 bar
 Espece chimique Ai solution aqueuse diluee ai =Ci
 C0
 dans un melange Ci : concentration de Ai ;C0 = 1 mol.L−1
 gaz ai =Pi
 P0
 Pi : pression totale en bar ;P0 = 1 bar
 . Si l’on connaıt l’avancement ξe lorsque l’etat d’equilibre est atteint, il suffit d’expri-mer les activites des reactifs et des produits en fonction de ξe. Par report dans la constanted’equilibre, on peut calculer la valeur de K0.
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 3.3 Exemples
 • PCl3(g) + Cl2(g) = PCl5(g) K0 =PPCl5,eq P0
 PPCl3,eq PCl2,eq
 • 2Hg(l) + O2(g) = 2HgO(s) K0 =P0
 PO2,eq
 4. Quotient reactionnel• Lorsque qu’au niveau macroscopique, il y a evolution des quantites de matiere des reactifsou des produits, on associe a la reaction chimique une grandeur appelee quotient de reaction,notee Qr.
 • Avec la reaction chimique ν1A1 + · · · + νN AN → ν′1A′1 + · · · + ν′N A′N , on obtient :
 Qr =
 ∏produit j
 (a j
 )ν′jhors eq∏
 reactif i
 (ai
 )νi
 hors eq
 • La constante d’equilibre K0 et le quotient de reaction Qr different. K0 s’exprime a partirdes activites des especes lorsque l’etat d’equilibre est atteint, Qr est relie aux activites horsequilibre.
 • K0 ne depend que de la temperature alors que Qr depend de la temperature et de l’avan-cement chimique ξ : K0(T ) , Qr(T, ξ).
 5. Evolution d’une transformation chimique5.1 Sens d’une evolutionLorsque une transformation chimique est en evolution, on definit au niveau de l’equation dereaction deux sens :le sens direct (note + 1) qui va des reactifs vers les produits,et le sens indirect (note -1) qui va des produits vers les reactifs.
 5.2 Critere d’evolutionLa comparaison de la constante d’equilibre K0 et du quotient reactionnel Qr permet de predirel’evolution du systeme :Si Qr < K0 alors le systeme evolue dans le sens direct.Si Qr > K0 alors le systeme evolue dans le sens indirect.Si Qr = K0 alors le systeme n’evolue plus, il a atteint l’etat d’equilibre.
 6. Determination de la composition du systeme dansl’etat final
 Soit la reaction chimique
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 ν1A1 + · · · + νN AN → ν′1A′1 + · · · + ν′N A′N ,
 de constante d’equilibre K0, connue.
 Pour connaıtre la composition du systeme dans l’etat final, il faut :
 ¶ Dresser un bilan matiere aux instants t = 0 et t.
 · Exprimer la constante d’equilibre en fonction des activites des especes et de l’avancementa l’equilibre ξe.
 ¸ Resoudre l’equation et calculer ξe.
 Plusieurs cas sont alors possibles :
 • ξe = ξmax : on peut considerer que la transformation chimique est totale.
 • ξe < ξmax : on peut considerer qu’on atteint l’etat d’equilibre. La transformation chimiqueest dite limitee.
 • ξe > ξmax : cela est impossible, on a consomme le reactif limitant. La transformation chi-mique est totale mais on n’a pas atteint l’etat d’equilibre.Si on ajoute suffisamment de reactif limitant, le systeme evolue jusqu’a pouvoir atteindrel’etat d’equilibre.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Le carbonate de calcium CaCO3(s) se decompose en oxyde de calcium(II)CaO(s) et en dioxyde de carbone. L’equation de la reaction est :
 CaCO3(s) = CaO(s) + CO2(g).
 A T = 1100 K constante, la constante d’equilibre vaut : K(1100 K) = 1, 17. Le volume dureacteur est constant et vaut V0 = 10, 0 L.
 1. Calculez la pression de CO2(g) a l’equilibre P(CO2)rmeq a T = 1100 K. Deduisez-en laquantite de matiere de dioxyde de carbone a l’equilibre.
 2. Si on maintient la pression du dioxyde de carbone a 1, 0 bar, comment evolue le systeme ?
 3. Dans le reacteur on introduit n(CaCO3) = 1, 00times10−1 mol, determinez la compositionfinale du systeme. Est-on a l’equilibre ?
 4. Dans le reacteur on introduit n = 2, 00 × 10−1 mol, determinez la composition finale dusysteme. Est-on a l’equilibre ?
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 On considere un systeme ferme (sans apport ou retrait de matiere) a volume V constant.
 Soit la reaction chimiquev1A1 + · · · + vN AN → v′1A′1 + · · · + v′N A′N , (1)
 1. Facteurs cinetiques
 Un facteur cinetique est un parametre permettant d’influencer la vitesse d’une transforma-tion chimique. La temperature, la concentration des reactifs, la presence de catalyseurs, lalumiere sont des exemples de facteurs cinetiques.
 Generalement, une augmentation de temperature ou de concentration des reactifs accelerentla vitesse de la reaction chimique.
 2. Vitesse volumique globale d’une reaction chimique
 2.1 Expression avec l’avancement volumique xLa vitesse volumique globale v (en mol.L−1.s−1) d’une reaction chimique se definit a partir
 de l’avancement chimique molaire ξ (en mol) ou de l’avancement volumique x =ξ
 V(en
 mol.L−1) par :
 v =1V·
 dξdt
 =d ξ
 V
 dt=
 dxdt·
 2.2 Expression avec les concentrations des reactifs ou produits
 Du bilan matiere en concentration :
 ν1A1 + · · ·+ νnAn → ν′1A′1 + · · ·+ ν′nA′n
 t = 0 c1 cN c′1 c′1t c1 − ν1x cN − νN x c′1 + ν′1x c′1 + ν′N x
 on deduit pour tout i :
 d[Ai]dt
 =d(ci − νix)
 dt= −νi
 dxdt
 =⇒ v =dxdt
 = −1νi·
 d[Ai]dt
 d[A′i]dt
 =d(c′i + ν′i x)
 dt= ν′i
 dxdt
 =⇒ v =dxdt
 =1ν′i·
 d[A′i]dt
 En conclusion :
 v =1ν′1·
 d[A′1]dt
 = · · · =1ν′N·
 d[A′N]dt
 = −1ν1·
 d[A1]dt
 = · · · = −1νN·
 d[AN]dt
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 3. Vitesse de disparition et de formation
 3.1 Vitesse de formation d’un produit
 v f (A′i) =d[A′i]
 dt(en mol.L−1.s−1).
 3.2 Vitesse de disparition d’un reactif
 vd(Ai) = −d[Ai]
 dt(en mol.L−1.s−1).
 3.3 Relation entre vitesse globale de la reaction chimique et vitessede formation et disparition
 v =v f (A′1)ν′1
 = · · · =v f (A′N)ν′N
 =vd(A1)ν1
 = · · · =vd(AN)ν′N
 4. Ordre d’une reaction chimique
 4.1 Definition
 Soit la reaction chimiqueν1A1 + · · · + νN AN → ν′1A′1 + · · · + ν′N A′N , (1)
 La reaction admet un ordre si la vitesse s’ecrit sous forme d’un produit :
 v = k∏
 reactif i
 [Ai
 ]αi
 avec : αi = ordre partiel par rapport au reactif Ai (sans unite) ;∑αi = ordre global de la reaction chimique (sans unite) ;
 k = constante de vitesse de la reaction (unite : (mol.L−1)1−∑
 i αi .s−1 ).
 4.2 Commentaires
 • Generalement, αi n’a a priori aucun lien avec le nombre stœchiometrique vi.
 • Dans certains cas, les produits peuvent intervenir dans l’expression de la loi de vitesse.
 • La constante de vitesse k a une unite qui varie suivant la valeur de l’ordre global de lareaction.
 4.3 Exemples
 • CH3Cl + HO− → CH3OH + Cl− ; v = k[CH3Cl] [HO−]
 La reaction admet un ordre partiel par rapport a CH3Cl de 1, un ordre partiel par rapport aHO−, soit un ordre global de 2.
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 • H2(g) + Br2(g)→ 2HBr(g) ; v = k[H2] [Br2]
 12
 1 + k′[HBr][Br2]
 .
 La reaction est sans ordre car v ne peut pas s’exprimer sous la forme d’un produit de concen-trations de reactifs.
 5. Determination experimentale de l’ordre d’une reactionchimique
 Soit la reaction admettant un ordre : A + 2B→ C avec v = k[A]α.[B]β.
 5.1 Expression de v avec une seule variable de concentration
 Il existe principalement deux methodes.
 • Methode de degenerescence de l’ordre (methode d’isolement d’Ostwald)− On place en large exces un des deux reactifs, par exemple B devant A.− Au cours de la reaction : [B] ≈ const ≈ [B]0 ([B]0 : concentration initiale de B)
 − v = k [A]α.[B]β ≈ k [A]α.[B]β0.
 − On definit une constante apparente, kapp = k [B]β0.− Donc v = kapp [A]α n’est fonction que d’une variable de concentration.
 • Stœchiometrie des reactifs− On place B et A en proportion stœchiometrique : [B]0 = 2[A]0 ou [B]0 et [A]0 sont lesconcentrations initiales de B et A.− On a alors [B] = 2[A] a chaque instant.− On substitue dans l’expression de v, [B] par [A] :v = 2β.k [A]α+β = k′ [A]α
 ′
 (avec k′ = 2β k) n’est alors fonction que d’une variable de concen-tration.
 5.2 Relier la grandeur physique mesuree a la concentration [A] del’espece
 Pour determiner les ordres de la reaction, il faut suivre en fonction du temps la concentration[A]. Differentes methodes existent :
 • Methode chimique : en effectuant des prelevements a des dates precises, puis en dosantA, on peut acceder directement a [A] = f(t).
 • Methode physique : on mesure une grandeur physique au cours du temps (absorbance,conductivite, pression, . . .). Il s’agit de relier cette grandeur physique a la concentration del’espece pour obtenir la courbe [A] = f(t).
 5.3 Obtention de l’ordre grace a une methode judicieusement choi-sie
 Il existe plusieurs methodes pour determiner α si v = k [A]α.
 • Methode differentielle− On determine la vitesse de reaction a partir de [A] = f (t) :
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 v(t) = −1νA·
 d[A]dt
 = −pente de la tangente a la courbe en t
 νA·
 − De v = k [A]α on deduit : ln v = ln k + α ln[A]. il suffit de tracer la droite ln v = f(
 ln[A]).
 La pente de la droite donne l’ordre α et l’ordonnee a l’origine permet d’acceder a k.
 • Methode integraleOn suppose un ordre et on integre l’expression analytique de [A]. Puis, on la confronte auxresultats experimentaux. Distinguons 3 cas.
 α = 0
 Comme v = k [A]0 = k = −1νA·
 d[A]dt
 soit d[A] = −kνA dt,
 on tire :∫ [A]t
 [A]0
 d[A] = −
 ∫ t
 t=0kνA dt puis : [A]t = [A]0 − kνAt (1).
 Tracons a l’aide des valeurs experimentales la courbe [A] = f (t).
 Si on obtient une droite, l’ordre 0 est confirme, la pente permet de determiner k. S’il ne s’agitpas d’une droite, l’ordre 0 est infirme.
 α = 1
 Comme v = k [A] = −1νA·
 d[A]dt
 soitd[A][A]
 = −kνA dt,
 on tire :∫ [A]t
 [A]0
 d[A][A]
 = −
 ∫ t
 t=0kνA dt puis : ln[A]t = ln[A]0 − kνAt (2).
 Tracons a l’aide des valeurs experimentales la courbe ln[A] = f (t).
 Si on obtient une droite, l’ordre 1 est confirme, la pente permet de determiner k. S’il ne s’agitpas d’une droite, l’ordre 1 est infirme.
 α = 2
 Comme v = k [A]2 = −1νA·
 d[A]dt
 soitd[A][A]2 = −kνA dt,
 on tire :∫ [A]t
 [A]0
 d[A][A]2 = −
 ∫ t
 t=0kνA dt puis :
 1[A]t
 =1
 [A]0+ kνAt (3).
 Tracons a l’aide des valeurs experimentales la courbe1
 [A]t= f (t).
 Si on obtient une droite, l’ordre 2 est confirme, la pente permet de determiner k. S’il ne s’agitpas d’une droite, l’ordre 2 est infirme.
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 • Methode des temps de demi-reactionLe temps de demi-reaction est le temps, note t1/2, au bout duquel la moitie du reactif en defaut
 a disparu, soit [A]t1/2 =12
 [A]0.
 A l’aide des expressions (1), (2), (3) obtenues par la methode integrale, on peut calculer lestemps de demi-reaction :
 Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2 Ordre α , 1
 Expression de t1/2 t1/2 =[A]0
 2kνAt1/2 =
 ln 2kvA
 t1/2 =1
 2kνA[A]0t1/2 =
 2α−1 − 12kνA[A]α−1
 0dans le cas general
 Expression de t1/2 t1/2 =[A]0
 2kt1/2 =
 ln 2k
 t1/2 =1
 2k[A]0t1/2 =
 2α−1 − 12k[A]α−1
 0si vA = 1
 Commentairesα = 0 : t1/2 augmente avec [A]0 ; si on double [A]0, on double t1/2.α = 1 : t1/2 est independant de [A]0.α = 2 : t1/2 diminue avec [A]0 ; si on double [A]0, on divise t1/2 par 2.
 α , 1 : t1/2 est inversement proportionnel a [A]α−10 .
 L’evolution de t1/2 avec la concentration initiale de A permet donc de determiner α.
 . les desintegrations radioactives suivent des cinetiques d’ordre 1. On definit le temps dedemi-vie de l’isotope comme le temps a partir duquel la moitie de l’isotope s’est desintegre.
 6. Influence de la temperature
 6.1 Loi d’Arrhenius
 Les constantes de vitesse k des reactions chimiques sont des fonctions generalement crois-santes de la temperature.Une reaction suit la loi d’Arrhenius si sa constante de vitesse peut s’exprimer sous la formesuivante :
 k = A exp(−
 Ea
 R T
 )avec k = constante de vitesse ;
 A : facteur preexponentiel (unite de k) ;Ea : energie d’activation (J.mol−1) ;R = 8, 314 J. mol−1.K−1 (constante des gaz parfaits) ;T : temperature en K.
 . L’energie d’activation est une grandeur constante propre a la reaction qui representela barriere energetique a franchir pour que la reaction ait lieu.

Page 410
                        
                        

410 Chimie
 6.2 Determination d’une energie d’activation
 D’apres la loi d’Arrhenius : ln k = ln A −Ea
 R T·
 Pour determiner l’energie d’activation, il suffit d’obtenir k a differentes temperatures puis
 de tracer ln k en fonction de1T· La pente de la droite obtenue est −
 Ea
 Rce qui permet de
 determiner Ea.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On etudie la reaction de saponification suivante :CH3COOEt + HO− → CH3COO− + EtOH
 On se place dans les conditions stœchiometriques et on determine la concentration au coursdu temps des ions hydroxyde HO−.
 t(min) 0 15, 5 46, 4 108, 2 231, 8 479, 1
 [OH] mol.L−1 0, 100 0, 0500 0, 0250 0, 0125 0, 006 25 0, 003 125
 Determinez l’ordre global de la reaction.Confirmez ce resultat par une methode integrale. Deduirez-en la constante de vitesse.
 Exercice 2 : On s’interesse a la reaction de substitution nucleophile suivante :
 CH3CH2Br + HO− → CH3CH2OH + Br−.
 On a determine la constante de vitesse de cette reaction a differentes temperatures. En suppo-sant que cette reaction verifie la loi d’Arrhenius, determinez l’energie d’activation.
 t en K 298 300 325 350
 k en mol.−1.L−1.min−1 0, 090 0, 114 1, 78 18, 7
 Exercice 3 : Soit l’equation de la reaction suivante :
 RCl + EtO− → ROEt + Cl−
 Donnez les differentes definitions de la vitesse de la reaction en fonction des reactifs et desproduits.Si l’on connaıt la courbe [Cl−] = f(t), comment determiner la vitesse de la reaction ?Sachant que les reactifs ont ete places en proportion stœchiometrique, determinez l’ordre glo-bal de la reaction avec les donnees ci-dessous.
 t(min) 0 0, 1 0, 5 1, 0 2, 0 5, 0
 [RCl] mol.L−1 0, 1000 0, 0841 0, 0514 0, 0346 0, 0209 0, 0096
 Vitesse de la reaction v 0, 189 0, 134 0, 045 0, 0226 0, 0083 0, 0017mol.L−1.min−1
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4 Configuration electroniqued’un atome
 1. Modele de l’atome
 1.1 Constitution d’un atome
 Un atome est constitue d’un noyau et d’electrons.
 • Constitution du noyauLe noyau est forme de deux types de particules : les protons et les neutrons. Ces particulessont appelees des nucleons.
 Un proton porte une charge electrique positive, e = 1, 6 × 10−19 C.
 Un neutron est une particule neutre.
 Le noyau contient A nucleons, soit Z protons et A− Z neutrons ou A correspond au nombrede masse et Z au numero atomique.
 Le noyau porte donc une charge +Z.e.
 On symbolise le noyau par AZX ou X est le symbole de l’atome considere.
 C’est le numero atomique Z qui caracterise l’element chimique.
 • ElectronsUn electron porte une charge electrique negative, −e = −1, 6 × 10−19 C
 Il y a Z electrons dans un atome.
 1.2 L’atome, un ensemble electriquement neutre
 L’atome possede autant d’electrons que de protons. L’atome est donc globalement neutre.
 1.3 Une masse concentree dans le noyau
 Les protons et les neutrons ont des masses similaires mais largement superieures a la massed’un electron.
 neutron proton electron
 masse (kg) 1, 67 × 10−27 1, 67 × 10−27 9, 11 × 10−31
 La masse de l’atome est donc concentree dans le noyau.
 1.4 Structure lacunaire de l’atome
 La dimension du noyau est de 10−15 m, celle de l’atome du dixieme de nanometre soit 10−10
 m.
 L’espace entre le noyau et les electrons est essentiellement constitue de vide. On parle doncde structure lacunaire.
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 1.5 Isotopes
 • Deux noyaux sont dits isotopes s’ils ont meme numero atomique Z (meme element chi-mique) mais un nombre de neutrons A − Z differents.Exemple : 12
 6 C et 136 C.
 • La proportion des isotopes (exprimee en %) dans la nature est appelee abondance isoto-pique naturelle.Exemple : %(12
 6 C) = 98, 9 % et %(136 C) = 1, 1 %.
 • Les isotopes stables sont pourvus d’un noyau de structure stable, qui ne subit aucune mo-dification au cours du temps en l’absence d’apport d’energie exterieure.Au contraire, les isotopes radioactifs possedent un noyau instable qui se transforme spon-tanement en un autre par emission d’un rayonnement ou d’une particule.
 2. Definitions• Une entite chimique est un atome, un ion ou un groupe d’atomes lies (molecules, ions,radicaux).
 Exemple : entite chimique atomique : Fe ; entite chimique ionique : Fe2+ ; entite chimiquemoleculaire : H2O.
 • Une espece chimique est un ensemble d’entites chimiques identiques.
 • Un corps simple est un corps constitue d’un seul type d’atomes.Exemple : Fe et H2 sont deux corps simples. H2O n’est pas un corps simple car forme desatomes H et O.
 3. Energie electronique d’un atome
 3.1 Quantification de l’energie electronique
 L’energie electronique des atomes ne peut prendre que quelques valeurs particulieres, on parled’une quantification de l’energie electronique.
 On distingue donc differents niveaux d’energie electronique accessibles.
 3.2 Interaction matiere-rayonnement
 • Un atome peut absorber un photon et passer d’un niveau d’energie electronique Ei a unniveau electronique E j (avec Ei < E j).
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 Lors d’une absorption correspondant a une transition des niveaux electroniques Ei a E j, lafrequence ν (ou la longueur d’onde λ) du photon absorbe doit verifier :
 h ν = hcλ
 = E j − Ei
 ou c = 3 × 108 m.s−1 est la celerite de la lumiere, et h = 6, 63 × 10−34 J.s est la constante dePlanck.
 Lors d’une transition electronique, l’onde lumineuse absorbee appartient au domaine du vi-sible ou de l’ultra-violet.
 • Un atome excite peut emettre un photon en se desexcitant et passer d’un niveau d’energieelectronique Ei a un niveau electronique E j (avec Ei > E j).
 Lors d’une emission correspondant a une transition des niveaux electroniques Ei a E j, lafrequence ν (ou la longueur d’onde λ) du photon absorbe doit verifier :
 h ν = hcλ
 = Ei − E j
 4. Configuration electronique d’un atome
 4.1 Nombres quantiques
 La description de la matiere necessite un modele de mecanique quantique. Dans ce modele,l’etat d’un electron ou d’un atome est decrit par 4 nombres, nommes nombres quantiques etnotes n, l,ml et ms :
 • Le nombre quantique principal n est un nombre entier positif non nul ;
 • Le nombre quantique secondaire l est un entier positif ou nul inferieur strictement a n ;
 • Le nombre quantique magnetique ml est un entier relatif compris entre −l et +l ;
 • Le nombre quantique magnetique de spin ms peut prendre uniquement deux valeurs : +12
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 ou −12·
 4.2 Orbitales atomiques
 Etablir la configuration electronique d’un atome a l’etat fondamental, c’est donner la repartitiondes electrons de l’atome dans des sous-couches electroniques appelees orbitales atomiques.
 • Une orbitale atomique est caracterisee par les trois nombres quantiques (n, l, ml).
 • A la grandeur l, on associe un type d’orbitales atomiques :
 Valeur de l 0 1 2 3
 Type de l’OA s p d f
 • Comment determiner une orbitale atomique a partir des nombres quantiques (n, l, ml) ?
 Valeurs Valeurs Valeurs Nombres d’orbitales Nom de l’orbitalede n de l de ml atomiques (OA) dans atomique
 la sous-couche electronique
 n = 1 l = 0 ml = 0 1 OA (1 valeur de ml) 1s
 n = 2 l = 0 ml = 0 1 OA (1 valeur de ml) 2s
 l = 1 ml = −1 ou 0 ou 1 3 OA (3 valeurs de ml) 2px, 2py, 2pz
 n = 3 l = 0 ml = 0 1 OA (1 valeur de ml) 3s
 l = 1 ml = −1 ou 0 ou 1 3 OA (3 valeurs de ml) 3px, 3py, 3pz
 l = 2 ml = −2;−1 5 OA (5 valeurs de ml) 3dz2, 3d(x2 − y2)
 ml = 0; 1; 2 3dxy, 3dxy, 3dyz
 4.3 Configuration electronique a l’etat fondamental d’un atome
 Pour etablir la configuration electronique a l’etat fondamental, un principe et une regle doiventetre respectes.
 • Principe de Pauli
 Dans un atome, deux electrons ne peuvent avoir le meme nombre de quadruplet de nombresquantiques (n, l,ml,ms).
 Soit des electrons appartenant a une meme OA, ils ont donc les memes nombres quantiquesn, l,ml. Les electrons d’une meme OA ne se differentient que par le nombre quantique ms,
 qui ne peut prendre que 2 valeurs (+12
 ou −12
 ).
 Une orbitale atomique peut donc contenir au maximum deux electrons de nombres de spinms opposes.
 • Regle de KlechkowskiL’etat fondamental correspond a l’energie electronique minimale. La regle deKlechkowski permet d’obtenir l’ordre de remplissage des electrons dans les orbitales ato-
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 miques. C’est une regle empirique.
 On classe les orbitales atomiques par ordre de n + l croissant. Si deux OA ont la meme valeurde n + l, on commence par remplir l’OA de n le plus faible.
 La regle de Klechkowski peut se resumer par le schema mnemotechnique :
 Les valeurs de n + l sont constantes sur les droites representees en pointilles. L’ordre de rem-plissage des OA est donc : 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s . . .
 • ExempleConfiguration electronique a l’etat fondamental de : 16S et 26Fe.
 16S :
 (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)4
 1 seule OA ns donc 2e− au maximum dans uneOA ns3 OA dans une sous-couche np donc 6e− au maxi-mum dans la sous-couche np.
 26Fe :
 (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)65 OA dans une sous-couche nd donc 10e− aumaximum dans la sous-couche nd.
 • Regle de HundLa regle de Hund permet de prevoir la presence ou non d’electrons celibataires dans les orbi-tales atomiques.
 Quand des OA ont meme energie (OA dites degenerees) et que le nombre d’electrons nesuffit pas pour les remplir, l’etat de plus basse energie est obtenu en utilisant le maximumd’orbitales atomiques avec des spins paralleles.
 Exemple : le carbone 6C a pour configuration electronique (1s)2(2s)2(2p)2.
 Les 3 OA 2p ont meme energie. Dans le carbone, les 2e− ne suffisent pas a remplir les 3 OA2p. On aura donc a l’etat fondamental la repartition suivante dans les OA 2p :
 ↑ ↑
 2px 2py 2pz
 • Exception de la regle de KlechkowskiLa regle de Klechkowski est empirique et presente des exceptions. Ex : 24Cr
 D’apres la regle de Klechkowski, la configuration electronique attendue est :
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 (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p6(4s)2(3d)4.
 La configuration electronique reelle est :
 (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)1(3d)5.
 Cette exception peut s’expliquer par la stabilisation particuliere des sous-couches electroniquestotalement ou demi-remplie.
 5. Configuration electronique a l’etat fondamentald’un ion
 5.1 Cas des cations
 Pour obtenir la configuration electronique a l’etat fondamental d’un cation, on retire a l’atomele nombre d’electrons adequats. Les electrons sont retires aux sous-couches electroniques denombre quantique principal n le plus eleve.
 Exemple : Fe2+ ; la configuration electronique a l’etat fondamental de Fe2+ est :
 (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(3d)6.
 5.2 Cas des anions
 Pour obtenir la configuration electronique a l’etat fondamental d’un anion, on ajoute a l’atomele nombre d’electrons adequats. Pour determiner la configuration a l’etat fondamental, on res-pecte la regle de Klechkowski. Ex : 17Cl−.
 La configuration du chlore a l’etat fondamental est : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)5.
 La configuration des ions Cl− a l’etat fondamental est : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6.
 5.3 Prevision de la formule des ions
 Pour se stabiliser, un atome a tendance a gagner (en formant un anion) ou a perdre (en for-mant un cation) des electrons pour saturer ou vider une sous-couche electronique.
 Exemples :
 • Le soufre 16S, de configuration electronique (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)4 va facilement ga-gner deux electrons pour former l’ion S2− de configuration (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6.
 • Le sodium 11Na, de configuration electronique (1s)2(2s)2(2p)6(3s)1 va perdre un electronpour former l’ion Na+ de configuration (1s)2(2s)2(2p)6(3s)0.
 6. Electrons de valence, electrons de cœur
 Les electrons de valence sont ceux responsables de la reactivite des atomes.
 Les electrons de valence sont les electrons qui occupent les OA de nombre quantique le pluseleve et les OA en cours de remplissage.
 Les autres electrons sont les electrons de cœur.
 Exemples :
 17Cl : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)5 ; les electrons 3s, 3p sont les electrons de valence, les autressont les electrons de cœur.
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 17Fe : (1s)2(2s)(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)6 ; les electrons 4s, 3d (en cours de remplissage) sontles electrons de valence, les autres sont les electrons de cœur.
 32S2− : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6 ; les electrons 3s, 3p sont les electrons de valence de l’ion,les autres sont les electrons de cœur.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : 1. Le manganese admet a l’etat fondamental la configuration electronique sui-vante : 1s22s22p63s23p64s23d6.Precisez les electrons e cœur et les electrons de valence.
 2. Donnez les valeurs des nombres quantiques n, l associees aux orbitales atomiques 3d, 4set 2p.3. Ecrivez, si elle existe, le nom de l’orbitale atomique associee aux nombres quantiques sui-vants : (n = 3 , l = 2) ; (n = 4 , l = 4) ; (n = 2 , l = 0)
 Exercice 2 : Donnez la configuration electronique a l’etat fondamental des atomes ou ionssuivants. Soulignez les electrons de valence.• Atomes : 17Cl ; 26Fe ; 19K• Ions : K+ ; Cl− Fe3+.
 Exercice 3 : Quels ions sont susceptibles de se former a partir des atomes suivants :
 12Mg ; 17Cl ?
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 1. Presentation de la classification periodique
 La classification periodique se presente sous la forme d’un tableau de 7 lignes, appeleesperiodes et de 18 colonnes Le tableau est situe sur la page suivante.
 Les elements sont classes par ordre croissant de numero atomique Z. Chaque case du tableaucorrespond a un element.
 Voir tableau page suivante.
 . Pour les periodes 2 et 3, des phrases mnemotechniques permettent de retrouver leselements : Liliane Becha Bien Chez Notre Oncle Ferdinand Nestor et Napoleon MangeaAllegrement Six Poulets Sans Claquer d’Argent .
 2. Relation entre la classification periodique et la confi-guration electronique
 2.1 Commentaires
 • La structure de la classification est liee a la configuration electronique des elements.
 • Les 7 periodes suivent le remplissage des couches electroniques de n = 1 a 7.
 • La periode commence toujours par le remplissage de la sous-couche ns et se termine parune sous couche 1s dans la premiere periode ou une sous-couche np pour n > 1.
 2.2 Etude des periodes
 • La premiere periode correspond au remplissage de la couche 1s, soient deux elements : Hde configuration (1s)1 et He de configuration (1s)2.
 • La seconde periode correspond au remplissage des sous-couches 2s, 2p qui peuvent conte-nir 8 electrons donc 8 elements.
 • La troisieme periode correspond au remplissage des sous-couches 3s, 3p. Le remplissagedes 3d n’appartient pas a la troisieme periode car les OA 3d se remplissent apres les OA 4s.Il y a donc encore 8 elements dans la troisieme periode.
 • La quatrieme periode correspond au remplissage des sous-couches 4s, 3d et 4p. Il y adonc : 2 + 10 + 6 = 18 elements.
 • La cinquieme periode correspondra au remplissage des sous-couches 5s, 4d et 5p, lasixieme aux sous-couches 6s, 4 f , 5d et 6p (le remplissage de la couche 4 f est isole du ta-bleau), la septieme aux sous-couches 7s, 5 f , 6d et 7p (le remplissage de la couche 5 f estisole du tableau) (voir tableau plus loin).
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 2.3. Les differents blocs de la classification periodiqueDans la classification periodique, on peut donc distinguer des blocs : bloc s (colonnes 1 et 2),bloc d (colonnes de 3 a 12) et bloc p (colonnes de 13 a 18).
 3. Notion de famille chimique
 3.1 Famille chimique
 • Les atomes d’une meme colonne appartiennent au meme bloc et ont de plus des configu-rations electroniques de valence qui ne different que par le nombre quantique principal n. Ilsont donc un meme nombre d’electrons de valence.
 ExemplesO et S appartiennent a la colonne 16. Leurs configurations electroniques a l’etat fondamentalsont respectivement :
 816O : (1s)2(2s)2(2p)4 ; 16
 32S : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)4.
 Il y a donc 6 electrons de valence pour les deux elements et les configurations electroniquesde valence ne different que par n.
 • Dans la classification periodique, on distingue plusieurs familles :
 Colonne 1 : alcalins de configuration se terminant en ns1.
 Colonne 2 : alcalino-terreux de configuration se terminant en ns2.
 Colonne 17 : halogene de configuration se terminant en np5.
 . Pour connaıtre l’ordre des halogenes, on peut utiliser la phrase mnemotechnique :Flaubert Clama, je suis Brillant et Intelligent.
 Colonne 18 : gaz rare Les gaz rares ont leurs sous-couches pleines, en particulier np6.
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 3.2 Determination du nombre d’electrons de valence
 On peut connaıtre le nombre d’electrons de valence d’un element d’une famille chimique enconnaissant la place dans la classification periodique.
 • Si l’element appartient aux blocs s ou d le nombre d’electrons de valence correspond aunumero de la colonne.
 • Si l’element appartient au bloc p, le nombre d’electrons de valence s’obtient en retran-chant 10 au numero de la colonne.
 ExemplesCa se trouve dans la colonne des alcalino-terreux (colonne 2), il appartient au bloc s et a donc2 electrons de valence.
 Co se trouve dans la colonne 9, il appartient au bloc d et a donc 9 electrons de valence.
 Cl se trouve dans la colonne des halogene (colonne 17), il appartient au bloc p et a donc 17 –10 = 7 electrons de valence.
 3.3 Metaux – Non metaux
 Les elements metalliques se trouvent a gauche dans la classification periodique (a l’exceptionde l’hydrogene H).
 On distingue notamment les alcalins, les alcalino-terreux, les elements de transition (elementsdu bloc d a l’exception du Lanthane (La) et de l’Actinium (Ac)).
 En fait les metaux sont a gauche de la ligne brisee representee dans le schema ci-dessous :
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 4. Relation entre place de l’element et configuration elec-tronique
 4.1 Determination de la configuration electronique a partir de laplace de l’element dans la classification periodique
 Soit un element se trouvant dans la periode n et dans la colonne q. Pour obtenir sa configura-tion electronique, on determine :
 • Le gaz rare, GR qui le precede dans la classification periodique.
 • Si l’element appartient au bloc s (q 6 2), sa configuration electronique a l’etat fondamen-tal est : [GR](ns)q.
 • Si l’element appartient au bloc d (2 6 q 6 12), sa configuration electronique a l’etat fon-damental est : [GR](ns)2
 ((n − 1)d
 )q−2.
 • Si l’element appartient au bloc p (q > 12), sa configuration electronique a l’etat fonda-mental est :[GR](ns)2
 ((n − 1)d
 )10(np)q−12 si n > 4 ou [GR](ns)2(np)q−12 si n 6 3.
 Exemple
 Le manganese appartient a la periode 4 et la colonne 7. Mn : [Ar](4s)2(3d)5.
 4.2 Determination de la place de l’element dans la classificationperiodique connaissant la configuration electronique
 • La periode de l’element correspond au nombre quantique principal le plus eleve.
 • Si la configuration electronique se termine par (ns)q, alors l’element appartient a la co-lonne q.
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 • Si la configuration electronique se termine par((n − 1)d
 )q, alors l’element appartient a la
 colonne q + 2.
 • Si la configuration electronique se termine par (np)q, alors l’element appartient a la co-lonne q + 12.Ces regles excluent les exceptions a la regle de klechkowski.
 Exemple
 Le palladium a pour configuration electronique [Kr](5s)2(4d)8.La periode de l’element correspond au nombre quantique principal le plus eleve soit la 5e
 periode.Le palladium appartient au bloc d donc il appartient a la 2 + 8 = 10e colonne.
 5. Electronegativite
 5.1 Definition
 L’electronegativite caracterise l’aptitude d’un atome a attirer le doublet d’electrons d’une liai-son.
 5.2 Differentes echelles
 L’electronegativite est une grandeur derivee en ce sens qu’elle n’est pas mesurable directe-ment. Cette grandeur est sans dimension. Plusieurs echelles numeriques d’electronegativiteont ete proposees (echelles de Pauling, Mulliken et d’Allred et Rochow).
 Echelle d’electronegativite de Pauling de quelques elements de la classification periodique
 1 2 13 14 15 16 17
 H
 2, 2
 Li Be B C N O F
 1, 0 1, 6 2, 0 2, 6 3, 0 3, 4 4, 0
 Na Mg Al Si P S Cl
 0, 9 1, 3 1, 6 1, 9 2, 2 2, 6 3, 2
 On ne s’interessera pas a l’electronegativite des gaz rares (colonne 18) qui sont des elementsrestant monoatomiques et ne formant pas de liaison.
 5.3 Evolution de l’electronegativite
 • Dans une periode, l’electronegativite augmente de la gauche vers la droite.
 • Dans une colonne, l’electronegativite augmente de bas en haut.
 5.4 Relation entre l’electronegativite et le pouvoir oxydant ou re-ducteur
 • Les elements ayant une forte electronegativite ont une aptitude a gagner des electrons, ils’agit donc d’elements oxydants.
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 • Les elements ayant une faible electronegativite ont tendance a ceder des electrons, il s’agitdonc d’elements reducteurs.
 ExempleLes metaux faiblement electronegatifs sont des reducteurs, les halogenes fortement electronegatifssont des oxydants.
 6. Rayon atomique
 6.1 Definition
 Le rayon atomique represente la distance la plus probable entre le noyau de l’element et leselectrons les plus externes (electrons de valence).
 6.2 Evolution du rayon atomique dans la classification periodique
 • Dans une periode, le rayon atomique diminue avec Z (de la gauche vers la droite).
 • Dans une colonne, le rayon atomique augmente avec Z.
 6.3 Notion de charge effective
 • Dans un modele simplifie de l’atome, on peut negliger les interactions entre electrons etconsiderer que l’electron ne subit que l’influence du noyau. Cependant, les electrons se com-portent alors comme un ecran entre l’electron considere et le noyau si bien que la chargeressentie par l’electron vis-a-vis du noyau n’est plus Z.e mais Z∗.e ou Z∗ est appelee chargeeffective. On a : Z∗ < Z.
 • Quand on se deplace dans une periode, la charge du noyau augmente de 1. L’ecrantageaugmente aussi mais plus faiblement. L’electron le plus externe ressent donc une charge ef-fective plus grande. Il est donc plus attire par le noyau et s’en rapproche. Le rayon atomiquediminue.
 • Quand on descend dans une colonne, l’electron externe appartient a une sous-coucheelectronique de n plus eleve. L’electron se trouve donc a plus grande distance du noyau d’oul’augmentation du rayon atomique.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On donne les configurations des elements suivants. Precisez les electrons devalence. Pour chaque configuration, donnez les numeros de la periode et de la colonne del’element.
 • (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)7 ;
 • (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)4 ;
 • (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)10(4p)6(5s)1.
 Exercice 2 : Donnez la configuration electronique des atomes se trouvant dans la classifi-cation periodique aux positions ci-dessous. Precisez le nombre d’electrons de valence.
 • 5e periode et 12e colonne ;• 3e periode et 2e colonne ;• 4e periode et 16e colonne.
 Exercice 3 : Comparez l’electronegativite (notee χ) et les rayons atomiques (note R) desseries d’elements ci-dessous :
 • Fluor, chlore, brome, iode.
 • Sodium, magnesium, aluminium, silicium.
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 chimiques moleculaires ?
 1. Schema de Lewis
 1.1 Schema de Lewis d’un atome
 • Seuls les electrons de valence d’un atome interviennent dans sa reactivite, aussi le schemade Lewis decrit le symbole de l’atome avec ses electrons de valence.
 • Pour obtenir le schema de Lewis d’un atome, il faut determiner la configuration electroniquede valence, puis a l’aide de la regle de Hund, il s’agit d’identifier le nombre d’electronscelibataires, de doublets d’electrons et d’orbitales de valence non occupees (lacunes electroniques).
 • Dans le schema de Lewis d’un atome, on dessine :− le symbole de l’atome− les electrons celibataires representes par •− les doublets d’electrons representes par |
 − les lacunes electroniques representes par
 Ex : C : (1s)2(2s)2(2p)2 avec↑↓
 2s↑ ↑
 2px 2py 2pz
 Le carbone possede : 1 doublet d’electrons, 2 electrons celibataires et une lacune electronique.
 1.2 Pourquoi un atome a-t-il tendance a faire des liaisons cova-lentes ?
 • Pour gagner en stabilite, un atome a tendance a vouloir saturer ses orbitales de valence. Ilpeut donc mettre en commun des electrons avec d’autres atomes et former une liaison cova-lente.
 Une liaison covalente associe donc deux atomes et consiste en la mise en commun de deuxelectrons par ces atomes. La liaison covalente correspond a un doublet d’electrons.
 • Exemple : Le carbone possede 4 electrons de valence. Pour saturer ses orbitales de va-lence, il doit encore acquerir 4 electrons. Il realise alors 4 liaisons covalentes. Bien que les
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 4 doublets de liaison soient partages, l’atome de C a capte les electrons des atomes avec les-quels il est lie ; il peut ainsi saturer ses orbitales de valence.
 1.3 Regle de l’octet
 Lors de la formation de liaisons covalentes, chaque atome tente d’acquerir une coucheelectronique (ns)2(np)6 c’est-a-dire a s’entourer de 8 electrons. Seul l’hydrogene se limitea un doublet d’electrons.
 Il existe des limites a cette regle :
 • Les composes deficients en electrons (par exemple le bore n’a que trois electrons de va-lence, s’il les partage, il ne pourra s’entourer que de 6 electrons).
 • Les composes hypervalents : a partir de la troisieme periode, les orbitales d existent.Les atomes peuvent alors engager des liaisons de facon a saturer les couches [gaz rare](ns)2
 ((n − 1)d
 )10(np)6 c’est-a-dire a s’entourer de 18 electrons.
 • Les atomes de la deuxieme periode ne pourront jamais depasser l’octet contrairement auxatomes des 3e, 4e, . . . periodes.
 1.4 Schema de Lewis d’une molecule ou d’un ion polyatomique
 Il convient de determiner :− la disposition des atomes et la repartition des electrons,− la charge formelle sur les atomes du schema de Lewis.
 Disposition des atomes et repartition des electrons
 molecule NH2OH ion NO−3
 ¶ Decompte des electrons de valence :Pour chaque atome, on decompte lenombre d’electrons de valence Nν.On decompte ensuite le nombred’electrons de valence globale Ne
 comme Ne =∑
 Nν.Dans le cas d’un ion polyatomique decharge ze (Z > 0 pour un cation, Z < 0pour un anion), le nombre Ne se calculecomme : Ne =
 ∑Nν − Z.
 On calcule le nombre ND de doubletd’electrons : ND =
 Ne2· Si ND
 n’est pas entier, il y aura un electroncelibataire.
 On a :Nν(N) = 5 ;Nν(O) = 6 ;Nν(H) = 1 ;Z = −1donc Ne = 14et ND = 7.
 On a :Nν(N) = 5 ;Nν(O) = 6 ;doncNe = 23 + 1 = 24et ND = 12.
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 · Disposer les symboles des atomes.Les atomes terminaux entourent lesatomes centraux.Pour placer les atomes, il faut suivreles consignes ou respecter les proprieteschimiques des atomes (les atomeselectronegatifs sont souvent des atomesterminaux). L’atome d’hydrogene est unatome terminal.
 ¸ Relier par des liaisons simplesles atomes (centraux et terminaux).Comptabiliser le nombre de doubletsd’electrons qu’il manque a la structure. Il reste a placer
 3 doubletsd’electrons.
 Il reste a placer9 doubletsd’electrons.
 ¹ Placer des doublets d’electrons entant que doublets non liants sur lesatomes terminaux de facon a respec-ter la regle de l’octet. Comptabiliserle nombre de doublets d’electrons qu’ilmanque a la structure.
 Il reste a placer3 doubletsd’electrons
 Plus de doubletd’electrons a placer.
 º Placer le reste des doubletsd’electrons sur les atomes centraux.
 » Compter le nombre d’electrons quientourent chaque atome central :− Si ce nombre d’electrons est egal a8, conserver la structure. Si ce nombred’electrons est inferieur a 8, transfor-mer un (voire plusieurs) doublet(s) nonliant(s) des atomes terminaux en liai-son(s) multiple(s) avec le(s) atome(s)central(aux).− Si l’atome presente un deficitde 2 electrons, placer une lacuneelectronique sur l’atome.− Si ce nombre d’electrons est superieura 8, la structure sera valable si l’atomeest hypervalent (atomes n’apparte-nant pas a la 1ere ou 2e ligne de laclassification periodique).
 N : 8 electrons ;O : 8 electrons
 N : 6 electrons =⇒
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 Charges formelles
 molecule NH2OH ion NO+3
 Dans le schema de Lewis, un atomepeut presenter des charges for-melles.Pour obtenir la charge formelled’un atome, il suffit de comparer :
 • le nombre d’electrons de valenceque l’atome possede en propreNv,p (ses doublets non liants et unelectron par liaison covalente) dansle schema de Lewis ;• le nombre d’electrons de valenceNv lorsque l’atome est neutre.
 Charge de l’atome : Nv − Nv,p.
 Nv(N) = 5et Nv,p(N) = 5Nv(O) = 6et Nv,p(O) = 6Nv(H) = 1et Nv,p(H) = 1donc pas de chargesformelles.
 Nv(N) = 5et Nv,p(N) = 4donc charge + sur N.
 Nv(O1) = Nv(O2) =
 Nv(O3) = 6et Nv,p(O2) = Nv,p(O3)= 7Nv,p(O2) = 6donc charge − sur O2 etO3.
 . La somme des charges formelles est egale a la charge globale de l’entite chimique.
 Atomes hypervalents
 Les atomes n’appartenant pas aux premiere et deuxieme periodes peuvent etre hypervalents.Si un atome hypervalent central presente une charge formelle positive, on peut envisager desubstituer un doublet non liant d’un atome terminal par une liaison multiple avec l’atomehypervalent.Exemple
 2. Polarite des molecules
 2.1 Liaisons polarisees
 Dans une liaison covalente, si deux atomes presentent une difference d’electronegativite, alorsla liaison est polarisee. La liaison est caracterisee par un moment dipolaire, note −→µ .
 2.2 Moment dipolaire d’une molecule
 Le moment dipolaire d’une molecule est la somme des moments dipolaires de toutes les liai-sons covalentes de la molecule :
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 −→µ =∑
 i
 −→µi ou −→µi est le moment dipolaire d’une liaison.
 2.3 Molecule polaire, molecule apolaire
 Une molecule est polaire si le moment dipolaire de la molecule est non nul.
 Une molecule est apolaire si le moment dipolaire de la molecule est nul.
 + Pour calculer le moment dipolaire de la molecule, il faut tenir compte de la geometrie.
 L’eau presente un moment dipolaire, c’est une molecule polaire.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Donnez les schemas de Lewis des atomes et edifices polyatomiques ci-dessous. Pour les edifices polyatomiques, precisez la geometrie de l’atome central (les atomesen gras sont des atomes centraux).
 1. 6C ; 1H ; 17Cl.2. PCl3, PCl3, NCl3, NH+
 4 , NH3, NO−3 , NO+2 , NO−2 , CO2−
 3 , AlCl3, SO2−4 .
 Les atomes en gras sont des atomes centraux.
 Exercice 2 : Les molecules suivantes presentent les geometries ci-dessous. Indiquez si lesespeces chimiques sont polaires.
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 • La liaison covalente qui unit les atomes dans une molecule met en jeu des energies del’ordre de plusieurs centaines de kJ.mol−1 : c’est une liaison forte.
 • La cohesion des liquides et des solides moleculaires s’explique par des interactions in-termoleculaires a courte portee a faibles energies (10 a 100 fois plus faibles que celles desliaisons covalentes). Il existe deux categories d’interactions intermoleculaires :− les interactions de van der Waals presentes dans toutes les molecules (energie de l’ordrede quelques kJ.mol−1),− les liaisons hydrogene (energie de l’ordre de quelques dizaines de kJ.mol−1).
 1. Les interactions de van der Waals
 1.1 Des interactions d’origine electrostatique
 • Un dipole est constitue de deux particules de charges opposees, et separees par une faible distance. Il est caracterise par un vecteur moment dipolaire . Deux dipoles exercentl’un sur l’autre une interaction attractive.
 • Les interactions de van der Waals existent pour tous les composes. Elles sont d’origineelectrostatique et mettent en jeu des forces electrostatiques attractives entre dipoles.
 • Les interactions de Van der Waals ne se manifestent qu’a courte distance (inferieure a 300pm). L’energie mise en jeu est de l’ordre de quelques kJ.mol−1.
 1.2 Trois interactions de van der Waals
 Trois types d’interaction de Van der Waals existent :
 • Interaction dipole permanent/dipole permanent (interaction de Keesom).
 • Interaction dipole permanent/dipole induit (interaction de Debye).
 • Interaction dipole instantane/ dipole instantane (interaction de London).
 1.3 Les interactions de type Keesom
 • L’interaction de Keesom resulte de l’interaction entre les dipoles permanents des moleculespolaires (ex : HBr). Cette interaction tend a aligner les dipoles de deux molecules 1 et 2,et s’oppose a l’agitation thermique, qui tend a reorienter les dipoles dans des directionsaleatoires.
 Pour un liquide moleculaire, l’energie de l’interaction attractive est de la forme :
 U = −kKeesom‖−→µ1‖ · ‖
 −→µ2‖
 d6
 avec kKeesom : constante de Keesom et d : distance separant les deux dipoles.
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 . Plus les molecules sont polaires (‖−→µ ‖ eleve), plus les molecules sont liees entre elles.Plus les molecules sont eloignes, plus l’interaction est faible.
 La force d’attraction intermoleculaire, dite force de van der Waals, qui derive de cette energie
 est en1d7 ·
 1.4 Les interactions de type Debye
 La polarisabilite est l’aptitude d’un nuage electronique a se deformer sous l’action d’unchamp electrique exterieur (cree par exemple par une molecule polaire). Un dipole induitse cree (cf. schema pour la molecule I2 apolaire mais polarisable).
 L’interaction entre le moment dipolaire permanent d’une molecule polaire M1 et le dipolequ’elle peut induire dans une molecule M2 est l’interaction de Debye.
 Pour un liquide moleculaire, l’energie de l’interaction attractive est de la forme :
 U = −kDebye‖−→µ1‖ · ‖
 −−−→µ2,ind‖
 d6
 avec kDebye : constante de Debye.
 . Plus une liaison est polarisable, plus le moment dipolaire induit est eleve et lesmolecules sont liees entre elles. Plus les atomes sont volumineux, plus la polarisabilite desliaisons augmente.
 1.5 Les interactions de type London
 • Cette interaction explique les interactions entre molecules apolaires.
 • En moyenne, le moment dipolaire de ces molecules est nul. A un instant donne, la dis-tribution des electrons n’est pas symetrique et la molecule presente un moment dipolaireinstantane non nul.
 • L’interaction entre ces moments dipolaires instantanes se traduit par une interaction at-tractive de la forme :
 U = −kLondon‖−−−→µ1,ins‖ · ‖
 −−−→µ2,ins‖
 d6
 avec kLondon : constante de London.
 . Plus les liaisons sont polarisables, plus les moments dipolaires instantanes sont eleveset les molecules sont liees entre elles.
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 1.6 Bilan des interactions de van der Waals
 L’interaction de Van der Waals est la somme des trois interactions Keesom, Debye et London.
 Elle augmente avec la polarite et la polarisabilite des molecules, la polarisabilite augmentantavec la taille des molecules.
 . S’il n’existait que des interactions attractives entre les molecules, celles-ci s’in-terpenetreraient, il existe egalement des interactions repulsives entre les molecules a pluscourte portee.
 2. Liaisons hydrogene
 • Une liaison hydrogene s’etablit entre un hydrogene acide (atome d’hydrogene lie par co-valence a un atome tres electronegatif : fluor, oxygene, azote) et un atome tres electronegatifporteur d’un doublet non liant (fluor, oxygene, azote).La liaison hydrogene est donc specifique a certaines molecules.
 • La longueur de la liaison hydrogene est de l’ordre de 200 pm, l’energie associee a la liai-son hydrogene est de l’ordre de quelques dizaines de kJ.mol−1. La liaison hydrogene est doncune interaction plus forte que les interactions de van de Waals.
 • Deux types de liaisons hydrogene existent : les liaisons hydrogene intermoleculaires, fai-sant intervenir deux molecules distinctes et les liaisons hydrogene intramoleculaires qui sedeveloppent entre deux groupes d’atomes au sein d’une meme molecule.
 Ex : liaison hydrogene intermoleculaire Ex : liaison hydrogene intramoleculaire
 O, H, O sont alignes Acide salycilique
 3. Etude d’une propriete physique, la temperatured’ebullition• Ex : evolution des temperatures d’ebullition des alcenes.
 Alcene Formule brute TebC
 (sous 1 bar)
 (Z) But-2-ene 4
 (E) But-2-ene 1
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 (Z) But-1, 2-dichloroethene 60
 (E) But-1, 2-dichloroethene 49
 • Analyse des moments dipolaires : on considere qu’un atome de carbone AX3 est legerementplus electronegatif qu’un carbone AX4.
 Les atomes des deux molecules ont des polarisabilites identiques, donc ces molecules ne sedifferentient uniquement que par les interactions de Keesom.Les composes Z sont polaires contrairement aux composes E, apolaires. Les interactionsde van der Waals seront donc plus faibles pour les composes E, d’ou des temperaturesd’ebullition plus faibles.
 4. Solvant moleculaire
 4.1 Grandeurs caracteristiques d’un solvant
 Un solvant se caracterise par deux grandeurs :
 • Son moment dipolaire −→µ qui traduit le caractere polaire ou apolaire du solvant.
 • Sa permittivite relative εr qui revele le caractere dissociant du solvant.
 4.2 Caractere dissociant d’un solvant
 Cette propriete du solvant intervient par exemple sur des composes ioniques.
 • Schema d’ionisation en solution d’un solide ionique (ex : NaCl) :
 NaCl(s)→ (Na+, Cl−)paired′ions → Na+(aq) + Cl−(aq).
 • Un solvant sera dissociant s’il separe facilement les deux ions de la paire d’ions.
 • La force d’attraction −→F entre les deux ions est de type coulombienne :
 ‖−→F ‖ =
 q+ q−4πε0εrd2
 ou ε0, εr sont respectivement la permittivite du vide et la permittivite relative du solvant(sans unite). Plus εr augmente, plus la force d’attraction entre les deux ions diminue et leurseparation en devient plus aisee.
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 Un solvant est donc plus dissociant si sa permittivite relative εr est grande :Solvant dissociant : εr > 40 ;Solvant peu ou pas dissociant : εr < 20.
 4.3 Polarite du solvant
 Plus le moment dipolaire (unite : Debye) du solvant est eleve, plus l’interaction que le solvantengage avec un ion ou une molecule polaire augmente.
 Un solvant stabilise davantage les ions ou les molecules polaires si son moment dipolaire esteleve.Solvant polaire : µ > 1, 3DSolvant peu polaire : µ < 0, 5D.
 4.4 Solvants protogenes (protiques) et aprotogenes
 • Un solvant est dit protogene (ou protique) s’il est capable d’engager un de ses hydrogenesdans une liaison hydrogene. Cet hydrogene est donc lie a un atome electronegatif (N, O, F).Dans le cas contraire, le solvant est dit aprotogene (ou aprotique).
 • Exemples− eau, ethanol possedent des H pouvant engager une liaison hydrogene, il s’agit de solvantsprotogenes.
 − La propanone ne peut engager de H dans une liaison hydrogene, c’est un solvant aprotique.
 4.5 Schema resume
 4.6 Mise en solution d’une espece moleculaire ou ionique
 • Dissolution d’une espece ionique (ex : dissolution de NaCl(s) dansl’eau)
 ¶ Formation de paires d’ionsLa polarite d’un solvant permet l’ionisation du cristal ionique et la formation d’une paired’ion.
 NaCl(s)→(Na+ + Cl−
 )paire d’ions
 · Dispersion des ionsComme l’interaction entre anion et cation est inversement proportionnelle a la permittiviterelative εr du solvant, plus εr est grande, plus les ions se dispersent facilement.(
 Na+ + Cl−)paire d’ions
 → Na+ + Cl−
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 ¸ Solvatation des ionsLes molecules de solvant entourent les anions et les cations en creant des interactions :− Interaction solvant–anions par interactions anion–dipole,− Interaction solvant–cations par des interactions cation-dipole :
 Na+ + Cl− → Na+(aq) + Cl−(aq)
 . Pour dissoudre un compose ionique, il convient d’utiliser un solvant polaire (µ eleve)et dissociant (εr eleve).
 • Dissolution d’une espece moleculaire M
 Suivant la nature de l’espece moleculaire M, il conviendra d’examiner les proprietes del’espece pour choisir le solvant permettant la dissolution. Le solvant capable de la dissoudredoit pouvoir generer des interactions avec l’espece. Le mecanisme de dissolution est :
 M(s)→M(solvant)− Si l’espece moleculaire est apolaire, un solvant apolaire permettra la formation de liaisonde van der Waals de type London.− Si l’espece moleculaire est polaire, un solvant polaire permettra la formation de liaison devan der Waals de type Keesom.− Si de plus le solide moleculaire peut creer des liaisons hydrogene avec le solvant, la solva-tation sera facilitee en cas de solvant protogene.
 . Pour dissoudre un compose moleculaire polaire, il convient d’utiliser un solvant polaire.Lorsque le compose peut engendrer des liaisons hydrogene, un solvant protogene favorise ladissolution.Pour dissoudre un compose moleculaire apolaire, il faut utiliser un solvant apolaire.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Voici quatre composes : ethane (CH3-CH3), ethanol (CH3-CH2OH), ethanal(CH3-CHO), acide ethanoıque (CH3-COOH).Associez les temperatures d’ebullitions (a P = 1 bar) suivantes aux composes : −89C ;118C ; 20C ; 78C.
 Exercice 2 : On considere les solvants eau et cyclohexane de formule C6H12.Precisez si ces solvants sont polaires ou apolaires, protogenes ou aprotogenes.Dans quel solvant, les especes diiode I2, et l’ion I−3 se solubilisent le plus ?
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 L’etat solide peut etre decrit par deux modeles limites : le cristal parfait et le solide amorpheou la distribution des especes chimiques est totalement aleatoire. En realite, l’etat solide seraintermediaire a ces deux modeles limites.
 1. Le modele du cristal parfait
 1.1 Le modele
 Dans un cristal parfait, les especes chimiques se repartissent de facon reguliere et periodiquecela tant au niveau miscroscopique que macroscopique.On peut donc decrire le cristal parfait comme un assemblage, une succession de parallellipedesdans lesquels se disposent les entites chimiques. La connaissance de ce parallelipipede per-met par repetition d’obtenir le cristal parfait.Dans le cristal parfait, il n’y a aucun defaut observe, c’est l’ordre absolu.
 1.2 Definition
 On definit alors :• Le motif comme l’entite chimique la plus petite qui se repete dans le cristal. Le motifpeut-etre de differentes natures : atomes, ions, molecules, . . .• La maille correspond au parallellipede qui permet de decrire le cristal parfait. On le definitpar les trois angles α, β et γ et les trois longueurs a, b et c ci-dessous :
 1.3 Differents types de cristaux
 Les cristaux peuvent etre classes suivant la force de liaison qui assure la cohesion.
 Liaisons physiques ou liaisons chi-miques fortes
 Liaisons intermoleculaires faibles
 Cristaux metalliques :Motif : atome metallique modelise a unesphere de rayon egal au rayon metallique.Liaison : on suppose que chaque atomemetallique a libere un electron. La liaisonest modelisee par l’interaction entre des ca-tions positifs et un nuage d’electrons.Exemple : Fe(s), Na(s)
 Cristaux moleculaires :Motif : molecule modelisee a une spherede rayon egal au rayon de van der Waals.Liaison intermoleculaire : forces de van derWaals ou liaison hydrogene.Exemple : Eau (glace), cristaux de diiode.
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 Cristaux ioniques :Motif : ions modelises a des spheres derayons egaux aux rayons ioniques.Liaison : de type coulombienne entre lesions.Exemple : NaCl.Cristaux covalents :Motif : atome non metallique modelise parune sphere de rayon egal au rayon ato-mique.Liaison : covalente (liaison forte chi-mique).Exemple : C diamant, Silicium.
 2. Description du cristal parfait
 2.1 Population de la maille
 La population, ou la multiplicite, de la maille correspond au nombre de motifs appartenanta la maille.
 • Comment calculer la population Z ?Supposons une maille cubique faces centrees (cfc) ou la maille est un cube d’arete a (nommeparametre de maille). Une entite chimique se trouve a chaque sommet du cube et a une achaque centre de faces. L’entite chimique est assimilee a une sphere.
 • Il faut tenir compte qu’un motif (au sommet ou au centre de faces) appartient a plusieursmailles et sa contribution a la maille etudiee n’est donc pas forcement de une.
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 Un motif aura une contribution de :• 1 si le motif est a l’interieur de la maille,
 •12
 si le motif est situe due une face,
 •14
 si le motif est sur une des aretes de la maille,
 •18
 si le motif est sur un sommet de la maille.
 Ex : pour la maille cfc
 8 motifs a chaque sommet avec une contribution de18
 6 motifs a chaque centre de faces avec une contribution de12
 donc Z =88
 +62
 = 4.
 2.2 Coordinence
 La coordinence d’un motif correspond a son nombre de plus proches voisins, il s’agit doncdu nombre de spheres en contact avec une sphere donnee.
 Ex : calcul de la coordinence dans une maille cfc1 motif au sommet est voisin des motifs au centre de chaque face.
 Le motif en B a quatre voisins dans le plan ABCD, quatre voisins dans le plan ABEF et quatreautres dans le plan BCGF. Sa coordinence vaut 12.
 2.3 Relation entre les parametres de maille et le rayon du motif
 Relation entre a et R : un motif au sommet et au centre d’une face sont en contact.
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 Suivant la nature du cristal, R correspond aux rayon metallique, ionique, covalent ou moleculaire.
 2.4 Compacite
 La maille est composee des motifs et de vide (espace entre les motifs). Pour evaluer le tauxd’occupation de la maille, on definit la compacite.
 La compacite est le rapport entre le volume occupe par les motifs et le volume de la maille.Il s’agit d’un nombre reel compris entre 0 et 1.
 Ex : calcul de la compacite dans une maille cfc.Les motifs sont assimiles a des spheres de rayon R.
 Volume des motifs de rayon R : Vmotifs = 4 ×43πR3
 Volume de la maille : Vmaille = a3.
 d’ou : C =Vmotifs
 Vmaille=
 4 ×43πR3
 a3 =π√
 26≈ 0, 74.
 2.5 Masse volumique
 Il s’agit du rapport de la masse de la maille sur son volume.
 µ =masse de la maille
 volume de la maille=
 Z(
 MN
 )a3 =
 4 MNA a3 pour le cfc : µ =
 Z MNA a3
 avec M : masse molaire (kg.mol−1) etNA = 6, 022 × 1023 mol−1 (constante d’Avogadro) et aen m3.
 3. Limites du modele du cristal parfait
 Le cristal parfait n’existe pas, il s’agit d’un modele limite. Le cristal reel comporte des defautstels :− le motif occupant une position differente de celle qu’il doit occuper dans un cristal parfait,− la presence d’impuretes,− des sites normalement occupes et vides,− la non stoechiometrie des elements.
 Ces defauts modifient les proprietes des cristaux (masse volumique, proprietes electriques,mecaniques, . . .).
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Le thorium cristallise dans une structure cubique centree dessinee ci-dessous :
 Determinez la population, la coordinence, la compacite et la masse volumique du thorium.Donnees : M(Th) = 232 g.mol−1, NA = 6, 02 × 1023 mol−1
 Exercice 2 : Le titane α cristallise suivant un empilement hexagonal compact. La mailleconventionnelle est representee ci-dessous.
 On donne : a = 295 pm. Calculez la masse volumique du cristal.Donnee : M(Ti) = 47, 9 g.mol−1, NA = 6, 02 × 1023 mol−1.
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 Pour les cristaux metalliques, l’entite est un atome metallique (element a gauche dans la clas-sification periodique).
 1. Deux empilements compacts
 1.1 Modele de spheres dures
 Les atomes metalliques sont assimilables a des spheres dures de rayon R.
 Un empilement compact est un empilement ou les spheres s’assemblent de maniere a occuperun volume minimal, c’est-a-dire a realiser un maximum de contact.
 Deux structures compactes sont possibles : la structure cubique faces centrees (cfc) et l’hexa-gonal compact (hc).
 Pour construire ces structures, on realise des couches en minimisant l’espace.
 1.2 Premiere couche (nommee A)
 Chaque atome est au centre d’un hexagone et en contact avec 6 voisins. 2 types de cavitesapparaissent dans le plan A :− Triangle pointe vers le haut (cavite 1),− Triangle pointe vers le bas (cavite 2).
 1.3 Deuxieme couche (nommee B)
 Pour occuper un minimum d’espace, les atomes de la seconde couche se placent au dessusdes cavites laissees par les atomes de la premiere couche, realisant ainsi un second pavagedecale par rapport au premier.
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 1.4 Troisieme couche (nommee C)
 Les atomes de la troisieme couche s’inserent une nouvelle fois dans les cavites laissees parceux de la seconde couche B. Deux possibilites sont envisageables. La troisieme couche estidentique a la couche A ou est decalee par rapport a B et A formant une couche C.On obtient soit un empilement AB/AB qui correspond au systeme hexagonal compact, soitun empilement ABC/ABC qui decrit le systeme cubique faces centrees.
 Empilement AB/AB,
 systeme hexagonal compact
 Empilement ABC/ABC,
 systeme cubique faces centrees
 2. Localisation de sites cristallographiques
 • Entre les atomes, certains interstices existent et correspondent a du vide, on parle de sitecristallographique.
 • Un site octaedrique est un volume libre encadre de 6 atomes. Dans les plans d’empilement,un site octaedrique se localise entre 3 atomes appartenant a deux plans differents :
 • Un site tetraedrique est un volume libre encadre de 4 atomes. Dans les plans d’empilement,un site tetraedrique se localise entre 3 atomes d’un plan et 1 atome d’un autre plan :
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 3. Maille conventionnelle du systemecubique faces centrees (cfc)
 3.1 Description conventionnelle de la maille
 Maille cubique d’arete aUn motif a chaque sommet du cube et un achaque centre de face.
 Population : Z =88
 +62
 = 4
 Volume : a3
 Contact entre un atome au sommet et unatome au centre d’une face :
 a√
 2 = 4R.
 Compacite : le cfc est un systeme compact,il s’agit donc de la compacite maximalepour un metal pur :
 C =
 4 ×43πR3
 a3 =π√
 26≈ 0, 74
 Masse volumique : ρ =4MNAa3
 Coordinence : 12
 3.2 Sites octaedriques
 • Localisation : les sites octaedrique se localisent au milieu de chaque arete et au centre ducube.
 • Nombre de sites octaedriques : Zoct =124
 +11
 = 4
 • Habitabilite : Si un atome s’insere dans une cavite octaedrique, il ne doit pas deformer lereseau cfc. Le rayon maximal de l’atome insere correspond au rayon d’habilabilite roct. Pource rayon, il y a contact entre l’atome insere et les 6 atomes du reseau hote delimitant la caviteoctaedrique.
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 a = 2(R + roct
 )=⇒ rroct =
 a2− R
 De plus, a√
 2 = 4R =⇒ roct =(√
 2 − 1)R.
 3.3 Sites tetraedriques
 • Localisation : les sites tetraedriques se localisent au centre des 8 cubes d’aretea2·
 • Nombre de sites octaedriques : Zoct =81
 = 8.
 • Habitabilite : Le rayon maximal de l’atome insere correspond au rayon d’habitabilite rtetde la cavite tetraedrique.
 a√
 34
 = R + rtet =⇒ rtet =a√
 34− R
 De plus, a√
 2 = 4R =⇒ rtet =
 √3√
 2− 1
 R.
 4.Liaison metallique et proprietes des metaux
 4.1 Nature de la liaison metallique
 Pour decrire la liaison metallique, on considere que chaque atome metallique perd au moinsun electron formant ainsi un cation et un nuage d’electrons libres.
 . La liaison metallique est consideree comme l’interaction coulombienne entre les cationsde charge positive et les electrons de charge negative.
 L’energie de la liaison metallique est : Eliaison metallique ≈ 500 kJ.mol−1.
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 4.2 Proprietes physiques
 • Les electrons liberes sont libres de mouvement dans les trois directions de l’espace. Lesmetaux sont de bons conducteurs electriques sans direction privilegiee.
 • Les metaux ont de bonnes proprietes mecaniques (durete, resistance a la traction, malleabilite,ductilite).
 5. Alliages
 5.1 Interet
 Un alliage est la combinaison d’un metal avec un autre metal ou d’autres especes chimiques.L’interet est d’augmenter les proprietes mecaniques, de limiter la corrosion du metal ou enfinde faire fondre le metal a une temperature plus basse.
 5.2 Deux types d’alliages
 On distingue deux types d’alliages : les alliages d’insertion et les alliages de substitution.
 Dans les alliages de substitution, les atomes incorpores se substituent aux atomes en place.Les deux atomes doivent avoir des rayons atomiques similaires.
 Dans les alliages d’insertion, les atomes incorpores s’inserent dans les espaces libres (sitesinterstitiels) du cristal. L’atome insere doit donc admettre un rayon inferieur ou egal au rayond’habitabilite de la cavite.
 5.3 Exemples d’alliages
 • Acier
 Element metallique Ajout d’element Proprietes
 FerCarbone (2 % en
 masse)On augmente la durete du fer
 • Acier inoxydable
 FerCarbone (2% enmasse) + Chrome +
 Nickel
 On augmente les proprietes de corro-sion.
 • Alliage d’aluminium
 Aluminium Cobalt + Nickel +
 Tantale
 Ces alliages sont utilises dansl’aerospatiale. On augmente latemperature de fusion pour facili-ter la penetration dans l’atmosphere.
 • Bronze
 Cuivre (> 60 %) EtainFaible coefficient de frottement et usure
 plus faible que le cuivre.
 • Laiton
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 Cuivre (> 60%) Zinc Plus dur que le cuivre et facile a usiner.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : L’or cristallise dans le reseau compact cubique a faces centrees. Calculez :− le rayon metallique de l’atome d’or ;− la compacite du reseau ;− la distance entre deux plans reticulaires ;− la masse volumique.
 Reperez puis denombrez les sites octaedrique et tetraedrique dans cette structure.Evaluez le rayon maximal d’un atome etranger pouvant occuper de tels sites.L’or des bijoutiers est un alliage compose d’or et de cuivre. S’agit-il d’un alliage d’insertionou de substitution ? Justifiez votre reponse.Donnees : a = 0, 408 nm ; M(Au) = 197, 0 g.mol−1, R(Cu) = 128 pm,NA = 6, 02 × 1023 mol−1.
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 1.Solides macrocovalents
 1.1 Qu’est qu’un cristal covalent ?
 Un cristal covalent est un cristal ou les motifs sont des atomes qui sont lies entre eux par desliaisons covalentes (liaison forte, energie de l’ordre de la centaine de kJ.mol−1).
 Les cristaux covalents sont constitues des macromolecules de taille infinie. On parle desolides macrocovalents. Ainsi le carbone diamant est une macromolecule geante tridimen-sionnelle, tandis que le carbone graphite est constitue de macromolecules de carbone quis’etendent sur des plans paralleles formant des feuillets.
 1.2 Une structure tridimensionnelle, le carbone diamant
 • Maille conventionnelle
 Position des atomes :− atomes de carbone decrivant un reseau cfc (mais un reseau cfc non compact),− et moitie des sites tetraedriques.
 • Atomes en contact− Distance entre atomes au sommet : a.
 − Distance entre atome au sommet et atome au centre d’une face :a√
 22·
 − Distance entre atome au sommet et atome dans une cavite tetraedrique :a√
 34·
 Le contact se fait entre un atome au sommet et un atome dans une cavite tetraedrique. Cesatomes sont lies par une liaison de covalence forte.
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 • Caracteristiques
 Population ZC =88
 +62
 +41
 = 8
 Coordinence Un atome de carbone dans une lacune tetraedrique est relie a 4atomes de carbone, la coordinence C/C est donc de 4.
 ContactContact entre atome au sommet et atome au centre de la cavite
 tetraedrique :a√
 34
 = 2RC
 CompaciteC =
 8 ×43πR3
 C
 a3 =π√
 316
 Masse volumique µ =8MC
 NAa3
 1.3 Une structure en feuillet, le carbone graphite
 • Structure en feuillet
 −Dans un feuillet :Dans chaque plan, la molecule est de taille infinie d’ou le terme de macromolecule.Les carbones se repartissent suivant une structure hexagonale (pas d’atome de C au centre del’hexagone).Chaque carbone n’est lie que trois fois par des liaisons covalentes =⇒ C de type AX3.dC=C = 134 pm < d(C −C)grap = 141 pm < dC−C = 154 pm=⇒ Liaison C-C intermediaire entre une double liaison et une simple liaison.
 −Distance entre deux feuillets = 335 pm=⇒ Les C ne peuvent etre relies par des liaisons de covalence car la distance est trop impor-tante.=⇒ Liaisons de Van der Waals entre les feuillets.
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 =⇒ Liaisons faibles entre les feuillets.
 • Maille conventionnelle
 • Atomes en contact
 • Caracteristiques
 Population Z(C) =88
 +22
 +11
 +44
 = 4
 CoordinenceDans un feuillet, un atome de carbone n’est lie qu’a trois atomesde carbone, la coordinence C/C est donc de 3.
 Relation entre rayondu carbone RC et d1
 d1 = 2RC
 Volume V = 3√
 3 d21 d2 (cf. exercice 1)
 CompaciteC =
 4 ×43π R3
 3√
 3 d21 d2
 =
 4 ×43π
 (d1
 2
 )3
 3√
 3 d21 d2
 =2πd1
 32 d21 d2
 = 0, 17
 Masse volumique µ =4(
 MCN
 )3√
 3 d21d2
 =4MC
 NA 3√
 3 d21d2
 = 2270 kg.m−3
 1.4 Comparaison des proprietes physiques du diamant et du graphite
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 C diamant C graphite
 Structure microsco-pique : nature desliaisons
 Presence de liaisons simples C-C dans la structure tridimen-sionnelle
 Dans un feuillet, presence deliaisons intermediaires a unesimple et une double.Entre les feuillets, liaisons deVan der Waals (liaisons faibles)=⇒ anisotropie des liaisons.
 Proprietes macro-scopiques : proprie-tes mecaniques
 Grande durete due a la difficultede rompre les liaisons C-C
 Aptitude des feuillets a glisserles uns des autres (caractere lu-brifiant du graphite)
 Proprietes macros-copiques : proprie-tes de conductionelectrique
 C de type AX4, les electronssont localises dans la liaison C-C. Pas de possibilite de conduc-tion electrique =⇒ pouvoir iso-lant du carbone diamant.
 C de type AX3,Sur chaque carbone, un e− estlibre et se delocalise.Anisotropie de la conduc-tion electrique : conduc-tion forte parallelement auxfeuillets, et conduction faibleperpendiculairement.
 2. Solides moleculaires
 2.1 Qu’est qu’un cristal moleculaire ?
 Dans un cristal moleculaire, le motif est une molecule. La cohesion des cristaux moleculairesest assuree par des liaisons faibles : liaisons de van der Waals ou liaisons hydrogene.
 2.2 Exemples de cristaux moleculaires
 • Cristaux moleculaires avec une cohesion de type liaisons de van der Waals (quelqueskJ.mol−1) Ex : diiode I2
 Maille conventionnelle :
 • Cristaux moleculaires avec une cohesion de type liaisons hydrogene (quelques dizainesde kJ.mol−1) Ex : glace H2O (type diamant)
 Maille conventionnelle (representation uniquement des atomes d’oxygene et des atomes Hentourant un O) :
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 Entre deux atomes d’oxygene, il y a un atome d’hydrogene. Un oxygene est lie a deux atomesd’hydrogene par liaison covalente (distance d1) et a deux autres atomes d’hydrogene par liai-son hydrogene (distance d2).
 2.3 Proprietes des cristaux moleculaires
 La cohesion dans les cristaux moleculaires est donc due a des liaisons faibles. Ces cristauxont des temperatures de changement d’etat faibles (sous P = 1 bar, la glace fond a 0C et lediiode de sublime a 60C).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : En reprenant la maille du carbone graphite, determinez le volume de lamaille en fonction des distances d1, longueur de la liaison covalente et d2, distance entredeux feuillets.
 Exercice 2 : En reprenant la maille de la glace de type diamant, calculez la distance Dentre deux atomes d’oxygene voisins.Donnee : masse volumique de l’eau = 920 kg.m−3, M(O) = 16 g.mol−1,M(H) = 1 g.mol−1, NA = 6, 02 × 1023 mol−1.
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 1. Qu’est qu’un cristal ionique ?
 Un cristal ionique est compose d’ions de charges de signe contraire : anions et cations.
 . Dans un cristal ionique, la cohesion des anions et cations est assuree par des interac-tions fortes de type coulombienne.
 Etant donnee la cohesion forte, les cristaux ioniques se caracterisent par des temperatures defusion elevees (ex : NaCl, Tfusion ≈ 800C).
 Plusieurs regles doivent etre respectees :
 ¶ Le cristal doit etre electriquement neutre (autant de charges negatives que de charges po-sitives).
 · Pour des raisons d’interactions coulombiennes, seuls les contacts entre ions de charge op-posee sont possibles.
 ¸ Lors de la construction du cristal ionique, les cations de rayon ionique plus faible sontinseres dans les sites interstitiels du reseau d’anions.
 . Le cation insere doit etre suffisamment volumineux pour deformer le reseau d’anionset eviter le contact entre anions. Le reseau d’anions n’est donc pas un reseau compact.
 ¹ Pour avoir une interaction coulombienne importante, chaque ion s’entoure du maximumd’ions de charge opposee.
 2. Exemples de cristaux ioniques de type AB (stoechio-metrie entre anion et cation)
 2.1 Structure CsCl (chlorure de cesium)
 • Maille conventionnelle
 • Description : Reseau cubique d’ion chlorure Cl−, cation Cs+ dans une cavite cubique.
 • Valeur des rayons : R(Cl−) = R− = 181 pm ; r(Cs+) = r+ = 169 pm
 • Population : Z(Cl) =88
 = 1 et Z(Cs) = 1 =⇒ 1 motif de CsCl par maille.
 • Contact entre anion/cation :a√
 32
 = R− + r+ =⇒ a =2√
 3(R− + r+) = 404 pm.
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 • Distance entre deux anions : d1 = a = 404 pm > 2R− = 362 pm =⇒ pas de tangence entreles anions.
 • Condition d’insertion d’un cation dans une cavite cubique : Le cation doit deformer lereseau d’anions pour eviter la tangence entre anions. Pour s’inserer dans une cavite cubique,le rayon du cation doit etre superieur a un rayon minimal : r+ > rmin.Au cas limite de tangence entre anions :
 BH = a√
 3 = 2(R− + rmin
 )et a = 2R− =⇒ rmin =
 (√3 − 1
 )R−
 Si r+ >(√
 3 − 1)R−, le cation se place dans une cavite cubique.
 • Proprietes :Coordinence : 1 ion entoure de 8 ions Cl−, 1 ion Cl− entoure de 8 ions Cs+.
 C =
 43 π
 ((R−)3 + (r+)3
 )a3 =
 π√
 32×
 (R−)3 + (r+)3
 (R− + r+)3 = 0, 68
 µ =masse de la maille
 volume de la maille=
 2mCsCl
 a3 =2MCoCl
 NA a3
 2.2 Structure NaCl (chlorure de sodium)
 • Maille conventionnelle
 • Description : Reseau cubique faces centrees d’ion chlorure Cl−Cation Na+ dans les cavites octaedriques
 • Valeur des rayons : R(Cl−) = R− = 181 pm ; r(Cs+) = r+ = 95 pm
 • Population : Z(Cl) =88
 +62
 = 4 et Z(Na) =124
 = 4 =⇒ 4 motifs de NaCl par maille.
 • Contact entre anion/cation :a2
 = R− + r+ =⇒ a = 2(R− + r+
 )= 552 ppm.
 • Distance entre deux anions : d1 =a√
 22
 = 390 pm > 2R− = 362 pm=⇒ pas de tangence entre les anions.
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 • Condition d’insertion d’un cation dans une cavite octaedrique : Au cas limite de tan-gence entre anions : a = 2
 (R− + rlim
 )et a√
 2 = 4R−
 =⇒ rlim = (√
 2 − 1)R−.
 Pour avoir une coordinence maximale si r+ > (√
 3−1)R−, le cation se placera preferentiellementdans une cavite cubique.
 Si (√
 2 − 1)R− < r+ < (√
 3 − 1)R−, le cation se place dans une cavite octaedrique.
 • Coordinence :
 1 ion Na+ entoure de 6 ions Cl−, 1 ion Cl− entoure de 6 ions Na+.
 2.3 Structure ZnS (sulfure de zinc)
 • Maille conventionnelle
 • Description : Reseau cubique faces centrees d’ion sulfure S2−, cation Zn2+ dans la moitiedes cavites tetraedriques.
 • Valeur des rayons : R(S2−) = R− = 184 pm ; r(Zn2+) = r+ = 74 pm
 • Population : Z(S) =88
 +62
 = 4 et Z(Zn) = 4 =⇒ 4 motifs de ZnS par maille.
 • Contact entre anion/cation :a√
 34
 = R− + r+ =⇒ a =4√
 3
 (R− + r+
 )= 596 pm.
 • Distance entre deux anions : d1 =a√
 22
 = 390 pm > 2R− = 368 pm =⇒ pas de tangenceentre les anions.
 • Condition d’insertion d’un cation dans une cavite cubique :
 Au cas limite de tangence entre anions :a√
 32
 = R− + rlim eta√
 22
 = 2R− =⇒ rlim =( √3√
 2− 1
 )R− =⇒ r+ > (
 √2 − 1)R−.
 Pour avoir une coordinence maximale, si r+ > (√
 2−1)R−, le cation de placera preferentiellementdans une cavite octaedrique.
 Si( √3√
 2− 1
 )R− < r+ < (
 √2 − 1)R−, le cation se place dans une cavite tetraedrique.
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 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On s’interesse a la structure cristalline de l’iodure d’argent AgI de maille cu-bique. Le parametre de maille est note a. Les ions iodure occupent les nœuds d’un reseaucubique a faces centrees et les ions Ag+ occupent la moitie des sites tetraedriques.1. Representez la maille.2. La masse volumique de la structure cubique de AgI vaut ρ = 5710 kg.m−3. Calculez leparametre de maille.3. Deduisez-en la distance entre un anion et un cation plus proches voisins. Comparez la a lasomme des rayons ioniques et a la somme des rayons covalents. Concluez quant a la naturede la liaison.Donnee : M(Ag) = 107, 8 g.mol−1 ; M(I) = 126, 9 g.mol−1 ; R(Ag+) = 126 pm ;R(I−) = 216 pm ; r(Ag) = 134 pm ; r(I) = 133 pm.
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 1.Notion de couple oxydant/reducteur
 • Un oxydant est une espece capable de capter un ou plusieurs e−. Un reducteur est uneespece capable de ceder un ou plusieurs e−.
 • A chaque oxydant, on associe un reducteur. On definit alors un couple Oxy/Red auquel onassocie une demi-equation d’oxydoreduction :
 • Une reaction de reduction correspond a un gain d’e−. Une reaction d’oxydation corres-pond a une perte d’e−.
 2. Nombres d’oxydation
 Un element chimique peut se trouver dans differents etats d’oxydation. Le nombre d’oxyda-tion (note n.o.) caracterise ces etats. Plus le n.o. est eleve, plus l’element est oxyde.
 Remarque : le n.o. se note en chiffre romain.
 2.1 Comment calculer le nombre d’oxydation d’un element ?
 • Atomen.o.(atome) = 0 Ex : n.o.(Fe) = 0
 • Ion monoatomiquen.o.(element) = charge q Ex : n.o.(Fe2+) = + II
 • Molecule ou ion polyatomique Ex : SO2−4 :
 Premiere methode
 ¶ On ecrit la representation de Lewis de la molecule ou de l’ion polyatomique.· Le doublet liant d’une liaison est attribue a l’atome le plus electronegatif.¸ La charge nette portee par l’atome correspond a son n.o.
 Deuxieme methode
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 Pour une entite polyatomique, la somme des n.o. des elements est egale a la charge globalede l’entite. De plus :
 n.o.(O) = − II pour la plupart des especes stables, sauf pour O2 ou n.o.(O) = 0 et H2O2 oun.o.(O) = I ;
 n.o.(H) = + I pour la plupart des especes stables, sauf pour H2 ou n.o.(H) = 0.
 Ex : Pour SO2−4 , on a :
 n.o.(S) + 4 × n.o.(O) = −2 =⇒ n.o.(S) = −2 − 4× n.o.(O) = + VI.
 2.2 Exemples d’ions• Thiosulfate S2O2−
 3
 • Permanganate MnO−4
 • Dichromate Cr2O2−7
 • Hypochlorite ClO−
 • Peroxyde d’hydrogene H2O2
 2.3 Comment prevoir le nombre d’oxydation extreme d’un element ?En regle generale (pour les non-metaux a l’exception du fluor) :• Pour connaıtre le nombre d’oxydation maximal d’un element (forme la plus oxydee), ils’agit d’identifier le nombre d’electrons que peut perdre l’element sans vider une coucheelectronique pleine.
 • Pour connaıtre le nombre d’oxydation minimal (forme la plus reduite), on identifie lenombre d’electrons que peut gagner l’element sans remplir de nouvelle couche electronique.
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 • MetauxLe n.o.(max) est le nombre d’electrons que peut perdre la metal pour atteindre la configura-tion du gaz rare qui le precede.Le n.o.(min) est toujours 0 car les metaux s’associent avec des atomes plus electronegatif.Ex :alcalins, n.o.(min)=0 et n.o.(max) = +IAluminium, n.o.(min) = 0 et n.o.(max) = +III
 • Non metauxNombre d’oxydation maximal : nombre d’electrons de valence.Nombre d’oxydation minimal : nombre d’electrons manquant pour atteindre la structure dugaz rare a droite de l’element.
 3. Demi-pile et pile
 3.1 Demi-pile
 Une demi-pile est constituee :− d’un couple redox (oxydant + reducteur),− d’un conducteur electrique (electrode : metal qui assurela jonction avec le circuit exterieur),− d’un electrolyte.L’electrode est soit inerte (platine, graphite), soit il s’agitdu reducteur du couple redox.Si la demi-pile est le siege d’une oxydation, elle est diteanode.Si la demi-pile est le siege d’une reduction, elle est ditecathode.
 • Une demi-pile de reference possede un potentiel constant.
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 Electrode standard a hydrogene (ESH) Electrode au calomel sature
 Description :− Lame de platine− Couple H3O+/H2(g)pH = 0 et pH2 = 1 bar
 Description :Couple Hg2Cl2(s)/Hg(l)Solution de KCl saturee
 Eref = 0 V a toute temperature A 25C, Eref = 0, 245 V
 • Notation d’une demi-pile : metal|oxy, red ou red|oxyRemarque : | represente un changement de phase au sein d’une demi-pileEx : Pt|Fe3+, Fe2+.
 3.2 Pile
 Une pile se compose de :− deux demi-piles,− d’une jonction electrolytique (paroi poreuse ou pont salin) reliant les deux demi-piles. Lajonction permet de fermer le circuit electrique par une circulation d’ions. Ex : Pile Daniell
 Notation de la pile :Zn | (Zn2+, SO2−
 4 ) || (Cu2+, SO2−4 ) | Cu.
 Le symbole || represente la jonction electrolytique.
 3.3 Force electromotrice d’une pile
 • La difference de potentiel a vide entre les deux electrodes d’une pile est appelee forceelectromotrice de la pile et notee fem. On la mesure a l’aide d’un voltmetre : fem = V2 – V1.
 • Par convention, on definit la fem comme une grandeur positive : V2 > V1. L’electrode 2(a droite) est l’electrode positive et l’electrode 1 (a gauche) est l’electrode negative.
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 soit : electrode 1 | Ox1, red1 || Ox2, red2 | electrode 2
 3.4 Capacite d’une pile
 • La quantite Q de charge electrique debitee par une pile a I = const pendant ∆t est :
 Q = I × ∆t = ne.F
 avec ne : quantite de matiere d’electrons echanges durant ∆t ;F : constante de Faraday (F = 96 500 C.mol−1).
 • La capacite Qm d’une pile est la quantite maximale de charges electriques qu’elle peutfournir au cours de sa decharge pendant sa duree de vie ∆tvie :
 Qm = I × ∆tvie = ne,maxF
 avec ne,max = quantite de matiere maximale d’electrons echanges.Qm s’exprime en coulomb (C) ou en ampere-heure (A.h) avec 1 A.h = 3600 C.
 3.5 Prevision du fonctionnement d’une pile
 La mesure de la fem (ou la determination de la polarite de la pile) permet de decrire le fonc-tionnement de la pile. A l’exterieur de la pile, les electrons sortent de la borne negative etarrive a la borne positive :− L’electrode negative est donc le siege de l’oxydation (elle joue le role d’anode).− L’electrode positive est donc le siege de la reduction (elle joue le role de cathode).
 3.6 Potentiel d’electrode
 • L’existence d’une f.e.m est due aux discontinuites entre :− les conducteurs et la solution electrolytique,
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 − les deux solutions electrolytiques, soit :fem = V2 – V1 = (V2 – Vsol, 2) + (Vsol, 2 - Vsol, 1) – (V1 - Vsol, 1).
 • On pose :E1 = V1 - Vsol, 1 : potentiel d’electrode du couple Ox1/Red1
 E2 = V2 - Vsol, 2 : potentiel d’electrode du couple Ox2/Red2
 V jonction = Vsol, 2 - Vsol, 1 : tension de jonction.
 On fera l’hypothese que : Vjonction = Vsol, 2 - Vsol, 1 ≈ 0, ainsi la fem d’une pile peut s’expri-mer par :
 fem = E2 – E1.
 Le potentiel d’electrode d’un couple Ox/Red est la f.e.m. d’une pile dans laquelle la demi-pile de gauche est l’E.S.H. (electrode standard a hydrogene), et la demi-pile de droite estconstituee du couple Ox/Red.
 4. Relation de Nernst
 Le potentiel d’electrode peut etre exprime grace a la relation de Nernst.
 • On considere un couple Ox/Red d’equation de reaction :
 α Ox + q H+ + νA A + n e− = β Red + p H2O + νB B
 On introduit :
 − l’activite ai de l’espece i definie par :
 nature de l’espece activite ai
 Solute Ai en solution ai =Ci
 C0 avec Ci= concentration de Ai et C0 = 1 mol.l−1
 Solide Ai pur ai = 1
 Liquide Ai pur ai = 1
 Gaz Ai pur ai =Pi
 P0 avec Pi= pression partielle de Ai et P0 = 1 bar
 − n le nombre d’electrons echanges dans la demi-equation d’oxydoreduction ;− EOx/Red le potentiel standard d’oxydoreduction du couple Ox/Red. Cette grandeur ca-racteristique au couple ne depend que de la temperature T .
 − R la constante des gaz parfaits (R = 8, 31 J.K−1.mol−1) ;
 − F la constante de Faraday (F = 96 500 C.mol−1)
 − T la temperature exprimee en Kelvin (K).
 On a :RTF
 ln(x) =RT
 F ln(10)log(x) avec
 RTF ln(10)
 = 0, 059 V a 298 K.
 • Relation de Nernst
 EOx/Red = EOx/Red +RTnF
 ln(
 (aOx)α(aH+ )q(aA)νA
 (a Red)β(aH2O)p(ab)νb
 )(en Volt).
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 • A 298 K, cette relation devient :
 EOx/Red = EOx/Red +0, 06
 nlog
 ((aOx)α(aH+ )q(aA)νA
 (a Red)β(aH2O)p(ab)νb
 )(en Volt).
 • Exemples
 Couple demi-equation Activite aielectronique
 Fe3+/Fe2+ Fe3+ + 1e− = Fe2+ EFe3+/Fe2+ = EFe3+/Fe2+ +
 0, 061
 log(
 [Fe3+][Fe2+]
 )
 Fe2+/Fe(s) Fe2+ + 2e− = Fe(s) EFe2+/Fe = EFe2+/Fe
 +0, 06
 1log
 ([Fe2+]
 C0
 )
 Cl2(g)/Cl− Cl2(g) + 2e− = 2 Cl− ECl(g)/Cl− = ECl2(g)/Cl− +0, 06
 2log
 (PCl2
 P0(C0)2
 [Cl−]2
 )
 5. Diagrammes de predominance et d’existence redox
 5.1 Definitions
 • Un diagramme de predominance delimite les domaines de predominance d’especes re-dox d’un element donne. Dans un domaine de predominance, une espece redox admet uneconcentration au moins 10 fois superieure aux concentrations des autres especes. En dehorsde ce domaine, l’espece existe mais elle est minoritaire. Les especes dissoutes presentent desdomaines de predominance.Ex : Fe2+, Fe3+ admettent des domaines de predominance.
 • Les especes insolubles presentent des domaines d’existence. En dehors de ces domaines,ils ne peuvent exister. Lorsqu’il y a presence d’une espece insoluble, on definit donc un dia-gramme d’existence.Ex : Fe(s) admet un domaine d’existence.
 5.2 Necessite d’une convention
 Pour etablir les diagrammes de predominance et d’existence des especes redox d’un memeelement chimique, il convient de fixer une convention :
 • Pour une frontiere entre deux especes dissoutes :− la concentration totale atomique en solution de l’element considere est egale a Ctrace.− les concentrations atomiques en element considere sont egales (equipartition de l’element).
 • Pour une frontiere entre une espece dissoute et une phase solide : a la limite d’existencede la phase solide, la concentration atomique en solution de l’element considere est egale aCtrace.
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 5.3 Etablir un diagramme de predominance ou d’existence
 Diagramme de predominance de Fe3+/Fe2+
 • Etude de la frontiere
 − Convention a la frontiere : Ctrace = [Fe3+] + [Fe2+] et [Fe3+] = [Fe2+]
 =⇒ [Fe3+] = [Fe2+] =Ctrace
 2
 =⇒ EFe3+/Fe2+ = EFe3+/Fe2+ +0, 06
 1log
 ([Fe3+][Fe2+]
 )= EFe3+/Fe2+
 − Predominance de Fe3+
 [Fe3+] > 10[Fe2+] = EFe3+/Fe2+ > EFe3+/Fe2+ +0, 06
 1log(10) =EFe3+/Fe2+ + 0, 06
 − Predominance de Fe2+
 [Fe2+] 6 10[Fe2+] =⇒ EFe3+/Fe2+ 6 EFe3+/Fe2+ +0, 06
 1log
 (1
 10
 )=EFe3+/Fe2+ − 0, 06
 Diagramme d’existence de Fe2+/Fe(s)
 • Etude de la frontiere
 − Convention a la frontiere : a la limite d’existence de la phase solide, la concentration ato-mique en solution de l’element considere est egale a Ctrace.
 =⇒ EFe2+/Fe = EFe2+/Fe +0, 06
 2log
 ([Fe2+]
 C0
 )= EFe2+/Fe + 0, 03 log
 (Ctrace
 C0
 )= Elim.
 − Pour C < Ctrace, l’element n’est pas totalement dissous, le solide existe et E < Elim.
 . Dans les diagrammes de predominance ou d’existence, l’oxydant predomine (ou existe)a droite tandis que le reducteur predomine (ou existe) a gauche.
 5.4 Utiliser un diagramme de predominance ou d’existence
 + Si deux especes presentent des domaines de predominance ou d’existence disjoints(sans aucun potentiel commun) alors ses especes sont incompatibles et reagissent entre elles.
 Ex : domaines de predominance de Cu2+, Cu+ et d’existence de Cu.
 L’espece Cu+ presente deux domaines disjoints (pas de partie commune). L’ion Cu+ est in-stable et reagit sur lui-meme pour donner Cu2+ et Cu selon :
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 2C+ → Cu2+ + Cu(s).
 6. Reaction d’oxydo-reduction
 Les reactions d’oxydoreduction sont des equilibres qui peuvent etre thermodynamiquementfavorables ou defavorables. Comment peut-on le prevoir ?
 6.1 Approche qualitative
 . L’oxydant (Ox1) d’un couple de potentiel standard E0Ox1/Red1 reagit de facon quantitative
 avec le reducteur (Red2) d’un autre couple de potentiel standard E0Ox2/Rd2 si E0
 Ox1 > E0Red2.
 Pour se reperer, on peut tracer une echelle de potentiel standard. La reaction sera quantitativesi un gamma a l’endroit peut etre trace. Dans le cas contraire la reaction d’oxydoreductionsera defavorable.
 • Reaction quantitative :
 Rq : Il suffit d’une difference de quelques dixiemes de volt (entre E0Ox et E0
 Red) pour que lareaction soit quantitative.
 • Reaction defavorable thermodynamiquement :
 6.2 Approche quantitative, determination de la constante d’equilibre
 • Soit l’equilibre redox : n2 Ox1 + n1 Red2 = n1 Ox2 + n2 Red1 avec n electrons echanges.
 log K(T ) =n
 ln(10)F
 RT(E1 − E2)
 A 298 K, log K(T ) =n
 0, 06(E1 − E2) =
 n0, 06
 (Eox1 − Ered2)
 soit K = 10n
 0,06 (E1−E2)
 • Si K0 > 103, la reaction est thermodynamiquement favorable.
 Ex : Calcul de la constante d’equilibre entre les ions Fe2+ et les ions permanganate MnO−4 .Donnees : E0
 1 = E0(MnO−4 /Mn2+
 )= 1, 51 V et E0
 2 = E0(Fe3+/Fe2+
 )= 0, 77 V.
 Methode :
 ¶ Ecrire l’equation de la reaction d’oxydoreduction a partir des demi-equations electroniques
 Avec MnO−4 + 8H+ + 5e− = Mn2+ + 4H2O et Fe2+ = Fe3+ + 1e−,
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 on obtient : MnO−4 + 5Fe2+ + 8H+ = Mn2+ + 5Fe3+ + 4H2O.
 · Exprimer la constante d’equilibre en fonction des activites des especes chimiques
 K0 =[Fe3+]5 [Mn2+]
 [MnO−4 ] [Fe2+]5 [H+]8
 ¸ Exprimer le potentiel d’electrode a l’aide des formules de Nernst
 EMnO−4 /Mn2+ = E1 +0, 06
 5log
 [MnO−4 ] [H+]8
 [Mn2+(C0)8]
 et EFe3+/Fe2+ = E2 +
 0, 061
 log(
 [Fe3+][Fe2+]
 ).
 ¹ Uniformiser les deux coefficients devant le log en introduisant des exposants a l’interieurdu log
 EMnO−4 /Mn2+ = E1 +0, 06
 5log
 ([MnO−4 ] [H3O+]
 [Mn2+]
 )et EFe3+/Fe2+ = E2 +
 0, 065
 log(
 [Fe3+]5
 [Fe2+]5
 ).
 º A l’equilibre, il y a unicite du potentiel.
 E1 +0, 06
 5log
 [MnO−4 ] [H+]8
 [Mn2+]
 = E2 +0, 06
 5log
 ([Fe3+]5
 [Fe2+]5
 )» Exprimer la constante d’equilibre en regroupant les termes en log
 log [Fe3+]5 [Mn]2+
 [MnO−4 ] [Fe3+]5 [H3O+]8
 = log(K0) =5
 0, 06
 (E1 − E2
 )
 7. Reaction de dismutation, de mediamutation
 • Si au cours d’une reaction d’oxydoreduction, une meme espece chimique, oxydant dansun couple et reducteur dans un autre, reagit sur elle-meme, on dit que l’espece se dismute eton parle de reaction de dismutation.
 • Si au cours d’une reaction d’oxydoreduction, un oxydant Ox1 reagit avec un reducteurRed2 pour donner une seule espece chimique, reducteur associe a Ox1 et oxydant associe aRed2, alors on parle d’une reaction de mediamutation ou retrodismutation.
 Ex : Cl2(aq)/Cl−(aq) et ClO−(aq)/Cl2(aq)
 • Cl2 + 2HO− → Cl− + ClO− + H2O est une reaction de dismutation,
 • Cl− + ClO− + 2H+ → Cl2 + H2O est une reaction de mediamutation.
 Sauriez-vous repondre ?
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 Exercice 1 : • Donnez les nombres d’oxydations des elements chimiques presents dansles ions ou molecules suivants : SO2−
 4 , H2O2, CO2−3 , MnO−4 .
 • Quels sont les nombres d’oxydation limite des elements : manganese, carbone, fluor et cal-cium ?
 Donnees : Z(Mn) = 25 ; Z(C) = 6 ; Z(F) = 9 ; Z(Ca) = 20.
 Exercice 2 : Donnez l’expression des potentiels de Nernst des couples :
 MnO−4 /Mn2+ ; ClO−/Cl2(g) ; Fe(OH)3(s)/Fe2+(aq).
 Exercice 3 : L’eau oxygenee intervient dans deux couples :H2O2/H2O de potentiel standard E0
 1 = 1, 77 Vet O2/H2O2 de potentiel standard E0
 2 = 0, 69 V.
 Ecrivez l’equation de la reaction de dismutation de l’eau oxygenee.Calculez la constante d’equilibre.
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 1.Acides et bases en solution aqueuse
 1.1 Definitions
 • Un acide de Bronsted est une espece chimique susceptible de ceder un ou plusieurs pro-tons.Un monoacide pourra ceder un proton H+. Un polyacide pourra ceder plusieurs protons.L’ion H+ est en fait hydrate ; on peut donc utiliser comme notation soit H+, soit H3O+.Ex :
 Acide Reaction
 Acide nitrique, HNO3 HNO3 → H+ + NO−3 monoacide
 Acide chlorhydrique, HCl HCl→ H+ + Cl− monoacide
 Acide ethanoıque, CH3COOH CH3COOH→ CH3COO− + H+ monoacide
 Hydrogenocarbonate, HCO−3 HCO−3 → CO2−3 + H+ monoacide
 Acide sulfurique, H2SO4 H2SO4 → SO2−4 + 2H+ diacide
 Acide phosphorique, H3PO4 H3PO4 → PO3−4 + 3H+ triacide
 • Une base de Bronsted est une espece chimique susceptible de capter un ou plusieurs pro-tons.Une monobase pourra capter un proton H+. Une polybase pourra capter plusieurs protons.Ex :
 Base Reaction
 Soude, NaOH NaOH + H+ → Na+ + H2O monobase
 Potasse, KOH KOH + H+ → K+ + H2O monobase
 Hydrogenocarbonate, HCO−3 HCO−3 + H+ → CO2 + H2O monobase
 Ammoniaque, NH3 NH3 + H+ = NH+4 monobase
 Une espece, acide dans un couple et base dans un autre couple est un ampholyte, c’est uneespece amphotere (ex : HCO−3 ).
 1.2 Couple acide/baseUn couple acide/base est compose d’un acide AH et d’une base A−. Il est associe a la demi-equation protonique : AH→ A− + H+.Ex : couple CH3COOH/CH3COO−
 demi-equation protonique : CH3COOH→ CH3COO− + H+
 Lors d’une reaction acido-basique, il y a echange de protons.
 1.3 Couple acide/base de l’eauL’eau est amphotere, elle participe a deux couples dans lesquels elle joue soit le role d’acide
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 soit le role de base : H2O/HO− et H3O+/H2O.
 Dans l’eau, il existe un equilibre appele autoprotolyse de l’eau de constante d’equilibre Ke,,soit : 2H2O→ H3O+ + HO− ; K = Ke = [H3O+].[HO−] = 10−14 a 25C.
 1.4 Definition du pH
 • On definit une grandeur thermodynamique appelee pH telle que :
 pH =− log[H3O+]
 C0 avec C0 = 1 mol.−1.
 • On definit egalement la grandeur pOH verifiant : pOH = − log[HO−]
 C0 ·
 • Relation entre pH et pOH : 14 = pH + pOH.
 En effet, Ke = 10−14 = [H3O+] × [HO−] =⇒ 14 = pH + pOH.
 • Dans l’eau pure, l’autoprotolyse produit autant de H3O+ que de OH−,soit [H3O+] = [HO−] = 10−7 mol.L−1. La solution est dite neutre.
 Si [H3O+] > 10−7 mol.L−1 et donc [OH−] < 10−7 mol.L−1, la solution est dite acide.
 Si [H3O+] < 10−7 mol.L−1 et donc [OH−] > 10−7 mol.L−1, la solution est dite basique.
 2. Nature des acides et des bases
 2.1 Acide fort – Base forte
 Acide fort Base forte
 DefinitionUn acide est fort si sa reaction avecl’eau est totale quelle que soit saconcentration.
 Une base est forte si sa reactionavec l’eau est totale quelle que soitsa concentration.
 Exemple
 2.2 Acide faible – Base faible
 Acide faible Base faible
 DefinitionUn acide est faible si sa reactionavec l’eau n’est pas totale. Il s’agitd’un equilibre.
 Une base est faible si sa reactionavec l’eau est n’est pas totale. Ils’agit d’un equilibre.
 Exemple
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 Definition dela constanted’equilibre
 Pour un couple conjugue d’acideet de base faibles AH/A−, ondefinit une constante d’acidite Ka. Ils’agit la constante d’equilibre de lareaction de l’acide faible sur l’eau :AH + H2O = A− + H3O+
 Ka =[A−].[H3O+]
 [AH].C0
 On definit egalement la constantede basicite Kb comme la constanted’equilibre de la reaction de la basesur l’eau :A− + H2O = AH + HO−
 Kb =[AH].[HO−]
 [A−].C0
 On a Ke = Ka.Kb.
 En posant pKa = − log Ka et pKb = − log Kb, on a aussi pKe = pKa + pKb.
 . Plus un acide (respectivement une base) a un Ka (respectivement Kb) faible soit pKa(respectivement pKb) eleve, plus cet acide ((respectivement base) est faible.
 + On ne peut associer de constante d’acidite (ou de basicite) a des acides (ou a des bases)fort(e)s.
 Exemples d’acide fort/faible et de base forte/faible :
 Acide Nature Base Nature
 HNO3 acide fort NaOH base forte
 HCl acide fort KOH base forte
 CH3COOH acide faible HCO−3 base faible
 HCO−3 acide faible
 H2SO4 premiere acidite forte,deuxieme acidite faible
 H3PO4 trois acidites faibles
 3. Diagrammes
 3.1 Etablissement d’un diagramme de predominance
 • Pour les couples acide/base, etablir un diagramme de predominance, c’est delimiter le do-maine pour lequel l’acide (respectivement la base) predomine devant la base (respectivementl’acide).Une espece predomine si sa concentration est au moins 10 fois superieure a celles des autresespeces.
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 En dehors de son domaine, l’espece existe mais elle est minoritaire.
 • Soit le couple AH/A− : AH + H2O→ A− + H3O+ ; Ka =[A−].[H3O+]
 [AH].C0
 − Si [A−] = [AH] alors Ka =[H3O+]
 C0 et pH = pKa.
 − On considere que AH predomine devant A− si : [A−] × 10 6 [AH]soit pH < pKa -1 (a gauche du diagramme).
 −On considere que A− predomine devant AH si [AH]×10 6 [A−] soit pH > pKa + 1 (a droitedu diagramme :
 Ex :
 3.2 Courbes de distribution
 Les courbes de distributions representent le pourcentage d’une espece en fonction du pH.
 • Dans un premier temps, il faut attribuer les differentes courbes de distribution aux especeschimiques.
 • Si deux especes acide et base conjugues ont des pourcentages egaux alors le pH lu enabscisse est egal au pKa du couple.
 Ex : courbe de distribution de l’acide phosphorique H3PO4
 • Allure du diagramme de predominance
 On peut alors attribuer les courbes : ¶ = H3PO4, · = H2PO−4 , ¸ = HPO2−4 ,
 ¹ = PO3−4
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 A l’intersection de ¶ et · on a pH = 2, 1 =⇒ pKa1 = 2, 1A l’intersection de · et ¸ on a pH = 7, 2 =⇒ pKa2 = 7, 2A l’intersection de ¸ et ¹ on a pH = 12, 4 =⇒ pKa3 = 12, 4.Soit :
 4. Composition chimique d’un systeme a l’etat final
 4.1 Transformation totale
 Lorsque l’on dissout un acide fort ou une base forte dans l’eau, la transformation est totale.L’avancement volumique x est donc l’avancement maximal.Pour connaıtre la composition du systeme a l’etat final, il suffit de dresser un tableau d’avan-cement.Ex :
 Acide fort HCl Base forte NaOH
 DissolutionDissolution d’acide chlorhydriquepour une concentration apportee a C= 10−2 mol.L−1.
 Dissolution de soude pour une con-centration apportee aC = 10−2 mol.L−1.
 Exemple
 Determina-tion du pHou pOH
 pH =− log[H3O+]
 C0 = − logCC0 pOH =− log
 [HO−]C0 = − log
 CC0
 4.2 Equilibre chimique
 Lorsque l’on dissout un acide faible ou une base faible dans l’eau, la transformation cor-respond a un equilibre chimique. Grace a la constante d’equilibre de la reaction, on peutdeterminer l’avancement a l’equilibre xe.Ex :
 Acide faible CH3COOH Base faible NH3
 (pKa = 4, 8) (pKa = 9, 2 =⇒ pKb = 4, 8)
 DissolutionDissolution d’acide ethanoıquepour une concentration apporteeC = 10−2 mol.L−1
 Dissolution d’ammoniaque pourune concentration apportee C =
 10−2 mol.L−1
 Exemple
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 Expressionde la cons-tante d’equi-libre
 Ka =[A−].[H3O+]
 [AH].C0
 =x2
 e
 (C − xe) C0 = 10−4,8
 Kb =[AH].[HO−]
 [A−].C0
 =x2
 e
 (C − xe) C0 = 10−4,8
 Hypotheses
 On peut resoudre l’equation du se-cond degre et trouver xe
 On peut faire l’hypothese que lareaction est defavorisee :
 C − xe ≈ C =⇒ Ka ≈x2
 e
 C C0
 =⇒ xe =√
 Ka C C0
 On peut resoudre l’equation du se-cond degre et trouver xe
 On peut faire l’hypothese que lareaction est defavorisee :
 C − xe ≈ C =⇒ Kb ≈x2
 e
 C C0
 =⇒ xe =√
 Kb C C0
 Determina-tion du pHou pOH
 pH =− log[H3O+]
 C0 = − logxe
 C0
 =12
 (pKa − log
 CC0
 ) pOH =− log[HO−]
 C0 = − logxe
 C0
 =12
 (pKb − log
 CC0
 )
 Verificationde l’hypo-these
 On calcule α, le coefficient de dis-sociation de l’acide faible :
 α =xe
 C=
 [H3O+]C
 =10−pH
 C·
 Si α < 10 %, l’hypothese estverifiee.
 On calcule β, le coefficient de dis-sociation de la base faible :
 β =xe
 C=
 [HO−]C
 =10−pOH
 C·
 Si β < 10 %, l’hypothese estverifiee.
 5. Solution tampon
 5.1 Qu’est-ce qu’une solution tampon ?
 Une solution tampon est une solution dont le pH varie peu par ajout modere d’une base forte,d’un acide fort ou par dilution moderee.
 Une solution tampon est constituee d’un melange d’acide faible et de sa base conjuguee dansdes proportions voisines.
 La solution tampon la plus efficace correspond a celle ou l’acide et la base conjuguee sonten proportions egales (pH = pKa). Plus la solution tampon est concentree, meilleure est sonefficacite.

Page 474
                        
                        

474 Chimie
 5.2 Comment fabriquer une solution tampon de pH = pKa ?
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On donne les courbes de distribution des especes :
 H4P2O7, H3P2O−7 , H2P2O2−7 , HP2O3−
 7 , P2O4−7 .
 Attribuez les courbes et determiner les pKa. Deduisez le diagramme de predominance.
 Exercice 2 : On dispose d’une solution d’acide ethanoıque (pKa = 4, 8)a C = 10−2 mol.L−1.Determinez la composition finale du systeme. Deduisez-en le pH de la solution.
 Exercice 3 : Comment preparer 1 L d’une solution tampon pH = 9, 2a C = 1, 0×10−1 mol.L−1 a partir de cristaux de soude et une solution d’ion ammonium NH+
 4a 1, 0 mol.L−1 ?Donnees : pKa(NH+
 4 /NH3) = 9, 2 ; M(soude) = 40, 0 g.mol−1.
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 1. Qu’est-ce qu’un complexe ?
 • Les complexes sont des edifices polyatomiques dans lesquels un atome metallique possedantau moins une lacune electronique est lie a des molecules, des anions possedant des doubletsnon liants appeles ligands.• Les complexes peuvent etre neutres, charges positivement ou negativement.• Les complexes sont solubles en solution aqueuse.
 Ex : [Cu(NH3)4]2+ : tetraammine cuivre (II).
 2. Reaction de formation et dissociation des complexes
 2.1 Reaction de formation, dissociation des complexesIl convient de distinguer les reactions de formation et de dissociation des complexes MLn(M : atome metallique, L : ligand).On distingue les reactions de formation globale ou plusieurs equivalents de ligands inter-viennent, des reactions de formation successives ou un seul ligand est mis en jeu. Cette dis-tinction peut se faire egalement pour les reactions de dissociation des complexes.
 Reaction de formation du complexe Mn
 Equation de reactionde formation succes-sive (echange d’unequivalent de ligand)
 (1) : M + L→ ML K f 1 =[ML]
 [M].[L]
 (2) : ML + L→ ML2 K f 2 =[ML2]
 [ML].[L]...
 (n) : MLn−1 + L→ MLn K f n =[MLn]
 [Mn−1].[L]
 Equation de reaction deformation globale
 (GF) : M + nL→ MLn βn =[MLn]
 [M].[L]n
 Reaction de dissociation du complexe Mn
 Equation de reactionde dissociation suc-cessive (echange d’unequivalent de ligand)
 (n′) : MLn → MLn−1 + L Kdn =[MLn−1].[L]
 [MLn]
 (n′ − 1) : MLn−1 → MLn−2 + L Kdnn−1 =[MLn−].[L]
 [MLn−1]...
 (2′) : ML2 → ML + L Kd2 =[ML].[L]
 [ML2]
 (1′) : ML→ ML + L Kd1 =[M].[L][ML]
 Equation de reaction dedissociation globale
 (GD) : MLn → M + nL KD =[M].[L]n
 [MLn]
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 2.2 Relation entre les constantes d’equilibre
 Si une equation de reaction (c) est une combinaison lineaire des equations de reaction (a) et(b) par (c) = α(a) + β(b) alors on peut exprimer la constante d’equilibre de la reaction (c)par : Kc = Kα
 a × Kβb ou Ka et Kb sont les constantes d’equilibre des reactions (a) et (b).
 • (GF) est la somme des n equations de formation successive donc : βn =
 n∏i=1
 K f i
 • (GD) est la somme des n equations de dissociation successive donc : KD =
 n∏i
 Kdi
 • On a : β1 = K f 1 =1
 Kd1et K f i =
 1Kdi
 • Pour i > 1 :(i)′ : M + iL→ MLi βi =
 [MLi][M].[L]i
 −(i − 1)′ : MLi−1 → M + (i − 1)L1βi−1
 =[M].[L]i−1
 [MLi]
 (i) = (i)′ − (i − 1)′ MLi−1 + L→ MLi K f i =1
 Kdi=
 βi
 βi−1
 • On definit egalement pKdn comme : pKdn = − log Kdn.
 • Bilan
 β1 = K f 1 =1
 Kd1; βn =
 n∏i=1
 K f i ; KD =
 n∏i
 Kdi ; K f i =1
 Kdi
 pKdn = − log Kdn
 3. Diagramme de predominance
 3.1 Complexe monocoordine ML
 (1) : M + L→ ML K f 1 =[ML]
 [M].[L]=
 1Kd1
 • Si [M] = [ML] alors K f 1 =1
 Kd1=
 1[L]
 =⇒ pL = − log[L] = pKd1
 • Si [M] > [ML] alorsKd1
 [L]> 1 =⇒ pL > pKd1 (M stable a droite du diagramme).
 • Si [M] < [ML] alorsKd1
 [L]< 1 =⇒ pL < pKd1 (ML stable a gauche du diagramme).
 On obtient donc le diagramme de predominance :
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 RQ : Si pL→ ∞, [L]→ 0, s’il n’y a pas de ligand, M est predominant.
 3.2 Utilisation du diagramme de predominance
 Si deux especes presentent des domaines de predominance dans des zones de pL disjointsalors ses especes sont incompatibles et reagissent entre elles.
 Si deux especes presentent des domaines de predominance presentant des zones communesde pL alors ses especes ne reagissent pas entre elles.
 • Complexes successifs stables
 L’objectif est d’etablir le diagramme de predominance de Ag+, [Ag(SCN)] et [Ag(SCN)]2−
 Donnees : pKd1 = 7, 6 et pKd2 = 1, 5.On peut etablir (cf. 3.1.) :
 On en deduit que le complexe [Ag(SCN)] presente des domaines de predominance a partiecommune, ce complexe est stable. Le diagramme de predominance est :
 • Complexes successifs instablesL’objectif est d’etablir le diagramme de predominance de Ag+, [Ag(NH3)]+ et [Ag(NH3)2]+
 Donnees : pKd1 = 3, 3 et pKd2 = 3, 9
 On peut obtenir :
 On en deduit que le complexe [Ag(NH3)]+ presente des domaines de predominance disjoints,il n’est donc pas stable. Seules les especes Ag+ et [Ag(NH3)2]+ sont a considerer.
 4. Courbes de distributionComme pour les reactions acido-basiques, on peut egalement definir les courbes de distri-bution representant le pourcentage d’une espece en fonction du pL. Ces courbes permettentegalement d’obtenir les pKd et d’acceder aux domaines de predominance des especes inter-venant dans les reactions de complexation.
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 • Allure du diagramme de predominance
 On peut alors attribuer les courbes : ¶ = % [Cu(NH3)4]2+ · = % [Cu(NH3)3]2+
 ¸ = % [Cu(NH3)2]2+ ¹ = % [Cu2+].
 A l’intersection de ¶ et · on a pL = 2, 0 =⇒ pKd1 = 2, 0A l’intersection de · et ¸ on a pL = 3, 0 =⇒ pKd2 = 3, 0A l’intersection de ¸ et ¹ on a pL = 3, 4 =⇒ pKd3 = 3, 4.A l’intersection de ¹ et º on a pL = 4, 2 =⇒ pKd4 = 4, 2. Soit :
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On donne les courbes de distribution des especes :Ni2+, [Ni(en)]2+, [Ni(en)2]2+ et [Ni(en)3]2+
 ou en represente le ligand ethylenediamine.Attribuez les courbes et determinez les pKd successifs.Deduisez-en le diagramme de predominance, puis la valeur de log β3.
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 1. Definition de la solubilite
 A une temperature donnee, la solubilite s est la quantite maximale de solide qui se dissout
 dans 1 L d’eau pure : s =ξmax
 V· Unite : mol.L−1
 On peut egalement definir cette grandeur a partir d’une espece gazeuse.
 Ex : bilan matiere en quantite de matiere de la reaction de dissolution du solide (appeleprecipite)
 AgCl(s) → Ag+(aq) + Cl−(aq)t = 0 n 0 0
 t f n − ξmax ξmax ξmax
 =⇒ s =ξmax
 V= [Ag+] = [Cl−].
 2. Produit de solubilite
 Le produit de solubilite, note Ks, est la constante d’equilibre a la temperature T de la reactionde dissolution de l’espece solide.
 • Si le solide est un cristal moleculaire A : A(s) → A(aq), on a Ks =[A]e
 C0 avec C0 = 1
 mol.L−1 et [A]e la concentration de A a l’equilibre de dissolution.
 • Si le solide est un cristal ionique CXAY : CXAY (s) = xCp+(aq) + yAq−(aq), on a Ks =[Cp+]y
 e.[Aq−]ye
 (C0)x+y avec [Cp+]ye et [Aq−]y
 e] les concentrations de C et A a l’equilibre de dissolution.
 • On definit le pKs comme : pKs = − log Ks.
 • Ks se rapporte a la reaction de dissolution du precipite.
 3. Conditions de precipitation
 Soit un cristal ionique CXAY (s). L’equation de la reaction de dissolution est :CxAy(s)→ xCp+ + yAq−.
 • Si les trois especes : CxAy(s), Cp+ et Aq− sont en equilibre, alors
 Ks =[Cp+]x
 e .[Aq−]y
 e
 (C0)x+y
 • Supposons le systeme hors equilibre avec une solution non saturee (absence de solide).L’etude du quotient reactionnel permet de decrire l’evolution du systeme :
 Qr =[Cp+]x
 he[Aq−]yhe
 (C0)x+y avec [Cp+]he et [Aq−]he] les concentrations de C et A hors equilibre.
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 Si Qr < Ks, il ne se formera pas de solide et l’etat d’equilibre ne peut pas etre atteint.
 Si Qr > Ks, le quotient de reaction evolue en diminuant jusqu’a atteindre Ks, on atteindra aufinal un etat d’equilibre.
 Ces conditions sont identiques si on s’interesse a la solubilite d’une espece gazeuse.
 4. Diagramme d’existence d’un precipite
 Etude sur un exemple, le chlorure d’argent AgCl(s) : AgCl(s)→ Ag+ + Cl−
 Solution d’ions chlorure a la concentrationde Ctrace
 Solution d’ions argent a la concentration deCtrace
 Pour quelle valeur de pAg le precipiteexiste-t-il ?• Si Qr > Ks, le precipite se forme et ona : pAg 6 pKs + log(Ctrace)
 • Si Qr < Ks, le precipite ne se formepas, seuls les ions sont presents.
 Pour quelle valeur de pCl le precipiteexiste-t-il ?• Si Qr > Ks, le precipite se forme et ona : pCl 6 pKs + log(Ctrace)
 • Si Qr < Ks, le precipite ne se formepas, seuls les ions sont presents.
 5. Calcul de solubilite dans l’eau pure
 ¶ On exprime les concentrations des ions a l’equilibre en fonction de la solubilite.
 · En reportant dans l’expression du Ks, on calcule la solubilite.
 Ex : Ks(AgCl) = 2 × 10−10 ; K′s(Ag2CrO4) = 10−12
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 AgCl Ag2CrO4
 AgCl(s) → Ag+ + Cl−
 t = 0 n 0 0
 t f n − ξe ξe ξe
 s =ξe
 V= [Ag+]e = [Cl−]e
 Ag2CrO4(s) → Ag+ + 2CrO2−4
 t = 0 n 0 0
 t f n − ξe ξe 2ξe
 s =ξe
 V= [Ag+]e =
 12
 [CrO2−4 ]e
 Ks =[Ag+]e[Cl−]e
 (C0)2 =s2
 (C0)2
 =⇒ s = C0√
 Ks =⇒
 s(AgCl, eau pure)=1, 41 × 10−5 mol.L−1
 K′s =[Ag+]e[CrO2−
 4 ]2e
 (C0)3 =4s3
 (C0)3
 =⇒ s = C0 3
 √K′s4
 =⇒
 s(Ag2CrO4, eau pure)= 6, 30 × 10−5 mol.L−1
 6. Facteurs influencant la solubilite
 6.1 Influence de la temperature
 La solubilite d’un solide augmente generalement avec la temperature.
 La solubilite d’une espece gazeuse diminue generalement avec la temperature.
 6.2 Effet d’ions communs
 • Il y a effet d’ions communs :− si on dissout CxAy(s) dans une solution d’ions Cp+ ou Aq− ;
 − si on ajoute des ions Cp+ ou Aq− a une solution obtenue par dissolution de CxAy(s).
 • Exemple : etude chlorure d’argent AgCl(s) AgCl(s)→ Ag+ + Cl−Si l’on ajoute au systeme initialement a l’equilibre ([Ag+]e et [Cl−]e) des ions Cl−.
 La concentration des ions chlorure augmente : [Cl−]he >[Cl−]e
 =⇒ Qr =[Ag+]e [Cl−]he
 (C0)2 >[Ag+]e [Cl−]e
 (C0)2 = Ks
 Le systeme evolue de facon a diminuer Qr et a produire du AgCl(s). Il y a donc une plusquantite de AgCl(s) qui s’est dissous, la solubilite a diminue.
 . Par effet d’ions communs, la solubilite d’un solide diminue.
 6.3 Influence du pH sur la solubilite
 Si une espece chimique issue de la dissolution d’un solide presente des proprietes acido-basiques alors le pH a une influence sur la solubilite de ce solide.
 • Etude du carbonate de baryum BaCO3(s)
 BaCO3(s)→ Ba2+(aq) + CO23(aq) (pKs(BaCO3) = 8, 3)
 Les ions carbonates ont des proprietes basiques. On peut tracer le diagramme de predominancedes especes carbonatees :
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 Comment evolue la solubilite si le pH diminue ?
 • Approche qualitative
 Si le pH diminue, les ions carbonate CO2−3 reagissent pour donner les ions hydrogenocar-
 bonate HCO−3 ou le dioxyde de carbone CO2 entraınant la diminution du quotient reactionnelQr.Qr est alors inferieur a Ks. Il y a donc evolution vers la dissolution du solide et donc augmen-tation de la solubilite.
 • Approche quantitative et expression de la solubilite en fonction du pH
 La solubilite s’exprime par : s = [Ba2+] = [CO2−3 ] + [HCO−3 ] + [CO2]
 Pour pH > 10, 3On suppose que CO2−
 3 est l’espece predominante, donc
 s = [Ba2+] ≈ [CO2−3 ] =⇒ Ks =
 [Ba2+]e [CO2−3 ]e
 (C0)2 =s2
 (C0)2 =⇒ s = C0√
 Ks
 Pour 6, 4 < pH < 10, 3L’espece dominante est HCO−3 , donc s = [Ba2+] ≈ [HCO−3 ]
 Ka2 =[CO2−
 3 ] [H3O+][HCO−3 ] C0 =⇒ [CO2−
 3 ] =Ka2.[HCO−3 ] C0
 [H3O+]=
 Ka2.s.C0
 [H3O+]
 soit Ks =[Ba2+]e.[CO2−
 3 ]e
 (C0)2 =s2.Ka2
 [H3O+].C0 =⇒ s =
 √Ks.[H3O+].C0
 Ka2
 Pour pH < 6, 4L’espece dominante est CO2, donc s = [Ba2+] ≈ [CO2]
 Ka1.Ka2 =[HCO−3 ] [H3O+]
 [CO2] C0 ×[CO2−
 3 ] [H3O+][HCO−3 ] C0 =
 [CO2−3 ] [H3O+]2
 [CO2] (C0)2
 soit Ks =[Ba2+]e.[CO2−
 3 ]e
 (C0)2 =s2.Ka1.Ka2
 [H3O+]2 =⇒ s =
 √Ks.[H3O+]2
 Ka1 Ka2
 6.4 Influence de la complexation sur la solubilite
 . Si une espece chimique issue de la dissolution d’un solide peut intervenir dans unequilibre de complexation alors la reaction de complexation influence la solubilite de cesolide.
 • Etude du chlorure d’argent AgCl(s)AgCl(s)→ Ag+(aq) + Cl−(aq) (pKs(AgCl) = 9, 7)
 Les ions argent peuvent subir la reaction de complexation avec l’ammoniaque :
 Ag+(aq) + 2NH3(aq)→ [Ag(NH3)2]+
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 • Approche qualitativeEn presence d’ammoniaque, les ions argent Ag+ reagissent entraınant la diminution du quo-tient reactionnel Qr.Qr est alors inferieur a Ks. Il y a donc evolution vers la dissolution du solide et donc augmen-tation de la solubilite.
 . La participation d’une espece issue de la dissolution du solide a une reaction decomplexation augmente la solubilite du solide.
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : Calculez la solubilite dans l’eau pure du phosphate d’argent Ag3PO4.Comment evolue cette solubilite si le solide est dissous dans 1 L d’une solution d’ions argentAg+ a C = 10−2 mol.L−1 ?Calculez la solubilite de Ag3PO4 dans cette solution.Donnee : pKs(Ag3PO4) = 19, 9
 Exercice 2 : On ajoute a 1 L d’eau, n moles de cristal d’AgCl. A-t-on une solution satureesi : a) n = 10−4 mol ; b) n = 10−6 moleDonnee : Ks(AgCl) = 2 × 10−10
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 Les diagrammes E-pH ou E-pL permettent de prevoir et d’interpreter des transformationschimiques ayant lieu en phase aqueuse.
 1. Qu’est-ce qu’un diagramme E-pH ?
 Suivant les conditions (ex pH), les elements chimiques peuvent exister sous divers nombred’oxydation.
 . Le diagramme potentiel pH d’un element chimique, note E-pH, est un graphe a deuxdimensions representant le potentiel en fonction du pH (E = f(pH)) et illustrant les domainesde predominance des especes solubles ou d’existence des especes insolubles aux differentsdegres d’oxydation de l’element considere.
 2. Comment determiner les equations des frontieres d’undiagramme E-pH ?
 2.1 Necessite d’une convention
 Afin de determiner les frontieres d’un diagramme E-pH, il convient de respecter des conven-tions. Differentes conventions sont possibles. Il faut respecter la convention indiquee en cours.
 Convention utilisee generalement
 • Pour une frontiere entre deux especes dissoutes− la concentration totale atomique en solution de l’element considere est egale a Ctrace,− les concentrations atomiques en element considere sont egales (equipartition de l’element).
 • Pour une frontiere entre une espece dissoute et une phase solideA la limite d’existence de la phase solide, la concentration atomique en solution de l’elementconsidere est egale a Ctrace.
 • Pour une frontiere entre une espece dissoute et une phase gazeuseLa concentration atomique en solution de l’element considere en solution est egale a Ctraceet la pression de l’espece gazeuse est egale a une pression fixee conventionnement, noteePtrace (souvent fixee a P0 = 1 bar).
 Exemple
 • Frontiere entre une espece soluble et une espece gazeuse : NO−2 (aq)/NO(g) :
 [NO2] = Ctrace et PNO = Ptrace.
 • Frontiere entre deux especes solubles I2(aq) et I(aq)
 − concentration totale atomique : Ctrace = 2[I2] + [I−]− egalite des concentrations atomiques : [n.o(O)] = [n.o.(-I)].Or [n.o.(-I)] = [I] et [n.o(O)] = 2 [I2] =⇒ 2 [I2] = [I−]
 =⇒ [I2] =14
 Ctrace et [I−] =12
 Ctrace.
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 2.2 Construire un diagramme E-pH simplifie
 Avant de faire l’etude d’un diagramme E-pH, il convient de construire un diagramme E-pHsimplifie de l’element etudie. Il permet de reperer les domaines de stabilite des especes chi-miques.
 Etude sur un exemple : le diagramme E-pH du ferDonnees : les especes a considerer sont Fe(s), Fe2+, Fe3+, Fe(OH)2(s) et Fe(OH)3(s).
 Donnees a 25C :Fe3+/ Fe2+ : E0
 1 = 0, 77 V ; Fe2+/Fe : E02 = −0, 44 V
 Fe(OH)3(s) : pKs1 = 38, 0 ; Fe(OH)2(s) : pKs2 = 15, 1
 Conventions de trace : Ctrace = 10−1 mol.L −1
 Methode Exemple
 ¶ Determiner les n.o. de l’element danschaque espece chimique presente dans lediagramme.
 · Classer verticalement les nombresd’oxydation par ordre croissant. Ce classe-ment permet en general de classer les do-maines de stabilite des especes chimiquespar potentiel croissant.
 ¸ Deux especes ayant le meme nombred’oxydation appartiennent a un coupleacide/base : l’espece la plus basique est adroite, la plus acide a gauche.Il n’y a pas d’echange d’electrons entre cesespeces, leur frontiere est verticale.
 2.3 Attribuer les domainesA l’aide du diagramme simplifie, on peut identifier facilement les domaines.
 Methode¶ On commence par identifier les domaines aux n.o. les plus eleves et les plus faibles enplacant les acides a gauche et les bases a droite du diagramme.n.o. = 0 =⇒ E = Fen.o. = + III =⇒ A = Fe3+ ; B = Fe(OH)3
 · Identifier les elements aux n.o. intermediaires en suivant l’ordre etabli dans le diagrammesimplifie et en respectant les proprietes acido-basiques.n.o. = + II =⇒ C = Fe2+ ; D = Fe(OH)2
 2.4 Determiner l’equation d’une frontiere verticale
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 . Une frontiere verticale separe deux especes chimiques au meme n.o.. Il n’y a donc pasd’echange electronique entre ces especes. Une reaction acido-basique ou de solubilisationlie les deux especes.
 Ex : Determination de la frontiere Fe2+/Fe(OH)2
 ¶ Ecrire la reaction associee a la frontiere dont on connaıt la constante d’equilibreFe(OH)2(s)→ Fe2+(aq) + 2HO−(aq)
 · Determiner les activites des especes a l’aide des conventions
 =⇒ [Fe2+] = Ctrace et a(Fe(OH)2
 )= 1
 ¸ Exprimer la constante d’equilibre de la reaction et determiner le pH de la frontiere.
 Ks2 =[Fe2+] [HO−]2
 (C0)3 =⇒ [HO−]2 =Ks2 (C0)3
 [Fe2+]=⇒ pOH = 7, 05 =⇒ pH = 6, 95.
 2.5 Determiner l’equation d’une frontiere dite horizontale
 • Ex 1 : determination de la frontiere entre Fe(OH)3/Fe(OH)2
 ¶ Reperer les nombres d’oxydation intervenant dans les especes presentes a la frontiere.Ex : Fe(OH)3/Fe(OH)2 =⇒ III/II· Reperer dans les donnees le potentiel standard du couple ou interviennent ces nombresd’oxydation. Comme il y a unicite du potentiel, ecrire l’egalite des differentes expressions dupotentiel.Donnee : Fe3+/ Fe2+ =⇒ E(III/II) = E(Fe3+/ Fe2+) = E(Fe(OH)3/Fe(OH)2)¸ Exprimer le potentiel dont on connaıt le potentiel standard. Ensuite, exprimer l’activite desespeces en fonction des activites des especes chimiques intervenant a la frontiere. En deduirel’equation de la frontiere.
 E = E01 +
 0, 061
 log(
 [Fe3+][Fe2+]
 )Ks2 =
 [Fe2+] [HO−]2
 (C0)3 =⇒ [Fe2+] =Ks2 (C0)3
 [HO−]2
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 et Ks1 =[Fe3+] [HO−]3
 (C0)4 =⇒ [Fe3+] =Ks1 (C0)4
 [HO−]3
 =⇒ E = E01 +
 0, 061
 log(
 Ks1 (C0)4
 [HO−]3
 [HO−]2
 Ks2 (C0)3
 )= E0
 1 +0, 06
 1log
 (Ks1 (C0)
 Ks2 [HO−
 )=⇒ E = E0
 1 + 0, 06(pKs2 − pKs1 + pKe
 )− 0, 06 pH = 0, 236 − 0, 06 pH.
 • Ex 2 : determination de la frontiere entre Fe(OH)2/Fe¶ Fe(OH)2/Fe =⇒ II/0
 · Donnee : Fe2+/ Fe =⇒ E(II/0) = E(Fe2+/ Fe) = E(Fe(OH)2/Fe
 )¸E = E0
 2 +0, 06
 1log
 ([Fe2+]
 C0
 )Ks2 =
 [Fe2+] [HO−]2
 (C0)3 =⇒ [Fe2+] =Ks2 (C0)3
 [HO−]2 =⇒ E = E01 + 0, 03 log
 (Ks2 (C0)3
 [HO−]2
 )=⇒ E = E0
 1 + 0, 03(− pKs2 + 2pKe
 )− 0, 06 pH = −0, 053 − 0, 06 pH.
 2.6 Determiner la pente d’une frontiere dite horizontale
 Methode : ex sur Fe(OH)3/Fe2+
 ¶ Ecrire la demi-equation electronique du couple intervenant sur la frontiereFe(OH)3(s) + 3H+ + e− = Fe2+ + 3H2O
 · Exprimer E sous la forme E = const + f(pH). Pratiquement, on n’interessera qu’au termeH3O+ ou H+
 E = const +0, 06
 1log
 ([H+]3
 )= const − 0, 18 pH =⇒ pente = −0, 18 V/unite de pH.
 3. Utilisation d’un diagramme E-pH
 3.1 Prevoir le caractere favorise ou non d’une transformation chi-mique
 A un pH donne, si deux especes chimiques ont des domaines de stabilite (existence oupredominance) disjoints, alors il est impossible de trouver un potentiel commun pour lequelles deux especes coexistent, la transformation chimique entre les deux especes chimiques estalors favorisee. Si leurs domaines presentent des parties communes, alors les deux especescoexistent et ne reagissent pas ensemble.
 Ex : Les ions permanganate MnO−4 reagissent de facon quantitative avec les ions Mn2+ car ilspresentent des domaines disjoints.
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 3.2 Prevoir la stabilite des especes dans l’eau
 . Pour connaıtre la stabilite d’une espece chimique dans l’eau, il convient de superposerle diagramme E-pH de l’eau avec celui de l’element present dans l’espece chimique. Si ledomaine de stabilite de l’espece chimique presente des parties communes avec celui de l’eau,l’espece est stable dans l’eau. Dans le cas contraire (domaines disjoints), l’espece est alorsinstable dans l’eau.
 • Construction du diagramme E-pH de l’eau2 couples interviennent : O2(g)/H2O et H+/H2(g)O2/H2O : E = 1, 23 − −0, 06pH (avec p(O2) = ptrace = 1 bar)H+/H−2 : E = − − 0, 06 pH (avec p(H2) = ptrace = 1 bar)
 • Prevision de la stabilite des especes chimiques du diagramme E-pH du fer− Le domaine de stabilite de l’eau ne presente pas de parties communes avec le fer.Le fer s’oxyde pour pH< 7 en Fe2+ et pour pH> 7 en Fe(OH)2.L’eau se reduit en dihydrogene H2.
 − Les autres especes Fe2+, Fe3+, Fe(OH)2 et Fe(OH)3 sont stables dans l’eau desaeree.
 3.3 Quand prevoir une reaction de dismutation ?
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 Lorsque le pH est modifie, une espece chimique peut devenir instable et se dismuter.
 Lorsque l’on augmente (ou diminue) le pH d’une solution, on ne se deplace pas necessairementhorizontalement dans un diagramme E-pH. L’espece chimique reste dans son domaine de sta-bilite jusqu’au pH limite.
 2 cas se presentent :
 • une autre espece chimique de meme nombre d’oxydation existe. On a alors une reactionacido-basique.Ex : augmentation du pH lors de la presence de Cu2+ :Cu2+ est stable jusqu’a pH environ egal a 5, puis il forme Cu(OH)2(s) de meme nombred’oxydation par reaction acide-base :
 Cu2+ + 2HO− → Cu(OH)2(s)
 • il n’y a pas d’espece au meme nombre d’oxydation, l’espece chimique se dismute.Ex : diminution de pH lors de la presence de Cu2O :Cu2O reste stable jusqu’au point I, il n’y a pas d’especes stables au degre d’oxydation +I,l’espece Cu2O se dismute en Cu2+ et Cu :
 2H+ + Cu2O(s)→ Cu(s) + Cu2+ + H2O
 3.4 Quand y-a-t-il une reaction de mediamutation ?
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 Supposons un systeme compose de Cu et Cu2+ a pH = 2.Si on augmente le pH jusqu’a pH = 4, les deux especes restent stables mais elles ont alorsdes domaines disjoints et reagissent suivant une reaction de mediamutation.
 Cu(s) + Cu2+ + H2O→ 2H+ + Cu2O(s)
 3.5 Determination d’une constante thermodynamique par lecturegraphique
 On peut par lecture graphique determiner une constante de solubilite Ks d’une reaction desolubilisation ou d’une constante d’acidite d’un couple acide-base.
 • Determination d’une constante de solubilite KsEx : determination de la constante de solubilite de Fe(OH)2(s)→ Fe2+ + 2HO−Lecture du diagramme en 2.3 :Sur la frontiere entre Fe(OH)2/Fe2+ : pH = 1, 76=⇒ [HO−] = 101,8−14 = 10−12,2 mol.L−1
 et [Fe2+] = Ctrace =⇒ Ks =[Fe2+] [HO−]
 (C0)2 = 10−25,4.
 • Determination d’une constante d’acidite KaEx : determination de la constante d’acidite Ka de HClO/ClO− :Sur la frontiere entre HClO/ClO− : pH = 7, 5=⇒ [H3O+] = 10−7,5 mol.L−1
 et [HClO] = [ClO−] =12
 Ctrace =⇒ Ka =[ClO−] [H3O+]
 [HClO] C0 =[H3O+]
 C0 = 10−7,5
 4. Limites des diagrammes E-pHLes diagrammes E-pH permettent de prevoir si une transformation chimique va etre favo-rable thermodynamiquement. Cependant, ces diagrammes ne donnent aucune informationsur la cinetique des reactions (exemple de blocage cinetique).
 Sauriez-vous repondre ?
 Exercice 1 : On donne ci-dessous le diagramme E-pH de l’iode (Ctrace = 10−2 mol.L−1)auquel on a superpose le diagramme E-pH de l’eau. Les especes a considerer sont : I2(aq),I− et IO−3 .1. Attribuez aux especes de l’iode leur domaine de stabilite (existence ou predominance).2. On dispose une solution de diiode a pH = 3, 0. La solution est-elle stable dans une solution
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 desaeree ?3. On augmente le pH de la solution a pH = 9, 0. Une reaction se produit. Laquelle ? Ecrivezl’equation de la reaction.4. Calculer la pente de la frontiere entre A/B.5. On souhaite realiser le dosage de V0 = 20, 0 mL d’une solution S 0 d’ions iodate IO−3 .On ajoute sans variation de volume de l’iodure de potassium (en large exces). A l’aide del’acide sulfurique, on amene le pH a de la solution a une valeur de 3, 0. Une coloration bruneapparaıt. On dose la solution par une solution de thiosulfate de sodium (2Na2+ + S2O2−
 3 ) aC(S2O2−
 3 ) = 1, 0 × 10−2 mol.L−1. La couleur brune disparaıt pour VE = 18, 5 mL.
 a) A l’aide du diagramme E-pH, ecrivez l’equation de la reaction qui a lieu lors de l’ajout del’acide sulfurique.b) Quel compose dose-t-on par le thiosulfate ?c) Ecrivez l’equation de la reaction de dosage.d) Deduisez-en la concentration en iodate de la solution S 0.Donnees : E0(S4O2−
 6 /S2O2−3 ) = 0, 09 V ; E0(I2/I−) = 0, 62 V
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Corriges de la chimie
 1. Systemes physico-chimiques
 Exercice 1
 • CO2(g) : pression partielle de CO2 qui correspond ici a la pression totale,
 P(CO2) =nCO2 RT
 Vgou Vg est le volume de phase gazeuse.
 • CO2(aq) : concentration en CO2, C(CO2) =nCO2
 Vaqou Vaq est le volume de phase aqueuse.
 • HCO−3 : concentration en HCO−3 , C(HCO−3 ) =nCO−3
 Vaqou Vaq est le volume de phase aqueuse.
 Exercice 2
 P(CO) = xCO.P =nCO
 nCO + nH2 + nCH3OHP = 41, 75 bar
 P(H2) = xH2 .P =nH2
 nCO + nH2 + nCH3OHP = 83, 5 bar
 P(CH3OH) = xCH3OH.P =nCH3OH
 nCO + nH2 + nCH3OHP = 41, 75 bar
 2. Transformation chimique
 Exercice 1
 1. K =(PCO2 )e
 P0 =⇒ (PCO2 )e = K.P0 = 1, 17
 et (nCO2 )e =(PCO2 )e V
 RT=
 1, 17 × 105 × 10 × 10−3
 8, 314 × 1100= 0, 128 mol.
 2. Si on maintient la pression du dioxyde de carbone a 1, 0 bar, comme Qr = 1, 0 < K,l’equilibre se deplace dans le sens direct jusqu’a epuisement de CaCO3(s).
 3. Comme n(CaCO3) <(nCO2
 )e, la transformation sera totale : on n’aura pas atteint l’etat
 d’equilibre.A la fin de la transformation : n(CaCO3) = 0 n(CO2) = 0, 1 mol = n(CaO).4. Comme n(CaCO3) > (nCO2 )e, on va atteindre l’etat d’equilibre. A l’equilibre, n(CO2) =0, 128 mol = n(CaO) et n(CaCO3) = 0, 072 mol.
 3. Cinetique chimique
 Exercice 1
 v = k.[HO−]α.[CH3COOEt]β. Dans les conditions stœchiometriques, [HO−] = [CH3COOEt]donc v = k.[HO−]α+β =⇒ l’expression de v ne depend plus que d’une concentration.
 • Si [HO−]0 = 0, 100 mol.L−1, au temps de demi-reaction, [HO−]t1/2 = 0, 0500 mol.L−1
 =⇒ t1/2([HO−]0 = 1, 000 mol.L−1
 )= 15, 5 min.
 • Si [HO−]0 = 0, 500 mol.L−1, au temps de demi-reaction, [HO−]t1/2 = 0, 0250 mol.L−1
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 =⇒ t1/2([HO−]0 = 0, 0500 mol.L−1) = 46, 4 − −15, 5 = 30, 9 min.
 • Si [HO−]0 = 0, 0250 mol.−1, au temps de demi-reaction, [HO−]t1/2 = 0, 006 25 mol.L−1
 =⇒ t1/2([HO−]0 = 0, 0250 mol.L−1) = 108, 2 − −46, 4 = 61, 8 min.
 • Si [HO−]0 = 0, 00625 mol.L−1, au temps de demi-reaction, [HO−]t1/2 = 0, 003125 mol.L−1
 =⇒ t1/2([HO−]0 = 0, 006 25 mol.L−1 ) = 479, 1 − −231, 8 = 247, 3 min.
 Ceci entraıne que t1/2 est directement proportionnel a [ROH]0, donc que α + β = 2.
 v = k.[HO−]α+β = −d[HO−]
 dt=⇒
 1[HO−]
 =1
 [HO−]0+ kt.
 Si l’on veut confirmer par la methode integrale, on trace1
 [HO−]= f (t), on obtient une droite
 d’equation :1
 [HO−]= 0, 647t + 9, 98 (fait a la calculatrice avec un coefficient de correlation
 de 1, 0).
 L’ordre α + β vaut 2 et k = 0, 647 mol−1.L.min−1.
 Exercice 2
 Si la reaction verifie la loi d’Arrhenius, alors k = A exp(−
 Ea
 RT
 )=⇒ ln k = ln A −
 Ea
 RT
 On trace ln k = f (T ) ; on obtient une droite de pente −Ea
 RT= −10, 7 × 103
 =⇒ Ea = 89, 0 kJ.mol−1 (a la calculatrice, on obtient un coefficient de correlation egal a 1).
 Exercice 3
 • v =d[ROEt]
 dt=
 d[Cl−]dt
 = −d[RCl−]
 dt= −
 d[EtO−]dt
 • On calcule a chaque point de la courbe, la pente de la tangente. Cette pente est egale a lavitesse.
 • v = k[RCl]α [EtO−]β = k[RCl]α+β = k[RCl]γ avec γ = α + β
 =⇒ ln v = ln k + γ ln[RCl].
 On trace ln v = f(
 ln[RCl]). A la calculatrice, on obtient une droite d’equation : ln v =
 2, 94 + 2 ln[RCl] (avec un coefficient de correlation egal a 1)=⇒ γ = 2 et k = 18, 9 L.mol−1.min−1.
 4. Configuration electronique d’un atome
 Exercice 1
 1. Orbitale 3d : n = 3 , l = 2Orbitale 4s : n = 4 , l = 0Orbitale 2p : n = 2 , l = 0
 2. Electrons de cœur : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6
 Electrons de valence : (4s)2(3d)6 soit 8 electrons de valence
 3. n = 3 , l = 2 : orbitale 3d
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 n = 4 , l = 4 : pas d’orbitale car l < nn = 2 , l = 0 : orbitale 2s
 Exercice 2
 Atomes
 17Cl : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)5
 26Fe : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)6
 19K : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)1
 IonsK+ : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6
 Cl− : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6
 Fe3+ : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(3d)5
 Exercice 3
 12Mg : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2 peut perdre 2e− de l’OA 3s pour donner Mg2+.
 17Cl : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)5 peut gagner 1e− pour donner Cl−.
 5. Classification periodique des elements
 Exercice 1
 • (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)7 =⇒ 9 electrons de valence.L’element appartient a la 4e periode. C’est un element du bloc d, il appartient a la colonne 2+ 7 = 9e colonne.
 • (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)4 =⇒ 6 electrons de valence.L’element appartient a la 3e periode. C’est un element du bloc p, il appartient a la colonne2 + 10 + 4 = 16e colonne.
 • (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)10(4p)6(5s)1 =⇒ 1 electron de valence.L’element appartient a la 5e periode. C’est un element du bloc s, il appartient a la colonne1re colonne.
 Exercice 2
 • 5e periode et 12e colonne :(1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)10(4p)6(5s)2(4d)10 = [Kr](5s)2(4d)10 =⇒ 12 electrons devalence.
 • 3e periode et 2e colonne :(1s)2(2s)2(2p)6(3s)2 =⇒ 2 electrons de valence.
 • 4e periode et 16e colonne :(1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)10(4p)4 =⇒ 6 electrons de valence.
 Exercice 3
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 • Fluor, chlore, brome, iode appartiennent a la famille des halogenes. Dans une meme fa-mille, l’electronegativite diminue avec Z ce qui entraıne : χ(F) > χ(Cl) > χ(Br) > χ(I).
 • Sodium, magnesium, aluminium, silicium appartiennent a la meme periode (3e periode).Dans une meme periode, de la gauche vers la droite l’electronegativite augmente ce qui en-traıne : χ(Na) < χ(Mg) < χ(Al) < χ(Si).
 6. Comment decrire les entites chimiques moleculaires ?
 Exercice 1
 Exercice 2
 7. Les interactions intermoleculaireset les solvants moleculaires
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 Exercice 1
 • Si un compose est polaire, il peut engendrer des interactions de van der Waals de typeKeesom, et London contrairement au compose apolaires qui n’engendrent que des interac-tions de type London. L’ethane a donc la temperature d’ebullition la plus faible soit −89C.
 • Quand un compose polaire peut engager des liaisons hydrogene, sa temperature d’ebullitionaugmente. Une molecule d’ethanal ne peut engager avec une autre molecule d’ethanal uneliaison hydrogene. L’ethanal a donc une temperature d’ebullition de 20C sous P = 1 bar.
 • Entre deux molecules d’acide ethanoıque, deux liaisons hydrogenes peuvent se formercontrairement a l’ethanol. L’ethanol a donc une temperature d’ebullition de 78C sous P = 1bar et l’acide ethanoıque de 118C.
 Exercice 2
 Eau : polaire et protogene ; cyclohexane : apolaire et aprotogene.
 Le diiode est une molecule apolaire. Ses interactions avec le cyclohexane apolaire seront plusfortes qu’avec l’eau polaire. Le diiode se solubilisera davantage dans le cyclohexane.
 En revanche, l’espece ionique I−3 se solubilisera dans un solvant polaire soit l’eau.
 8. Le modele du cristal parfait
 Exercice 1
 • Z =88
 + 1 = 2.
 • L’atome au centre a 8 voisins ; la coordinence vaut 8.
 • Relation entre a et R :
 • C =Vmotifs
 Vmailles=
 2 ×43× π
 a√
 34
 3
 a3 =π√
 38≈ 0, 68.
 • µ =masse de la maille
 volume de la maille=
 2 matomes
 a3 ×2MNA a3 =
 2 × 0, 2326, 02 × 1023 × (411 × 10−12)3
 = 11, 1 × 103 kg.m−3.
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 Exercice 2
 • Relation entre a et R : a = 2R = AB = BD
 • Relation entre a et c :
 − Triangle AID rectangle en I : AI2 + ID2 = AD2 =⇒ AI =
 √3
 2a
 − J centre de gravite du triangle equilateral AIK : AJ =23
 AI =a√
 3=⇒ AJ =
 √3
 3a
 − Triangle AJK rectangle en J : AJ2 + JK2 = AK2
 Contact entre A et K : AK = a
 =⇒ AJ2 + JK2 = AK2 =⇒
 √33
 a2
 +
 ( c2
 )2= a2 =⇒
 a2
 3+
 c2
 4= a2 =⇒ c2 =
 83
 a2
 − S = surface ABCD =AC.BD
 2=
 AI.BD2
 =
 √3
 2a2 =⇒ Volume : V = S .c = a3
 √2
 • µ =2MTi
 NAV=
 2 × 0, 04796, 02 × 1023 × (295 × 10−12)3 = 6, 20 × 103 kg.m−3
 9.Les cristaux metalliques
 Exercice 1
 • Contact : R(Au) =a√
 24
 AN : R(Au) = 144 pm Z =88
 +62
 = 4.
 • Compacite : C =4 × 4
 3πR3
 a3 =π√
 26
 = 0, 74.
 • La diagonale du cube correspond a 3 distances entre plans reticulaires
 =⇒ 3d = a√
 3 =⇒ d =a√
 33
 = 236 pm.
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 • Masse volumique : ρ(Au) =4 × M(Cu)Na × a3 = 19, 6 × 103 kg.m−3
 • Cavites octaedriques : centre du cube + milieu des aretes,Zoct = 4,
 Condition d’habitabilite du site : R(Au) + Roct =a2
 AN : Roct = 60, 0 pm
 • Cavites tetraedriques : centre des huit cubes d’aretesa2
 Ztet = 8
 Condition d’habitabilite du site : R(Au) + Rtet =a√
 34
 AN : Rtet = 32, 7 pm
 =⇒ R(Cu) > Roct > Rtet. L’or des bijoutiers est donc un alliage de substitution.
 10. Solides macrocovalents et moleculaires
 Exercice 1
 • V = S ABCD.2d2
 • S =12
 AC × BD = CI × a avec CI =32
 CJ =32
 d1, d’ou S =32
 d1 × a
 • Triangle CID rectangle en I : CD2 = CI2 + ID2 =⇒ a2 =a2
 4+
 94
 d21 =⇒ d2
 1 =a2
 3
 • S =32
 d1 × d1√
 3 =3√
 32
 d21 =⇒ V = 3
 √3 d2
 1 d2
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 Exercice 2
 Z =88
 + 1 = 2
 ρ(H2O) =4 × M(H2O)NA × a3
 =⇒ a =3
 √4 × M(H2O)ρ(H2O) NA
 D =a√
 34
 =3
 √4 × M(H2O)ρ(H2O) NA
 ×
 √3
 4
 = 220 pm
 11. Solides ioniques
 Exercice 1
 • Z(I−) =88
 +62
 = 4 et Z(Ag+) = 4.
 • ρ(AgI) =4 × M(AgI)Na × a3
 =⇒ a =3
 √4 × M(AgI)ρ(H2O).Na
 • D =a√
 34
 = 281 pm
 R(Ag+) + R−) = 342 pm ;r(Ag) + r(I) = 267 pm=⇒ la liaison n’est ni covalente, ni ioniquemais intermediaire aux deux modeles.
 12. Les reactions d’oxydo-reduction
 Exercice 1 ?
 • SO2−4 : n.o.(O) = − II =⇒ n.o.(S) +4(−2) = −2 =⇒ n.o.(S) = + VI.
 • CO2−3 : n.o.(O) = − II =⇒ n.o.(C) +3(−2) = −2 =⇒ n.o.(C) = + IV.
 • MnO−4 : n.o.(O) = − II =⇒ n.o.(M) +4(−2) = −1 =⇒ n.o.(Mn) = + VII.
 • =⇒ n.o.(O) = − I ; n.o.(H) = + I.
 • Manganese : n.o.(max)(Mn) = 0 et n.o.(min)(Mn) = + VII
 • Carbone : n.o.(max)(C) = + IV et n.o.(min)(C) = − IV
 • Fluor : n.o.(max)(F) = 0 et n.o.(min)(F) = − I

Page 500
                        
                        

500 Chimie
 • Calcium : n.o.(max)(Ca) = + II et n.o.(min)(Ca) = 0
 Exercice 2
 • MnO−4 /Mn2+ :
 MnO−4 + 8H+ + 5e− → Mn2+ + 4H2O
 EMnO−4 /Mn2+ = E0MnO−4 /Mn2+ +
 0, 065
 log(
 [MnO−4 ].[H+]8
 [Mn2+].(C0)6
 )• ClO−/Cl2(g) :
 2ClO− + 4H+ + 2e− → Cl2(g) + 2H2O
 EClO−/Cl2(g) = E0ClO−/Cl2(g) +
 0, 062
 log(
 [ClO−]2.[H+]4
 (C0)8 ·P0
 P(Cl2)
 )• Fe(OH)3(s)/Fe2+(aq) :
 Fe(OH)3 + 3H+ + 1e− = Fe2+ + 3H2rmO
 EFe(OH)3(s)/Fe2+(aq) = E0Fe(OH)3(s)/Fe2+(aq)
 +0, 06
 1log
 ([H+]3
 [Fe2+] (C0)2
 )Exercice 3
 Reaction de dismutation :
 De H2O2 + 2H+ + 2e− = 2H2O et H2O2 = O2 + 2H+ + 2e− on tire :
 2H2O2 = 2H2O + O2 ; log K =2
 0, 06
 (E0
 H2O2/H2O − E0O2/H2O2
 )= 36 =⇒ K = 1036
 13. Les reactions acide-base
 Exercice 1
 Allure du diagramme de predominance :
 On en deduit : ¶ = % de H4P2O7 ; · = % de H3P2O−7 ; ¸ = % de H2P2O2−7 ;
 ¹ = % de HP2O3−7 ; º = % de P2O4−
 7 .
 A l’intersection de ¶ et · on a pH = 1, 5 =⇒ pKa1 = 1, 5A l’intersection de · et ¸ on a pH = 2, 3 =⇒ pKa2 = 2, 3A l’intersection de ¸ et ¹ on a pH = 6, 6 =⇒ pKa3 = 6, 6.A l’intersection de ¹ et º on a pH = 9, 3 =⇒ pKa4 = 9, 3.Soit :
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 Exercice 2
 On dispose d’une solution d’acide ethanoıque (pKa = 4, 8 a C = 10−2 mol.L−1. On veutdeterminer la composition finale du systeme puis le pH de la solution.
 CH3COOH + H2O → H3O+ + CH3COO−
 t = 0 C 0 0t f C − xe xe xe
 Ka =[A−] [[H]3O+]
 [AH] C0 =x2
 e
 (C − xe) C0 = 10−4,8
 On peut faire l’hypothese que la reaction est defavorisee, soit C − xe ≈ C,
 alors : Ka =x2
 e
 C C0 =⇒ xe =√
 Ka C C0 = 10−3,4 mol.L−1
 et pH =12
 (pKa − log
 ( CC0
 ))= 3, 4.
 Verification des hypotheses : α =xe
 C=
 10−3,4
 10−2 = 10−1,4 < 0, 1 =⇒ la reaction etaitdefavorable (hypothese verifiee).
 Exercice 3
 Dans une fiole jaugee de 1 L, on ajoute 2n0 = 2, 0× 10−1 mol d’ions ammonium soit 200 mLde solution d’ammonium et n0 = 1, 0 × 10−1 mol de soude (soit mNaOH = 4 g). On completeapres homogeneisation la fiole avec de l’eau distillee.
 14. Les reactions de complexation
 Exercice 1
 • Allure du diagramme de predominance :
 On peut attribuer les courbes : ¶ = % de [Ni(en)3]2+ ; · = % de [Ni(en)2]2+ ;¸ = % de [Ni(en)]2+ ; ¹ = % de Ni2+ ;
 A l’intersection de ¶ et · on a pL = 7, 5 =⇒ pKd1 = 7, 5A l’intersection de · et ¸ on a pL = 3, 5 =⇒ pKd2 = 5, 3A l’intersection de ¸ et ¹ on a pL = 2, 9 =⇒ pKda3 = 3, 7.Soit :
 Reaction globale de formation de [Ni(en)3]2+ : Ni2+ + 3en→ [Ni(en)3]2+
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 β3 = K f 1.K f 2.K f 3 =1
 Kd1.Kd2.Kd3=⇒ log β3 = pKd1 + pKd2 + pKd3 = 16, 5.
 15. Les reactions de dissolution
 Exercice 1PbI2(s) → Pb2+ + 2I−
 t = 0 n 0 0t f n − ξe ξe 2ξe
 s =ξe
 V= [Pb2+]e =
 [I−]e
 2=⇒ Ks =
 [Pb2+]e [I−]2e
 (C0)3 =4s3
 (C0)3 =⇒ s = C0 3
 √Ks
 4
 =⇒ s(PbI2, eaupure) = 6, 30 × 10−4 mol.L−1
 En presence d’ions I−, il y a effet d’ions communs, donc la solubilite diminue.
 PbI2(s) → Pb2+ + 2I−
 t = 0 n 0 cVt f n − ξ′e ξ′e cV + 2ξe
 s =ξ′eV
 = [Pb2+]e et [I−]e = 2ξ′eV
 + C = 2s′ + C ≈ C car s′ C.
 =⇒ Ks =[Pb2+]e [I−e ]2
 (C0)3 =s′ C2
 (C0)3 =⇒ s′ =(C0)3
 C2 Ks
 =⇒ s′(PbI2) = 1, 0 × 10−7 mol.L−1.
 Exercice 2
 • Au debut de la precipitation, [Zn2+] = 10−3 mol.L−1 :
 Ks =[Zn2+] [HO−]2
 (C0)3 =⇒ [HO−] =
 √Ks (C0)3
 [Zn2+]= 10−6,7 mol.L−1
 =⇒ pOH = 6, 7 et pH = 7, 3.
 • Lors de la dissolution du precipite, l’equation de la reaction est :
 Zn(OH)2(s) + 2HO− → [Zn(OH)4]2− ; K =[Zn(OH)4]2−] C0
 [HO−]2
 La reaction est la somme de deux equations :
 Zn(OH)2(s)→ Zn2+ + 2HO− Ks
 Zn2+ + 4HO− → [Zn(OH)4]2− β4
 =⇒ K = Ks.β4 = 10−1
 • Lors de la dissolution du precipite, [[Zn(OH)4]2−] = 10−3 mol.L−1
 =⇒ [HO−] =
 √[[Zn(OH)4]2−] C0
 Ksoit [HO•] = 10−1 mol.L−1
 =⇒ pOH = 1, 0 et pH = 13, 0.
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 16. Les diagrammes E-pH
 Exercice 11.
 I− I2(aq) IO−3
 - I 0 + VC B A
 predominance predominance predominance
 2. Le diiode I2 et l’eau presentent des parties communes donc le diiode est stable dans uneeau desaeree.
 3. Lors de l’ajout d’acide, le diiode se dismute en IO−3 et I−.
 De I2 + 6H2O = 2IO−3 + 12H+ + 10e− et I2 + 2e− = 2I− on deduit :
 3I2 + 3H2O→ IO−3 + 6H+ + 5I−
 4. A/B : IO−3 /I2•
 10e− + 2IO−3 + 12H+ = I2 + 6H2O =⇒ E = cte +0, 0610
 log[H+]12 = const − −0, 072pH =⇒
 pente = −0, 072 V/unite de pH.
 5. a) En acidifiant les ions IO−3 et I− reagissent suivant une reaction de mediamutation (enmilieu acide, les domaines sont disjoints) : IO−3 + 6H+ + 5I− → 3I2 + 3H2O
 b) et c) Les ions thiosulfate S2O2−3 reagissent avec le diiode :
 2S2O2−3 + I2 → 2I− + S4O2−
 6
 d) • A l’equivalence du dosage : (nI2 )dose =nS2O2−
 3
 2=
 CS2O2−3.VE
 2• Determination de nIO−3 :
 nO−3 =(nI2 )dose
 3=
 13×
 CS2O2−3
 VE
 2=
 16
 CS2O2−3.VE =⇒ CIO−3 =
 CS2O2−3.VE
 6V0
 AN : = C(IO−3 ) = 1, 54 × 10−3 mol.L−1.
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 Index des mathematiques
 absurde, 57accroissements finis
 egalite, 23inegalite, 23
 analyse-synthese, 57anneau, 80application lineaire, 97argument, 69arrangement, 128automorphisme, 97
 base, 92orthonormale, 121
 Bayes, 133Bessel, 122Bezout, 75, 86Bienayme-Tchebychev, 141bijection, 61Bolzano-Weierstrass, 32borne
 inferieure, 12superieure, 12
 borne inferieure, 15borne superieure, 15, 32
 cardinal fini, 127Cauchy Schwartz, 120Chasles, 37cofacteur, 117combinaison, 128combinaison lineaire, 91complementaire, 58composition, 16congruence, 63, 75conjonction, 55conjugue, 68continuite uniforme, 20corps, 81Cramer, 114cycle, 78
 d’Alembert-Gauss, 84de Morgan, 58deduction, 56degre, 82dense (partie), 32determinant, 116developpement limite, 45diagonale principale, 104difference ensembliste, 58difference symetrique, 58dimension, 94disjonction, 55
 distance, 122diviseur, 83divisibilite, 74division euclidienne, 74, 83
 ecart type, 141encadrement, 18, 32endomorphisme, 97equation differentielle
 du premier ordre, 49du second ordre, 50
 equivalence, 55espace
 euclidien, 120prehilbertien, 120
 espace affine, 102espace vectoriel, 90esperance, 141Euclide, 74Euclide (algorithme d’), 86Euler, 71evenement, 130experience aleatoire, 130exponentielle complexe, 70
 facteur integrant, 49factorielle, 128famille
 generatrice, 91libre, 92liee, 92
 Fermat, 75fonction
 arc cosinus, 28arc sinus, 28arc tangente, 29continue, 19derivable, 21dominee, 43en escalier, 36exponentielle, 25hyperbolique, 30indicatrice d’une partie, 60lipschitzienne, 23logarithme, 25preponderante, 43puissance, 26
 fonctionsequivalentes, 43
 formealternee, 116lineaire, 99multilineaire, 116
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 formule du binome, 66, 105fraction rationnelle, 88
 Gauss, 75Gauss (lemme de), 87Gauss (pivot de), 67, 114Gauss-Jordan, 114graphe d’une application, 60Grassmann (relation de), 95groupe, 77groupe lineaire, 97groupe orthogonal, 124groupe special orthogonal, 125groupe symetrique, 78
 Heine, 20homothetie, 100hyperplan, 99hyperplan affine, 123
 imaged’une application lineaire, 97d’une matrice, 109directe, 14reciproque, 14
 image directe, 61image reciproque, 61implication, 55independance
 (experiences), 134(variables aleatoires), 137(evenements), 134
 injection, 61integration
 par changement de variable, 40par parties, 40
 intersection, 58intervalle, 11isomorphisme, 97
 Kronecker (symbole de), 105
 Lagrange, 49, 85Leibniz, 83limite, 17limite monotone, 19, 33loi
 binomiale, 139de Bernoulli, 138de probabilite, 136uniforme, 138
 loi de composition, 77lois
 conditionnelles, 137marginales, 136
 majorant, 12, 15
 Markov, 141maths, 43matrice, 104
 antisymetrique, 106carree, 104colonne, 104de dilatation, 113de passage, 109de transvection, 113diagonale, 104echelonnee, 113inversible, 106ligne, 104orthogonale, 124scalaire, 104symetrique, 106transposee, 106triangulaire, 104
 matricesequivalentes, 109semblables, 109
 maximum, 15minimum, 15minorant, 15module, 69Moivre, 70multiple, 83
 negation, 55nombre premier, 74norme euclidienne, 120noyau
 d’une application lineaire, 98d’une matrice, 109d’une restriction, 98
 operation elementaire, 66, 113orientation, 117, 123orthogonalite, 121
 partieentiere, 88fractionnaire, 88polaire, 88
 partie entiere, 11partition, 59permutation, 78, 128pgcd, 74, 86plus grand element, 12polarisation, 120pole, 88polynome
 derive, 83irreductible, 84scinde, 84unitaire, 82
 ppcm, 75, 86
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 primitive, 39probabilite, 131
 conditionnelle, 133probabilites
 composees, 133totales, 133
 produit cartesien, 59produit mixte, 118produit scalaire, 120projecteur, 100projection, 100projection orthogonale, 122prolongement, 14, 60Pythagore, 121
 quantificateur, 56
 racine, 84rang
 d’un systeme, 114d’une application lineaire, 98d’une famille de vecteurs, 96d’une matrice, 109, 118theoreme du, 98
 recouvrement, 59recurrence, 57reflexion, 125relation
 antisymetrique, 63binaire, 63d’equivalence, 63d’ordre, 64reflexive, 63symetrique, 63transitive, 63
 repere affine, 103restriction, 14, 60reunion, 58Riemann
 serie, 53sommes, 38
 Rolle, 22rotation, 125
 scalaire, 90Schmidt, 121serie
 absolument convergente, 54convergente, 52geometrique, 52
 signature, 79similitude, 73somme directe, 92sous-anneau, 80sous-corps, 81sous-espace affine, 102sous-espace vectoriel, 91
 sous-groupe, 78Stirling, 42subdivision, 36substitution, 78suite
 arithmetique, 33bornee, 31convergente, 31dominee, 42extraite, 32geometrique, 33monotone, 32negligeable, 42preponderante, 42recurrente, 34
 suitesequivalentes, 42
 suites adjacentes, 33supplementaire orthogonal, 122supplementaires, 92surjection, 61symetrie, 100systeme
 homogene, 112incompatible, 112
 systeme complet, 130systeme lineaire, 66systemes equivalents, 112
 Taylor, 83Taylor (reste integral), 45Taylor-Lagrange (inegalite), 45Taylor-Young, 45trace, 110transposition, 79
 valeur absolue, 16valeur approchee, 11valeurs intermediaires, 19valuation p-adique, 76variable aleatoire, 136variance, 141variation de la constante, 49vecteur, 90voisinage, 11
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 Index de la physique
 œil, 214
 acceleration, 271admittance, 242admittance equivalente, 242ampere, 229amplitude, 189amplitude de probabilite, 223amplitude maximale, 195angle
 d’incidence, 204de reflexion, 204de refraction, 204
 armature, 239ARQS, 233association
 parallele, 242serie, 242
 bande coupee, 262bande passante, 256bande passante a -3 dB, 260, 262bobine, 240bobine d’auto-induction, 332bobine de Helmholtz, 299Bode (diagramme de), 259Bohr (relation de), 220branche, 230bras de levier, 304
 capacite, 239capacite thermique, 339Carnot (th.), 366celerite de propagation, 193centre d’inertie, 277centre de force, 312centripete, 274cercle oculaire, 216chaleur, 343champ
 electrostatique uniforme, 297champ de force centrale, 312charge elementaire, 228circuit electrique, 230circuit R-C serie, 245circuit R-L serie, 247Claudius, 364Clausius, 359, 360coefficient
 compressibilite isotherme, 341de dilatation isobare, 341
 composantecontinue, 258
 fondamentale, 258condensation, 352conductance, 238conducteur electrique, 228conduction, 343constante de Boltzmann, 338constante des aires, 313convection, 343convention
 entrante, 233sortante, 234
 cornee, 214corps vitre, 214couplage electromecanique, 328couple de forces, 305courant
 alternatif, 229bidirectionnel, 229continu, 229electrique, 228unidirectionnel, 229
 courants de Foucault, 330courbe
 d’ebullition, 355de rosee, 355de saturation, 355
 covolume molaire, 341cristallin, 214cycle de Carnot, 365
 de Broglie (relation de), 220densite de probabilite, 223dephasage, 195derivateur, 263Descartes, 211diagramme
 d’Amagat, 339de Clapeyron, 339
 diagramme d’equilibre, 354diagramme des frigoristes, 369diaphragme, 208dielectrique, 239diffraction, 200dipole, 236
 actif, 236lineaire, 237passif, 236symetrique, 237
 droite d’action, 304dynamique, 277
 echangesthermiques, 343
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 effet Joule, 238effet photo-electrique, 218electrolyte, 228emission
 induite, 220spontanee, 220
 energiecinetique, 190electrique, 240interne, 347magnetique, 241mecanique, 191potentielle, 190potentielle magnetique, 324
 energie cinetique, 287energie interne, 339energie mecanique, 290energie potentielle, 286
 d’interaction, 312effective, 314
 enthalpie, 349, 356entropie, 359
 creee, 360echangee, 360
 equationd’etat, 336de van der Waals, 340
 equilibreinstable, 293stable, 293
 etatde diffusion, 315lie, 315
 etat d’equilibre, 336etat propre stationnaire, 226etat stationnaire, 224etendue spectrale, 192
 f.e.m. induite, 326facteur de qualite, 250, 264Fermat, 207flux
 du champ magnetique, 325exterieur, 333propre, 332
 fonction d’onde, 223fonction de transfert harmonique, 258force
 conservative, 285d’interaction gravitationnelle, 281de frottement, 282de Laplace, 322electromagnetique, 282electrostatique, 282motrice, 284resistante, 284
 force de Lorentz, 296
 fraction massique, 356freinage electromagnetique, 330frequence, 229, 231, 258
 de coupure a -3 dB, 260de coupure a -3 dB, 262de resonnance, 266fondamentale, 199harmonique, 199
 frequence propre, 189Fresnel, 197Fresnel (vecteur de), 256fusion, 352
 gain, 259Gauss, 207grandeur
 extensive, 338intensive, 338
 grandissement, 212grossissement, 216
 harmonique, 258haut-parleur electrodynamique, 330humeur acqueuse, 214
 imagereelle, 207, 212virtuelle, 207, 212
 impedance, 241equivalente, 242
 indice optique, 203inductance, 240
 mutuelle, 333propre, 332
 infrason, 192integrateur, 261intensite
 efficace, 239intensite de courant electrique, 228interferences, 196isentropie, 360isotherme, 339
 Kelvin, 359
 liaison pivot, 305ligne de champ, 321liquefaction, 352loi
 de Faraday, 326de Joule (premiere), 349de Joule (seconde), 349de Laplace, 346de Lenz, 326des mailles, 234des nœuds, 233
 lois de Kepler, 317
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 longueur d’onde, 195lunette astronomique, 215
 machinefrigorifique, 364, 366thermique, 364
 maille, 230masse, 277
 inerte, 277pesante, 277
 Melde, 198miroir plan, 206mode propre, 199moment
 cinetique, 302d’inertie, 303d’une force, 304magnetique, 321
 monovariant, 355mouvement
 circulaire non uniforme, 274circulaire uniforme, 273rectiligne uniforme, 272uniformement accelere, 272
 nœud, 198, 230nerf optique, 214Newton, 211Norton (modele de), 243
 objectif, 215objet
 reel, 207, 212virtuel, 207, 212
 oculaire, 215onde
 longitudinale, 193progressive, 193progessive sinusoıdale, 195stationnaire, 198transversale, 193
 oscillateur amorti, 250
 paroiadiabatique, 343diatherme, 343
 pendule pesant, 307periode, 258periode propre, 189periode temporelle, 195permeabilite magnetique du vide, 333permittivite dielectrique du vide, 316phase
 a l’origine, 189instantanee, 189
 phase a l’origine, 229, 231phase d’un corps pur, 353
 phase instantanee, 195photon, 219plage d’accommodation, 215plan d’incidence, 204plan focal, 210Planck (constante de), 219Planck-Einstein (relation de), 219point
 d’ebullition, 355de rosee, 355triple, 355
 point materiel, 270portrait de phase, 253, 309potentiel efficace, 314potentiel electrique, 231poussee d’Archimede, 282pression, 337
 de saturation, 355pression interne, 341puissance, 284
 instantanee, 237moyenne, 237
 pulsation, 195, 229, 231de resonnance, 266propre a -3 dB, 260, 262reduite, 263
 pulsation cyclotron, 300pulsation propre, 189, 250punctum
 proximum, 215remotum, 214
 pupille, 214
 quanta, 219quantification de l’energie, 225quantite de mouvement, 277
 rails de Laplace, 326Rayleigh, 200rayon
 paraxial, 208rayon de giration, 300rayon lumineux, 202rayonnement, 343referentiel, 268referentiel
 de Copernic, 281geocentrique, 281terrestre, 281
 reflexion, 203refraction, 203, 204refringent, 204regle des moments, 356relation de Varignon, 275rendement de Carnot, 366resistance, 238
 interne, 243
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 resistor ohmique, 238resonnance, 198
 d’amplitude, 255d’intensite, 256de charge, 255de vitesse, 256
 resultantecinetique, 279cinetique, 278dynamique, 279
 retard temporel, 193retine, 214
 Schrodinger (equation de), 223signal, 192
 lineaire non dispersif, 193periodique, 258
 Snell-Descartes, 204solenoıde, 332solidification, 352source
 chaude, 364de chaleur, 344de travail, 344froide, 364
 source idealede courant, 243de tension, 242
 source lumineuse, 202source reelle, 243spectre, 192, 202
 audible acoustique, 192electromagnetique, 192
 spectrographe de masse, 300stigmatisme, 207sublimation, 352systeme
 ferme, 335isole, 335moteur, 345ouvert, 335resistant, 345thermodynamique, 335
 systeme aplanetique, 208systeme conservatif, 191
 temperature de Mariotte, 340tension
 alternative, 231bidirectionnelle, 231continue, 231efficace, 239unidirectionnelle, 231
 tension d’un ressort, 282tension electrique, 231thermostat, 344Thevenin (modele de), 243
 tire-bouchon de Maxwell, 302transformation
 adiabatique, 344isobare, 344isotherme, 344monobare, 344monotherme, 344reversiblee, 344
 transition de phase, 353translation
 circulaire, 275rectiligne, 275
 travail, 284, 343trou, 228
 ultrason, 192
 valeurefficace, 258moyenne, 258
 vaporisation, 352variable d’etat, 335vecteur d’onde, 195vecteur- rotation instantane, 275ventre, 198vitesse, 271vitesse angulaire, 274vitesse quadratique moyenne, 337vitesses cosmiques, 319
 watt, 237
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 Index de la chimie
 noyau, 411
 acier, 446acier inoxydable, 446alliage, 446alliage d’aluminium, 446anion, 416Arrhenius (loi d’), 409avancement chimique, 401avancement volumique, 405
 bronze, 446
 capacite d’une pile, 461carbone
 diamant, 448graphite, 449
 cation, 416charge effective, 424chlorure de cesium, 453chlorure de sodium, 454cohesion, 437compacite d’un cristal, 440concentration molaire, 400constante d’equilibre, 402coordinence, 439couple Oxy/Red, 457cristal
 covalent, 438ionique, 438metallique, 437moleculaire, 437covalent, 448ionique, 453moleculaire, 451parfait, 437
 cubique faces centrees (cfc), 444
 demi-pile, 459diagramme E-pH, 484diagramme isochore, 398dichromate, 458dismutation, 466
 electrodeau calomel sature, 459standard a hydrogene, 459
 electronde cœur, 416de valence, 416
 electron, 411electronegativite, 423empilement compact, 442
 entite chimique, 412evolution, 403
 facteur cinetique, 405famille chimique, 420fluide supercritique, 398force electromotrice (fem), 460fraction molaire, 399
 gaz, 397
 Hund, 415hypochlorite, 458
 interactionde Debye, 431de Keesom, 431de London, 431de van der Waals, 431
 isotope, 412
 Klechkowski, 414, 415
 laiton, 446Lewis (schema), 426liaison hydrogene, 433liaison metallique, 445liquide, 397
 maille, 437masse volumique d’un cristal, 440mediamutation, 466motif, 437
 Nernst (relation de), 462neutron, 411nombre d’oxydation (n.o.), 457nombre quantique, 413nucleon, 411
 orbitale atomique, 414ordre d’une reaction, 406oxydant, 457oxydation, 457
 Pauli, 414permanganate, 458Peroxyde d’hydrogene, 458pile, 460polarite, 429potentiel d’electrode, 461pression partielle, 400proton, 411
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 quotient reactionnel, 403
 rayon atomique, 424reaction d’oxydo-reduction, 465reducteur, 457reduction, 457regle de l’octet, 427relation
 d’existence, 463de predominance, 463
 relation de Nernst, 462retrodismutation, 466
 sitecristallographique, 443octaedrique, 443tetraedrique, 443
 solideamorphe, 397cristallin, 397macrovalent, 448semi-cristallin, 397
 solvantaprotogene, 435moleculaire, 434protogene, 435
 sulfure de zinc, 455
 thiosulfate, 458transformation
 chimique, 397limitee, 404nucleaire, 397physique, 397totale, 404
 variete allotropique, 397vitesse
 de disparition, 406de formation, 406globale, 405
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