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3
 PROBABILITES
 Exercice 3.01.
 Soit n un entier superieur ou egal a 2. On considere une urne contenant nboules numerotees de 1 a n.
 1. On effectue des tirages successifs et sans remise d’une boule de cette urnejusqu’a obtenir la boule numerotee n. On note X1 le nombre de tirages ainsieffectues.Determiner la loi de X1 et son esperance.
 Les deux questions suivantes etudient deux prolongements possibles del’experience a l’issue de cette premiere serie de tirages.
 2. Apres cette premiere serie de tirages, on continue de sortir les boulesde l’urne jusqu’a obtenir la boule de plus grand numero parmi les numerosrestants. On note X2 le nombre de nouveaux tirages ainsi effectues (si a l’issuede la premiere serie de tirages l’urne est vide, on decide que X2 prend alorsla valeur 0).
 a) Determiner la loi de X2 et verifier quen−1∑j=0
 P (X2 = j) = 1.
 b) Les variables aleatoires X1 et X2 sont-elles independantes ?
 c) Calculer l’esperance de X2.
 3. Apres cette premiere serie de tirages, s’il reste au moins une boule dansl’urne, on tire une boule au hasard et on note X3 le numero obtenu (si l’urneest vide on convient que X3 prend la valeur 0).
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 a) Determiner la loi du couple (X1, X3).
 b) Determiner la loi de X3.
 Solution
 1. La variable X1 prend ses valeurs dans [[1, n]] et, pour tout k de [[1, n]], ona :
 P (X1 = k) =
 (n−1k−1
 )(n
 k−1
 )× 1n− k + 1
 = 1n
 puisqu’il faut piocher k−1 boules autres que celle portant le numero n pendantles k − 1 premiers tirages, puis enfin piocher la boule numerotee n au neme
 tirage. (on peut aussi dire qu’il y a n! facons de vider l’urne et (n− 1)! faconsd’avoir une boule donnee en position donnee)Conclusion : la variable X1 suit la loi uniforme sur [[1, n]] et on a : E(X1) =n+ 12
 .
 2. a) Pour tout k de [[1, n−1]], sachant que (X1 = k) est realise, la variable X2
 prend alors ses valeurs dans [[1, n−k]] puisqu’il ne reste que n−k boules dansl’urne. De plus, le processus est le meme que pour la variable X1, mais avecune urne contenant au depart n − k boules et on cherche toujours a obtenircelle qui porte le plus grand numero. On a donc :
 P(X1=k)(X2 = j) = 1n− k
 , pour 1 6 j 6 n− k
 La formule des probabilites totales associee au systeme complet d’evenements
 (X1 = k)k∈[[1,n]] s’ecrit :
 ∀ j ∈ [[1, n− 1]], P (X2 = j) =n∑
 k=1
 P (X1 = k)P(X1=k)(X2 = j)
 =n−j∑k=1
 P (X1 = k)P(X1=k)(X2 = j) = 1n
 n−j∑k=1
 1n− k
 ∀ j ∈ [[1, n− 1]], P (X2 = j) = 1n
 n−1∑k=j
 1k
 Tandis que P (X2 = 0) = P (X1 = n) = 1n.
 On a donc :n−1∑j=0
 P (X2 = j) = 1n(1 +
 n−1∑j=1
 n−1∑k=j
 1k) = 1
 n(1 +
 n−1∑k=1
 k∑j=1
 1k) = 1
 n(1 +
 n−1∑k−1
 1) = 1.
 b) Les variables X1 et X2 ne sont pas independantes puisque, par exemple,on a :
 P ((X1 = 2) ∩ (X2 = n− 1)) = 0 = P (X1 = 2)P (X2 = n− 1)
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 c) X2 est une variable finie donc elle possede une esperance et on a :
 E(X2) =n−1∑j=0
 jP (X2 = j) =n−1∑j=1
 jP (X2 = j) = 1n
 n−1∑j=1
 n−1∑k=j
 jk= 1n
 n−1∑k=1
 k∑j=1
 jk
 = 1n
 n−1∑k=1
 k + 12
 = 12n
 n∑k=2
 k = 12n
 (n(n+ 1)2
 − 1)=
 (n− 1)(n+ 2)4n
 3. Soit j un entier de [[1, n−1]]. En notant Aj,k−1 l’evenement : ⟨⟨on n’a obtenuni la boule numerotee j, ni la boule numerotee n lors des k − 1 premierstirages ⟩⟩, (Aj,0 designant l’evenement certain), et en notant Zk la variable
 aleatoire egale au numero de la boule tiree au keme tirage, on peut ecrire :
 (X1 = k) ∩ (X3 = j) = Aj,k−1 ∩ (Zk = n) ∩ (X3 = j)
 On a P (Aj,k−1) =
 (n−2k−1
 )(n
 k−1
 ) =(n− k)(n− k + 1)
 n(n− 1)et, avec la formule des
 probabilites composees, on trouve :
 P ((X1 = k) ∩ (X3 = j)) =(n− k)(n− k + 1)
 n(n− 1)× 1n− k + 1
 × 1n− k
 = 1n(n− 1)
 Le seul cas qui a echappe a cette ecriture est le cas (X3 = 0) qui coincide avec(X1 = n) et
 P ((X1 = n) ∩ (X3 = 0)) = P (X1 = n) = P (X3 = 0) = 1n
 b) Par marginalite : pour tout j de [[1, n− 1]], on a :
 P (X3 = j) =n−1∑k=1
 1n(n− 1)
 = 1n, ce qui permet de retrouver P (X3 = 0) = 1
 n.
 X1 et X3 ont meme loi U([[0, n− 1]]).
 Exercice 3.02.
 1. On admet que ∀x ∈ [0, 1[, ln(1− x) = −∞∑
 n=1
 xn
 n.
 Calculer pour x ∈ [0, 1[,∞∑
 n=1
 xn+1
 n (n+ 1).
 Soit (Xn)n∈N une suite de variables aleatoires definies sur le meme espaceprobabilise (Ω,A, P ), mutuellement independantes et suivant la meme loiexponentielle de parametre α > 0.
 2. Dans cette question, m designe un entier naturel non nul fixe. Pour toutω ∈ Ω, on range les nombres X0(ω), X1(ω), . . ., Xm(ω) par ordre decroissant,pour obtenir une nouvelle sequence notee Y0(ω), Y1(ω), . . . , Ym(ω). Ainsi, ona en particulier :
 Y0 = supXk, 0 6 k 6 m et Ym = infXk, 0 6 k 6 m
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 a) Determiner la fonction de repartition Φ0 et une densite φ0 de Y0.
 b) Determiner la fonction de repartition Φm et une densite φm de Ym.
 3. Soit X et Y deux variables aleatoires a densite, definies sur l’espace prob-abilise precedent, independantes de densites respectives f et g, de fonctionsde repartition respectives F et G.
 a) Determiner une densite de −Y .
 b) On admet que, si h : R+×R → R+ est une fonction de deux variables,on a : ∫ +∞
 0
 [∫ +∞
 −∞h(x, t) dt
 ]dx =
 ∫ +∞
 −∞
 [∫ +∞
 0
 h(x, t) dx]dt
 sous reserve que toutes les integrales ecrites convergent.
 Montrer que P (Y 6 X) =
 ∫ +∞
 −∞G(x) f(x) dx.
 4. On considere la variable aleatoire N , a valeurs dans N, definie par : ∀ω ∈ Ω,
 N(ω) =
 le plus petit des indices k tels que Xk(ω) > X0(ω), si ce nombre existe
 0 , si ce nombre n’existe pas
 a) Determiner la loi de N et verifier que P (N = 0) = 0. La variable aleatoireN admet-elle une esperance ?
 On definit la variable aleatoire XN par : ∀ω ∈ Ω, XN (ω) = XN(ω)(ω)
 b) Soit x ∈ R∗+ et n ∈ N∗. Calculer P(N=n)(XN 6 x).
 c) Determiner la fonction de repartition Ψ et une densite ψ de XN .
 d) Montrer que XN admet une esperance et calculer sa valeur.
 Solution
 1. Avec 1n(n+ 1)
 = 1n− 1n+ 1
 , il vient, toujours pour x ∈ [0, 1[ (ce qui permet
 de casser les sommations)∞∑
 n=1
 xn+1
 n(n+ 1)= x
 ∞∑n=1
 xn
 n−
 ∞∑n=1
 xn+1
 n+ 1= x
 ∞∑n=1
 xn
 n−
 ∞∑n=2
 xn
 n
 Ce qui donne :∞∑
 n=1
 xn+1
 n(n+ 1)= (1− x) ln(1− x) + x.
 2. a) Par independance, puis par derivation sur R+ :
 Φ0(y) =m∏
 k=0
 P (Xk 6 y) =(1− e−αy
 )m+1et
 φ0(y) = (m+ 1)α e−αy(1− e−αy
 )mb) De meme, sur R+,
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 Φm(y) = 1−m∏
 k=0
 P (Xk ≥ y) = 1− e−α (m+1) y et
 φm(y) = (m+ 1)α e−α (m+1) y
 3. a) ∀ y, P (−Y 6 y) = P (Y ≥ −y), donc F−Y (y) = 1 − FY (−y) et doncf−Y (y) = fY (−y).b) Par convolution et independance,
 P (Y 6 X) = P (X − Y ≥ 0) =
 ∫ +∞
 0
 fX−Y (z) dz
 =
 ∫ +∞
 0
 [∫ +∞
 −∞f−Y (z − x) fX(x) dx
 ]dz
 =
 ∫ +∞
 −∞
 [∫ +∞
 0
 f−Y (z − x) dz]fX(x) dx
 P (Y 6 X) =
 ∫ +∞
 −∞
 [∫ x
 −∞fY (y) dy
 ]fX(x) dx
 =
 ∫ +∞
 −∞G(y) f(x) dx
 4. a) ⋆ Avec les resultats precedents :
 P( n∩k=1
 (Xi 6 X0))= P (sup(X1, . . . , Xn) 6 X0) =
 ∫ +∞
 −∞Φ0(x)fX0(x) dx
 =
 ∫ +∞
 0
 αe−αx(1− e−αx)n dx = 1n+ 1
 Ainsi par disjonction de cas :
 ∀n ∈ N∗, P (N = n) = 1n− 1n+ 1
 Par telescopage,∞∑
 n=1P (N = n) = 1 et P (N = 0) = 0.
 ⋆ On a nP (N = n) = n× 1n(n+ 1)
 = 1n+ 1
 , terme general d’une serie
 divergente et N n’a pas d’esperance.
 b) Par independance, pour x ≥ 0,
 P(N=n)(XN 6 x) = P (n∩
 k=0
 (Xk 6 x)) = (1− e−αx)n+1.
 c) D’apres la formule des probabilites totales et 1., sur R+,
 Ψ(x) =∞∑
 n=1
 (1− e−αx
 )n+1
 n (n+ 1)= 1− (1 + αx) e−αx, d’ou ψ(x) = α2 x e−αx.
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 d) On a : E(XN ) =
 ∫ +∞
 0
 (αx)2 e−αx dx = 1α
 ∫ +∞
 0
 u2 e−u du =Γ(3)α
 = 2α.
 Exercice 3.03.
 Toutes les variables aleatoires de cet exercice sont definies sur le meme espaceprobabilise (Ω,A, P ).A toute suite de variables aleatoires (Xn)n∈N∗ dont les proprietes varieronten fonction des questions, on associe la suite de variables aleatoires (Yn)n∈N∗
 definies pour tout entier naturel non nul n par Yn =n∏
 k=1
 Xk.
 1. Dans cette question, (Xi)i∈N∗ est une suite de variables aleatoires independantesde meme loi de Bernoulli de parametre p ∈ ]0, 1[. Soit n ∈ N∗.
 a) Determiner Yn(Ω).
 b) Determiner la loi de Yn.
 c) Les variables aleatoires Yn et Yn+1 sont-elles independantes ?
 d) Montrer que la suite (Ym)m∈N∗ converge en loi vers une variable aleatoireY dont on precisera la loi.
 2. Dans cette question, (Xi)i∈N∗ est une suite de variables aleatoires independantesde meme loi definie par P (Xi = 1) = p ∈ ]0, 1[ et P (Xi = −1) = 1 − p. Soitn ∈ N∗.
 a) Determiner Yn(Ω).
 b) Determiner l’esperance de Yn.
 c) Determiner la loi de Yn.
 d) Les variables aleatoires Yn et Yn+1 sont-elles independantes ?
 e) Montrer que (Ym)m∈N∗ converge en loi vers une variable aleatoire Y donton precisera la loi.
 3. On note X0 la variable aleatoire certaine egale a 1 et (Zi)i∈N∗ une suitede variables aleatoires independantes de meme loi de Bernoulli de parametrep ∈ ]0, 1[. Pour tout entier naturel n non nul, on pose Xn = ZnXn−1 et on
 definit, comme precedemment, Yn =n∏
 i=1
 Xi. Soit n ∈ N∗.
 a) Les variables aleatoires Xn et Xn+1 sont-elles independantes ?
 b) Determiner les lois de Xn et de Yn.
 c) Montrer que la suite (Ym)m∈N∗ converge en loi vers une variable aleatoireY dont on precisera la loi.
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 Solution
 1. a) et b) Yn(Ω) = 0, 1. D’apres la definition de Yn et l’independance des(Xi) :
 P (Yn = 1) = P (n∩
 i=1
 (Xi = 1)) =n∏
 i=1
 P (Xi = 1) = pn : Yn suit la loi de
 Bernoulli de parametre pn.
 c) Comme Yn+1 = Xn+1Yn, alors :
 P ((Yn+1 = 1) ∩ (Yn = 0)) = 0 = pn+1(1− pn) = P (Yn+1 = 1)P (Yn = 0)
 Ainsi, Yn et Yn+1 ne sont pas independantes.
 d) D’apres la question precedente, comme p = 1, limn→∞
 P (Yn = 1) = 0 et
 limn→∞
 P (Yn = 0) = 1. Ainsi, (Yn) converge en loi vers une variable aleatoire Y
 presque surement egale a 0.
 2. a) D’apres la definition, Yn(Ω) = −1, 1.
 b) D’apres l’independance des (Xi), E(Yn) =n∏
 i=1
 E(Xi) = (2p− 1)n.
 c) Notons pn = P (Yn = 1) = 1 − P (Yn = −1). Alors, E(Yn) = 2pn − 1.Ainsi :
 P (Yn = 1) = 1− P (Yn = −1) =(2p− 1)n + 1
 2
 d) Supposons Yn et Yn+1 independantes.
 Alors, par exemple : P (Yn+1 = 1)P (Yn = 1) = P ((Yn+1 = 1) ∩ (Yn = 1)),donc :
 P (Yn+1 = 1)P (Yn = 1) = P ((Xn+1 = 1) ∩ (Yn = 1))
 P (Yn+1 = 1)P (Yn = 1) = P (Xn+1 = 1)P (Yn = 1)
 (la derniere egalite provient du fait que Yn ne depend que de X1, . . . , Xn)
 Donc P (Yn+1 = 1) = P (Xn+1 = 1), soit(2p− 1)n+1 + 1
 2= p
 ou encore (2p− 1)n+1 = 2p− 1 et comme (2p− 1)n = 1 n’est pas raisonnable,
 on a p = 12.
 Comme on sait que si A et B sont independants, alors il en est de meme de
 A et B, de A et B, . . . si p = 12Yn et Yn+1 sont independantes.
 e) D’apres les calculs precedents, limm→∞
 P (Ym = 1) = 12. Ainsi, (Ym)m
 converge en loi vers une variable aleatoire Y telle que P (Y = 1) = P (Y =
 −1) = 12.
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 3. a) On remarque que Xn =n∏
 i=1
 Zi. Ainsi, d’apres la question 1. c), les
 variables aleatoires Xn et Xn+1 ne sont pas independantes.
 b) D’apres la question 1. b), Xn suit la loi de Bernoulli de parametre pn.De maniere analogue, Yn(Ω) = 0, 1 et, d’apres l’independance des (Zi),P (Yn = 1) = P (∀ i ∈ [[1, n]], Zi = 1) = pn.Ainsi, Yn suit aussi la loi de Bernoulli de parametre pn.
 c) Comme a la question 1. d), on montre que (Yn) converge en loi vers unevariable aleatoire presque surement egale a 0.
 Exercice 3.04.
 Soit f la fonction definie sur R par f(x) =
 e−2x si x ∈ [0, 1]0 sinon
 .
 1. Determiner λ ∈ R tel que λf soit une densite de probabilite.
 Soit X une variable aleatoire de densite λf .
 2. Pour tout n ∈ N, montrer que 1−X admet un moment d’ordre n, noteMn = E
 ((1−X)n
 ).
 Calculer M0 et M1.
 3. a) Etudier la monotonie de la suite (Mn)n∈N.
 b) Montrer que la suite (Mn)n∈N converge et determiner sa limite.En deduire que : ∀ ε > 0, lim
 n→∞P((1−X)n ≥ ε
 )= 0.
 c) Trouver une relation entre Mn+1 et Mn. En deduire la limite de nMn
 quand n tend vers l’infini.
 4. Pour tout k ∈ 0, 1, 2, determiner un polynome Pk de degre au plus k telque :
 Mn = Pk
 ( 1n
 )+ o
 ( 1nk
 )lorsque n tend vers l’infini.
 Solution
 1. Comme f est positive et continue sur R− 0, 1 il suffit que
 ∫Rf = 1.
 Or :
 ∫ 1
 0
 e−2x dx =[e−2x
 −2
 ]10= 1
 2(1− e−2), donc λ = 2
 1− e−2 .
 2. Les integrales Mn =
 ∫ 1
 0
 (1− x)nλe−2x dx convergent puisqu’on integre une
 fonction continue sur le segment [0, 1] ; donc, par le theoreme de transfert, lesmoments Mn existent.
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 On a M0 = E(1) = 1 et par integration par parties :
 M1 = λ([
 (1− x)e−2x
 −2
 ]10−
 ∫ 1
 0
 − e−2x
 −2dx
 )= λ(e
 −2
 4+ 1
 4).
 3. a) Pour tout x ∈ [0, 1], on a (1− x)n+1 6 (1− x)n, donc par conservationdes inegalites par integration, lorsque les bornes sont dans l’ordre croissant :(Mn) decroıt.
 b) La suite est decroissante et clairement positive donc elle converge.
 Pour tout x ∈ [0, 1] on a : e−2 6 e−2x 6 1, donc en integrant :
 λ e−2
 n+ 16Mn 6 λ 1
 n+ 1Donc, par theoreme d’encadrement, on a : lim
 n→∞Mn = 0.
 Comme 1−X > 0 l’inegalite de Markov donne :
 P (|(1−X)n − 0| > ϵ) 6 Mnϵ
 −→n→∞
 0.
 Donc la suite ((1−X)n)n∈N converge en probabilite vers la variable aleatoirecertraine nulle.
 c) Par integration par parties :
 Mn+1 = λ([
 (1−x)n+1 e−2x
 −2
 ]10−∫ 1
 0
 −(n+1)(1−x)n e−2x
 −2dx
 )=λ− (n+ 1)Mn
 2
 Ainsi nMn = nλ− 2Mn+1
 n+ 1∼
 n→∞λnn+ 1
 −→n→∞
 λ.
 4. ⋆ On a : Mn = 0 + o(1) donc P0 = 0 convient.
 ⋆ On vient de voir que nMn = λ+o(1), doncMn = λn+o(1/n), donc P1 = λX
 convient.
 ⋆ Comme nMn = (λ− 2Mn+1)×n
 n+ 1on a :
 n(nMn − λ) = n(− λ 1
 n+ 1− 2Mn+1(
 nn+ 1
 ))
 = −λ nn+ 1
 − 2(n+ 1)Mn+1︸ ︷︷ ︸→2λ
 ( nn+ 1
 )2 −→n→∞
 −λ− 2λ = −3λ.
 Donc Mn = λn− 3λn2
 + o(1/n2), et P2 = λX − 3λX2 convient.
 Exercice 3.05.
 Soit n ∈ N∗. On considere une urne Un contenant n boules numerotees de 1a n. On tire au hasard une boule de Un.Soit k le numero de la boule tiree.→ Si k = 1, on arrete les tirages.
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 → Sinon, on retire de l’urne toutes les boules numerotees de k a n, et oneffectue un nouveau tirage.
 On repete ces tirages jusqu’a l’obtention de la boule numero 1.
 Soit Xn la variable aleatoire egale au nombre de tirages effectues jusqu’al’obtention de la boule 1.
 Soit Yn la variable aleatoire egale a la somme des numeros tires et In lavariable aleatoire egale au numero de la premiere boule tiree dans l’urne Un.
 1. a) Quelle est la loi de la variable aleatoire In ?
 b) Quelle est la loi conditionnelle de la variable aleatoire Xn conditionneepar la realisation de l’evenement (In = 1) ?
 c) Pour tout n ≥ 2, montrer que :∀ j ∈ N∗,∀ k ∈ [[2, n]], P(In=k)(Xn = j) = P (Xk−1 = j − 1).
 2. a) Quelle est la loi de la variable aleatoire X1 ?
 b) Quelle est la loi de X2 ? Calculer E(X2).
 3. a) Determiner Xn(Ω).
 b) Calculer P (Xn = 1) et P (Xn = n).
 c) Montrer que : ∀n ≥ 2, ∀ j ≥ 2, P (Xn = j) = 1n
 n−1∑k=1
 P (Xk = j − 1).
 d) Pour tout n ≥ 2 et tout j ≥ 2, calculer nP (Xn = j)−(n−1)P (Xn−1 = j).
 En deduire que pour tout n ≥ 2 et tout j ≥ 1 :
 P (Xn = j) = n− 1n
 P (Xn−1 = j) + 1nP (Xn−1 = j − 1).
 4. Montrer que : ∀n ≥ 2, E(Xn) = E(Xn−1) +1n. En deduire E(Xn) ainsi
 qu’un equivalent simple de cette esperance quand n tend vers l’infini.
 Solution
 1. a) In(Ω) = [[1, n]] et ∀ k ∈ [[1, n]], P (In = k) = 1n.
 b) Quand In = 1 est realise, on realise (Xn = 1), soit : P(In=1)(Xn = 1) = 1.
 c) Si on realise (In = k), avec k ≥ 2, il ne reste dans l’urne, pour continuerl’experience, que les boules de numeros allant de 1 a k− 1. Obtenir alors 1 aujeme tirage, c’est obtenir la boule 1 en j − 1 tirages (apres le premier !) maisavec une urne contenant ⟨⟨ initialement ⟩⟩ (k − 1) boules. Donc
 P(In=k)(Xn = j) = P (Xk−1 = j − 1)
 2. a) On a : X1(Ω) = 1 et P (X1 = 1) = 1.
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 b) ⋆ (X2 = 1) = ⟨⟨on obtient la boule 1 au premier tirage avec une urne
 contenant initialement 2 boules ⟩⟩. Donc P (X2 = 1) = P (I2 = 1) = 12.
 ⋆ Si on n’a pas la boule 1 au premier tirage (ce qui se produit avec la
 probabilite 12), on a obtenu la boule 2, on la retire et il ne reste plus que
 la boule 1 et on conclut au coup suivant. Bref :
 X2(Ω) = 1; 2 et P (X2 = 1) = P (X2 = 2) = 12et E(X2) =
 32
 3. a) Xn(Ω) = 1, . . . , n (tous les cas sont possibles).
 b) ⋆ P (Xn = 1) = 1n
 ⋆ Realiser (Xn = n), c’est prendre son temps : au premier tirage on obtientla boule n que l’on ote, au deuxieme on obtient la boule n − 1, que l’on ote,and so on. Ainsi par la formule des probabilites composees :
 P (Xn = n) = 1n
 × 1n− 1
 × · · ·×11= 1n!
 c) (In = k)k∈[[1,n]] forme un systeme complet d’evenements. Donc, d’apresla formule des probabilites totales et pour j > 2 :
 P (Xn = j) =n∑
 k=1
 P (In = k)P(In=k)(Xn = j)
 =n∑
 k=1
 1nP(In=k)(Xn = j) = 1
 n
 n∑k=2
 P (Xk−1 = j − 1)
 (on a P(In=1)(Xn = j) = 0)
 Soit : P (Xn = j) = 1n
 n−1∑k=1
 P (Xk = j − 1)
 d) Si j ≥ 2, et n ≥ 3 alors n− 1 ≥ 2, et on peut utiliser le c) et :
 nP (Xn = j)− (n− 1)P (Xn−1 = j) =n−1∑k=1
 P (Xk = j− 1)−n−2∑k=1
 P (Xk = j− 1)
 = P (Xn−1 = j − 1)et donc :
 P (Xn = j) = n− 1n
 P (Xn−1 = j) + 1nP (Xn−1 = j − 1)
 Compte tenu des calculs precedents, on verifie sans probleme que cette relationest encore vraie au rang j = 1 et egalement au rang n = 2.
 4. Soit n ≥ 3. On a Xn(Ω) = [[1, n]].
 E(Xn) =n∑
 j=1
 jP (Xn = j) =n∑
 j=1
 j(n− 1n
 P (Xn−1 = j)) +jnP (Xn−1 = j − 1)
 = n− 1n
 n∑j=1
 jP (Xn−1 = j) + 1n
 n∑j=1
 jP (Xn−1 = j − 1)
 = n− 1n
 E(Xn−1) +1n
 n−1∑j=0
 (j + 1)P (Xn−1 = j)

Page 12
                        

98 ESCP Europe 2015 - Oral
 E(Xn) = E(Xn−1)− 1nE(Xn−1) +
 1nE(Xn−1) +
 1n
 n−1∑j=0
 P (Xn−1 = j)
 = E(Xn−1) +1n.
 (Car P (Xn−1 = n) = P (Xn−1 = 0) = 0). Relation encore vraie pour n = 2.
 On en deduit E(Xn) =n∑
 k=2
 1k+E(X1) =
 n∑k=1
 1k; et on sait que E(Xn) ∼ lnn.
 Exercice 3.06.
 Soit X une variable aleatoire definie sur un espace probabilise (Ω,A, P ) dedensite f continue sur R, nulle sur R− et de classe C1 sur R+.
 On suppose egalement que l’integrale
 ∫ +∞
 0
 f2(t) dt est convergente.
 1. Montrer que pour tout x > 0, l’integrale
 ∫ +∞
 x
 f(t)t
 dt converge. On pose
 alors :
 h(x) =
 0 si x < 0∫ +∞
 x
 f(t)t
 dt si x > 0
 2. Montrer que la fonction h verifie les proprietes d’une densite.
 3. Soit U une variable aleatoire definie sur (Ω,A, P ) independante de X etsuivant la loi uniforme sur [0, 1]. On pose : Y = XU et Z = X − Y .
 a) Determiner les lois respectives de lnX et de lnU .
 b) En deduire la loi de Y et celle de Z.
 Solution
 1. ⋆ La fonction t 7→ f(t)t
 est continue et positive sur R∗+.
 ⋆ Au voisinage de 0, comme la fonction f est nulle en 0, derivable a droite en
 0, on a limt→0
 f(t)t
 = f ′(0) et l’integrale est faussement impropre en sa borne
 inferieure.
 ⋆ Avecf(t)t
 6 12(f2(t) + 1
 t2), l’hypothese faite sur f et la regle de Riemann
 donnent la convergence de l’integrale pour la borne infinie.
 Ce qui montre l’existence de h.
 2. La fonction f etant une densite continue, la fonction h est continue (memede classe C1) sur R+, nulle sur R− et positive.Pour tout A > 0, une integration par parties donne :
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 0
 h(t) dt =[t.h(t)
 ]A0−∫ A
 0
 t.h′(t)dt = Ah(A) +
 ∫ A
 0
 f(t) dt
 Or, 0 6 A.h(A) = A
 ∫ +∞
 A
 f(t)t
 dt 6∫ +∞
 A
 f(t) dt −→A→+∞
 0, donc∫ A
 0
 h(t) dt −→A→+∞
 1 ce qui termine la question.
 3. a) L’evenement (X 6 0) etant quasi-impossible, on peut considerer que Xprend ses valeurs dans R∗
 +, donc (lnX)(Ω) = R et classiquement, pour toutx reel
 P (lnX 6 x) = P (X 6 ex) = FX(ex)
 Par derivation, on peut donc prendre : flnX(x) = exfX(ex).
 De meme, on peut considerer que U prend ses valeurs dans ]0, 1], et(lnU)(Ω) = R− et, pour x < 0, P (lnU 6 x) = P (U 6 ex) = FU (e
 x) = ex etdonc on peut prendre :
 flnU (x) =
 0 si x > 0ex si x < 0
 b) XU prend ses valeurs dans R∗+ et pour x > 0 :
 [XU 6 x] = [lnX + lnU 6 lnx]. Donc FXU (x) = FlnX+lnU (lnx) et parderivation :
 fXU (x) =1xflnX+lnU (lnx)
 Par independance de X et U , donc de lnX et lnU , il vient, pour tout y > 0et par convolution :
 flnX+lnU (y) =
 ∫ +∞
 −∞flnX(t)flnU (y − t)dt =
 ∫ +∞
 y
 etf(et)ey−tdt
 = ey∫ +∞
 y
 f(et)dt
 et donc fXU (x) = 1xeln x
 ∫ +∞
 ln x
 f(et) dt =
 ∫ +∞
 x
 f(z)z
 dz = h(x) (on a fait le
 changement de variable z = et).
 Pour montrer que Z = X(1−U) suit la meme loi queXU , il suffit de remarquerque 1−U suit aussi la loi uniforme sur [0, 1] et qu’elle est independante de X.
 Exercice 3.07.
 Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On yeffectue une succession de tirages d’une boule selon le protocole suivant :
 • si a un rang quelconque on obtient une boule blanche, on la remplace parune boule noire avant le tirage suivant ;
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 • si a un rang quelconque on tire une boule noire, on la remplace par uneboule noire avec la probabilite p et on la remplace par une boule blanche avecla probabilite q = 1 − p (on suppose que 0 < p < 1) et on effectue alors letirage suivant.
 L’experience est modelisee dans un espace probabilise (Ω,A, P ).
 Pour n ∈ N∗, on note Xn la variable aleatoire representant le nombre deboules noires contenues dans l’urne a l’issue du neme tirage (c’est-a-dire justeavant le tirage de rang n+ 1).
 1. Donner la loi de X1.
 2. a) Donner les valeurs prises par la variable aleatoire Xn.
 b) Determiner pour tout j ∈ [[0, 2]], la loi conditionnelle de Xn+1 sachantque (Xn = j) est realise.
 3. Pour n ∈ N∗, on pose Un =
 P (Xn = 0)P (Xn = 1)P (Xn = 2)
 .
 a) Determiner une matrice A ∈ M3(R) telle que, pour tout n ∈ N∗,Un+1 = AUn.
 b) Determiner les elements propres de A.
 c) Determiner la limite en loi de la suite (Xn)n∈N∗ .
 Solution
 1. L’etat initial de l’urne est 1 boule noire et 1 boule blanche. Aussi :
 → realiser [X1 = 0] c’est tirer la boule noire et la remplacer par une blanche.
 Ainsi P (X1 = 0) = 12×q,
 → realiser [X1 = 1] c’est tirer la boule noire et la remplacer par une noire.
 Ainsi P (X1 = 1) = 12×p,
 → realiser [X1 = 2] c’est tirer la boule blanche . Ainsi P (X1 = 2) = 12.
 (la somme fait bien 1 !)
 2. a) La variable aleatoire Xn est a valeurs dans 0, 1, 2.b) ⋆ Si [Xn = 0] est realise, l’urne contient deux boules blanches juste avant
 le tirage de rang n+ 1. Donc :
 P(Xn=0)(Xn+1 = 0) = 0, P(Xn=0)(Xn+1 = 1) = 1, P(Xn=0)(Xn+1 = 2) = 0
 ⋆ Si [Xn = 1] est realise, l’etat de l’urne avant le tirage suivant est B,N.Ainsi :
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 P(Xn=1)(Xn+1 = 0) =q2
 (on tire la boule noire et on la remplace par une
 blanche).
 P(Xn=1)(Xn+1 = 1) =p2
 (on tire la boule noire qui est remplacee par une
 noire)
 P(Xn=1)(Xn+1 = 2) = 12(on tire la boule blanche)
 ⋆ Si [Xn = 2] est realise, l’urne contient deux boules noires juste avant letirage suivant et on est sur de tirer une boule noire, que l’on remplace parune boule noire ou une boule blanche. Ainsi
 P(Xn=2)(Xn+1 = 0) = 0.
 P(Xn=2)(Xn+1 = 1) = q (on tire une boule noire qui est remplacee par uneblanche)
 P(Xn=2)(Xn+1 = 2) = p (on tire une boule noire qui est remplacee par unenoire).
 3. a) En utilisant la formule des probabilites totales, les resultats obtenusprecedemment donnent sans probleme :
 A =
 0 q/2 01 p/2 q0 1/2 p
 b) On obtient :
 ⋆ 1 est valeur propre de A (on le savait) , le sous-espace propre associe estengendre par t ( q2 2q 1 ) ;
 ⋆ −q est valeur propre de A, le sous-espace propre associe est engendre part ( 1 −2 1 ) ;
 ⋆p2
 est valeur propre de A, le sous-espace propre associe est engendre part (−q −p 1 )
 c) La matrice A est diagonalisable et semblable a la matrice D =
 diag(1,−q, p2) de matrice de passage diagonalisante P =
 q2 1 −q2q −2 −p1 1 1
 .
 On a : Un = AnU0 = PDnP−1U0 −→n→∞
 P
 1 0 00 0 00 0 0
 P−1U0.
 On trouve (sans calcul) : limn→∞
 Un = 1(q + 1)2
 q2
 2q1
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 (ceci s’obtient bien sans calculs, car la formule prouve que la limite existe, onvoit alors directement qu’elle est invariante par A, i.e. propre pour la valeurpropre 1, et la somme de ses coefficients vaut 1)
 Exercice 3.08.
 1. Soit X une variable aleatoire definie sur un espace probabilise (Ω,A, P ) etsuivant la loi normale centree reduite. Soit Y = X2.a) Montrer que Y est une variable aleatoire a densite dont on donnera une
 densite.
 b) Montrer que Y admet une esperance et une variance et determiner cesdeux moments.
 c) Quelle est la loi de 12Y ?
 2. On considere l’endomorphisme f de R3 dont la matrice relativement a la
 base canonique de R3 est A = 13
 2 −1 −1−1 2 −1−1 −1 2
 .
 Montrer que f est un projecteur orthogonal dont on precisera les elementscaracteristiques.
 3. Un point M , extremite d’un vecteur V , est place de facon aleatoire dansl’espace R3 rapport., muni de sa structure euclidienne canonique (on note ∥.∥la norme).
 On suppose que les coordonnees (X1, X2, X3) du point M sont des variablesaleatoires independantes qui suivent chacune la loi normale centree reduite.
 a) Determiner la loi de la variable aleatoire 12∥V ∥2 = 1
 2∥−−→OM∥2.
 b) Soit P le plan d’equation x+ y + z = 0. On note D la variable aleatoireegale a la distance de M au plan P. Montrer que D est une variable aleatoirea densite et en donner une densite.
 c) Quelle est la distance moyenne du point M au plan P ?
 Solution
 1. a) On a Y (Ω) = [0,+∞[. Soit FY la fonction de repartition de Y . Cettefonction est nulle sur R∗
 −, et pour tout x > 0 :FY (x) = P (−
 √x 6 X 6 √
 x) = Φ(√x)− Φ(−
 √x) = 2Φ(
 √x)− 1,
 en notant Φ la fonction de repartition de X → N (0, 1).On remarque que FY est continue sur R (notamment en 0) et C1 sur R∗.Y est ainsi une variable aleatoire a densite dont une densite est donnee parderivation :
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 fY (x) =
 1√2πx
 e−x/2 si x > 0
 0 sinon
 b) E(Y ) = E(X2) = 1 (variance de X) et E(Y 2) = E(X4) = 3,d’ou V (Y ) = 2 (soit en faisant une integration par parties dans l’integrale∫ +∞
 −∞t3×tφ(t) dt, soit en revenant a l’integrale de t2fY (t) et a la fonction Γ,
 soit parce que l’on se souvient de la notion d’aplatissement (ou kurtosis) pourune loi normale !)
 c) Soit Z = 12Y qui est a valeurs dans R+.
 Pour tout z > 0 : P (Z 6 z) = P (Y 6 2z) = FY (2z).
 Par derivation, une densite sur R+ de Z est : fZ(z) = 2fY (2z) =1√πz
 e−z et
 on reconnaıt : Z suit la loi γ(1/2).
 2. On verifie que A2 = A. Ainsi, f f = f et f est un projecteur. Comme lamatrice A est symetrique reelle f est un projecteur orthogonal.
 On verifie que Ker(f) = Vect(1, 1, 1). On a alors :
 Im(f) = (Ker(f))⊥ = (x, y, z) ∈ R3, x+ y + z = 0= Vect((1,−1, 0), (0, 1,−1).
 Ainsi, f est la projection orthogonale sur Vect((1,−1, 0), (0, 1,−1)) par-allelement a Vect(1, 1, 1).
 3. a) Soit V =−−→OM = (X1, X2, X3). On a alors :
 12∥V ∥2 = 1
 2X2
 1 + 12X2
 2 + 12X3
 3 → γ(3/2) (stabilite de la loi gamma).
 b) Par definition : D = d(V,P) = ∥f(V )− V ∥ = ∥(id− f)(V )∥.
 Comme (I3 −A)V = 13
 X1 +X2 +X3
 X1 +X2 +X3
 X1 +X2 +X3
 , on a :
 D2 = 3×19(X1 +X2 +X3)
 2 = 13(X1 +X2 +X3)
 2 et D = 1√3|X1 +X2 +X3|.
 On a donc D(Ω) = R+. Soit FD la fonction de repartition de D.
 • Pour x < 0, FD(x) = 0.
 • Pour x > 0, par independance des Xi et stabilite , X1+X2+X3 → N (0, 3)et1√3(X1 +X2 +X3) → N (0, 1).
 Donc : FD(x) = P (−x 6 X1 +X2 +X3√3
 6 x) = 2Φ(x)− 1
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 FD est continue sur R (notamment en 0) et de classe C1 sur R∗. Ainsi D estune variable aleatoire a densite dont une densite est donnee par :
 fD(t) = 2φ(t) si t > 0 et 0 sinon.
 c) La distance moyenne du point M au plan P est donnee par l’esperancede D. la convergence de l’integrale est sans probleme et :∫ +∞
 0
 tfD(t) dt = 2√2π
 ∫ +∞
 0
 te−t2/2 dt = 2√2π
 [− e−t2/2
 ]→+∞0
 =√
 2π
 Exercice 3.09.
 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilise. Soit X une variable aleatoire definie surcet espace, discrete a valeurs strictement positives qui admet une esperanceet une variance. L’image de X est notee X(Ω) = x1, . . . , xn, . . ..
 1. Soit A ∈ A. On note 1A la variable aleatoire qui vaut 1 si ω ∈ A et 0 sinon.
 a) Pour tout xn ∈ X(Ω), comparer P (1A×X = xn) et P (X = xn).
 b) Montrer que la variable aleatoire 1A×X admet une esperance.
 On pose desormais : PX(A) =E(1A×X)
 E(X).
 2. Dans cette question seulement, on suppose que X suit la loi de Poisson deparametre λ > 0. Soit l’evenement A = (X ∈ 2N). Calculer P (A) et PX(A).
 3. Soit (An)n∈N une suite d’evenements incompatibles. Pour tout n ∈ N, on
 pose Bn =∞∪i=n
 Ai.
 a) Pour tout n ∈ N, montrer que :(E(1Bn×X)
 )2 6 E(X2)∞∑i=n
 P (Ai).
 b) En deduire que PX est une probabilite sur (Ω,A).
 Solution
 1. a) Comme X est a valeurs strictement positives, tous les xi sont non nulsdonc :P (1AX = xi) = P (A∩(X = xi)). Or A∩(X = xi) ⊂ (X = xi). Par croissancede P on a donc : P (1AX = xi) 6 P (X = xi).
 b) Comme (1AX)(Ω) ⊂ 0 ∪X(Ω), quitte a enlever un terme nul, il suffitde montrer la convergence absolue de la serie
 ∑nxnP (1AX = xn).
 Cette convergence decoule du theoreme de comparaison pour les series carl’inegalite de la question precedente et la positivite des xn donnent :
 0 6 xnP (1AX = xn) 6 xnP (X = xn),
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 et la serie∑nxnP (X = xn) converge puisque X a une esperance.
 2. On a : P (A) =∞∑k=0
 P (X = 2k) =∞∑k=0
 e−λ λ2k
 (2k)!.
 De plus E(X) = λ et comme P (1AX = n) =
 0 si n impair
 P (X = n) n pair,
 par definition de l’esperance on a :
 PX(A) = 1λ
 ∞∑k=0
 (2k)e−λ λ2k
 (2k)!=
 ∞∑k=1
 e−λ λ2k−1
 (2k − 1)!.
 D’apres la formule de sommation de la serie exponentielle, on remarque que :
 P (A) + PX(A) =∞∑
 n=0e−λλn
 n!= 1 et P (A)− PX(A) =
 ∞∑n=0
 e−λ (−λ)nn!
 e−2λ
 Donc P (A) = 12(1 + e−2λ) et PX(A) = 1
 2(1− e−2λ).
 3. a) Comme X admet un moment d’ordre2, et qu’il en est de meme pour lafonction caracteristique 1Bn , l’inegalite de Cauchy-Schwarz donne :
 E2(X1Bn) 6 E(X2)E(12Bn
 ) = E(X2)E(1Bn) = E(X2)P (Bn)
 6 E(X2)∞∑i=n
 P (Ai).
 b) ⋆ La positivite de PX est claire car les variables aleatoires dont on prendles esperances sont positives.
 ⋆ Comme 1ΩX = X, on a bien PX(Ω) = 1.
 ⋆ Soit (An)n∈N une suite d’evenements incompatibles. D’apres les questionsprecedentes, on a :∣∣ n∑i=0
 PX(Ai) − PX
 (∪∞i=0Ai
 )∣∣ =∣∣∣ 1E(X)
 E[X(
 n∑i=0
 1Ai − 1B0)]∣∣∣ (definition de
 PX)
 = 1E(X)
 E(X1Bn+1)
 6 1E(X)
 √E(X2)
 ∞∑i=n+1
 P (Ai)
 −→n→∞
 0
 (le reste d’une serie convergente tend toujours vers 0 !)
 On en deduit que∞∑i=0
 PX(Ai) = PX
 (∪∞i=0Ai
 )i.e. PX est σ-additive donc
 additive.

Page 20
                        

106 ESCP Europe 2015 - Oral
 Exercice 3.10.
 Soit N ∈ N∗.Une urne contient N boules numerotees de 1 a N et on extrait ces N boulesune a une sans remise. Pour i ∈ [[1, N ]], le numero i est dit bien place si cenumero apparait lors du ieme tirage. On considere les evenements :⋆ Bi : ⟨⟨ le numero i est bien place ⟩⟩.⋆ EN,k : ⟨⟨au cours de l’experience exactement k numeros sont bien places ⟩⟩.
 L’experience est modelisee par un espace probabilise (Ω,A, P ).
 1. Les evenements B1 et B2 sont-ils independants ?
 2. Pour 1 6 j 6 N et 1 6 i1 < i2 < · · · < ij 6 N , calculer la probabilite del’evenement :
 Ai1,i2,···,ij = ⟨⟨ les numeros i1, i2 · · · ij sont tous bien places ⟩⟩
 On admet que P (EN,0) = 1−N∑
 j=1
 (−1)j−1∑
 i1 ,i2 ,...,ij∈[[1,N]]tels que16i1<i2<···<ij6N
 P (Ai1,i2,···,ij)
 3. En deduire que P (EN,0) =N∑j=0
 (−1)j
 j!
 4. Montrer la relation : P (EN,k) =1k!P (EN−k,0).
 5. Pour k fixe, montrer que la suite (P (EN,k))N≥0 est convergente. On notepk sa limite. Montrer que la suite (pk)k∈N definit une probabilite sur N etreconnaitre la loi correspondante.
 6. Pour n ∈ N, on pose : Sn =n∑
 j=0
 (−1)j
 j!. Montrer pour tout p ∈ N :
 S2p+1 6 S2p+3 6 1e6 S2p+2 6 S2p
 En deduire, pour tout n ∈ 0, · · · , N :n∑
 j=0
 |P (EN,j)− pj | 6 e(N + 1− n)!
 Solution
 1. P (B1) = P (B2) =(N − 1)!N !
 = 1N
 et
 P (B1 ∩ B2) =(N − 2)!N !
 = 1N(N − 1)
 = 1N2 : les evenements B1 et B2 ne
 sont donc pas independants.
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 2. Soit j 6 N et 1 6 i1 < i2 < · · · ij 6 N , on a :
 P (Ai1,i2,...,ij ) = P (Bi1 ∩ · · ·Bij ) =(N − j)!N !
 (il reste a placer les autres !)
 3. Si j est fixe, il y a(Nj
 )facons de choisir les j elements i1, . . . , ij de la
 formule admise et la probabilite precedente ne depend que de j, mais pas deselements choisis. Ainsi :
 P (EN,0) = 1−N∑j=1
 (−1)j−1(Nj
 )×(N − j)!N !
 = 1−N∑j=1
 (−1)j−1 1j!
 =N∑j=0
 (−1)j
 j!
 4. On a Card(EN,k) =(Nk
 )Card(EN−k,0) (on choisit les k elements que l’on
 fixe et on ⟨⟨derange ⟩⟩ tous les N − k autres). Donc :
 P (EN,k) =Card(EN,k)
 N !=
 (Nk
 )Card(EN−k,0)
 N !
 =(Nk
 )(N − k)!P (EN−k = 0)
 N != 1k!P (EN−k,0)
 5. P (EN,k) =1k!
 N−k∑j=0
 (−1)j
 j!−→N→∞
 1k!e−1 = pk.
 On reconnaıt dans la famille (pk)k∈N la liste des probabilites afferentes a uneloi de Poisson de parametre 1.
 6. On est en presence d’une serie alternee dont le terme general decroıt envaleur absolue et de somme 1/e. On a classiquement :
 S2p+1 6 S2p+3 6 1e6 S2p+2 6 S2p
 On a alors, si on note : Rn = 1e− Sn : |Rn| 6 |Sn − Sn+1| = 1
 (n+ 1)!
 D’ou : |P (EN,j)− pj | = | 1j!(1e− SN−j)| = | 1
 j!RN−j | 6 1
 j!(N − j + 1)!et en sommant :n∑
 j=0
 |P (EN,j)− pj | 6n∑
 j=0
 1j!(N − j + 1)!
 6 1(N − n+ 1)!
 n∑j=0
 1j!
 6 e(N − n+ 1)!
 Exercice 3.11.
 1. Soit f : R 7→ R la fonction definie par f(x) = λ exe−λex , avec λ > 0 fixe.
 a) Prouver que f est une densite de probabilite sur R.b) Soit U une variable aleatoire a densite definie sur un espace probabilise
 (Ω,A, P ), de densite f et V = exp(U) . Determiner la loi de V .
 c) Soit T une variable aleatoire sur (Ω,A, P ) de loi uniforme sur ]0, 1[.
 Demontrer que la variable aleatoire W = ln(− lnT
 λ
 )a meme loi que U .
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 2. Soient X , Y et Z trois variables aleatoires sur (Ω,A, P ) mutuellementindependantes, de meme loi exponentielle E(λ). (λ > 0 fixe).
 a) Rappeler les valeurs de l’esperance et de la variance de X.
 b) La variable X + Y peut-elle suivre une loi exponentielle ?
 c) Soit S = X + Y + Z. Montrer que S admet une densite et determinerune densite de S.
 3. Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et u l’endomorphisme de R3 dematrice relativement a cette base :
 M(a, b, c) =
 a a ab b bc c c
 , (a, b, c) ∈ R3
 on note s = a+ b+ c.
 a) Determiner Ker(u) et sa dimension.
 b) A quelle condition sur (a, b, c) la matrice M(a, b, c) est-elle celle d’unprojecteur ?
 c) Demontrer que si s = 0, alorsM(a, b, c) admet 0 pour seule valeur propre.Est-elle diagonalisable ?
 d) Demontrer que si s = 0, M(a, b, c) est diagonalisable.
 4. Soient X , Y et Z trois variables aleatoires definies sur (Ω,A, P ) mutuelle-ment independantes, de meme loi exponentielle E(λ).a) Determiner la probabilite que la matrice M(X,Y, Z) ne soit pas diago-
 nalisable (M est definie dans la question precedente).
 b) Calculer la probabilite que M(X,Y, Z) ait une valeur propre superieurea 1.
 Solution
 1. a) La fonction f est continue, positive et par integration ⟨⟨ a vue ⟩⟩ :∫ b
 a
 f(x) dx =[− e−λex
 ]ba= e−λea − e−λeb
 Avec limx→0
 ex = 1 et limx→−∞
 ex = 0, il vient :
 ∫ +∞
 −∞f(x) dx converge et vaut 1.
 Ce qui prouve que f est bien une densite de probabilite sur R et on obtientau passage :∫ b
 −∞f(x) dx = 1− e−λeb
 b) La variable aleatoire V = exp(U) admet R∗+ pour support, soit FV sa
 fonction de repartition. On a :
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 ∀ v > 0, FV (v) = P (V 6 v) = P (exp(U) 6 v) = P (U 6 ln v) = 1− e−λeln v
 = 1− e−λv.
 Ainsi V suit la loi exponentielle de parametre λ.
 c) Pour tout reel w, on a :
 P (W 6 w) = P (ln(− lnT
 λ
 )6 w) = P (− lnT
 λ6 ew) = P (lnT ≥ −λew)
 = P (T ≥ e−λew) = 1− e−λew (car T suit la loi U]0,1[).
 Les deux variables aleatoires W et U ont meme fonction de repartition, ellesont donc meme loi.
 2. a) Comme X → E(λ), on a : E(X) = 1λ
 et V (X) = 1λ2
 .
 b) Par linearite de l’esperance E(X +Y ) = 2λ
 et par independance de X et
 Y , on a V (X+Y ) = 2λ2
 . Si X+Y suivait une loi exponentielle, son parametre
 serait µ = λ2
 car E(X + Y ) = 2λ
 et sa variance serait alors 4λ2
 , ce qui n’est
 pas le cas, donc X + Y ne suit pas une loi exponentielle.
 c) La variable aleatoire λX suit la loi E(1), donc la loi γ(1). Par stabilitedes lois gamma, on sait que λ(X +Y +Z) est une variable aleatoire a densitesuivant la loi γ(3). Une densite fS de S est donc :
 fS(x) =
 0 si x 6 0
 λ3x2
 2e−λx si x > 0
 3. a) Si (a, b, c) = (0, 0, 0) alors Keru = R3 et sinon Keru est le plan d’equationx+ y + z = 0.
 b) On a [M(a, b, c)]2 = (a+ b+ c)M(a, b, c), donc M(a, b, c) est la matriced’un projecteur si et seulement si a+ b+ c = 1.
 c) Si s = 0, on a M2 = 0 et 0 est la seule valeur propre possible de M .Comme M n’est pas inversible, 0 est effectivement valeur propre et M n’estdiagonalisable que si M = 0, donc si a = b = c = 0.
 d) Si s = 0, le vecteur w = (a, b, c) est non nul et est vecteur propre de uassocie a la valeur propre non nulle s = a+ b+ c, car u(w) = sw.
 D’autre part, le plan d’equation x+y+z = 0 est le sous-espace propre associea la valeur propre 0, donc la somme des dimensions des sous-espaces propresest ad hoc et u (ou M) est diagonalisable.
 4. a) M(X,Y, Z) diagonalisable ⇐⇒ (X,Y, Z) = (0, 0, 0) ou X + Y + Z = 0.Or P ((X,Y, Z) = (0, 0, 0)) = 0 et P (X + Y + Z = 0) = 1 puisque la variableS = X + Y + Z est a densite continue donc ne charge pas les points. On endeduit que M est quasi-certainement diagonalisable.
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 b) La valeur propre non nulle de M(X,Y, Z) est S = X + Y +Z lorsque Sest non nul.
 La probabilite que cette valeur propre soit superieure a 1 est
 ∫ +∞
 1
 λ3x2
 2e−λxdx
 et a l’aide d’integrations par parties successives, cette probabilite vaut :(λ22
 + λ+ 1)e−λ
 Exercice 3.12.
 Toutes les variables aleatoires permettant de modeliser cet exercice sontdefinies sur un meme espace probabilise (Ω,A, P ).Soit n ∈ N∗. On dispose d’un de equilibre a 6 faces numerotees de 1 a 6.Un joueur A lance le de 6n fois. On dit qu’il gagne s’il obtient au moins n foisla face 6. Un joueur B lance le de 6(n+1) fois. On dit qu’il gagne s’il obtientau moins (n+ 1) fois la face 6.Le but de l’exercice est de determiner qui a le plus de chances de gagner.
 On note Xn le nombre de fois ou B obtient la face 6 au cours des 6n premierslancers, Y le nombre de fois ou il obtient la face 6 au cours des 6 dernierslancers et on pose Xn+1 = Xn + Y .
 1. Quelle est la loi de Y ?
 2. Montrer que
 P (Xn+1 > n+ 1) = P (Xn > n) +6∑
 r=0
 [P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n)]P (Y = r).
 3. a) Montrer que pour k ∈ [[0, 4]], P (Xn = n− k − 1) 6 P (Xn = n− k).
 b) Montrer que ∀ r ∈ [[0, 6]],P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n) 6 (r − 1)P (Xn = n)
 4. Conclure.
 Solution
 1. Y → B(6, 1/6).
 2. On a :
 P (Xn+1 > n+ 1) =6∑
 r=0P (Y = r)P(Y=r)(Xn+1 > n+ 1)
 =6∑
 r=0P (Y = r)P (Xn > n+ 1− r)
 et on fait apparaıtre l’expression demandee :
 P (Xn+1 > n+ 1)
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 =6∑
 r=0
 P (Y = r)(P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n)) +6∑
 r=0
 P (Y = r)P (Xn > n)
 =6∑
 r=0P (Y = r)(P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n)) + P (Xn > n)
 3. a) ⋆ Si n− k − 1 < 0, le resultat demande est banal.
 ⋆ Si n− k − 1 > 0, a fortiori n− k > 0.
 Or on a, pour i ∈ [[0, 6n]] : P (Xn = i) =(6ni
 )(16
 )i(56
 )6n−i,
 Donc pour k compris entre 0 et 4 tel que n− k − 1 > 0, il vient :
 P (Xn = n− k)
 P (Xn = n− k − 1)=
 (6nn−k
 )( 16 )
 n−k( 56 )5n+k(
 6nn−k−1
 )( 16 )
 n−k−1( 56 )5n+k+1
 =(6n)!
 (n− k)!(5n+ k)!×(n− k − 1)!(5n+ k + 1)!
 (6n)!×16×65
 = 5n+ k + 15(n− k)
 > 1
 Ce qu’il fallait :
 P (Xn = n− k − 1) 6 P (Xn = n− k)
 b) ⋆ Pour r = 0 : P (Xn > n+ 1)− P (Xn > n) = −P (Xn = n).
 ⋆ Pour r = 1 : P (Xn > n)− P (Xn > n) = 0.
 ⋆ Pour r = 2 : P (Xn > n−1)−P (Xn > n) = P (Xn = n−1) 6 P (Xn = n)
 Les inegalites demandees sont donc banales.
 Pour r ∈ [[3, 6]], on ecrit :
 P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n)
 = P (Xn = n− 1) + P (xn = n− 2) + · · ·+ P (Xn = n+ 1− r)
 et cette somme comporte r − 1 termes tous majores par P (Xn = n− 1) (pariteration de l’inegalite vue en 3. a)), donc a fortiori par P (Xn = n)
 Finalement, pour tout r ∈ [[0, 6]] :
 P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n) 6 (r − 1)P (Xn = n)
 4. On a donc :
 P (Xn+1 > n+ 1)− P (Xn > n) =6∑
 r=0
 P (Y = r)(P (Xn > n+ 1− r)− P (Xn > n))
 66∑
 r=0P (Y = r)(r − 1)P (Xn = n) = P (Xn = n)E(Y − 1)
 Or E(Y ) = 1 et donc P (Xn+1 > n+1) 6 P (Xn > n) : c’est celui qui lance lemoins de des qui a le plus de chances de gagner.
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 Exercice 3.13.
 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aleatoires definies sur le meme espaceprobabilise (Ω,A, P ), independantes, de meme loi exponentielle de parametre1.
 On definit la suite de variables aleatoires (Yn)n≥1 par Y1 = X1 et pour toutentier n ≥ 1 :
 Yn+1 = Yn + 1n+ 1
 Xn+1
 1. Quelle est la loi de la variable aleatoire 1nXn ?
 2. a) Determiner une densite f2 de Y2.
 b) Les variables aletoires Yn et 1n+ 1
 Xn+1 sont elles independantes ?
 c) Determiner une densite de la variable aleatoire Yn.
 3. En deduire que Yn et Zn = sup(X1, X2, . . . , Xn) suivent la meme loi.
 4. Determiner la limite en probabilite de la suite(Ynn
 )n≥1
 .
 Solution
 1. La variable aleatoire 1nXn suit la loi exponentielle de parametre n.
 2. a) On pose f1(x) =e−x si x > 00 sinon
 et g(x) =
 2e−2x si x > 00 sinon
 ,
 alors la variable aleatoire Y2 = Y1 + 12X2 = X1 + 1
 2X2 est une variable a
 densite, de densite notee h, avec pour x ≥ 0 :
 h(x) =
 ∫ +∞
 −∞f1(x− t)g(t)dt =
 ∫ x
 0
 e−(x−t)2e−2tdt = 2e−x(1− e−x)
 Ainsi : h(x) =
 0 si x < 0
 2e−x(1− e−x) si x ≥ 0.
 b) On a : Yn =n−1∑k=1
 (Yk+1 − Yk) + Y1 =n∑
 k=1
 1kXk. Donc Yn et 1
 n+ 1Xn+1
 sont independants (lemme des coalitions).
 c) On montre par recurrence que Yn est de densite
 hn(x) =
 ne−x(1− e−x)n−1 si x ≥ 0
 0 si x < 0
 En effet :
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 → La propriete est vraie aux rangs 0 et 1.
 → Si la propriete est vraie au rang n, alors comme Yn+1 = 1n+ 1
 Xn+1 + Yn,
 au rang suivant :pour x > 0 :
 hn+1(x) =
 ∫ x
 0
 (n+ 1)e−(n+1)(x−t)ne−t(1− e−t)n−1 dt
 = (n+ 1)e−(n+1)x
 ∫ x
 0
 nent(1− e−t)n−1 dt
 = (n+ 1)e−(n+1)x
 ∫ x
 0
 net(et − 1)n−1 dt
 = (n+ 1)e−(n+1)x(ex − 1)n = (n+ 1)e−x(1− e−x)n
 Ce qui montre que la propriete est hereditaire et on conclut par le principede recurrence.
 3. Determinons la loi de Zn.
 Pour x reel : P (Zn 6 x) = P (n∩
 i=1
 [Xi 6 x]) =n∏
 i=1
 P (Xi 6 x) =(F (x)
 )nUne densite de Zn s’obtient alors par derivation et :
 fZn(x) =
 ne−x(1− e−x)n−1 si x ≥ 0
 0 si x < 0.
 D’ou le resultat.
 4. On a Ynn
 = 1n
 n∑k=1
 Xkk
 . Ainsi :
 E(Ynn
 )= 1n
 n∑k=1
 1k∼ lnn
 net V
 (Ynn
 )= 1n2
 n∑k=1
 1k2
 ∼ Cn2
 (il est inutile de connaitre la valeur de C, mais on peut savoir qu’elle vautπ2/6)
 L’inegalite de Tchebicheff permet d’ecrire, pour δ > 0 donne :
 limn→+∞
 P (|Yn/n− E(Yn/n)| > δ) = 0. De plus limn→+∞
 E(Yn/n) = 0.
 Soit ε > 0 donne. Alors :
 Il existe N1 tel que pour n ≥ N1, P (|Yn/n−E(Yn/n)| > δ) < ε/2 et il existeN2 tel que pour n ≥ N2 E(Yn/n) < ε/2.
 Par l’inegalite triangulaire, on a l’inclusion :
 ω ∈ Ω/|Yn/n− E(Yn/n)| < δ/2 ∪ ω ∈ Ω/|E(Yn/n)| < δ/2 ⊂ ω ∈ Ω/|Yn/n| < δ
 on conclut en passant aux complementaires que Ynn
 tend en probabilite vers0.
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 Exercice 3.14.
 1. Etudier les variations de la fonction η : x 7→ −x lnx sur ]0, 1/e[.
 On note E l’ensemble des variables aleatoires X a densite definies sur unespace probabilise (Ω,A, P ), admettant un moment d’ordre 2 et telles qu’unedensite f de X soit continue strictement positive et verifie : x 7→ x2f(x) estbornee sur R. On pose, alors :
 H(X) = −∫ +∞
 −∞f(x) ln
 (f(x)
 )dx
 2. Soit X ∈ E . Montrer que H(X) existe.
 3. Soit Yµ,σ une variable aleatoire de loi normale d’esperance µ et de varianceσ2. Soit gµ,σ une densite de Yµ,σ.
 Verifier que Yµ,σ appartient a E et calculer H(Yµ,σ).
 4. Soit X ∈ E de densite f . Pour tous reels σ > 0 et µ > 0, on pose
 Kµ,σ(X) =
 ∫ +∞
 −∞f(x) ln
 ( f(x)gµ,σ(x)
 )dx.
 a) Montrer que cette quantite est bien definie.
 b) Montrer que pour tout a ∈ R∗+, on a − ln a > 1 − a ; en deduire que
 Kµ,σ(X) > 0.
 c) En deduire que H(X) 6 H(Ym,s), ou m = E(X) et s2 = V (X).
 Solution
 1. η est continue sur ]0, 1/e], derivable sur ]0, 1/e[, de derivee η′(x) =− lnx− 1 > 0, donc η est strictement croissante sur ]0, 1/e] d’image ]0, 1/e].
 2. On pose M = supRx2|f(x)|. Pour |x| >
 √Me, on a : |f(x)| 6 M
 x26 1
 eet
 par la question precedente :
 |f(x) ln f(x)| 6 Mx2
 ∣∣ ln (Mx2
 )∣∣ =(±∞)
 o( 1|x|3/2
 )Ainsi l’integrale de f ln f converge tant pour la borne −∞ que pour la borne+∞. Comme il n’y a pas de probleme intermediaire (f ln f est continue surR), on conclut a l’existence de H(X).
 3. On prend : gµ,σ(x) =1
 σ√2π
 e− (x−µ)2
 2σ2 .
 On sait que lim|x|→+∞
 xpgµ,σ(x) = 0 pour tout p. Puis connaissant l’integrale
 d’une densite et l’integrale definissant une variance, il vient :
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 H(Yµ,σ) = −∫ +∞
 −∞gµ,σ(x)
 (− (x− µ)2
 2σ2 − lnσ√2π
 )dx = 1
 2+ lnσ
 √2π
 4. a) On a : f ln( fgµ,σ
 )= f ln f − f×
 ( (x− µ)2
 2σ2 − ln(σ√2π)
 ), qui est donc
 combinaison de fonctions integrables sur R.
 b) On sait que ln(1 + x) 6 x, donc − ln a > 1 − a et pour a =gµ,σ(x)
 f(x), il
 vient :
 −f(x)gµ,σ(x)f(x)
 > f(x)− gµ,σ(x)
 En integrant sur R, on obtient :
 Kµ,σ(X) =
 ∫ +∞
 −∞f(x) ln
 ( f(x)
 gσ,µ(x)
 )dx >
 ∫ +∞
 −∞f(x) dx−
 ∫ +∞
 −∞gµ,σ(x) dx = 0
 c) Pour µ = m et σ = s, il vient
 H(X) 6∫ +∞
 −∞f(x)
 ( (x−m)2
 2s2+ ln(s
 √2π)
 )dx 6 1
 2+ ln s
 √2π 6 H(Ym,s)
 Exercice 3.15.
 Soit a ∈ R∗+.
 La roue d’une loterie est representee par un disque de rayon 1, dont le centreO est pris pour origine d’un repere orthonorme. Cette roue est lancee dansle sens trigonometrique, l’angle (exprime en radians) dont elle tourne avantde s’arreter est une variable aleatoire, notee U . On suppose que U suit la loiexponentielle de parametre a.La roue porte une marque M , qui, au depart, est situee au point de coor-donnees (1, 0) et qui, apres l’arret de la roue, se trouve au point de coordonneesaleatoires X = cosU , Y = sinU .
 1. Soient I =
 ∫ +∞
 0
 e−au cosu du, J =
 ∫ +∞
 0
 e−au sinu du.
 a) Montrer que les integrales I et J sont convergentes.
 b) A l’aide d’integrations par parties, que l’on justifiera, etablir deuxrelations liant I et J . En deduire les valeurs de I et J .
 c) Calculer les esperances des variables aleatoires X et Y .
 2. Un joueur gagne a cette loterie si, a l’arret de la roue, l’ordonnee de M
 verifie la relation : Y > 12.
 a) Calculer la probabilite, notee p(a), que le joueur gagne.
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 b) Determiner lima→0
 p(a).
 Solution
 1. a) Montrons que les integrales I et J sont absolument convergentes. Oneffet, on peut ecrire :
 | cosu.e−au| 6 e−au, | sinu.e−au| 6 e−au
 et
 ∫ +∞
 0
 e−au du existe.
 b) En utilisant A > 0 et des integrations par parties sur [0, A], intervalle oules fonctions sinus, cosinus et exponentielle sont de classe C∞, il vient :
 I(A) =
 ∫ A
 0
 cosu.e−au du = sinA.e−aA + a(1− cosA.e−aA)− a2I(A)
 J(A) =
 ∫ A
 0
 sinu.e−au du = −a sinA.e−aA + 1− cosA.e−aA − a2J(A)
 En prenant la limite lorsque A tend vers l’infini, les fonctions sin et cos etantbornees sur R, il vient :
 I = a− a2I, J = 1− a2JDonc
 I = a1 + a2
 , J = 11 + a2
 c) Par le theoreme du transfert :
 E(X) = E(cosU) =
 ∫ +∞
 a
 cosu.ae−au du = aI = a2
 1 + a2
 E(Y ) = E(sinU) =
 ∫ +∞
 a
 sinu.ae−au du = aJ = a1 + a2
 2. a) Le joueur gagne si et seulement si sinU > 1/2 soit si et seulement siU ∈ [π/6, 5π/6] (mod 2π). Donc :
 p(a) =∞∑k=0
 P(π6+ 2kπ 6 U 6 5π
 6+ 2kπ
 )=
 ∞∑k=0
 ∫ 5π/6+2kπ
 π/6+2kπ
 a.e−at dt
 =∞∑k=0
 (e(−π/6−2kπ)a − e(−5π/6−2kπ)a
 )= e−aπ/6 − e−a5π/6
 1− e−2πa
 = e−aπ/6 1− e−2aπ/3
 1− e−2πa
 b) Lorsque a→ 0, comme e−ax = 1− ax+ o(x) au voisinage de 0, il vient :
 lima→0
 p(a) = 13
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 Exercice 3.16.
 Soit p ∈ ]0, 1[ \1/2. On pose q = 1 − p. On considere une piece biaiseepour laquelle la probabilite d’obtenir Face est p et celle d’obtenir Pile est q.Lors d’une succession de lancers, une excursion est une sequence de lancersconsecutifs qui renvoient le meme resultat (et encadree par deux lancersdonnant le resultat contraire sauf pour la premiere et la derniere excursion).
 Par exemple, dans la sequence ⟨⟨FFFPPFPPFF ⟩⟩ representant les resultatssuccessifs d’une serie des 10 premiers lancers , il y a 5 excursions, la premiere⟨⟨FFF ⟩⟩ est de longueur 3, la deuxieme ⟨⟨PP ⟩⟩ est de longueur 2, la troisieme⟨⟨F ⟩⟩ est de longueur 1, la quatrieme ⟨⟨PP ⟩⟩ de longueur 2 et enfin la derniereest de longueur 2.
 Pour n ∈ N∗, on note Rn le nombre aleatoire d’excursions presentes au coursdes n premiers lancers.
 Pour tout j ∈ N∗, on note Ij la variable aleatoire qui vaut 1 si le resultat du
 (j + 1)eme lancer est different de celui du j eme et qui vaut 0 sinon.
 1. Exprimer Rn en fonction des variables aleatoires (Ij).
 2. Determiner l’esperance E(Rn).
 3. a) Calculer l’esperance de I1I2.
 b) Les variables aleatoires Ij et Ij+1 sont-elles independantes ?
 c) Donner une condition necessaire et suffisante sur le couple (j, ℓ) ∈ (N∗)2
 pour que Ij et Iℓ soient independantes.
 4. Calculer la variance de Rn.
 5. En deduire que la suite(Rn − 1
 n
 )n∈N∗ converge en probabilite vers un reel
 a preciser.
 Solution
 1. En remarquant que le premier lancer determine la nature de la premiere
 excursion, on obtient : Rn = 1 +n−1∑j=1
 Ij .
 2. Avec des notations evidentes et par incompatibilite et independance :
 P (Ij = 1) = P (FjPj+1 ∪ PjFj+1) = 2pq
 Donc E(Ij) = 2pq et par linearite de l’operateur esperance :
 E(Rn) = 1 + 2(n− 1)pq
 3. a) I1I2 est le produit de deux variables de Bernoulli, donc est aussi unevariable aleatoire de Bernoulli et :
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 E(I1I2) = P (I1I2 = 1) = P ((I1 = 1) ∩ I2 = 1)) = P (P1F2P3 ∪ F1P2F3)
 = pqp+ qpq
 E(I1I2) = pq(p+ q) = pq
 En fait, pour tout j, on a de meme E(IjIj+1) = pq
 b) D’autre part E(Ij) = P (Ij = 1) = 2pq.
 Les variables de Bernoulli Ij et Ij+1 sont independantes si et seulement si :
 P ((Ij = 1) ∩ (Ij+1 = 1)) = P (Ij = 1)P (Ij+1 = 1)
 Ce qui equivaut a pq = (2pq)2 ou encore a p ∈ 0, 1/2, 1, ce qui a ete exclupar hypothese.
 Ij et Ij+1 ne sont pas independantes.
 c) Les variables aleatoires Ij et Iℓ sont independantes si et seulement si|j − ℓ| > 2.En effet, la condition est necessaire (question precedente) et elle est suffisantecar Ij est fonction de Xj et de Xj+1 et Iℓ est fonction de Xℓ et Xℓ+1, donc leresultat est une consequence du lemme des coalitions.
 4. En utilisant les questions precedentes et en regroupant les esperancesclairement egales :
 E((Rn − 1)2) = E((n−1∑i=1
 Ij)2)
 = (n− 1)E(I21 ) + 2(n− 2)E(I1I2) + ((n− 1)2 − (n− 1)− 2(n− 2))E(I1I3)
 = (n− 1)E(I1) + 2(n− 2)E(I1I2)+ ((n− 1)2 − (n− 1)− 2(n− 2))E(I1)E(I3)
 = 2(n− 1)pq + 2(n− 2)pq + [(n− 1)2 − (n− 1)− 2(n− 2)](2pq)2
 = 2(2n− 3)pq + 4((n− 1)2 − 3n+ 5)p2q2
 Ainsi :
 V (Rn) = V (Rn − 1) = 2(2n− 3)pq+4((n− 1)2 − 3n+5)p2q2 − (2(n− 1)pq)2
 V (Rn) = 2(2n− 3)pq − 4(3n− 5)(pq)2
 6. On aE[Rn − 1]
 n= 2pq. De plus, d’apres l’inegalite de Tchebychev,
 P(∣∣Rn − 1
 n− E[Rn − 1]
 n
 ∣∣ > ε)6 V (Rn − 1)
 n2ε=V (Rn)
 n2ε6 2(2n− 3)pq
 n2ε2
 Ainsi,(Rn − 1
 n
 )nconverge en probabilite vers 2pq.
 Exercice 3.17.
 1. Montrer que la fonction f definie sur R par :
 f(x) =
 √2πe−x2/2 si x > 0
 0 si x < 0
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 est une densite de probabilite.
 Soit X une variable aleatoire definie sur un espace probabilise (Ω,A, P ) dedensite f .
 On pose pour tout u reel, Ψ(u) = E(e−uX), ou E designe l’operateuresperance.
 2. a) Montrer que Ψ est bien definie sur R, continue et derivable sur cetintervalle. Calculer Ψ′.
 b) Montrer que
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2 dt ∼(u→+∞)
 1ue−u2/2.
 c) Determiner les variations de Ψ.
 d) Determiner limu→+∞
 Ψ(u) et limu→−∞
 Ψ(u).
 e) L’integrale
 ∫ +∞
 0
 Ψ(u) du est-elle convergente ?
 3. Soit Y = e−X . Montrer que Y est une variable aleatoire sur (Ω,A, P ).Donner une densite de Y .
 Solution
 1. La fonction f est positive, continue par morceaux sur R et :∫ +∞
 −∞f(x) dx =
 √2π
 ∫ +∞
 0
 e−x2/2dx =√
 2π
 ×12
 ∫ +∞
 −∞e−x2/2dx = 1
 2. a) L’integrale
 ∫ +∞
 0
 e−uxe−x2/2dx est convergente pour tout reel u, car
 limx→+∞
 x2e−uxe−x2/2 = 0. On peut donc appliquer le theoreme de transfert et :
 E(e−uX) =√
 2π
 ∫ +∞
 0
 e−ux−x2/2dx =√
 2πeu
 2/2
 ∫ +∞
 0
 e−(x+u)2/2dx
 =√
 2πeu
 2/2
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2dx
 La fonction Ψ est bien definie sur R, continue et derivable sur R commeproduit de fonctions continues et derivables et :
 Ψ′(u) =√
 2π
 (ueu
 2/2
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2dx− 1)
 b) Pour u > 0, on utilise une integration par parties :∫ +∞
 u
 e−t2/2dt =
 ∫ +∞
 u
 te−t2/2×1tdt = e−u2/2
 u−
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2
 t2dt
 et :
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 u
 e−t2/2
 t2dt 6 1
 u2
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2dt = o(∫ +∞
 u
 e−t2/2dt)
 Ainsi : ∫ +∞
 u
 e−t2/2dt ∼(u→+∞)
 e−u2/2
 u
 c) Pour u < 0, on a Ψ′(u) < 0 et pour u > 0, la question precedente donne :
 ueu2/2
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2dx− 1 = −ueu2/2
 ∫ +∞
 u
 e−t2/2
 t2< 0
 Ainsi la fonction Ψ est-elle decroissante sur R.d) Par la question b), au voisinage de +∞, Ψ(u) a un equivalent de la forme
 Cu
 et limu→+∞
 Ψ(u) = 0.
 Au voisinage de −∞, Ψ(u) a un equivalent de la forme Ceu2/2, donc lim
 −∞Ψ =
 +∞.
 e) L’equivalent trouve en d) montre que l’integrale proposee est divergente.
 3. Y est une variable aleatoire comme fonction continue d’une variablealeatoire X. On a Y (Ω) = ]1,+∞[ et pour x > 1
 P (Y 6 x) = P (e−X 6 x) = P (X > − ln(x)) = 1− FX(− lnx)
 Une densite de Y est donc : fY (x) =
 0 si x 6 1
 1xfX(− lnx) si x > 1
 fY (x) =
 0 si x 6 1√
 2π
 1xe
 − ln2(x)/2 si x > 1
 Exercice 3.18.
 On dispose de n variables aleatoires independantes (n > 2), notees X1, . . . , Xn
 de meme loi de Poisson de parametre θ inconnu (θ ∈ ]0,+∞[) et definies surle meme espace probabilise (Ω,A, P ). On souhaite estimer exp(−θ).On definit pour tout i element de [[1, n]] la variable aleatoire Yi par :
 Yi(ω) =
 1 si Xi(ω) = 00 si Xi(ω) = 0
 On pose Yn = 1n
 n∑i=1
 Yi.
 1. a) Pour tout i element de [[1, n]], donner la loi de Yi.
 b) Quelle est la loi de nYn ? Que vaut l’esperance E(Yn) ?
 c) Calculer la variance V (Yn). Conclusion ?
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 2. Pour tout k element de [[1, n]], on pose Sk =k∑
 i=1
 Xi.
 a) Pour tout k element de [[1, n]], rappeler la loi de Sk.
 Pour tout entier naturel j, on pose φ(j) = P(Sn=j)(X1 = 0).
 b) Montrer que pour tout entier naturel j, on a : φ(j) =(1− 1
 n
 )j.
 On peut ainsi definir l’estimateur : φ(Sn) =(1− 1
 n
 )Sn.
 c) Montrer que φ(Sn) admet une esperance et que E(φ(Sn)) = exp(−θ).d) Montrer que φ(Sn) admet une variance et que
 V (φ(Sn)) = exp(−2θ)(exp
 ( θn
 )− 1
 ).
 Conclusion ?
 3. On souhaite ici comparer les ⟨⟨performances ⟩⟩ de Yn et φ(Sn) en tantqu’estimateurs de exp(−θ).
 a) On admet que pour tout n ∈ N∗, exp( θn
 )6 exp(θ)
 n+ n− 1
 n.
 Montrer l’inegalite : V (φ(Sn)) 6 V (Yn).
 b) Comparer les risques quadratiques de Yn et φ(Sn).
 Solution
 1. a) Pour tout i ∈ [[1, n]], Yi suit une loi de Bernoulli, et on aP (Yi = 1) = P (Xi = 0) = exp(−θ).
 Donc Yi → B(e−θ).
 b) Comme les Xi sont des variables aleatoires independantes, il en est dememe des variables aleatoires Yi, et donc, d’apres le cours, on en deduit que
 nY n =n∑
 i=1
 Yi → B(n, e−θ).
 Ainsi, E( 1n
 n∑i=1
 Yi)= exp(−θ).
 c) V (Yn) =1n2V (
 n∑i=1
 Yi) =1n2ne−θ(1− e−θ) = 1
 ne−θ(1− e−θ).
 2. a) Sk est une somme de variables aleatoires de Poisson, independantes,donc suit aussi une loi de Poisson, de parametre kθ.
 b) Pour tout j entier naturel, on a :
 φ(j) = P(Sn=j)(X1 = 0) =P ((Sn = j) ∩ (X1 = 0))
 P (Sn = j)
 Or, (Sn = j) ∩ (X1 = 0) = (X1 = 0) ∩( n∑i=2
 Xi = j).
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 Seulement, comme X1 est independant den∑
 i=2
 Xi, qui suit d’ailleurs une loi
 de Poisson, P((n− 1)θ), on obtient :
 P ((Sn = j) ∩ (X1 = 0)) = P (X1 = 0)×P( n∑i=2
 Xi = j)
 = e−θ e−(n−1)θ
 ((n− 1)θ
 )jj!
 .
 Ainsi, on a bien φ(j) =(1− 1
 n
 )j.
 c) D’apres le theoreme de transfert, φ(Sn) a une esperance si et seulement
 si la serie∑j≥0
 (1− 1
 n
 )jP (Sn = j) converge absolument.
 Or∞∑j=0
 (1− 1
 n
 )jP (Sn = j) =
 ∞∑j=0
 P((Sn = j) ∩ (X1 = 0)
 )= P (X1 = 0)
 = exp(−θ).
 Dopnc : E(φ(Sn)) = e−θ.
 d) De meme, φ(Sn)2 a une esperance si
 ∑j≥0
 ((1− 1
 n)j)2P (Sn = j) converge.
 Ce qui est bien le cas encore une fois, puisque pour N ∈ N :N∑j=0
 (1− 1
 n
 )2j e−nθ
 j!(nθ)j = e−nθ
 N∑j=0
 [(1− 1
 n
 )2nθ
 ]j 1j!
 −→N→∞
 exp((
 − 2 + 1n
 )θ).
 Donc, φ(Sn) admet une variance, qui vaut :
 V (φ(Sn)) = E(φ(Sn)2)− E(φ(Sn))
 2 = exp(−2θ)[exp
 ( 1nθ)− 1
 ]3. a) De exp
 ( θn
 )6 exp(θ)
 n+ n− 1
 n, on deduit :
 V (φ(Sn))− V (Yn) = exp(−2θ)[exp
 ( 1nθ)− 1− exp(θ)
 n+ 1n
 ]6 0
 Donc, on obtient V (φ(Sn)) 6 V (Yn).
 b) Puisque φ(Sn) et Yn sont sans biais, on en deduit que le risquequadratique est egal a la variance, et donc que le risque quadratique de Ynest plus grand que celui de φ(Sn).
 Exercice 3.19.
 Les variables aleatoires de cet exercice sont definies sur le meme espaceprobabilise (Ω,A, P ). Soit λ et µ deux reels strictement positifs.Soit X et Y deux variables aleatoires independantes, X suivant une loiexponentielle de parametre λ > 0 et Y suivant une loi exponentielle deparametre µ > 0.
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 On definit les variables aleatoires I et Z par : I = inf(X,Y ) et Z = |X − Y |.1. Reconnaıtre la loi de I.
 2. Montrer que X−Y est une variable aleatoire a densite, dont on determineraune densite. En deduire que Z est une variable aleatoire a densite et en donnerune densite.
 3. Montrer que Z admet une esperance et calculer E(Z).
 4. Montrer que E(IZ)−E(I)E(Z) = 0 (on pourra considerer S = sup(X,Y )et on remarquera que Z = S − I).
 Solution
 1. Soit x reel, P (I 6 x) = 1− P (I > x) = 1− P ((X > x) ∩ (Y > x)).
 X et Y etant independantes, on a : P (I 6 x) = 1− P (X > x)P (Y > x).
 On note FI la fonction de repartition de I.
 → ∀x < 0, FI(x) = 0.→ ∀x ≥ 0, FI(x) = 1− (1− (1− e−λx))(1− (1− e−µx)) = 1− e−(λ+µ)x.
 Ainsi I suit la loi exponentielle de parametre (λ+ µ).
 2. X et Y sont independantes donc X et −Y aussi. Une densite de X estbornee sur R donc (produit de convolution), X − Y est une variable aleatoirea densite dont une densite fX−Y est definie par :
 ∀x ∈ R, fX−Y (x) =
 ∫ +∞
 −∞fX(x− t)f−Y (t) dt
 ou fX et f−Y sont des densites respectives de X et −Y . Comme il est facilede voir que t 7→ fY (−t) est une densite de −Y , il vient :
 ∀x ∈ R, fX−Y (x) =
 ∫ +∞
 −∞fX(x− t)fY (−t) dt
 → On suppose x < 0.
 fX−Y (x) =
 ∫ x
 −∞λe−λ(x−t)µeµt dt = λµe−λx
 ∫ x
 −∞e(µ+λ)t dt =
 λµλ+ µ
 eµx
 → On suppose x ≥ 0.
 fX−Y (x) =
 ∫ 0
 −∞λe−λ(x−t)µeµt dt = λµe−λx
 ∫ 0
 −∞e(µ+λ)t dt =
 λµλ+ µ
 e−λx
 FZ designant la fonction de repartition de Z, il vient :
 → ∀x < 0, FZ(x) = 0→ ∀x ≥ 0, FZ(x) = P (−x 6 X − Y 6 x) = FX−Y (x)− FX−Y (−x)
 (FX−Y designant la fonction de repartition de X − Y )
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 Comme fX−Y est continue sur R, FX−Y est de classe C1 sur R et FZ est declasse C1 sur R∗
 +.Enfin :
 ∀x > 0, fZ(x) = fX−Y (x) + fX−Y (−x) = λµλ+ µ
 (e−λx + e−µx)
 et bien entendu on prend ∀x 6 0, fZ(x) = 0.
 3. Comme
 ∫ +∞
 0
 xe−λx dx est convergente de valeur 1λ2
 (soit en integrant
 par parties, soit en revenant a l’esperance d’une variable suivant une loiexponentielle), on en deduit que Z admet une esperance, avec :
 E(Z) =λµλ+ µ
 ( 1λ2
 + 1µ2 )
 4. On a : S + I = X + Y , on remarque que Z = S − I et XY = IS, d’ou parindependance de X et Y :
 E(IZ) = E(IS − I2) = E(XY )− E(I2) = E(X)E(Y )− E(I2)
 = E(X)E(Y )− V (I)− E(I)2.
 Soit : E(IZ) = 1λ
 × 1µ− 1
 (λ+ µ)2− 1
 (λ+ µ)2=
 λ2 + µ2
 λµ(λ+ µ)2
 et comme E(I) = 1λ+ µ
 et E(Z) =λ2 + µ2
 λµ(λ+ µ), il vient Cov(I, Z) = 0.
 Exercice 3.20.
 On considere une suite de variables aleatoires (Xn)n∈N∗ definies sur le memeespace probabilise (Ω,A, P ) independantes et suivant toutes la loi exponen-tielle de parametre 1.
 Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn =n∑
 k=1
 Xk.
 1. Donner la loi de Yn et preciser son esperance.
 2. a) Pour tout reel strictement positif λ, calculer φ(λ) = ln(E(e−λ(Yn−E(Yn)))
 ).
 b) Montrer que ∀λ > 0, φ(λ) 6 n2λ2.
 3. a) Etablir que pour tout reel λ strictement positif et tout reel x strictementpositif, on a :
 P (E(Yn)− Yn ≥ x) 6 e−λx+φ(λ)
 b) Montrer que ∀x > 0, P(E(Yn)− Yn ≥ x
 )6 e−x2/2n.
 4. On considere la commande scilab suivante : n=input(’entrez la valeur
 de n :’)
 Ecrire une commande scilab a la suite de celle-ci, qui permet de simuler lavariable aleatoire Yn.
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 Solution
 1. Comme la loi exponentielle est la loi γ(1), alors, par stabilite de la loigamma, on sait que Yn suit la loi γ(n) et on a : E(Yn) = n.
 2. a) Tout d’abord, on a : e−λ(t−n) tn−1
 (n− 1)!e−t = eλn tn−1
 (n− 1)!e−(1+λ)t.
 On sait, par croissances comparees (1+λ > 0) que limt→+∞
 tn+1
 (n− 1)!e−(1+λ)t = 0,
 ce qui prouve que :tn−1
 (n− 1)!e−(1+λ)t =
 (t→+∞)o(1/t2)
 On en deduit, par la regle de Riemann que l’integrale
 ∫ +∞
 1
 tn−1
 (n− 1)!e−(1+λ)t dt
 converge, et par suite, l’integrale
 ∫ +∞
 0
 tn−1
 (n− 1)!e−(1+λ)t dt est aussi conver-
 gente.
 Par consequent, E(e−λ(Yn−E(Yn))) existe et par le theoreme de transfert, ona :
 E(e−λ(Yn−E(Yn))) = eλn∫ +∞
 0
 tn−1
 (n− 1)!e−(1+λ)t dt
 Le changement de variable u = (1 + λ)t donne :
 E(e−λ(Yn−E(Yn))) = eλn
 (1 + λ)n
 ∫ +∞
 0
 un−1
 (n− 1)!e−u du = eλn
 (1 + λ)n
 Des lors, on a : φ(λ) = λn− n ln(1 + λ).
 b) On pose h(λ) = φ(λ)− nλ2
 2= λn−n ln(1+λ)− nλ2
 2. La fonction h est
 derivable et on a :
 ∀λ > 0, h′(λ) = n− n1 + λ
 − λn = − λ2n1 + λ
 < 0
 Par consequent h est strictement decroissante sur R∗+ et comme h(0) = 0, on
 conclut que h est negative, ce qui signifie :
 ∀λ > 0, φ(λ) 6 nλ2
 2
 3. a) Comme λ est strictement positif, on a :
 P (E(Yn)− Yn > x) = P (−λ(Yn − E(Yn)) > λx)
 Comme de plus, la fonction exponentielle est une bijection strictement crois-sante de R vers R∗
 +, on obtient :
 P (E(Yn)− Yn > x) = P (eλ(E(Yn)−Yn) > eλx)
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 En appliquant alors l’inegalite vue a la premiere question, on deduit :P (E(Yn)− Yn > x) 6 e−λxE(eλ(E(Yn)−Yn))
 D’apres la definition de φ, on a : P (E(Yn)− Yn > x) 6 e−λx+φ(λ).
 En utilisant la question 3. b), on en deduit : P (E(Yn)− Yn > x) 6 e−λx+nλ2
 2
 b) En choisissant λ = xn
 qui est bien strictement positif, on trouve
 finalement :
 P (E(Yn)− Yn > x) 6 e−x2
 2n
 4. On peut proposer : y=sum(grand(1,n,’exp’,1))
 Exercice 3.21.
 On lance indefiniment une piece de monnaie pour laquelle la probabilited’obtenir Pile est p ∈ ]0, 1[ et celle d’obtenir Face est q = 1− p. Pour r ∈ N∗,on note X le rang d’apparition du reme Pile et Y le nombre de Face obtenuesavant l’obtention du reme Pile.
 1. a) Determiner la loi de X.
 b) Montrer que X admet une esperance et la calculer.
 c) Montrer que X admet une variance et la calculer.
 2. a) Determiner la loi de Y . On dit que Y suit la loi BN(r, p).
 b) Montrer que Y admet une esperance et une variance que l’on calculera.
 3. Calculer
 ∫ x
 0
 tk−1 dt. En deduire que :
 ∀x ∈ [0, 1[,∞∑k=1
 xk
 k= − ln(1− x)
 4. On suppose que Y suit la loi BN(2, p). Soit Z = 1Y + 2
 .
 Prouver l’existence de l’esperance de Z et calculer sa valeur.
 5. On suppose que Y suit la loi BN(1, p). Soit Z une variable aleatoire avaleurs dans N telle que, pour tout n ∈ N, la loi conditionnelle de Z sachantque (Y = n) est realise, est la loi uniforme sur [[0, n]]. Montrer que Z admetune esperance et la calculer.
 Solution
 1. a) On a X(Ω) = [[r,+∞[[. Pour tout k > r, [X = k] est realise si etseulement si, au cours des (k − 1) premiers lancers, on a obtenu (r − 1) pileset on a obtenu le reme pile lors du keme lancer.
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 Si l’on note T la variable aleatoire comptant le nombre de piles au cours des(k − 1) premiers lancers, alors T → B(k − 1, p).Comme les lancers sont independants, on en deduit que
 P (X = k) = P (T = r − 1)p =(k − 1r − 1
 )pr−1qk−rp =
 (k − 1r − 1
 )prqk−r
 b) On peut ecrireX comme la somme de r variables aleatoires independantesXi suivant chacune une loi geometrique de parametre p, Xi mesurant le tempsd’attente du ieme pile suite a l’apparition du precedent. On calcule alors E(X)
 par linearite de l’esperance : E(X) =r∑
 i=1
 E(Xi) = r×1p.
 [Variante : X admet une esperance si et seulement si la serie∞∑k=r
 k(k − 1r − 1
 )prqk−r est
 absolument convergente.
 Or, k(k − 1r − 1
 )= r
 (kr
 ). En reconnaissant une serie geometrique derivee convergente,
 on a donc :∞∑k=r
 k(k − 1r − 1
 )prqk−r = rpr
 ∞∑k=r
 (kr
 )qk−r =
 rpr
 (1− q)r+1= rp]
 c) De meme : V (X) =r∑
 i=1
 V (Xi) =rqp2
 . [On pourrait aussi passer par
 E(X(X+1)) en faisant encore apparaıtre une serie geometrique derivee, maisle calcul est alors plutot long]
 2. a) On constate que Y = X − r. D’ou, Y (Ω) = N et pour tout k ∈ N :
 P (Y = k) = P (X = k + r) =(k + r − 1r − 1
 )prqk.
 b) Comme Y = X − r, E(Y ) = E(X − r) = E(X)− r =rqp
 et
 V (Y ) = V (X − r) = V (X) =rqp2
 .
 3. Soit x ∈ [0, 1[ et soit n ∈ N∗. Comme
 ∫ x
 0
 tk−1dt = xk
 k, on a, par linearite
 de l’integration :n∑
 k=1
 xk
 k=
 n∑k=1
 ∫ x
 0
 tk−1dt =
 ∫ x
 0
 n∑k=1
 tk−1dt =
 ∫ x
 0
 1− tn
 1− tdt
 = − ln(1− x)−∫ x
 0
 tn
 1− tdt
 Or, pour tout x ∈ [0, 1[, |∫ x
 0
 tn
 1− tdt| 6 1
 1− x
 ∫ x
 0
 tndt = 11− x
 xn+1
 n+ 1−→n→∞
 0.
 En faisant tendre n vers +∞ dans la formule precedente, on en deduit que∞∑k=1
 xk
 k= − ln(1− x).
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 4. D’apres la formule de transfert pour l’esperance, Z admet une esperance si
 et seulement si la serie∑ 1
 k + 2P (Y = k) converge absolument.
 Or, 1k + 2
 P (Y = k) = k + 1k + 2
 p2qk = p2qk − p2qk
 k + 2.
 En utilisant la formule trouvee a la question precedente, on obtient∞∑k=0
 1k + 2
 P (Y = k) = p2∞∑k=0
 qk − p2
 q2∞∑k=0
 qk+2
 k + 2= p2 1
 1− q− p2
 q2( ∞∑k=1
 qk
 k− q
 )D’ou : E(Z) =
 ∞∑k=0
 1k + 2
 P (Y = k) = p+p2
 q2ln(p) +
 p2
 q=pq+p2
 q2ln(p).
 5. On a Y (Ω) = N. De plus, pour tout k ∈ N, P (Y = k) = pqk. Par hypothese,pour tout entier n ∈ N, E(Z | Y = n) = n
 2.
 On applique alors la formule de l’esperance totale avec le systeme completd’evenements de probabilites non nulles ([Y = n])n∈N.
 Ainsi, Z admet une esperance si et seulement si la serie∑nE(Z | Y = n)P (Y =
 n) est absolument convergente.
 Or,∞∑
 n=0E(Z | Y = n)P (Y = n) =
 ∞∑n=0
 n2P (Y = n) =
 E(Y )2
 =q2p
 .
 Ainsi, Z admet une esperance qui vaut E(Z) =q2p
 .
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                                Microprocesseur : Support de cours · Institut Sup´erieur des Etudes Technologiques de Rad`´ es D´epartement de G´enie Electrique´ MICROPROCESSEUR Support de cours 4`eme niveau

                            

                                                    
                                LIVRET D EXERCICES DE MATHEMATIQUES · Sur un échantillon de 500 visiteurs, 77% sont français. EXERCICE 8 Une urne contient un grand nombre des boules rouges et des boules blanches

                            

                                                    
                                1SS7 =ERIEUR DE BIBLIOTHECAIRE · 5- sommaire de l'apparition du livre f xiii 6- guide pratique des techniques d'imprimerib f xv 7- sommaire du cours de mme richter f xvi 8- sommaire

                            

                                                    
                                Etudes des principales lois de probabilité Loi Binomiale probabilité dune variable aléatoire discrète modèle : urne avec deux types de boules effectuer

                            

                                                    
                                2023-24...de lulia Hasdeu a iversité de lullahasdeu@ses .unige I Tris cravaux dc Lucian urne Les Roms/Tsiganes au Musée du Paysan Roumain de Bucarest n des historiens roumains de

                            

                                                    
                                Pianta del Museo Tomba n°56 da Casalandri Urne cinerarie Tomba n° 92 a-b bracciale + reperti vari Reperti 67-68 necropoli di Lazisetta Tombe 109-110-121

                            

                                                    
                                Commande robuste par modes glissants d’ordre sup´erieur d 

                            

                                                    
                                Transferts générationnels: analyse d'un cas pratique - … · actifs est sup erieur au taux d’augmentation des salaires =) on retire des fonds du pot commun pour les donner aux

                            

                                                    
                                Guide de l'Utilisateur Copyright © 2002 Satish Kumar S. … des Matières 1 Introduction 5 1.1 A propos de WinMorph 5 1.2 Installation 5 1.3 Quoi de neuf avec la version 3.01 6 1.4

                            

                                                    
                                FLUCTUATION ET ESTIMATION · 2020-03-19 · Echantillonnage – Prise de décision Estimation - Une urne contient un très grand nombre de boules blanches et de boules noires dont

                            

                                                    
                                MINIST ERE DE L' EDUCATION NATIONALE DE L'ENSEIGNEMENT SUP ERIEUR ET DE ...agreg.org/Rapports/rapport2005.pdf · Harinck Pascale Charg´ee de recherches Hijazi Oussama Professeur

                            

                                                    
                                Espaces fibrés et connexionscoque/EspacesFibresCoquereaux.pdfEspaces br es et Connexions Robert Coquereaux Version 3.01 1. Version 1.00 disponible sur le web le 1/5/97. Version 2.00

                            

                                                    
                                ACCORD DE FINANCEMENT PROJET DE DÉVELOPPEMENT DES … · l'Article IVdes conditions générales. 3.02 Sans préjudice des dispositions de la section 3.01 du présent Accord et à

                            

                                                    
                                Le portail du marché de l'art et des objets de collection ...« Bataille de la Somme 1916 » « 1916 » avec cor de chasse, croix de Lorraine dans une urne. Estimation : 30/60 €

                            

                                                    
                                La m egaline/lrp2 exprim ee dans le neuro epith elium ant erieur … · 2016. 12. 23. · Tu as toujours été un soutien pour moi durant les jours difficiles et les périodes de

                            

                                                    
                                COUR D’APPEL DE LYON...5 D-0 3.01 FINANCE D'ENTREPRISE. 86 D -03.02 MARCHÉS FINANCIERS ET PRODUITS DÉRIVÉS. 89 D-03.03 OPÉRATIONS DE BANQUE ET DE CRÉDIT 89 D-04 GESTION D'ENTREPRISE

                            

                                                    
                                FICHES DE SYNTHESE NITRATES Bassins versants …€¦ · Nom du cours d'eau: Superficie à la station: FICHE DE SYNTHESE - Concentrations en nitrates Superficie totale du bv: Urne

                            

                                                    
                                «F 'ERIEUR DE BIBLIOTHECAIRE MEMOIRE DE FIN D'ETUDES

                            

                                                    
                                1e trimestre 2017 - ponthieu-marquenterre.frPour les journées de 9h d'accueil, elle représente 85%du minimum garanti soit 3.54€×85%=3.01€. A partir de 9h d'accueil, le calcul

                            

                                                    
                                MORZINE CYCLOSPORTIVE LA DESTINATION VELO ...©lo...AVORIAZ Portes du oleil MOUNTAINCYCLING Margencel Sciez Orcier Perrignier heresse aux Le urne/l Les Cornettes de Bise eso Vouvry

                            

                                                    
                                Socialisation politique et orientation dans l'enseignement ...Socialisation politique et orientation dans l’enseignement sup erieur : etude ... professionnel dépend en partie de

                            

                                                    
                                SYNTHESE BIBLIOGRAPHIQUE - Agritrop · 2018. 3. 6. · R, , es-urne Après de nombreuses études réalisées essentiellement sur l'alimentation ovine, les chercheurs se sont intéressés

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	À propos de nous
	Contactez nous
	Termes
	DMCA
	Politique de confidentialité



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOCUMENTS

            

                    

    








    


