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1 Definition des fonctions trigonometriques
 1.1 Le cercle trigonometrique
 Figure 1: Le cercle trigonometrique: on peut voir OP comme l’aiguille d’une montre.
 • Le cercle trigonometrique est un cercle de rayon 1. Voir figure (1).
 • Un angle α, −∞ < α <∞ est represente par un point P du cercle, mais un point du cerclerepresente une infinite d’angles possibles, ils sont tous egaux modulo 360◦ ou modulo 2π.
 • Le sens positif est le sens inverse des aiguilles d’une montre.
 • Le cercle est divise en quatre quadrants: I, II, III, IV .
 • La projection de P sur l’axe horizontal donne le cosinus de l’angle, note cos(α), celui-civarie entre −1 et +1.
 • La projection de P sur l’axe vertical donne le sinus de l’angle, note sin(α), celui-ci varieentre −1 et +1.
 • La projection de P sur la tangente verticale au cercle donne la tangente de l’angle, notetan(α), celle-ci varie entre −∞ et +∞.
 • La projection de P sur la tangente horizontale au cercle donne la cotangente de l’angle,note cot(α), celle-ci varie entre −∞ et +∞.
 2
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1.2 Valeurs particulieres
 La figure (2) permet d’obtenir les valeurs particulieres des angles figurant dans le tableau (1).
 Figure 2: Un triangle equilateral et un triangle isocele.
 1.3 Signes des fonctions trigonometriques
 Le tableau (2) donne le signe des fonctions trigonometriques.
 1.4 La fonction cosinus
 • Cette fonction est toujours definie.
 • Elle est periodique de periode 2π.
 • Elle prend des valeurs entre −1 et 1.
 • Elle est nulle si l’angle vaut π/2 + k π.
 • Elle est positive dans les quadrants I et IV .
 • C’est une fonction paire carcos(−x) ≡ cos(x)
 • La droite x = π est un axe de symetrie du graphe de la fonction, car
 cos(π − x) ≡ cos(π + x)
 • Le point (π/2; 0) est un centre de symetrie du graphe de la fonction, car
 cos(π/2− x) ≡ − cos(π/2 + x)
 3
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Angle cosinus sinus tangente cotangente
 0 1 0 0 ∞
 π/6√
 3/2 1/2 1/√
 3√
 3
 π/4√
 2/2√
 2/2 1 1
 π/3 1/2√
 3/2√
 3 1/√
 3
 π/2 0 1 ∞ 0
 2π/3 −1/2√
 3/2 −√
 3 −1/√
 3
 3π/4 −√
 2/2√
 2/2 −1 −1
 5π/6 −√
 3/2 1/2 −1/√
 3 −√
 3
 π −1 0 0 ∞
 7π/6 −√
 3/2 −1/2 1/√
 3√
 3
 5π/4 −√
 2/2 −√
 2/2 1 1
 4π/3 −1/2 −√
 3/2√
 3 1/√
 3
 3π/2 0 −1 ∞ 0
 5π/3 1/2 −√
 3/2 −√
 3 −1/√
 3
 7π/4√
 2/2 −√
 2/2 −1 −1
 11π/6√
 3/2 −1/2 −1/√
 3 −√
 3
 2π 1 0 0 ∞
 Table 1: Valeurs des fonctions trigonometriques pour quelques angles simples.
 Quadrant cosinus sinus tangente cotangente
 Ox+ 1 0 0 ∞
 I + + + +
 Oy+ 0 1 ∞ 0
 II − + − −
 Ox− −1 0 0 ∞
 III − − + +
 Oy− 0 −1 ∞ 0
 IV + − − −
 Table 2: Signes des fonctions trigonometriques
 4
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-4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
 x
 -1
 1
 cosHxL
 0
 Figure 3: Le cosinus: domaine de definition et ensemble image.
 1.5 La fonction sinus
 • Cette fonction est toujours definie.
 • Elle est periodique de periode 2π.
 • Elle prend des valeurs entre −1 et 1.
 • Elle est nulle si l’angle vaut 0 + k π.
 • Elle est positive dans les quadrants I et II.
 • C’est une fonction impaire car
 sin(−x) ≡ − sin(x)
 • La droite x = π/2 est un axe de symetrie du graphe de la fonction, car
 sin(π/2− x) ≡ sin(π/2 + x)
 • Le point (π; 0) est un centre de symetrie du graphe de la fonction, car
 sin(π − x) ≡ − sin(π + x)
 -4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
 x
 -1
 1
 sinHxL
 0
 Figure 4: Le sinus: domaine de definition et ensemble image.
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1.6 La fonction tangente
 • Cette fonction est definie pour des angles differents de π/2 + k π.
 • Elle est periodique de periode π.
 • Elle prend des valeurs entre −∞ et +∞.
 • Elle est nulle si l’angle vaut 0 + k π.
 • Elle est positive dans les quadrants I et III.
 • C’est une fonction impaire car
 tan(−x) ≡ − tan(x)
 -2 Π -Π Π 2 Π
 x
 -1
 1
 tanHxL
 0
 Figure 5: La tangente: domaine de definition et ensemble image.
 1.7 La fonction cotangente
 • Cette fonction est definie pour des angles differents de 0 + k π.
 • Elle est periodique de periode π.
 • Elle prend des valeurs entre −∞ et +∞.
 • Elle est nulle si l’angle vaut π/2 + k π.
 • Elle est positive dans les quadrants I et III.
 • C’est une fonction impaire car
 cot(−x) ≡ − cot(x)
 1.8 La fonction arccosinus
 • Sur le cercle trigonometrique, deux angles opposes donnent le meme cosinus.
 • Pour un cosinus donne, on choisit l’angle entre 0 et π , on l’appelle arccosinus et on le notearccos(x). Voir figure (7).
 • Cette fonction n’est definie que pour des valeurs entre −1 et 1.
 • Elle prend des valeurs entre 0 et π.
 • Elle est nulle pour la valeur 1.
 • Elle est toujours positive.
 6
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-2 Π -Π Π 2 Π
 x
 -1
 1
 cotHxL
 0
 Figure 6: La cotangente: domaine de definition et ensemble image.
 -1 1 Π�2 Π
 x
 -1
 1
 Π�2
 Π
 y
 Figure 7: Fonctions cosinus et arccosinus
 1.9 La fonction arcsinus
 • Sur le cercle trigonometrique, deux angles supplementaires donnent le meme sinus.
 • Pour un sinus donne, on choisit l’angle entre −π/2 et π/2, on l’appelle arcsinus et on lenote arcsin(x).Voir figure (8).
 • Cette fonction n’est definie que pour des valeurs entre −1 et 1.
 • Elle prend des valeurs entre −π/2 et π/2.
 • Elle est nulle pour la valeur 0.
 • C’est une fonction impaire car arcsin(−x) ≡ − arcsin(x)
 1.10 La fonction arctangente
 • Sur le cercle trigonometrique, deux angles differants de π donnent la meme tangente.
 • Pour une tangente donnee, on choisit l’angle entre −π/2 et π/2, on l’appelle arctangenteet on le note arctan(x).Voir figure (9).
 7
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-Π�2 -1 1 Π�2x
 -Π�2
 -1
 1
 Π�2y
 Figure 8: Fonctions sinus et arcsinus, la droite y = x est une tangente commune a l’origine.
 • Cette fonction est toujours definie.
 • Elle prend des valeurs strictement entre −π/2 et π/2.
 • Elle est nulle pour la valeur 0.
 • C’est une fonction impaire car arctan(−x) ≡ − arctan(x)
 -Π�2 -Π�4-1 Π�4 1 Π�2x
 -Π�2
 -1
 -Π�4
 Π�4
 1
 Π�2
 y
 Figure 9: Fonctions tangente et arctangente. Le cadre exterieur est forme des asymptotes! Verticales pour lafonction tangente et horizontales pour arctangente. La droite y = x est une tangente commune a l’origine.
 8
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Figure 10: Ensembles images des trois fonctions trigonometriques inverses.
 2 Formules de base
 2.1 Angles opposes, supplementaires et complementaires
 Le tableau (3) resume les proprietes que l’on peut obtenir de la figure (11).
 proprietes cosinus sinus tangente
 periodes cos(α+ 2π) = cos(α) sin(α+ 2π) = sin(α) tan(α+ π) = tan(α)
 opposes cos(−α) = cos(α) sin(−α) = − sin(α) tan(−α) = − tan(α)
 supplementaires cos(π − α) = − cos(α) sin(π − α) = sin(α) tan(π − α) = − tan(α)
 complementaires cos(π/2− α) = sin(α) sin(π/2− α) = cos(α) tan(π/2− α) = cot(α)
 dephasages sin(α) = cos(α− π/2) cos(α) = sin(α+ π/2) tan(α− π/2) = − cot(α)
 demi-tour cos(α+ π) = − cos(α) sin(α+ π) = − sin(α) tan(α+ π) = tan(α)
 Table 3: Angles complementaires, supplementaires, opposes, dephases
 Ces formules traduisent les nombreuses proprietes visibles sur les graphes de ces fonctions.
 2.2 Pythagore, tangente, angles doubles
 Les formules ci-dessous sont indispensables pour etre un minimum a l’aise en trigonometrie.
 9
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Figure 11: L’angle β = π/2−α est le complementaire, l’angle γ = π−α est le supplementaire et l’angle δ = −αest l’oppose de α.
 cos2(α) + sin2(α) ≡ 1 (1)
 tan(α) ≡ sin(α)
 cos(α)≡ 1
 cot(α)(2)
 De ces deux formules, on deduit
 1
 cos2(α)≡ 1 + tan2(α) (3)
 cos(α+ β) ≡ cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β) (4)
 De laquelle on deduit
 cos(α− β) ≡ cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β) (5)
 et
 cos(2α) ≡ cos2(α)− sin2(α) ≡ 2 cos2(α)− 1 ≡ 1− 2 sin2(α) (6)
 sin(α+ β) ≡ sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β) (7)
 De laquelle on deduit
 sin(α− β) ≡ sin(α) cos(β)− cos(α) sin(β) (8)
 et
 10
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sin(2α) ≡ 2 sin(α) cos(α) (9)
 2.3 Formules de conversions
 Figure 12: Expression du sinus et du cosinus a l’aide de la tangente, t = tan(α).
 Comme on peut le voir sur la figure (12):
 cos(α) =1√
 1 + tan2(α)sin(α) =
 tan(α)√1 + tan2(α)
 2.4 Formule amplitude-dephasage
 2.4.1 Introduction
 Une oscillation harmonique (une onde sonore, lumineuse, electromagnetique, . . . ) donnee sousla forme ”cosinus-sinus”, c’est-a-dire sous la forme d’une somme d’un cosinus et d’un sinus dememe pulsation ω :
 f(t) = M + a cos(ωt) + b sin(ωt)
 peut s’exprimer comme une seule oscillation harmonique sous forme ”amplitude-dephasage”
 a cos(ωt) + b sin(ωt) = A cos(ωt− ϕ) (10)
 2.4.2 Terminologie
 Dans la figure (13):
 • M = 5 = Valeur moyenne
 • A = 2 = Amplitude, A > 0
 11
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-2 -1 1 2 3 4t
 3
 4
 5
 6
 7
 Figure 13: Graphe de y = 5 + 2 sin(3t+ π/6)
 • ϕ = π/6 = phase initiale, dephasage, −π < ϕ ≤ π [rad]
 • ω = 3 = pulsation = frequence circulaire, ω > 0 [rad/s]
 • ωt = angle [rad]
 • ωt− ϕ = phase, angle [rad]
 • T = 2π/ω = periode [s], f(t+ T ) = f(t), pour tous les t
 • f = 1/T = ω/2π = frequence [Hz]
 ExempleSur la figure (14), on peut voir la superposition d’un cosinus et d’un sinus de memes pulsations,mais d’amplitudes differentes.
 -2 Π -Π Π 2 Πx
 -5
 -4
 -3
 -2
 -1
 1
 2
 3
 4
 5
 y
 Figure 14: La somme de 3 cos(x) et 4 sin(x) donne 5 cos(x− ϕ), ou ϕ ≈ 0, 927 rad ≈ 53, 13◦.
 2.4.3 Formule de passage ”aller”
 Le passage de la forme ”cosinus-sinus” a la forme ”amplitude-dephasage” repose sur l’identitetrigonometrique :
 cos(α− β) = cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β)
 12
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2.4.4 Formule de passage ”retour”
 Comme
 a cos(ωt) + b sin(ωt) = A cos(ωt− ϕ) = A cos(ϕ) cos(ωt) +A sin(ϕ) sin(ωt)
 Il s’agit de resoudre le systeme a = A cos(ϕ)
 b = A sin(ϕ)
 L’amplitude est egale a
 A =√a2 + b2 (11)
 et le dephasage est donne par:
 cos(ϕ) =a
 A,
 Le signe du sinus est celui deb
 A, donc de b:
 ϕ =
 + arccos
 (a
 A
 )si b < 0
 − arccos
 (a
 A
 )si b ≥ 0
 (12)
 ExemplePour l’oscillation
 2√
 3 cos(5t) + 2 sin(5t)
 on a ω = 5, a = 2√
 3 et b = 2. Ainsi
 A =√a2 + b2 =
 √(2√
 3)2 + (2)2 =√
 12 + 4 =√
 16 = 4
 alors que le dephasage est (b = 2 ≥ 0) :
 ϕ = arccos( aA
 )= arccos
 (2√
 3
 4
 )= arccos
 (√3
 2
 )=π
 6.
 Au final2√
 3 cos(5t) + 2 sin(5t) = 4 cos(5t− π
 6).
 13
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ExemplePour l’oscillation
 2 cos(5t)− 2√
 3 sin(5t).
 on a ω = 5, a = 2 et b = −2√
 3. Ainsi
 A =
 √22 + (−2
 √3)2 = 4 et ϕ = − arccos
 (2
 4
 )= − arccos
 (1
 2
 )= −π
 3
 et2 cos(5t)− 2
 √3 sin(5t) = 4 cos(5t+
 π
 3).
 2.4.5 Autres formes
 Les formulessin(α) = cos
 (α− π
 2
 )cos(α) = sin
 (α+
 π
 2
 )permettent de passer aisement de la forme A cos(ωt− ϕ) aux autres formes et reciproquement:
 cos(ωt− ϕ) = cos(ωt+ (−ϕ)) = sin(ωt+ (
 π
 2− ϕ
 )= sin
 (ωt− (ϕ− π
 2))
 sin(ωt+ ϕ) = cos(ωt+ (−π
 2+ ϕ)
 )sin(ωt− ϕ) = cos
 (ωt+ (−π
 2− ϕ)
 )cos(ωt− ϕ) = cos(ωt+ (−ϕ))
 Rappelons aussi les formules bien pratiques
 − sin(α) = sin(α+ π) − cos(α) = cos(α+ π)
 Attention !Le dephasage obtenu par cette methode n’est pas toujours compris entre −π et π et doit parfoisetre corrige (en lui ajoutant ou en lui soustrayant 2π).
 2.5 Mise en garde
 Les fonctions cos et arccos ne sont pas toujours inverses l’une de l’autre. De meme pour sin etarcsin, tan et arctan.
 On meditera avantageusement sur les graphiques des figures (15).
 14
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-600 -400 -200 200 400 600x
 -600
 -400
 -200
 200
 400
 600
 y
 -600 -400 -200 200 400 600x°
 25
 50
 75
 100
 125
 150
 175
 y°
 Figure 15: Graphes de y = cos(arccos(x)) et de y = arccos(cos(x))
 3 Equations et inequations trigonometriques
 3.1 Egalites de sinus, de cosinus, de tangentes ou de cotangentes
 sin(α) = sin(β)⇔ α = β + k 2π ou α = π − β + k 2π , k ∈ Z
 cos(α) = cos(β)⇔ α = β + k 2π ou α = −β + k 2π , k ∈ Z
 tan(α) = tan(β)⇔ cot(α) = cot(β)⇔ α = β + k π , k ∈ Z
 3.2 Exemple sin(α) ≤ 1
 2
 Sur la figure (16a), on voit que les angles, solutions de l’inequation, sont sur un arc entre5π
 6etπ
 6.
 Cet arc se decrit par5π
 6≤ α ≤ π
 6+ 2π =
 13π
 6
 La figure (16b), nous montre que, sur la droite reelle, il y a une infinite d’arcs solutions,parametres par un entier k.Ainsi
 sin(α) ≤ 1
 2⇔ 5π
 6+ k 2π ≤ α ≤ 13π
 6+ k 2π
 3.3 Exemple sin(3x− π
 3) ≤ 1
 2
 Posonsα = 3x− π
 3
 On retrouve l’inequation precedente.
 sin(3x− π
 3) ≤ 1
 2⇔ 5π
 6+ k 2π ≤ 3x− π
 3≤ 13π
 6+ k 2π ⇔
 5π
 6+π
 3+ k 2π ≤ 3x ≤ 13π
 6+π
 3+ k 2π ⇔ 7π
 18+ k
 2π
 3≤ x ≤ 15π
 18+ k
 2π
 3
 15
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-4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
 x
 -1
 1
 sinHxL
 0
 1�2
 Figure 16: L’inequation sin(α) ≤ 1/2 admet pour solutions un arc de cercle sur le cercle trigonometrique et uneinfinite de segments sur la droite reelle.
 Comme on peut le voir sur la figure (17), le nombre d’arcs est triple.
 Cela correspond aux trois valeurs 0, 1, 2 de k:
 k=0 Arc AB7π
 18≤ x ≤ 15π
 18
 k=1 Arc CD19π
 18≤ x ≤ 27π
 18
 k=2 Arc EF31π
 18≤ x ≤ 39π
 18
 16
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Figure 17: Trois arcs de cercle.
 3.4 Exemple sin(3x− π
 3) = cos(2x)
 On va transformer le cosinus en sinus:
 sin(3x− π
 3) = cos(2x)⇔ sin(3x− π
 3) = sin(
 π
 2− 2x)
 Rappelons que deux sinus sont egaux si les angles sont egaux ou supplementaires:
 sin(α) = sin(β) ⇔ α = β + k 2π ou α = π − β + k 2π
 On obtient donc, pour notre equation,
 1.
 3x− π
 3=π
 2− 2x+ k 2π ⇔ 5x =
 5π
 6+ k 2π ⇔ x =
 π
 6+ k
 2π
 5
 Donc 5 solutions sur le cercle.
 2.
 3x− π
 3= π −
 (π2− 2x
 )+ k 2π ⇔ x =
 5π
 6+ k 2π
 Et une solution supplementaire sur le cercle.
 3.5 Equation lineaire: a cos(x) + b sin(x) = c
 Le plus simple est d’utiliser la formule ”Amplitude dephasage” et de se ramener a l’equation
 A cos(x− ϕ) = c
 17
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4 Exercices
 Exercice 1Simplifier les expresssions
 1. cos
 (3π
 2+ x
 )
 2. sin
 (x− 3π
 2
 )
 3. tan
 (7π
 2− x)
 4. sin(x+ 1001π)
 Exercice 2Etablir les identites
 1.sin(θ) + cos(θ)
 cos(θ)≡ 1 + tan(θ)
 2.1
 cos2(θ)≡ 1 + tan2(θ)
 3.cot(θ)− 1
 1− tan(θ)≡ cot(θ)
 4.1
 1− cos(θ)+
 1
 1 + cos(θ)≡ 2
 sin2(θ)
 5.cos(θ)
 1− sin(θ)≡ 1
 cos(θ)+ tan(θ)
 6. sin4(θ)− cos4(θ) ≡ sin2(θ)− cos2(θ)
 7.sin(θ)
 1− cos(θ)≡ 1
 sin(θ)+ cot(θ)
 8.cos3(θ)− sin3(θ)
 cos(θ)− sin(θ)≡ 1 + sin(θ) cos(θ)
 Exercice 3Etablir les identites:
 1. cos(x+ y) + cos(x− y) ≡ 2 cos(x) cos(y)
 2. cos(x+ y) · cos(x− y) ≡ cos2(x)− sin2(y)
 3.1
 tan(x) + tan(y)≡ cos(x) cos(y)
 sin(x+ y)
 Exercice 4Mettre sous la forme A cos(x− ϕ) les expressions suivantes:
 18
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• 2 cos(x) + 3 sin(x)
 • −2 cos(x) + 3 sin(x)
 • −2 cos(x)− 3 sin(x)
 • 2 cos(x)− 3 sin(x)
 Exercice 5Pour chaque cas, representer les trois fonctions donnees sur un meme graphique :
 a) y = sin t, y = 12 sin t et y = 2 sin t
 b) y = cos t, y = cos(12 t) et y = cos(2t)
 c) y = sin t, y = sin(t+ π
 6
 )et y = sin
 (t− π
 6
 )Exercice 6Donner les deux oscillations harmoniques de la figure (18) sous forme ”amplitude-dephasage”.
 -5 Π -4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π 5 Π 6 Π
 t
 -1.5
 -1
 -0.5
 0.5
 1
 1.5
 Figure 18: Superpositions d’oscillations.
 Exercice 7Donner les oscillations harmoniques sous forme ”amplitude-dephasage”.
 a) −7 cos(π4 t)
 b) −11 sin(4t− π
 4
 )c) 2 cos
 (−3t+ π
 4
 )d) 3 sin
 (−2t− π
 4
 )Exercice 8Ecrire les fonctions suivantes sous la forme ”cosinus-sinus”.
 a) −6 sin(2t+ π
 3
 )b) 4 cos
 (2t+ π
 4
 )c) 2 cos
 (2t− 2π
 3
 )d) 2 sin
 (2t+ 3π
 4
 )Exercice 9Ecrire les oscillations harmoniques suivantes sous forme ”amplitude-dephasage”.
 19
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a) −√
 3 cos(5t)− sin(5t)
 b) 3 cos(5t) + 3 sin(5t)
 c) −5 sin t+ 2 cos t
 d) cos(πt) + 2 sin(πt)
 Exercice 10Le mouvement y(t) et la vitesse v(t) d’une masse oscillante sont donnes par les formules:
 y = y0 cos(ω t) +v0ω
 sin(ω t)
 v = v0 cos(ω t)− ω y0 sin(ω t)
 ou ω > 0 est la pulsation.
 1. Remplacer t par 0 et donner une interpretation des constantes y0 et v0.
 2. Mettre les formules sous la forme ”amplitude-dephasage” A cos(ω t− φ).
 3. A quels moments la position est-elle nulle? A quels moments la vitesse est-elle nulle?
 Exercice 11La pression p1(t) exercee sur le tympan par la frappe sur un premier diapason est donnee parla formule
 p1(t) = A sin(ω t)
 ou A > 0 et ω > 0 sont des constantes.
 Si l’on frappe sur un deuxieme diapason, situe a une distance differente, sa pression est donneepar
 p2(t) = B sin(ω t+ τ)
 ou B > 0 et 0 ≤ τ ≤ 2π sont des constantes.
 La pression totale p(t) est alors la somme des pressions
 p(t) = A sin(ω t) +B sin(ω t+ τ)
 1. Mettre la pression totale sous la forme
 p(t) = a cos(ω t) + b sin(ω t)
 2. Mettre la pression totale sous la forme
 p(t) = C cos(ω t− ϕ)
 3. Supposons que A ≥ BL’interference est destructive si C ≤ A.
 Determiner les valeurs de τ pour lesquelles cette inegalite est verifiee.
 Examiner le cas particulier A = B.
 4. L’interference est destructive totale si C = 0.
 Determiner les valeurs de τ pour lesquelles cette egalite est verifiee.
 Examiner le cas particulier A = B.
 20
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Exercice 12La vibration y d’une corde de violon de longueur L est donnee en fonction du temps t et du lieux par la formule
 y = sin(π nL
 x)
 sin
 (k π n
 Lt
 )ou n est un entier et k une constante.Exprimer y en tant que somme de deux fonctions sinus.
 Exercice 13La pression p(t) exercee sur le tympan par la frappe simultanee de deux diapasons, avec la memeforce, et situe a la meme distance du tympan, est donnee par
 p(t) = a sin(ω1 t) + a sin(ω2 t)
 ou a, ω1, ω2 sont constants.
 Si ω1 ≈ ω2, le son alterne entre sonorite et silence virtuel. Ce phenomene est appele ”battement”.Voir les figures (19).
 • Utiliser une formule pour exprimer p(t) sous forme de produit.
 • Montrer que p(t) peut etre consideree comme une cosinusoıde de periode approximative2π/ω ou
 ω =ω1 + ω2
 2
 et d’amplitude variable
 A(t) = 2a cos
 (1
 2(ω1 − ω2)t
 )
 -2 Π -Π Π 2 Π
 t
 -2
 -1
 1
 2
 y
 t
 y
 Figure 19: Battements: p(t) = cos(4, 5 t) + sin(3, 5 t) et p(t) = cos(4 t) + 2 sin(3, 9 t).
 Exercice 14Resoudre les equations trigonometriques, donner, en radians et en degres, toutes les valeurs etcelles sur le cercle trigonometrique:
 1.sin(x)− 2 sin(x) cos(x) = 0
 21
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2.
 2 tan2(x) +1
 cos2(x)= 2
 3.
 tan(x) +1
 cos(x)= 0
 4.sin(x) + cos(x) = 1
 5.− cos(x) +
 √3 sin(x) = −1
 6.cos(2x) + cos(x) = −1
 7.2 + sin(3x)
 cos2(3x)= 3
 8.
 sin2(
 3x− π
 3
 )≥ 1
 2
 22
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5 Corriges
 Solution 1Simplifier les expresssions
 1. sin(x)
 2. cos(x)
 3. cot(x)
 4. − sin(x)
 Solution 21. On decompose la fraction en deux termes.
 2. On exprime la tangente en fonction du cosinus et du sinus et on somme les fractions.
 3. On exprime la cotangente en fonction de la tangente et on simplifie la fraction.
 4. On somme les fractions et on applique Pythagore.
 5. On exprime la tangente en fonction du cosinus et du sinus, on somme les fractions, on faitle produit croise et on applique Pythagore.
 6. Le produit remarquable permet de simplifier l’expression de gauche, on applique Pythagore.
 7. On exprime la cotangente en fonction du cosinus et du sinus, on somme les fractions, onfait le produit croise et on applique Pythagore.
 8. Le produit remarquable permet de simplifier l’expression de gauche,, on simplifier l’equationet on applique Pythagore.
 Solution 3Etablir les identites:
 1. On applique les formules du cosinus d’une somme et on simplifie.
 2. On applique les formules du cosinus d’une somme, le produit remarquable permet desimplifier l’expression, Pythagore fait le reste.
 3. On exprime la tangente en fonction du cosinus et du sinus, on simplifie la fraction degauche, on utilise la formule du sinus d’une somme et on fait le produit croise.
 Solution 4Les amplitudes sont toutes egales a
 A =√
 13
 Les dephasages sont
 ϕ = + arccos(+2√13
 ) ϕ = + arccos(− 2√13
 )
 ϕ = − arccos(− 2√13
 ) ϕ = − arccos(+2√13
 )
 23
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Solution 5a) y = sin t, y = 1
 2 sin t et y = 2 sin t
 -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
 t
 -2
 -1
 1
 2
 Figure 20: Superpositions d’oscillations.
 b) y = cos t, y = cos(12 t) et y = cos(2t)
 -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
 t
 -1
 -0.5
 0.5
 1
 Figure 21: Superpositions d’oscillations.
 c) y = sin t, y = sin(t+ π
 6
 )et y = sin
 (t− π
 6
 )
 24
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-2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Πt
 -1.0
 -0.5
 0.5
 1.0
 Figure 22: Superpositions d’oscillations.
 Solution 6
 f(t) =3
 2cos
 (1
 3t− π
 6
 )g(t) =
 3
 4cos (t+ π)
 Solution 7a) 7 cos
 (π4 t+ π
 )b) 11 cos
 (4t+ π
 4
 )c) 2 cos
 (3t− π
 4
 )d) 3 cos
 (2t+ 3π
 4
 )Solution 8a) −3 sin(2t)− 3
 √3 cos(2t)
 b) 2√
 2 cos(2t)− 2√
 2 sin(2t)
 c) − cos(2t) +√
 3 sin(2t)
 d)√
 2 cos(2t)−√
 2 sin(2t)
 Solution 9a) 2 cos
 (5t+ 5π
 6
 )b) 3√
 2 cos(5t− π
 4
 )c)√
 29 cos (t+ 1.19)
 d)√
 5 cos (πt− 1.11)
 Solution 101) y0 et v0 sont la position et la vitesse initiale.
 2a)
 y = y0 cos(ω t) +v0ω
 sin(ω t) = A cos(ω t− φ)
 avec
 A =
 √y20 +
 v20ω2
 Le dephasage depend du signe de v0:
 v0 ≥ 0 : φ = + arccos(y0A
 )25
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v0 < 0 : φ = − arccos(y0A
 )2b)
 v = v0 cos(ω t)− ω y0 sin(ω t) = A cos(ω t+ φ)
 avec
 A =√ω2 y20 + v20
 Le dephasage depend du signe de y0:
 y0 > 0 : φ = − arccos(v0A
 )y0 ≤ 0 : φ = + arccos
 (v0A
 )3) La formule est la meme dans les deux cas, mais il faut introduire le dephasage φ corre-
 spondant.
 y = 0⇔ A cos(ω t− φ) = 0⇔ ω t− φ =π
 2+ k π ⇔ t =
 φ− π2 + k π
 ω
 Solution 111.
 p(t) = A sin(ω t) +B sin(ω t+ τ) = A sin(ω t) +B sin(ω t) cos(τ) +B cos(ω) sin(τ) =
 B sin(τ) · cos(ω t) + (A+B cos(τ)) · sin(ω t)
 donca = B sin(τ)
 etb = A+B cos(τ)
 2.C =
 √a2 + b2 =
 √A2 +B2 + 2AB cos(τ)
 et
 ϕ =
 + arccos
 (B sin(τ)
 C
 )si A+B cos(τ) ≥ 0
 − arccos
 (B sin(τ)
 C
 )si A+B cos(τ) < 0
 3. Supposons que A ≥ B
 C ≤ A⇔ C2 ≤ A2 ⇔ A2 +B2 + 2AB cos(τ) ≤ A2 ⇔ cos(τ) ≤ − B
 2A
 car les A,B,C sont positifs.
 Le membre de droite est compris entre −1 et 0, car A ≥ B.
 Un dessin montre que l’arc forme des solutions est donnee par
 26
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arccos
 (− B
 2A
 )≤ τ ≤ 2π − arccos
 (− B
 2A
 )Si A = B, on obtient
 arccos
 (−1
 2
 )≤ τ ≤ 2π − arccos
 (−1
 2
 )ou
 2π
 3≤ τ ≤ 4π
 3
 4.
 C = 0⇔ C2 = 0⇔ A2 +B2 + 2AB cos(τ) = 0⇔ cos(τ) = −A2 +B2
 2AB
 Cette derniere equation admet des solutions si
 −A2 +B2
 2AB≥ −1⇔ A2 +B2 ≤ 2AB ⇔ (A−B)2 ≤ 0
 Ce qui n’est possible que si A = B et alors τ = π.
 Solution 12Posons
 α =π n
 Lx et β =
 k π n
 Lt
 La formule
 sin(α) · sin(β) =1
 2[cos(α− β)− cos(α+ β)] =
 1
 2[sin(α− β +
 π
 2) + sin(α+ β +
 3π
 2)]
 permet de resoudre le probleme.
 Solution 13•
 p(t) = a( sin(ω1 t) + sin(ω2 t)) = 2a sin
 (ω1 + ω2
 2t
 )· cos
 (ω1 − ω2
 2t
 )•
 p(t) = 2a cos
 (ω1 − ω2
 2t
 )· sin (ω t) = A(t) · sin (ω t)
 Solution 141.
 sin(x)− 2 sin(x) cos(x) = 0
 admet les solutions {0,π
 3, π,
 5π
 3
 }+ k 2π
 2.
 2 tan2(x) +1
 cos2(x)= 2
 admet les solutions {π
 6,5π
 6,7π
 6,11π
 6
 }+ k 2π =
 {π
 6,5π
 6
 }+ k π
 27
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3.
 tan(x) +1
 cos(x)= 0
 n’a pas de solutions.
 4.
 sin(x) + cos(x) = 1⇔√
 2 cos(x− π
 4
 )= 1⇔ cos
 (x− π
 4
 )=
 1√2⇔
 x− π
 4= ± π
 4+ k 2π ⇔ x ∈
 {0,π
 2
 }+ k 2π
 5.
 − cos(x) +√
 3 sin(x) = −1⇔ 2 cos
 (x− 2π
 3
 )= −1⇔ cos
 (x− 2π
 3
 )= −1
 2⇔
 x− 2π
 3= ± 2π
 3+ k 2π ⇔ x ∈
 {0,
 4π
 3
 }+ k 2π
 6.cos(2x) + cos(x) = −1
 admet les solutions {π
 2,2π
 3,3π
 2,4π
 3
 }+ k 2π
 7.2 + sin(3x)
 cos2(3x)= 3
 admet les solutions
 x =1
 3arcsin
 (−1±
 √13
 6
 )+ k
 2π
 3
 ouπ
 3− 1
 3arcsin
 (−1±
 √13
 6
 )+ k
 2π
 3
 Soit 12 solutions sur le cercle.
 8.
 sin2(
 3x− π
 3
 )≥ 1
 2
 Posonss = sin
 (3x− π
 3
 )L’inequation devient
 s2 ≥ 1
 2⇔ s ≤ −
 √2
 2ou s ≥
 √2
 2
 (a)5π
 4+ k 2π ≤ 3x− π
 3≤ 7π
 4+ k 2π ⇔ 19π
 12+ k 2π ≤ 3x ≤ 25π
 12+ k 2π ⇔
 19π
 36+ k
 2π
 3≤ x ≤ 25π
 36+ k
 2π
 3
 Ce qui donne trois arcs sur le cercle.
 28
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(b)π
 4+ k 2π ≤ 3x− π
 3≤ 3π
 4+ k 2π ⇔ 7π
 12+ k 2π ≤ 3x ≤ 13π
 12+ k 2π ⇔
 7π
 36+ k
 2π
 3≤ x ≤ 13π
 36+ k
 2π
 3
 Ce qui donne trois arcs de plus sur le cercle.
 6 Revisions
 Probleme 1Donner la valeur exacte en radians de chacun des angles suivants :
 a) 120◦
 b) 210◦
 c) −72◦
 d) −225◦
 e) 100◦
 f) −5◦
 g) −450◦
 h) 468◦
 Probleme 2Donner la valeur exacte en degres de chacun des angles suivants :
 a)−7π
 4
 b)π
 16
 c)5π
 6
 d)11π
 2
 e) 7π
 f)π
 9
 g)−5π
 12
 h)73π
 36
 Probleme 3Donner la valeur exacte du cosinus, du sinus et de la tangente des angles suivants :
 a)3π
 4b)−5π
 6c)
 11π
 2d) 7π e)
 8π
 3
 Probleme 4Simplifier (recrire a l’aide d’une fonction trigonometrique d’argument de base α)
 a) cos(α+ π)
 b) sin(α+ π)
 c) tan(α+ π)
 d) cot(α+ π)
 e) cos(α+ π/2)
 f) sin(α+ π/2)
 g) tan(α+ π/2)
 h) cot(α+ π/2)
 i) cos(3π/2− α)
 j) sin(−α− 5π/2)
 k) tan(4π − α)
 l) cot(α− π)
 Probleme 5Donner toutes les solutions des equations suivantes :
 a) cos(x) = cos(π7 ) b) sin(x) = sin(π7 ) c) tan(x) = tan(π7 )
 Probleme 6Donner toutes les solutions des equations suivantes :
 a) cos( t4) = 1 b) cos( t5) = 1 c) cos( t4) + cos( t5) = 2
 Probleme 7Donner toutes les solutions des equations et des systemes d’equations suivants :
 a) sin(α) = 12
 b) sin(α) = 12 et cos(α) < 0
 c) sin(α) = 12 et cos(α) < 0 et −π < α ≤ π
 29
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Probleme 8Donner toutes les solutions des equations et des systemes d’equations suivants :
 a) tan(θ) =√
 3
 b) tan(θ) =√
 3 et cos(θ) < 0
 c) tan(θ) =√
 3 et cos(θ) < 0 et −π < θ ≤ π
 Probleme 9a) Utiliser la formule du cosinus de l’angle double afin de donner les valeurs exactes de
 i) cos(π8 ) ii) cos( π16) iii) cos( π32)
 b) Utiliser les identites pour la somme de deux angles afin de donner les valeurs exactes de
 i) cos(7π12 ) ii) sin(7π12 ) iii) tan(7π12 )
 Probleme 10Donner les valeurs exactes des expressions suivantes :
 a) arcsin(√32 )
 b) arccos(−1)
 c) arcsin(−1)
 d) arctan(−√
 3)
 e) arccos(0)
 f) arcsin(−12)
 Probleme 11Simplifier les expressions suivantes :
 a) arcsin(−x)
 b) arccos(−x)
 c) arctan(−x)
 d) sin(arccos(x))
 e) cos(arctan(x))
 f) tan(arcsin(x))
 Probleme 12Simplifier les expressions suivantes :
 a) sin(arcsin(13))
 b) arcsin(sin(2))
 c) arctan(tan(2,5))
 d) arccos(cos(6))
 e) cos(arccos(23))
 f) cot(arctan(0))
 Probleme 13Construire les fonctions arccos(x) et arcsin(x) au moyen de la fonction arctan(x).
 Probleme 14Representer graphiquement les fonctions suivantes :
 a) cos(arccos(x)) pour −1 ≤ x ≤ 1
 b) arccos(cos(x)) pour x ∈ R
 c) arccos(sin(x)) pour 0 ≤ x ≤ π
 30
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7 Annexe: Theoremes du sinus, du cosinus et de la somme desangles
 7.1 Theoreme du sinus
 Figure 23: Triangle ABC et cercle circonscrit de rayon R.
 Sur la figure (23) de gauche, l’angle en C est aigu, AA′ est un diametre du cercle et donc l’angleen B est droit.Le theoreme de l’angle inscrit dit qu’une corde (ici AB) est vue d’un point du cercle (ici C ouA′) d’un meme angle ou d’un angle supplementaire.Ainsi
 sin(γ) =c
 2RPar symetrie, le resultat est valable pour les deux autres angles α et β.Si l’angle est obtus, la figure (23) de droite, nous donne
 sin(π − γ) =c
 2R= sin(π − γ) = sin(γ)
 on retrouve le meme resultat.On obtient ainsi le theoreme du sinus:
 a
 sin(α)=
 b
 sin(β)=
 c
 sin(γ)= 2R
 Pour justifier la figure (23) de droite, on meditera sur la figure (24), l’angle en A′ vaut doncα+ β et comme la somme des angles du triangle ABC vaut π, on retrouve (π − γ) pour l’angleen A′.
 7.2 Theoreme du cosinus
 Sur la figure (25) de gauche (angle aigu en B), on applique le theoreme de Pythagore
 a2 = h2 + (c− p)2 = b2 + c2 − 2c p = b2 + c2 − 2bc cos(α)
 Dans le cas d’un angle obtus en B, on a
 a2 = h2 +p2 = b2− (c+p)2 +p2 = b2−c2−2c p = b2−c2−2c(b cos(α)−c) = b2 +c2−2bc cos(α)
 31
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Figure 24: Triangle ABC et cercle circonscrit, angles au centre et angles inscrits.
 En permutant les angles, on obtient le theoreme du cosinus
 a2 = b2 + c2 − 2bc cos(α) b2 = c2 + a2 − 2ca cos(β) c2 = a2 + b2 − 2ab cos(γ)
 Figure 25: Triangle ABC et hauteur AH.
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7.3 Somme des angles
 Figure 26: Triangles rectangles OAB et OBC.
 Sur la figure (26) , on obtient
 sin(α+ β) =CE
 OC=CD +DE
 OC=CD
 OC+DE
 OC=CD
 OC
 CB
 CB+DE
 OC
 OB
 OB=CB
 OC
 CD
 CB+OB
 OC
 DE
 OB
 Comme DE = AB, on obtient
 sin(α+ β) = sin(β) cos(α) + cos(β) sin(α)
 ou encoresin(α+ β) = sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β)
 En changeant le signe de β, on a
 sin(α− β) = sin(α) cos(β)− cos(α) sin(β)
 En passant a l’angle complementaire, on trouve la formule pour le cosinus:
 cos(α+β) = sin(π
 2− (α+ β)
 )= sin
 (π2− α− β
 )= sin
 (π2− α
 )cos(β)−cos
 (π2− α
 )sin(β)) =
 cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β)
 cos(α+ β) = cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β)
 Et, en changeant le signe de β, on a
 cos(α− β) = cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β)
 En posant α = β, on trouve les formules de l’angle double
 sin(2α) = 2 sin(α) cos(α)
 cos(2α) = cos2(α)− sin2(α) = 2 cos2(α)− 1 = 1− 2 sin2(α)
 33
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