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Chapitre 1
 La programmation lineaire.
 1.1 Introduction
 L’objectif de ce cours est double. Il s’agit, d’une part, de donner une introductiona la formulation en modeles d’optimisation. Il s’agit, d’autre part, de presenterles techniques de resolution de ces problemes.
 On parle de probleme d’optimisation lorsqu’il faut maximiser une fonctionsous contraintes. Par exemple, maximiser le benefice d’une entreprise sous lescontraintes de satisfaire la demande et de respecter la capacite de production.
 Le cours est divise en quatre parties correspondant a des types differents demodeles d’optimisation.
 Dans la premiere partie du cours, nous nous concentrerons sur les problemeslineaires, c’est-a-dire les problemes ou la fonction objectif et les contraintes sontpurement lineaires. Lorsqu’il n’y a que deux variables de decision, un problemelineaire peut etre resolu de maniere purement graphique. C’est ce que nous verronsdans ce chapitre. Lorsqu’il y a un plus grand nombre de variables, un algorithmemis en œuvre sous la forme d’un programme informatique s’avere necessaire. Ils’agit de l’algorithme du Simplexe que nous verrons au chapitre 2 sous formealgebrique et au chapitre 3 sous forme de tableaux. Au chapitre 4, nous exami-nerons une question tres importante : a savoir la sensibilite de la solution a desmodifications de donnees. On parle d’analyse post-optimale.
 Lorsque les variables doivent prendre des valeurs entieres, on parle de proble-mes en nombres entiers. C’est l’objet de la deuxieme partie du cours. On devraita proprement parler de problemes lineaires en nombres entiers car on impose, enplus, aux contraintes et a la fonction objectif d’etre lineaires. Nous examinerons laquestion de la formulation de tels problemes au chapitre 5 tandis que nous verronsau chapitre 6 une technique de resolution de ces problemes : il s’agit de la methodede branch and bound.
 7
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8 Chapitre 1. La programmation lineaire.
 La troisieme partie du cours est consacree a l’etude des problemes dyna-miques. Le chapitre 7 est consacre a la formulation et a la resolution des problemesdynamiques, c’est-a-dire ceux ou une decision strategique doit etre prise a chaqueetape. Une application typique est la planification de production ou a chaqueperiode de l’horizon de planification, on doit decider du niveau de production.
 Lorsque les contraintes et/ou la fonction objectif sont non lineaires, on parle deproblemes non lineaires. C’est l’objet de la quatrieme partie du cours. Nous ver-rons au chapitre 8 la formulation et les conditions d’optimalite d’un probleme nonlineaire tandis quelques methodes de resolution de ces problemes seront presenteesau chapitre 9.
 Il est a remarquer que toutes ces methodes de resolution etant mises en œuvredans des logiciels commerciaux, il ne viendrait plus a l’idee de les programmersoi-meme. Par exemple, le solveur d’Excel dispose d’une implementation de cesalgorithmes.
 1.2 Plan du cours
 Le cours est divise en 4 parties et 9 chapitres :
 Partie I : Les problemes lineaires.
 • La programmation lineaire.
 • L’algorithme du Simplexe.
 • L’analyse post-optimale.
 Partie II : Les problemes en nombres entiers.
 • Les modeles en nombres entiers.
 • Resolution des modeles en nombres entiers.
 Partie III : Les modeles dynamiques.
 • La programmation dynamique.
 Partie IV : Les modeles non lineaires.
 • Les modeles non lineaires.
 • Resolution des modeles non lineaires.
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Section 1.3. Un simple exemple 9
 1.3 Un simple exemple
 Nous prenons un exemple tire de Hillier et Lieberman [10]. Il s’agit d’une ent-reprise de fabrication de chassis qui envisage la production de deux nouveauxmodeles au moyen des capacites residuelles de ses trois ateliers. Il s’agit respec-tivement d’un chassis en aluminium et d’un chassis en bois. Le premier produitnecessite le passage dans le premier atelier pour fabriquer le cadre en aluminium etdans le troisieme atelier ou le verre est monte sur le chassis. Tandis que le secondproduit necessite le passage dans le deuxieme atelier pour fabriquer le cadre enbois et dans le troisieme atelier ou le verre est monte sur le chassis. Les margesunitaires, les temps de fabrication de chacun des produits dans chacun des ateliersainsi que les capacites hebdomadaires residuelles de ces ateliers sont donnes autableau 1.1.
 Produit 1 Produit 2 Capacite disponible
 (heures/produit) (heures/produit) (heures/semaine)
 Atelier 1 1 0 4
 Atelier 2 0 2 12
 Atelier 3 3 2 18
 Marge 3$ 5$
 Tableau 1.1: Marges, temps d’usinage et capacites.
 La question qui se pose est la suivante : “Combien faut-il produire de chassisde chaque type par semaine pour maximiser le profit net ?”
 La formulation d’un probleme d’optimisation comporte toujours les trois etapessuivantes :
 1. choix des variables du modele;
 2. formulation de l’objectif;
 3. formulation des contraintes.
 1.3.1 Choix des variables
 La premiere etape consiste a choisir les variables du probleme.

Page 10
                        

10 Chapitre 1. La programmation lineaire.
 Definition 1.1 On appelle variable toute quantite utile a la resolution du problemedont le modele doit determiner la valeur.
 Cette definition permet de differencier les variables des parametres, qui sont desdonnees qui peuvent varier, par exemple d’une periode a l’autre ou d’un scenarioa l’autre. Ici les quantites que le modele doit determiner sont les productions dechassis par semaine. Notons donc :
 x1 = nombre de chassis de type 1 produits par semaine,
 x2 = nombre de chassis de type 2 produits par semaine.
 1.3.2 Expression de l’objectif
 La deuxieme etape consiste a formuler mathematiquement l’objectif.
 Definition 1.2 On appelle fonction objectif d’un probleme d’optimisation le cri-tere de choix entre les diverses solutions possibles.
 Ici l’entreprise desire maximiser son profit net. La marge etant de 3 pour le premiertype de chassis et de 5 pour le second, l’objectif s’exprime comme suit :
 max z = 3x1 + 5x2
 1.3.3 Expression des contraintes
 La troisieme etape est la formulation les contraintes du probleme.
 Definition 1.3 On appelle contraintes du probleme toutes les relations limitantle choix des valeurs possibles des variables.
 Ces relations peuvent etre de simples bornes sur les variables. Par exemple, lesquantite produites ne peuvent etre negatives. Mathematiquement :
 x1, x2 ≥ 0.
 Elles peuvent etre plus complexes comme les contrainte de capacite de produc-tion. Le temps pour assembler 1 chassis de type 1 dans l’atelier 1 est de 1 heureou il reste 4 heures disponibles. D’ou la contrainte de capacite de l’atelier 1 :
 x1 ≤ 4
 Semblablement, on peut construire les contraintes de capacites des deux autresateliers :
 2x2 ≤ 12
 3x1 + 2x2 ≤ 18
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 1.4 Resolution graphique
 Reprenons la formulation sous la forme condensee suivante :
 max z = 3 x1 + 5 x2
 s.c.q.
 x1 ≤ 4
 2x2 ≤ 12
 3x1 + 2x2 ≤ 18
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 (1.1)
 Comme annonce dans l’introduction, dans le cas de deux variables de decision,un probleme lineaire peut etre resolu de maniere purement graphique en suivant leprocessus en trois etapes :
 1. representation graphique de la region realisable,
 2. representation graphique des contraintes,
 3. determination de la solution optimale.
 1.4.1 Representation de la region realisable
 La premiere etape de la resolution consiste donc a representer graphiquement laregion realisable.
 Definition 1.4 On appelle region realisable, l’ensemble des valeurs de variablesde decision qui satisfont toutes les contraintes.
 Dans le cas de l’exemple, c’est l’ensemble des points (x1, x2) satisfaisant lesinegalites de (1.1).
 Graphiquement une inegalite telle que 3x1 + 2x2 ≤ 18 correspond a un demi-plan limite par la droite obtenue en prenant l’inequation a l’egalite (3x1+2x2 = 18).Lorsque l’on fait l’intersection des cinq demi-plans correspondant aux cinq inega-lites :
 x1 ≤ 4 (1)
 2x2 ≤ 12 (2)
 3x1 + 2x2 ≤ 18 (3)
 x1 ≥ 0 (4)
 x2 ≥ 0 (5)
 on obtient le polygone hachure a la figure 1.1.

Page 12
                        

12 Chapitre 1. La programmation lineaire.
 10
 8
 6
 4
 2
 0 2 4 6 8 x1
 x2
 (1)(2)
 (3)
 (4)
 (5)
 Figure 1.1: Ensemble de production.
 1.4.2 Representation de l’objectif
 On voit ici clairement que le systeme est sous-determine. On va devoir choisirentre ces differents plans de production. Pour ce faire, et c’est la deuxieme etapede la resolution, on va representer graphiquement des lignes d’isovaleur de lafonction objectif :
 z = 3x1 + 5x2.
 En effet, on remarquera que l’expression de la fonction objectif fait intervenir troisvariables et ne peut donc etre representee que dans l’espace. Pour se ramener dansle plan, on va considerer des valeurs successives de l’objectif :
 z = k.
 Ce qui correspond graphiquement a des droites paralleles
 3x1 + 5x2 = k.
 Les points d’une de ces droites sont donc le lieu de tous les points donnant la memevaleur du profit (d’ou le nom de droite d’isovaleur de la fonction objectif). Ceciest fait a la figure 1.2 ou l’on a represente z = 15 et z = 30.
 La droite d’isovaleur z = 15, c’est-a-dire :
 z = 3x1 + 5x2 = 15
 passe par les points (5,0) et (0,3) tandis que la droite d’isovaleur z = 30, c’est-a-dire :
 z = 3x1 + 5x2 = 30
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 9
 6
 4
 2
 0 2 6 x1
 x2
 z = 36
 z = 30
 z = 15
 (2,6)
 5 10
 Figure 1.2: Droites d’isoprofit.
 passe par les points (10,0) et (0,6) . On obtient donc des droites paralleles quimontent vers le haut si z s’accroıt.
 1.4.3 Determination du point optimum
 Enfin, et c’est la troisieme etape de la resolution, l’optimum sera determinegraphiquement comme le plan de production situe sur la droite d’isoprofit la pluselevee, c’est-a-dire celle qui donne le profit le plus eleve. On voit a la figure 1.2qu’il s’agit du point
 x∗ = (2, 6).
 Justifions ce choix. Comme on maximise le profit on a interet a prendre la droited’isovaleur la plus elevee possible. Bien sur, il faut que le plan de production soitencore realisable : autrement dit, il faut se restreindre a la region realisable. On aalors la tres important remarque suivante :
 Observation 1.1 Pour maximiser l’objectif, il faut prendre la droite d’isovaleurde l’objectif qui touche encore la region realisable et qui donne la plus grandevaleur a l’objectif. Le point de contact est un point optimum.
 Sur base de cet exemple, on deduit une deuxieme observation.
 Observation 1.2 On constate que la solution optimale est a un sommet de laregion realisable.
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14 Chapitre 1. La programmation lineaire.
 On peut alors se poser la question suivante : La solution optimale d’un problemed’optimisation lineaire sera-t-elle toujours trouvee en un sommet de la regionrealisable ?
 En fait, le seul cas ou se presentent des solutions qui ne sont pas en des sommetsde la region realisable est la situation ou tout un cote est optimal. Illustrons ce casen changeant l’objectif. Supposons que l’on aie un objectif de la forme :
 max z′ = 3x1 + 2x2
 Il est facile, dans ce cas, de voir que les droites d’isovaleur de l’objectif seraienttoutes paralleles au cote :
 3x1 + 2x2 = 18
 On en deduit (voir figure 1.3) que tout le cote joignant le sommet (2,6) au sommet(4,3) est optimal. Mais, meme dans ce cas, on peut trouver une solution (memedeux) en un sommet de la region realisable. Il suffit de choisir le point (2,6) ou lepoint (4,3).
 9
 6
 4
 2
 0 2 6 x1
 x2
 (2,6)
 5 10
 z′ = 3x1 +2x2 = 18
 (4,3)
 Figure 1.3: Tout un cote est optimal.
 Sur base de cet exemple, on tire une troisieme observation :
 Observation 1.3 Meme si tout un cote du polygone est optimal, on peut toujourschoisir une solution optimale correspondant a un sommet.
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Section 1.4. Resolution graphique 15
 En conclusions, on voit qu’il suffit de limiter la recherche de l’optimum d’unprobleme lineaire aux seuls sommets de la region realisable. On peut faire mieuxque d’evaluer l’objectif en chaque sommet.
 Ainsi, le principe de l’algorithme du Simplexe est, partant d’un sommet de laregion realisable, d’aller de sommet en sommet adjacent jusqu’a determination del’optimum.
 On peut donc suggerer l’algorithme suivant :
 i) Choisir comme point de depart un sommet x∗ de la region realisable.
 ii) Determiner les cotes passant par ce sommet x∗. Trouver un cote le longduquel z croıt. S’il n’y en n’a pas, STOP : le x∗ courant est optimal.
 iii) Determiner le sommet y∗ a l’autre bout du cote et poser x∗ = y∗. Retouren ii).
 Le fonctionnement de l’algorithme dans le cas de l’exemple est illustre a lafigure 1.4. A la premiere iteration, partant du sommet initial P0 = (0, 0), on
 9
 2 4 6
 x1
 x2P0 = (0,0)
 P1 = (0,6)P2 = (2,6)
 Itération 1
 Itération 2
 Figure 1.4: Chemin de l’algorithme du Simplexe.
 determine la direction de l’axe vertical qui permet d’accroıtre l’objectif. On vajusqu’au bout du cote et on obtient le point P1 = (0, 6) en fin d’iteration 1. Ala deuxieme iteration, on se dirige vers le point P2 = (2, 6). A la troisiemeiteration, on constate qu’il n’y a plus de direction d’accroissement de l’objectif.On est donc a l’optimum.
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16 Chapitre 1. La programmation lineaire.
 1.5 Formulation generale
 Considerons qu’il y a n produits necessitant l’utilisation de m ressources. Notonscj , la marge unitaire du produit j et bi, la quantite de ressource i disponible. Notonspar aij la quantite de ressource i consommee pour produire une unite de produit j.Les donnees numeriques du probleme sont resumees au tableau 1.2.
 Ressource Produit Capacite
 1 2 . . . n disponible
 1 a11 a12 . . . a1n b1
 2 a21 a22 . . . a2n b2
 ...
 m am1 am2 . . . amn bm
 marge c1 c2 . . . cn
 Tableau 1.2: Donnees numeriques du probleme.
 Un programme lineaire peut donc se formuler en general de la maniere sui-vante :
 max z = c1x1 + c2x2 · · · + cnxn,
 s.c.q.
 a11x1 + a12x2 · · · + a1nxn ≤ b1,
 a21x1 + a22x2 · · · + a2nxn ≤ b2,...
 ......
 ...
 am1x1 + am2x2 · · · + amnxn ≤ bm,
 x1 ≥ 0,
 x2 ≥ 0,. . .
 xn ≥ 0.
 Matriciellement, le probleme peut s’ecrire comme
 max z = cTx,
 s.c.q.
 Ax ≤ b,
 x ≥ .
 (1.2)
 avec A matrice (m × n) b vecteur (m × 1)c vecteur (n × 1) x vecteur (n × 1).
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 1.6 Exercices
 1.1. Formulation d’un probleme de production. La production d’une compa-gnie se reduit a 2 produits frais, P et Q qu’un grossiste lui achete. La margeunitaire de la compagnie est de 42 francs pour P et 48 francs pour Q. Chaquesoir, les produits frais sont achemines chez le grossiste par un transporteurqui facture a la compagnie 2 francs par kg transporte. Ce cout de transportvient en deduction de la marge. La capacite de transport est de 2.000 kg parjour. Les produits P et Q s’elaborent a partir de 2 materiaux M et N selonles recettes presentees au tableau suivant.
 Produit Poids (en kg) Poids (en kg) Poids totaldu composant M du composant N (en kg)
 P 4 3 7Q 2 1 3
 Considerons une journee ou la compagnie dispose de 3.200 kg de M et de2.400 kg de N. Formuler le probleme de la maximisation de son profit.
 1.2. Resolution d’un probleme de production. Une societe produit deux ar-ticles A et B. La production est limitee par les disponibilites en matierespremieres : la matiere premiere P1 est limitee a 21 unites par semaine et P2a 30 unites par semaine. La production est egalement limitee par la maind’œuvre disponible : on dispose d’au maximum 5 ouvriers par semaine. Parailleurs, on doit employer au moins 3 ouvriers par semaine. La productiond’une unite de A necessite un ouvrier pendant une semaine, 9 unites de P1et 10 unites de P2. La production d’une unite de B necessite un ouvrierpendant une semaine, 3 unites de P1 et 4 unites de P2. La marge unitaire deA est de 6, elle est de 3 pour B.
 (a) Ecrire le programme lineaire correspondant.
 (b) Resoudre graphiquement.
 1.3. Recyclage du papier. Une societe de tri de dechets et recyclage de pa-pier peut se fournir en dechets aupres de deux villes. Son role consiste aseparer les listes d’ordinateur et les journaux. La repartition entre menageset societes est differente d’une ville a l’autre expliquant un pourcentagedifferent de listes d’ordinateur et de journaux dans les dechets. Ces pour-centages ainsi que la quantite maximum de dechets que peuvent fournir par

Page 18
                        

18 Chapitre 1. La programmation lineaire.
 an ces deux villes sont reprises au tableau suivant :
 Ville Listes (%) Journaux (%) Offre (tonnes par an)
 Ville 1 5 20 10.000
 Ville 2 15 30 20.000
 La societe offre aux villes un prix de 35 euro par tonne de dechet. Elledoit decider du montant optimal de dechets a acheter a chaque ville pourminimiser son cout d’achat. Pour couvrir ses frais fixes, la societe doit aumoins collecter 1.500 tonnes de listing d’ordinateur par an. La societe nedesire pas collecter plus de 6.000 tonnes de journaux par an. Combien lasociete doit-elle acheter de dechets par an a chacune des villes ?
 (a) Formuler mathematiquement le probleme (choix des variables, expres-sion des contraintes et de l’objectif);
 (b) Determiner graphiquement le plan d’achat optimal et en deduire le coutd’achat minimum.
 1.4. Planification de production sur cout variable. Une entreprise fabriquedeux produits P1 et P2. Chaque produit doit passer les deux ateliers d’usinageet de finition. Le mois dernier, 500 unites de P1 ont ete produites grace a 750heures d’usinage et 250 heures de finition. De meme, 700 unites de P2 ont eteproduites, necessitant 700 heures d’usinage et 350 heures de finition. Unepartie du cout de production est independante du nombre d’heures passees ala production (les frais fixes), une partie est directement proportionnelle aunombre d’heures passees a la production (les frais variables). Le mois passe,on a observe la repartition suivantes entre frais fixes et frais variables :
 Section frais fixes frais variables
 Usinage 60.000 11.600
 Finition 40.000 6.000
 Il y a un cout de conditionnement de 8 euro l’unite pour P1 et de 6 euro pourP2. Les prix de vente sont de 55 euro et 43 euro respectivement.
 (a) Calculer les marges sur couts variables (difference entre prix de venteet cout variable de production) par unite de chacun des deux produits.Indication : calculer d’abord le prix de l’heure dans chacun des atelierset le temps necessaire dans chacun des ateliers par produit.
 (b) Les capacites de production sont de 1.200 heures par mois pour l’usi-nage et de 500 heures pour la finition. Formuler le programme lineairecorrespondant a la maximisation de la marge sur couts variables.
 (c) Determiner graphiquement la solution optimale.
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Chapitre 2
 Algorithme du Simplexe.
 2.1 Principe de l’algorithme
 Rappelons la formulation de l’exemple introductif :
 max z = 3 x1 + 5 x2
 s.c.q.
 x1 ≤ 4
 2x2 ≤ 12
 3x1 + 2x2 ≤ 18
 x1, x2 ≥ 0
 (2.1)
 dont la representation graphique est donnee a la figure 2.1.
 10
 8
 4
 2
 2 8
 3x1 + 2x2 = 18
 x1 = 4
 x1 = 0
 2x2 = 12
 x2 = 0
 (0,9)
 (0,6)(2,6)
 (4,3)
 (4,0)(0 ,0)
 (6 ,0)
 (4 ,6)
 Figure 2.1: Un exemple de programme lineaire
 19
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20 Chapitre 2. Algorithme du Simplexe.
 Le principe de l’algorithme du Simplexe est de determiner une solutionoptimale en allant de sommet en sommet adjacent.
 Definition 2.1 On appelle sommet du polygone un point intersection de 2 cont-raintes a l’egalite verifiant toutes les contraintes.
 Par exemple, les points (0,0), (0,6), (2,6), (4,3), (4,0) sont des sommets. Les points(0,9), (4,6) et (6,0), bien qu’a l’intersection de deux contraintes, ne sont pas dessommets car ne satisfont pas toutes les contraintes.
 Definition 2.2 On appelle arete du polygone les points de la region realisableverifiant une contrainte a l’egalite.
 Geometriquement, il s’agit d’un segment de droite situe a la frontiere de la regionrealisable. Par exemple, le segment de (4,3) a (2,6) est une arete du polygone.
 Definition 2.3 On appelle sommets adjacents deux sommets que l’on peut joindrepar une arete.
 Par exemple, (4,3) est adjacent a (2,6) mais (4,3) n’est pas adjacent a (0,0).
 Nous allons maintenant voir comment effectuer ces memes operations en uti-lisant uniquement l’algebre. C’est l’objet de l’algorithme du Simplexe.
 2.2 Ajout des variables d’ecart.
 Pour pouvoir demarrer l’algorithme du Simplexe, il faut ramener les contraintesd’inegalite en des contraintes d’egalite. Observons qu’il est toujours possible detransformer une contrainte d’inegalite en une contrainte d’egalite par ajout d’unevariable a laquelle on impose d’etre non negative. Considerons, par exemple, lacontrainte
 x1 ≤ 4.
 Imposer que le membre de gauche soit inferieur ou egal au membre de droite,revient a dire qu’il faudrait ajouter une quantite non negative au membre de gauchepour qu’il y ait egalite :
 x1 + x3 = 4,
 avec la condition que la variable x3 soit non negative
 x3 ≥ 0.
 Cette quantite represente un deficit ou un ecart. Comme cet ecart peut varier, onl’appelle variable d’ecart.
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 Definition 2.4 La variable d’ecart est la quantite qui, ajoutee au membre degauche d’une contrainte, permet de transformer la contrainte en egalite.
 Appliquons ceci au probleme (2.1). On obtient le probleme sous forme standardavec egalites suivant :
 max z = 3x1 + 5x2
 s.c.q.
 x1 +x3 = 4
 2x2 +x4 = 12
 3x1 +2x2 +x5 = 18
 x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0
 (2.2)
 Remarquons qu’il y a equivalence totale entre les deux formes. En effet,d’une part, toute solution realisable du probleme (2.1) peut etre augmentee en unesolution realisable pour le probleme (2.2). Toute solution realisable du probleme(2.2) peut etre tronquee en une solution realisable pour le probleme (2.1). Comme,d’autre part, les fonctions objectifs sont identiques, on a bien equivalence entre lesdeux problemes.
 Illustrons cette correspondance entre solutions : a la solution (3,2) du probleme(2.1) correspond la solution augmentee (3,2,1,8,5) du probleme (2.2). Dans l’autresens, il suffit de tronquer la solution dans R
 5 en ne retenant que ses deux premierescomposantes.
 2.3 Notion de solution de base
 On remarquera que les egalites du probleme (2.2) forment un systeme de m =3egalites en n + m = 2 + 3 = 5 inconnues. Donc la valeur de n = 2 variables peutetre fixee arbitrairement. Par exemple, dans le systeme d’egalites :
 x1 +x3 = 4
 2x2 +x4 = 12
 3x1 +2x2 +x5 = 18
 (2.3)
 les deux variables x1 et x2 peuvent etre fixees a zero. On dit qu’elles sont miseshors base.
 Definition 2.5 On appelle variables hors base (v.h.b.) les n variables de Rn+m
 fixees a zero. Les m variables restantes sont appelees variables de base (v.d.b.).
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22 Chapitre 2. Algorithme du Simplexe.
 Dans l’exemple, les variables de base sont donc x3, x4 et x5 dont on peut lirela valeur dans (2.3) :
 x3 = 4
 x4 = 12
 x5 = 18
 Definition 2.6 On appelle solution de base une solution ou en ayant choisi nvariables hors base, on obtient une solution unique en resolvant les m contraintesd’egalites obtenues en ajoutant les variables d’ecart.
 Definition 2.7 On appelle solution de base realisable une solution de base qui,en plus, verifie les contraintes de positivite.
 Dans l’exemple, la solution de base suivante :
 x1 = 0, x2 = 0 variables hors base
 x3 = 4, x4 = 12, x5 = 18 variables de base
 est realisable car toutes les variables de base sont positives.
 Le lien entre l’algebre et la geometrie est alors donne par la propriete suivante.
 Propriete 2.1 La notion geometrique de sommet du polygone correspond a lanotion algebrique de solution de base realisable.
 Voir a ce propos l’exercice 1 en fin de chapitre.
 Nous avons deja annonce que l’algorithme du Simplexe consiste a aller desommet en sommet adjacent. Interprete algebriquement, cela revient a considererun passage d’une solution de base realisable a une autre solution de base realisable.La notion d’adjacence doit etre etendue aux solutions de base.
 Definition 2.8 On appelle solutions de base adjacentes deux solutions de basedont les variables de base sont les memes sauf une qui est de base dans la premierebase et hors base dans la seconde.
 Dans l’exemple, les deux solutions de base suivantes sont adjacentes :
 x1 = 0, x1 = 0,
 x2 = 0, x2 = 6,
 x3 = 4, x3 = 4,
 x4 = 12, x4 = 0,
 x5 = 18, x5 = 6
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 car elles ne different que par une seule variable hors base. Par contre les solutionssuivantes :
 x1 = 0, x1 = 2,
 x2 = 0, x2 = 6
 ne sont pas adjacentes puisqu’elle different par plus d’une variable hors base. Onpeut le verifier a la figure 2.1.
 Propriete 2.2 La notion geometrique de sommets adjacents correspond a la no-tion algebrique de solutions de base realisables adjacentes.
 Voir aussi a ce propos l’exercice 1 en fin de chapitre.
 2.4 Initialisation de l’algorithme
 La question qui se pose est : “Comment choisir le point de depart ?”
 Si le probleme est mis sous forme d’inegalites avec bi ≥ 0, i = 1, . . .n, il suffitde prendre l’origine comme point de depart. Dans l’exemple, cela donne :
 (x1, x2) = (0, 0)
 En termes algebriques, toutes les variables originales sont mises hors base. Auto-matiquement , dans le systeme d’egalites :
 x1 +x3 = 4
 2x2 +x4 = 12
 3x1 +2x2 +x5 = 18
 ,
 on lit la valeur des variables de base :
 x3 = 4
 x4 = 12
 x5 = 18
 D’ou la solution de base realisable de depart :
 (0, 0, 4, 12, 18).
 Que vaut la fonction objectif pour cette premiere solution de base ?
 z = 3x1 + 5x2 = 3 · 0 + 5 · 0 = 0,
 c’est-a-dire une marge beneficiaire nulle, ce qui n’est pas etonnant vu que celacorrespond a une production nulle des deux produits.
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24 Chapitre 2. Algorithme du Simplexe.
 2.5 Une iteration Simplexe
 Pour rappel, le principe de l’algorithme du Simplexe consiste a se deplacer desommet en sommet adjacent de facon a ameliorer la fonction objectif. On va doncse deplacer a partir de notre solution de base de depart vers une solution de baserealisable en suivant une arete le long de laquelle l’objectif s’accroıt.
 2.5.1 Choix de la direction
 La question qui se pose est alors : comment choisir la direction ? Remarquezqu’algebriquement, cette question se formule de maniere equivalente par : quellevariable hors base va entrer en base ?
 Le critere de selection de la variable entrante est de prendre la variable horsbase qui fournit le plus fort taux d’augmentation de la fonction objectif :
 z = 3x1 + 5x2.
 Pour une augmentation unitaire de x1, z augmente de 3. Pour une augmentationunitaire de x2, z augmente de 5.
 Le critere de selection de la variable entrante est donc le suivant : on choisitla variable avec le coefficient objectif le plus eleve.
 Remarquez que pour pouvoir appliquer ce critere simple (choisir la variablede coefficient objectif le plus eleve), la fonction objectif z doit etre exprimee enfonction des seules variables hors base.
 2.5.2 Choix de la variable sortante
 La question qui se pose est : quand s’arreter le long de la direction ?
 Geometriquement, on se dirige sur l’axe x2 et on s’arete en (6,0), a la premierecontrainte rencontree. Algebriquement, on constate qu’en ce point la variabled’ecart x4 s’annule et aller au dela conduirait a la rendre negative. On va donc pous-ser x2 le plus loin possible, tant que les variables de base restent non negatives.
 Le critere de selection de la variable sortante est donc le suivant : prendrecomme variable sortante la premiere variable de base a s’annuler.
 En maintenant x1 hors base dans (2.3), on obtient la variation des variables debase en fonction de x2 :
 x3 = 4 ≥ 0
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Section 2.5. Une iteration Simplexe 25
 x4 = 12 − 2x2 ≥ 0
 x5 = 18 − 2x2 ≥ 0
 ou encore :
 x2 ≤ 12
 2= 6
 x2 ≤ 18
 2= 9
 On en conclut que la variable sortante est x4, c’est-a-dire la premiere quis’annule (pour x2 = 6).
 De maniere generale, on calcul le minimum du rapport du coefficient du membrede droite sur le coefficient de la variable entrante dans la meme ligne lorsquecelui-ci est positif. La variable sortante est celle dont on lit la valeur dans laligne ou ce minimum se produit.
 2.5.3 Calcul du nouveau sommet
 La question qui se pose est : comment calculer la nouvelle solution de base ?
 On va y repondre en utilisant la resolution de systemes. Plus precisement, onva calculer la nouvelle solution de base en explicitant le systeme (2.3) en fonctiondes nouvelles variables de base.
 Ceci peut etre fait au moyen de deux types d’operations qui ne modifient pasl’ensemble des solutions d’un systeme d’equations :
 1. Multiplier une egalite par une constante non nulle;
 2. Additionner un multiple d’une equation a une autre equation.
 Appliquons ceci a l’exemple. Ajoutons au systeme de depart (2.3), en premiereligne, la definition de la fonction objectif :
 z −3x1 −5x2 = 0 (0)
 x1 +x3 = 4 (1)
 2x2 +x4 = 12 (2)
 3x1 +2x2 +x5 = 18 (3)
 Donc x2 remplace x4 comme variable de base. On veut donc expliciter x2 dansla contrainte (2) en lieu et place de x4. Pour ce faire, il faut :

Page 26
                        

26 Chapitre 2. Algorithme du Simplexe.
 1. Amener un 1 comme coefficient de x2 dans (2). Autrement dit, la nouvellecontrainte notee (2’) est l’ancienne (2) multipliee par 1/2 :
 (2′) = (2) × 1
 2
 2. Eliminer x2 des autres equations. Ceci en retranchant a la contrainte (3) lacontrainte (2) et en ajoutant a l’objectif (0) cinq fois la nouvelle contrainte(2’) :
 (3′) = (3) − (2)
 (0′) = (0) + 5 × (2′)
 Le nouveau systeme est donc le suivant :
 z −3x1 +52x4 = 30 (0′)
 x1 +x3 = 4 (1)
 x2 +12x4 = 6 (2′)
 3x1 −x4 +x5 = 6 (3′)
 ou l’on peut lire directement (en se souvenant que x1 et x4 sont hors basedonc nulles) :
 z = 30
 x3 = 4
 x2 = 6
 x5 = 6
 On en deduit la valeur de la nouvelle solution de base :
 (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 6, 4, 0, 6)
 qui donne la nouvelle valeur de l’objectif :
 z = 30.
 Remarquez que les operations d’elimination de x2 des lignes autres que ladeuxieme se font obligatoirement en retranchant a chacune de ces lignes un mul-tiple de la deuxieme ligne. Toute autre operation detruirait les colonnes de lamatrice identite dans le systeme resultant comme on peut le constater en essayant,par exemple, de faire :
 (3′) = −1 × (3) + (2).
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 2.5.4 Test d’optimalite
 La question qui se pose maintenant est la suivante : comment determiner le faitd’etre optimum.
 Un sommet est optimal si tous les sommets adjacents donnent des valeursinferieures ou egales a la fonction objectif. Comment peut-on voir s’il existeencore un sommet adjacent profitable ?
 Pour repondre a cette question, nous allons utiliser la ligne de definition del’objectif. L’equation (0’) se recrit :
 z = 30 + 3x1 −5
 2x4.
 Comme x1 a un coefficient positif, il est interessant de faire entrer x1 en base.
 Le critere d’arret sera donc le suivant : la solution de base courante est opti-male si tous les coefficients objectif sont negatifs ou nuls lorsque z est exprimeeen fonction des seules variables hors base.
 Effectuons donc la deuxieme iteration de l’algorithme du Simplexe. Au vude
 z = 30 + 3x1 −5
 2x4.
 on selectionne donc pour la variable entrante x1. En effet, c’est la variable avecle plus grand coefficient objectif, et d’ailleurs la seule possible.
 Pour determiner la variable sortante, etudions la variation des variables debase en fonction d’une augmentation de x1 :
 x3 = 4 − x1
 x2 = 6
 x5 = 6 − 3x1
 La variable sortante est x5, c’est elle qui est la premiere a s’annuler (pour x1 = 2).
 Pour calculer le nouveau sommet, on exprime le systeme en fonction des nou-velles variables de base (x1 prend la place de x5) :
 z +32x4 +x5 = 36
 x3 +13x4 −1
 3x5 = 2
 x2 +12x4 = 6
 x1 −13x4 +1
 3x5 = 2
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28 Chapitre 2. Algorithme du Simplexe.
 Donnant la nouvelle solution de base realisable :
 (2, 6, 2, 0, 0)
 Appliquons a nouveau le test d’optimalite. La ligne objectif s’ecrit :
 z = 36 − 3
 2x4 − x5.
 Comme tous les coefficients objectifs sont negatifs, la solution courante
 x∗1 = 2
 x∗2 = 6
 est optimale. Elle donne sa valeur maximale a l’objectif qui est de :
 z∗ = 36.
 On peut suivre a la figure 2.2. le chemin emprunte par l’algorithme du Simplexe.
 9
 4
 2 4 6
 3x1 + 2x2 = 18
 x1 = 4
 x1
 2x2 = 12
 x2P0 = (0,0)
 P1 = (0,6)P2 = (2,6)
 Figure 2.2: Chemin suivi par l’algorithme du Simplexe.
 Partant du sommet (0,0), la premiere iteration consiste a aller au sommet (0,6).La deuxieme iteration consiste a rejoindre le sommet (2,6). La troisieme iterationconsiste a constater que l’on est a l’optimum.
 Nous verrons au chapitre suivant voir une autre facon de presenter les memescalculs. Il s’agit de la presentation du Simplexe en tableaux.
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 2.6 Exercice
 2.1. Notion de solutions de bases adjacentes. Pour le probleme introductifrappele ci-dessous :
 max z = 3 x1 + 5 x2
 s.c.q.
 x1 ≤ 4
 2x2 ≤ 12
 3x1 + 2x2 ≤ 18
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 (2.4)
 (a) Ecrire le probleme sous forme d’egalites en ajoutant les variables d’e-cart.
 (b) Considerer toutes les bases possibles . Pour rappel, une base est obte-nue en cherchant l’intersection de deux contraintes prises a l’egalite.Verifier la propriete suivante : “Toute solution de base realisablecorrespond a un sommet de la region realisable”. On completera letableau 2.1.
 v.h.b. (x1, x2) (x3, x4, x5) sommet ?
 x1, x2 oui/non
 x1, x3 oui/non
 x1, x4 oui/non
 x1, x5 oui/non
 x2, x3 oui/non
 x2, x4 oui/non
 x2, x5 oui/non
 x3, x4 oui/non
 x3, x5 oui/non
 x4, x5 oui/non
 Tableau 2.1: Correspondance entre solution de base realisable et sommet.
 (c) Considerer toutes les solutions de base realisables. Donner les couplesde bases adjacentes en vous basant uniquement sur l’algebre. Pour cefaire, on completera le tableau 2.2.
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 Adjacentes ? (0,0) (0,6) (4,0) (4,3) ( 2,6)
 (0,0) - oui/non oui/non oui/non oui/non
 (0,6) oui/non - oui/non oui/non oui/non
 (4,0) oui/non oui/non - oui/non oui/non
 (4,3) oui/non oui/non oui/non - oui/non
 (2,6) oui/non oui/non oui/non oui/non -
 Tableau 2.2: Bases adjacentes.
 Pour rappel, deux solutions de bases realisables sont adjacentes sielles ont les memes variables de base sauf une qui est de base dans lapremiere base et hors base dans la seconde.
 On verifiera graphiquement le resultat du tableau 2.2.
 2.2. Planification de production. Une compagnie fabrique deux produits dansses deux ateliers. Les marges unitaires sont respectivement de 2 pour lepremier produit et de 1 pour le second. Le temps passe dans chacun desateliers pour fabriquer un produit de chaque type est donne au tableau ci-dessous.
 Temps dans pour le produit 1 pour le produit 2
 l’atelier 1 1 heure 0 heure
 l’atelier 2 1 heure 1 heure
 Les capacites residuelles sont de 4,5 heures par jour et de 6 heures par jourrespectivement dans le premier et le second atelier. Les productions nonentieres sont permises.
 (a) Formuler mathematiquement le probleme.
 (b) Determiner la solution optimale au moyen de l’algorithme du Simplexe.Preciser, pour chaque iteration, la solution de base courante et justifierle choix des variables entrante et sortante.
 (c) Illustrer sur un graphique le chemin suivi par l’algorithme du Simplexe.
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Chapitre 3
 L’algorithme du Simplexe en Tableaux
 3.1 Introduction
 Nous avons vu au chapitre precedent une presentation algebrique de l’algorithmedu Simplexe. Pour rappel, il s’agit, partant d’une solution de base realisable(correspondant a un sommet de la region realisable), a chaque iteration de
 1. choisir comme variable entrante, celle de coefficient le plus eleve dans laligne objectif (ce qui correspond a choisir la direction assurant plus grandtaux d’accroissement a la fonction objectif);
 2. choisir comme variable sortante, la premiere variable de base a s’annuler(ce qui correspond a la rencontre de la premiere contrainte dans la directionchoisie);
 3. faire le pivotage : la variable entrante prend la colonne de la variable sortantedans le systeme d’equation, en ce compris dans l’expression de la fonctionobjectif.
 Nous allons maintenant voir une autre facon de presenter les memes calculs. Ils’agit de la presentation du Simplexe en tableaux.
 On effectue generalement les calculs sur le tableau des coefficients qui portele nom de tableau Simplexe. Mais il faut bien garder a l’esprit que ce tableau etles operations que l’on va y effectuer ne sont qu’une traduction des operations surle systeme d’equations algebriques correspondantes.
 3.2 Notion de tableau Simplexe
 Definition 3.1 Un tableau Simplexe est constitue des coefficients des equationsalgebriques sans le nom des variables. On aura donc :
 31
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32 Chapitre 3. L’algorithme du Simplexe en Tableaux
 1. les coefficients de la fonction objectif;
 2. les coefficients des variables dans le membre de gauche des contraintes;
 3. les coefficients du membre de droite.
 ou l’on separe les coefficients de objectif des contraintes d’une barre horizontaleet les coefficients du membre de gauche des contraintes des coefficients du membrede droite par une barre verticale.
 Reprenons l’exemple du chapitre 1. Sa formulation est reprise ci-dessous :
 max z = 3 x1 + 5 x2
 s.c.q.
 x1 ≤ 4
 2x2 ≤ 12
 3x1 + 2x2 ≤ 18
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 Le systeme de depart :
 z −3x1 −5x2 = 0
 x1 +x3 = 4
 2x2 +x4 = 12
 3x1 +2x2 +x5 = 18
 se met sous la forme du tableau suivant :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 −5 0 0 0 0
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 2 0 1 0 12
 0 3 2 0 0 1 18
 ou l’on a ajoute au dessus du tableau le nom des variables pour voir a quelle variablecorrespond chaque colonne du tableau.
 Plusieurs caracteristiques d’un tableau sont a remarquer.
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 • Tout d’abord les valeurs du membre de droite donnent les valeurs courantesdes variables de base.
 • Ensuite la premiere ligne donne l’oppose des coefficients objectif.
 • Enfin, le dernier coefficient premiere ligne donne la valeur courante del’objectif.
 • On identifie des variables de base a une colonne de coefficient de la matriceidentite et a un coefficient objectif nul.
 On en deduit la solution courante :
 (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 0, 4, 12, 18)
 3.3 Tableaux Simplexe et pivotage
 A la premiere iteration, on selection comme variable entrante la variable x2 decoefficient le plus negatif dans la ligne objectif. On indique ceci dans le tableauen encadrant la colonne de la variable entrant que l’on appelle la colonne pivot :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 −5 0 0 0 0
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 2 0 1 0 12
 0 3 2 0 0 1 18
 On selectionne la variable sortante comme etant la variable de base qui s’annule lapremiere. Comme nous l’avons vu au chapitre precedent, cela revient a calculer leminimum du rapport du coefficient du membre de droite de chaque contrainte surle coefficient correspondant de la colonne pivot lorsque ce dernier est strictementpositif :
 min{−,
 12
 2,18
 2
 }= 6.
 Dans le cas ou le coefficient dans la colonne entrante est negatif ou nul, la lignen’entre pas en compte dans le calcul du minimum.
 Illustrons ceci sur un exemple. Supposons que le coefficient de x2 dans lapremiere contrainte soit -1 a la place de 0. L’equation correspondante se recrit demaniere equivalente comme suit :
 x1 = 4 + x2
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 Quelle que soit la valeur de x2 > 0, la variable de base x1 reste positive.
 Remarquez aussi que, dans le cas ou les coefficients de la variable entrantesont tous negatifs ou nuls, il n’y aura aucune variable sortante. Ainsi, la variableentrante et l’objectif filent a l’infini. On parle, dans ce cas, de probleme nonborne. Nous illustrerons ce cas a la section suivante.
 La variable sortante est alors la variable de base dont la valeur se lit dans laligne ou le minimum se produit : ici, il s’agit de la deuxieme ligne et donc de lavariable x4. Il suffit, dans le cas present, de chercher la colonne identite dont lecoefficient 1 est dans la deuxieme ligne. Elle correspond bien a la variable x4.
 On encadre alors la ligne ou le minimum se produit. Cette ligne recoit le nomde ligne pivot :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 −5 0 0 0 0
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 2 0 1 0 12
 0 3 2 0 0 1 18
 Definition 3.2 On appelle element pivot le coefficient situe a l’intersection de lacolonne pivot et de la ligne pivot.
 C’est donc le centre de la croix ainsi formee par la ligne et la colonne pivot.
 Le pas suivant de l’iteration Simplexe consiste a determiner le nouveau som-met : ceci en exprimant x2 dans la deuxieme equation en lieu et place de x4.Remarquez que cela revient a amener la colonne de x4 en lieu et place de celle dex2. Ceci peut etre fait par deux types d’operations :
 1. Amener un coefficient 1 a la place du pivot en divisant la ligne pivot par lepivot :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 −5 0 0 0 0
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 3 2 0 0 1 18
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 2. Eliminer x2 des autres equations en retranchant chaque fois un multiple dela nouvelle ligne pivot :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 0 0 5/2 0 30
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 3 0 0 −1 1 6
 Rappelons que l’on doit utiliser, dans cette seconde operation, un multiple de laligne pivot a l’exclusion de toute autre ligne sinon on detruirait la matrice identite.
 La nouvelle solution de base et la nouvelle valeur de l’objectif sont respective-ment :
 (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 6, 4, 0, 6)
 z = 30.
 Effectuons maintenant la deuxieme iteration de l’algorithme du Simplexe. Lepremier pas de la deuxieme iteration consiste a determiner la variable entrante. Ils’agit de x1, la variable de coefficient le plus negatif dans la ligne objectif. D’oula selection de la colonne pivot suivante :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 0 0 5/2 0 30
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 3 0 0 −1 1 6
 Le second pas de l’iteration consiste a determiner la variable sortante. Oncalcul le minimum du rapport des coefficients du membre de droite sur le coefficientcorrespondant de la colonne entrante lorsque celui-ci est strictement positif :
 min{
 4
 1,−,
 6
 3
 }= 2.
 Le minimum se produit dans la derniere ligne ou l’on lit la valeur de x5 qui sort
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 donc de base. On encadre la ligne pivot :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 0 0 5/2 0 30
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 3 0 0 −1 1 6
 Le dernier pas de l’iteration Simplexe consiste a determiner la nouvelle so-lution de base au moyen des deux types d’operations elementaires sur le tableauSimplexe :
 1. Amener un 1 en position pivot;
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 −3 0 0 5/2 0 30
 0 1 0 1 0 0 4
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 1 0 0 −1/3 1/3 2
 2. Eliminer x1 des autres contraintes.
 Le resultat de ces deux types d’operations est le suivant :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 0 0 0 3/2 1 36
 0 0 0 1 1/3 −1/3 2
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 1 0 0 −1/3 1/3 2
 La nouvelle solution de base et la nouvelle valeur de l’objectif valent :
 (x1, x2, x3, x4, x5) = (2, 6, 2, 0, 0)
 z = 36.
 Si maintenant, on effectue par la troisieme iteration, on constate lors de laselection de la variable entrante, qu’il n’y a aucun candidat. On arrete l’algo-rithme : la solution courante est optimale.
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 3.4 Problemes non bornes
 Nous allons maintenant illustrer le cas de problemes non bornes sur l’exemplesuivant :
 max z = 2x1 + x2
 s.c.q.
 x1 −2x2 ≤ 2,
 −2x1 +x2 ≤ 2,
 x1, x2 ≥ 0.
 Ajoutons les variables d’ecart :
 max z = 2x1 + x2
 s.c.q.
 x1 −2x2 +x3 = 2,
 −2x1 +x2 +x4 = 2,
 x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
 Le tableau de depart est :
 z x1 x2 x3 x4
 1 −2 −1 0 0 0
 0 1 −2 1 0 2
 0 −2 1 0 1 2
 Effectuons la premiere iteration. Au depart, x1 = x2 = 0 sont hors base etx3 = 2, x4 = 2 sont en base. On fait entrer x1 dans la base. On determine lavariable sortante par le minimum suivant :
 min{2
 1;−} = 2.
 Le minimum se produit en premiere ligne ou l’on lit la valeur de la variable debase x3. La variable de base x3 sort donc de la base lorsque x1 vaut 2.
 z x1 x2 x3 x4
 1 0 −5 2 0 4
 0 1 −2 1 0 2
 0 0 −3 2 1 6
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 Effectuons maintenant la deuxieme iteration. La variable x2 est seule can-didate a l’entree en base. Comme tous les coefficients de la colonne x2 sontnon positifs, aucune des variables de base n’est bloquante. La variable x2 peutcroıtre au dela de toute limite. On en conclut que le probleme est non borne. Onpeut le verifier graphiquement. Le systeme de depart est le suivant ;
 max z = 2x1 + x2
 s.c.q.
 x1 −2x2 ≤ 2,
 −2x1 +x2 ≤ 2,
 x1, x2 ≥ 0.
 On peut voir a la figure 3.1 qu’a partir du sommet (2,0), la region connaıt unedirection ou x2 n’est plus bornee.
 -1
 2
 -1
 2 x1
 x2
 Figure 3.1: Solution non bornee.
 On peut arriver a la meme conclusion en general: s’il n’y a pas de candidatpour quitter la base, on peut faire croıtre la variable entrante et donc aussi lafonction objectif autant qu’on le veut. Dans ce cas, le probleme est non borne.
 Remarquons pour terminer que si le probleme est non borne, c’est surementdu a une erreur de formulation. Dans la pratique, il y a toujours des contrainteslimitant l’usage de ressources.
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 3.5 Exercices
 3.1. Probleme a deux variables resolu par l’algorithme du Simplexe.
 Max 3x1 + 2x2
 scq x1 + 2x2 ≤ 7,
 2x1 + x2 ≤ 8,
 −x1 + x2 ≤ 2,
 x1, x2 ≥ 0.
 (a) Ajouter les variables d’ecart.
 (b) Resoudre par la methode du Simplexe.
 (c) Donner la solution obtenue par l’algorithme du Simplexe.
 (d) Tracer la region realisable et indiquer graphiquement le chemin suivipar l’algorithme du Simplexe.
 (e) Verifier en tracant les droites d’isovaleur de la fonction objectif que lepoint obtenu par l’algorithme du Simplexe est bien optimum.
 3.2. Probleme a trois variables resolu par l’algorithme du Simplexe. Resou-dre en appliquant la methode du Simplexe :
 max z = 3x1 + 2x2 + 4x3
 s.c.q. x1 + x2 + 2x3 ≤ 4
 2x1 + 3x3 ≤ 5
 2x1 + x2 + 3x3 ≤ 7
 x1, x2, x3 ≥ 0
 3.3. Lecture du tableau Simplexe. Soit le probleme lineaire suivant :
 max z = 10x1 + 9x2 + 7x3
 s.c.q.
 2x1 +3x2 +5x3 ≤ 450
 2x1 +4, 5x2 +5x3 ≤ 600
 3x1 +2x2 +6x3 ≤ 600
 x1, x2, x3 ≥ 0.
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 Apres quelques iterations, le tableau Simplexe courant s’ecrit :
 z x1 x2 x3 x4 x5 x6
 1 0 −7/3 13 0 0 10/3 2000
 0 0 5/3 1 1 0 −2/3 50
 0 0 19/6 1 0 1 −2/3 200
 0 1 2/3 2 0 0 1/3 200
 (a) Donnez les variables de base et leurs valeurs a cette iteration.
 (b) Quelles sont les valeurs des variables d’ecart ?
 (c) Poursuivez les calculs pour determiner la solution optimale.
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Chapitre 4
 Analyse postoptimale.
 4.1 Introduction
 Dans ce chapitre, nous voir comment va varier la valeur optimale de l’objectifd’un programme lineaire lorsque l’on modifie certains coefficients du probleme(coefficients objectif ou du membre de droite). C’est l’objet de ce que l’on appellel’analyse postoptimale.
 Pour voir l’effet de tels changements de donnees, une solution naıve consiste aappliquer le Simplexe au nouveau probleme et bien sur on peut en deduire l’effetsur l’objectif. Mais nous allons voir dans ce chapitre que, si la base optimalene change pas, on peut predire sans aucun nouveau calcul l’effet de variationdes donnees sur la fonction objectif en exploitant simplement le tableau Simplexeoptimal du probleme original.
 Nous allons d’abord envisager le cas de la variation des coefficients dumembre de droite des contraintes. Nous allons voir que la variation de la va-leur optimale de l’objectif d’un programme lineaire en fonction des coefficients dumembre de droite est donnee par la valeur des “prix caches” que l’on peut lire dansla ligne objectif du tableau Simplexe final. Nous verrons comment determiner ledomaine de validite de ces prix caches.
 Nous verrons ensuite, le cas de la variation des coefficients de la fonctionobjectif. Ici, nous verrons que le taux de variation de l’objectif est donne par lavaleur des variables a l’optimum. Ici aussi, il y a un un domaine de validite pources valeurs optimales des variables : elles restent valables tant que la base optimalene change pas.
 Enfin, nous terminerons en donnant l’interpretation d’une autre informationque l’on peut tirer du tableau Simplexe, a savoir la valeur des couts reduits desvariables hors base.
 41
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 4.2 Variation par rapport au second membre
 La question qui se pose est ici la suivante : “Si on augmente la capacite disponibled’une ressource, quel est l’impact sur la valeur optimale de la fonction objectif ?”
 Pour des variations de membre de droite suffisamment faibles pour que la memebase reste optimale, on peut repondre a cette question en exploitant le tableauSimplexe optimal de la maniere suivante :
 Le “prix cache” (note y∗i ) mesure l’augmentation de la fonction objectif si
 l’on accroıt d’une unite la capacite disponible (bi). Dans le tableau Simplexeoptimal, le prix cache y∗
 i est le coefficient de la variable d’ecart de la contraintedans la ligne objectif.
 Nous allons illustrer ceci sur sur l’exemple introductif du chapitre 2 dontl’enonce est rappele ci-dessous.
 max z = 3 x1 + 5 x2
 s.c.q.
 x1 ≤ 4
 2x2 ≤ 12
 3x1 + 2x2 ≤ 18
 x1 , x2 ≥ 0
 Considerons le tableau final qui a ete determine au chapitre 3 :
 z x1 x2 x3 x4 x5
 1 0 0 0 3/2 1 36
 0 0 0 1 1/3 −1/3 2
 0 0 1 0 1/2 0 6
 0 1 0 0 −1/3 1/3 2
 Comme x3, x4 et x5 sont les variables d’ecart des contraintes de capacite des troisateliers, on en deduit les valeurs des prix caches suivants :
 y∗1 = 0 y∗
 2 = 3/2 y∗3 = 1
 Ce resultat peut etre demontre mathematiquement. Mais, plutot que d’en don-ner une demonstration formelle, nous allons l’illustrer graphiquement. Conside-rons tout d’abord une augmentation de capacite du premier atelier de b1 = 4 ab′1 = 5.
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 9
 3
 x 1=
 40
 x 1=
 5
 z = 3x1 + 5x2
 2 8
 x2
 x1
 6
 0
 (1)
 (2)
 (3)
 65
 (1’)
 (1”)(2,6) x 1
 =6
 Figure 4.1: Augmentation de capacite du premier atelier
 On peut voir a la figure 4.1 que le nouveau point optimal reste le meme
 x′∗ = x∗ = (2, 6).
 En consequence de quoi, la valeur optimale de l’objectif ne change pas :
 z′∗ = z∗ = 36
 D’ou une variation nulle de l’objectif, ce qui etait bien predit par la valeur nulledu prix cache y∗
 1 :∆z = z′∗ − z∗ = 0 = y∗
 1.
 Le resultat peut aussi etre interprete dans l’autre sens : y∗1 est la perte de profit
 si on diminue d’une unite la capacite du premier atelier.
 Remarquons, et ceci est l’objet de l’analyse de sensibilite qu’il y a une limitede validite de chaque prix cache.
 En effet, dans le cas de la premiere ressource, si l’effet d’une augmentation deb1 sera nul sur la valeur optimum de l’objectif quel que soit b1 ≥ 4, il n’en va pasde meme d’une diminution. En effet, en dessous de b1 = 2, la solution optimaleva changer. On a donc determine le domaine de validite de y∗
 1 = 0. Il s’agit del’intervalle :
 b1 ∈ [2, +∞].
 Considerons maintenant une variation de la capacite du deuxieme atelier.
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 9
 3
 0
 z = 3x1 + 5x2
 2 8
 x2
 x1
 6
 0
 (1)
 (3)
 65
 2x2 = 13(5/3,13/2)
 2x2 = 12(2) (2’)
 (2”)2x2 = 18
 Figure 4.2: Augmentation de la capacite du deuxieme atelier
 Une augmentation de capacite du deuxieme atelier de b2 = 12 a b′2 = 13 donneun deplacement du point optimal (voir figure 4.2) vers le nouveau point :
 x′∗ = (5/3, 13/2).
 En consequence de quoi, la nouvelle valeur de l’objectif est donnee par :
 z′∗ = 37, 5
 D’ou un accroissement de l’objectif egal a la valeur du deuxieme prix cache :
 ∆z = z′∗ − z∗ = 37, 5 − 36 =3
 2= y∗
 2.
 Pour le deuxieme atelier, au dela de b2 = 18, la solution optimale reste en (0,9).Le prix cache y∗
 2 change :y∗
 2 = 0.
 De meme, une diminution en deca de b2 = 6 va changer le prix cache. On endeduit le domaine de validite de y∗
 2 = 3/2. Il s’agit de l’intervalle :
 b2 ∈ [6, 18].
 Enfin, considerons une augmentation de capacite du troisieme atelier de b3 = 18a b′3 = 19. Comme on peut le voir a la figure 4.3, cela donne un deplacement dupoint optimal vers :
 x′∗ = (7/3, 6).
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 En consequence de quoi, la nouvelle valeur de l’objectif vaut :
 z′∗ = 37
 D’ou une augmentation d’objectif egale a la valeur du troisieme prix cache :
 ∆z = z′∗ − z∗ = 37 − 36 = 1 = y∗3.
 9
 3
 0
 z = 3x1 + 5x2
 2 8
 x2
 x1
 6
 0(1)
 (3)
 65
 (2)
 3x1 + 2x2 = 18
 3x + x = 191 2 2
 (7/3, 6)
 (3’)
 (3”)
 3x + x = 241 2 2
 (4,6)
 Figure 4.3: Variation de capacite de l’atelier 3
 Le resultat peut aussi etre interprete dans l’autre sens : y∗3 est la perte de profit
 si on diminue d’une unite la capacite du troisieme atelier.
 Pour le troisieme atelier, au dela de b3 = 24, la solution optimale reste en (4,6).Le prix cache y∗
 3 change :y∗
 3 = 0.
 De meme, une diminution en deca de b3 = 12 va changer le prix cache. On endeduit le domaine de validite de y∗
 3 = 1. Il s’agit de l’intervalle :
 b3 ∈ [12, 24].
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 Ces informations sont donnees dans le rapport de sensibilite du solveur d’Excel.
 Remarquons finalement que l’on a toujours une valeur nulle du prix cachepour une contrainte non liante. Une contrainte non liante est une contrainte oula variable d’ecart est non nulle. Par exemple, la premiere contrainte
 x1 ≤ 4
 a un “prix cache” nul. Ceci a une interpretation economique. La ressource n’estpas entierement utilisee : il ne sert donc a rien d’augmenter son stock disponible.
 4.3 Variation des coefficients objectifs
 La question qui se pose ici est la suivante :“Si on augmente le prix de vente unitaireou si l’on diminue le cout unitaire de production, quel est l’impact sur la valeur del’objectif ?”
 On peut predire cette variation de l’objectif pour autant que la solution optimaleoptimale ne change pas. En effet, pour de faibles variations de coefficients objectifla solution optimale ne change pas. Seul le profit optimal change. On peut montrerle resultat suivant.
 La “valeur de la jeme variable a l’optimum” (notee x∗j ) mesure l’augmenta-
 tion de la fonction objectif si l’on accroıt d’une unite la marge unitaire cj .
 Dans le cas de l’exemple illustre a la figure 4.4, les augmentations de profitpour une augmentation unitaire de la marge des produits valent respectivement :
 x∗1 = 2 et x∗
 2 = 6.
 En effet, si le profit passe de :
 max z = 3x1 + 5x2
 a la forme suivante (augmentation de la marge de x1) :
 max z′ = 4x1 + 5x2,
 on peut voir graphiquement que le changement de pente n’est pas suffisant pourchanger de point optimum. Autrement dit,
 (x∗1, x
 ∗2) = (2, 6)
 Donc la solution optimale reste identique. Seul le profit augmente :
 z′ = 4 × 2 + 5 × 6 = 38
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 10
 8
 6
 4
 2
 0 2 6 8 x1
 x2
 (2,6)
 z = 3x1 +5x2 = 36
 10 124
 z′ = 4x1 + 5x2 = 38
 z′′ = 7,5x1 +5x2 = 45
 Figure 4.4: Analyse de sensibilite de c1
 On a donc une augmentation de profit :
 ∆z = z′ − z = 38 − 36 = 2
 precisement egale a la valeur de
 x∗1 = 2.
 De maniere semblable, si le profit passe de :
 max z = 3x1 + 5x2
 a la forme suivante (augmentation de la marge de x1) :
 max z′ = 4x1 + 6x2,
 on peut voir que le changement de pente n’est pas suffisant pour changer de pointoptimum. Autrement dit,
 (x∗1, x
 ∗2) = (2, 6)
 Donc la solution optimale reste identique. Seul le profit augmente :
 z′ = 3 × 2 + 6 × 6 = 42
 On a donc une augmentation de profit :
 ∆z = z′ − z = 42 − 36 = 2
 precisement egale a la valeur de
 x∗2 = 6.
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 4.3.1 Analyse de sensibilite aux coefficients objectif
 Considerons maintenant la question l’analyse de sensibilite. Nous allons a nou-veau l’illustrer sur le meme exemple. Initialement :
 z = 3x1 + 5x2
 On veut determiner l’intervalle de variation maximum de c1 autour de 3 tel que labase optimale ne change pas.
 A la figure 4.4, on constate que le coefficient c1 peut descendre jusqu’a ce quel’objectif z = c1x1 + 5x2 soit parallele au segment
 2x2 = 12,
 c’est-a-dire lorsque c1 = 0. Le coefficient c1 peut augmenter jusqu’a ce que l’ob-jectif z = c1x1 + 5x2 soit parallele au segment
 3x1 + 2x2 = 18.
 Ceci se produit lorsqu’il y a egalite des pentes :−c1
 5=
 −3
 2,
 c’est-a-dire lorsque c1 = 15/2.
 La reponse a la question de l’analyse de sensibilite est donc la suivante. Tantque
 c1 ∈ [0, 15/2],
 on a la meme base optimale et la meme solution optimale.
 Effectuons l’analyse de sensibilite pour le second coefficient objectif. Celui-cipeut decroıtre jusqu’a ce que l’objectif z = 3x1 + c2x2 soit parallele au segment
 3x1 + 2x2 = 18.
 Ceci se produit lorsqu’il y a egalite des pentes :−3
 c2
 =−3
 2,
 c’est-a-dire lorsque c2 = 2. Dans l’autre sens, c2 peut augmenter jusqu’a ce quel’objectif z = 3x1 + c2x2 soit parallele au segment
 2x2 = 12.
 Ceci ne se produit jamais. On en conclut que tant que :
 c2 ∈ [2, +∞[,
 on a la meme base optimale et donc la meme solution optimale.
 Ces intervalles de sensibilite sont egalement donnes dans le rapport de sensi-bilite du solveur d’Excel.
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 4.4 Cout reduit des variables hors base
 Pour terminer ce chapitre consacre a l’analyse postoptimale, nous allons definir unenotion importante qui peut egalement etre deduite du tableau Simplexe optimal, ils’agit du cout reduit d’une variable hors base.
 Le “cout reduit” de la variable hors base xj , note dj , mesure l’augmentationde la fonction objectif si l’on accroıt d’une unite la valeur de la variable horsbase xj . Dans le tableau Simplexe optimal, le cout reduit dj est l’oppose ducoefficient de la variable dans la ligne objectif.
 Nous illustrerons cette notion sur l’ exemple de planification de la productionde chassis auquel on adjoint un troisieme chassis mixte aluminium bois, pour lequella marge unitaire est de 4 et les temps unitaires de fabrication dans les trois atelierssont respectivement de 1, 2 et 3 heures. La formulation de ce probleme est repriseci-dessous :
 z −3x1 −5x2 −4x3 = 0
 x1 +x3 +x4 = 4
 2x2 +2x3 +x5 = 12
 3x1 +2x2 +3x3 +x6 = 18
 La solution optimale de ce probleme lineaire peut etre determinee par l’algorithmedu Simplexe. Le tableau Simplexe optimal final est le suivant :
 z x1 x2 x3 x4 x5 x6
 1 0 0 2 0 3/2 1 36
 0 0 0 2/3 1 1/3 −1/3 2
 0 0 1 1 0 1/2 0 6
 0 1 0 1/3 0 −1/3 1/3 2
 On en deduit la solution optimale suivante :
 (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (2, 6, 0, 2, 0, 0)
 Tandis que la valeur optimale de l’objectif est donnee par :
 z∗ = 36
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 Les valeurs des couts reduits des variables hors base sont donnes par :
 d3 = −2
 d5 = −3/2
 d6 = −1
 On constate que seuls sont rentables les productions des chassis 1 et 2. En effet,le chassis 3, bien qu’ayant une marge unitaire superieure au chassis 1, consommeplus de ressources et permet, pour la meme capacite disponible des trois ateliersde faire moins de chassis 3 que de chassis 1. On peut montrer que produire uneunite du chassis 3 diminuerait le profit de 2. En effet, supposons que l’on force laproduction d’une unite du chassis 3. Les contraintes de capacites qui s’ecrivent :
 x1 +x3 ≤ 4
 2x2 +2x3 ≤ 12
 3x1 +2x2 +3x3 ≤ 18
 peuvent se recrire (avec x3 = 1) comme suit :
 x1 ≤ 4 − x3 = 3
 2x2 ≤ 12 − 2x3 = 10
 3x1 +2x2 ≤ 18 − 3x3 = 15
 De la deuxieme contrainte, on en deduit que x∗2 sera au maximum egal a 5. On
 perd une unite de x2. Si on fixe x∗2 = 5, on constate, par la troisieme contrainte,
 que x∗1 sera au maximum egal a 5/3. On perd un tiers d’unite de x1. Autrement
 dit , le profit va augmenter de la marge de x3 mais diminuer d’une fois la margede x2 et d’un tiers fois la marge de x1 :
 ∆z∗ = −1/3 × c1 − 1 × c2 + 1 × c3 = −1/3 × 3 − 1 × 5 + 1 × 4 = −2
 On peut alors se poser la question suivante : de combien faut-il augmenter lamarge du chassis 3 pour le rendre attractif ?
 Nous venons de voir que le cout reduit de la variable hors base x3 s’interpretecomme la perte de profit lorsque l’on augmente d’une unite la variable. Pour qu’ildevienne interessant de le produire, il faut donc augmenter sa marge d’au moinsl’oppose de cette quantite. Ici, le cout reduit s’interprete comme l’oppose de l’aug-mentation minimale de prix pour que la production devienne interessante.
 Remarquez que tous les optimiseurs fournissent en plus de la solution optimaled’un probleme lineaire, cette information : les couts reduits des variables hors basesont, en effet, au signe pres, les coefficients des variables hors base dans la ligneobjectif du tableau Simplexe optimal.
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 4.5 Exercices
 4.1. Sensibilite aux coefficients objectif. Soit le probleme lineaire suivant :
 Minimiser 0x1 + x2
 s.c.q. 3x1 + 4x2 ≥ 9, (1)
 5x1 + 2x2 ≤ 8, (2)
 3x1 − x2 ≤ 0, (3)
 x1, x2 ≥ 0.
 (a) Determiner graphiquement la solution optimale.
 (b) Determiner l’intervalle maximum de variation de c1 autour de zero quipreserve la solution optimale.
 4.2. Sensibilite du membre de droite. Pour le probleme lineaire formule al’exercice 4 du chapitre 1,
 (a) Resoudre par l’algorithme du Simplexe.
 (b) Determiner la valeur des prix caches a l’optimum.
 (c) Si l’unite de capacite supplementaire cout le meme prix pour les deuxateliers, a-t-on interet a augmenter la capacite du premier ou du second ?
 (d) Jusqu’a quel niveau est-il interessant d’augmenter cette capacite ?
 4.3. Fabrication de tourbe. Une firme de production de tourbe met sur le marche3 qualites de tourbe : la qualite 3 utilisee comme litiere; la qualite 2 qui sertd’engrais aux entreprises marechaires et la qualite 1 destinee a l’empotagedes plantes d’interieur. La tourbe de qualite 3 se commercialise en ballotsde 25 kg, celle de qualite 2 en sacs plastiques de 20 kg et celle de qualite 1 ensachets de 5 kg. La tourbe s’extrait au printemps sous forme humide et estsechee au soleil durant l’ete pour etre livree a l’automne. Un kg de tourbehumide extraite donne 100 grammes de produit sec commercialisable. Lamachinerie qui extrait la tourbe humide permet d’extraire 4 500 000 kg detourbe humide chaque printemps.
 La tourbe sechee est defibree a l’automne, au moyen de defibreuses quimettent 5 minutes pour preparer un ballot de Qualite 3, 8 minutes pour unsac de qualite 2 et 3 minutes pour un sachet de qualite 1. On dispose de 2000 heures de defibrage pendant la periode consideree. L’entrepot permetde stocker 20 000 metres cubes de tourbe seche emballee, un emballage dequalite 3 requiert 1 metre cube, un sac de qualite 2 requiert 0,75 metre cubeet un sachet de qualite 1 requiert 0,20 metre cube.
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 Le service marketing impose la fabrication maximale de 15 000 ballots dequalite 3 dont un grossiste retient chaque annee 10 000 ballots. Le memegrossiste requiert 3 000 sacs de qualite 2. Les profits que retire la societede la vente de ces produits s’elevent a 9 dollars le ballot de qualite 3, a 12dollars le sac de qualite 2 et a 2 dollars le sachet de qualite 1.
 (a) Formuler le probleme lineaire correspondant.
 (b) Voici le tableau Simplexe final :
 z x3 x2 x1 x4 x5 x6 x7 x8 x9
 1 0 0 2, 2 0, 12 0 1, 20 0 0 0 198 0000 0 1 0, 5 −0, 05 0 0, 25 0 0 0 7 5000 0 0 0, 025 −0, 0425 1 0, 0125 0 0 0 2 3750 0 0 0, 5 −0, 05 0 0, 25 0 0 1 4 5000 0 0 0, 2 −0, 08 0 0, 20 1 0 0 3 0000 0 0 −0, 2 0, 08 0 −0, 20 0 1 0 2 0000 1 0 −0, 2 0, 08 0 −0, 20 0 0 0 12 000
 Donnez la solution optimale, les variables en base et hors base.
 (c) Dites ce qui se passerait pour l’objectif si on produisait un sachet dequalite 1. En deduire quel devrait etre le profit minimal que la societedevrait tirer de la mise sur le marche d’un sachet de qualite 1 pour quecette production devienne rentable.
 (d) Le solveur d’Excel vous fournit les intervalles de sensibilite suivantpour les coefficients cj de l’objectif et bi du membre de droite :
 coefficient valeur presente valeur minimum valeur maximumc3 9 7, 50 15c2 12 7, 60 14, 4c1 2 −∞ 4, 20
 b1 450 000 425 000 487 500b2 20 000 17 625 +∞b3 120 000 105 000 130 000b4 15 000 12 000 ∞b5 10 000 −∞ 12 000b6 3 000 −∞ 7500
 Combien la societe serait prete a depenser au maximum pour porter de4 500 000 a 4 750 000 kg la capacite printaniere d’extraction ?
 (e) Si le profit unitaire associe a un emballage de qualite 3 passait de 9 a11 dollars, le plan de production optimal resterait-il le meme ? Si oui,le profit optimal serait-il augmente ou diminue ? de combien ?
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Chapitre 5
 La programmation en nombres entiers.
 5.1 Introduction
 On parle de programmes en nombres entiers lorsque l’on minimise une fonctionlineaire sous des contraintes lineaires et qu’en plus chacune des variables doitprendre des valeurs entieres.
 On appelle problemes mixtes (MIP en anglais pour Mixed Integer Program-ming) les problemes comportant un certain nombre de variables lineaires (donccontinues) et un certain nombre de variables en nombres entiers (donc discretes).
 Nous verrons dans ce chapitre que la programmation en nombres entiers a undomaine d’application beaucoup plus large que la modelisation de problemes deproduction ou les quantites produites doivent etre entieres. En effet, de nombreuxproblemes necessitent l’utilisation de la programmation en nombres entiers. Nousverrons au chapitre 6 une methode de resolution de ces problemes. Il s’agit de lamethode de branch and bound.
 5.2 Problemes avec quantites indivisibles
 C’est la premiere classe d’application qui vient a l’esprit. Comme signale plushaut, il s’agit des problemes ou, soit les quantites produites, soit les quantites defacteurs a mettre en œuvre doivent etre entieres. C’est le cas, par exemple, de laconstruction d’avions.
 Nous allons illustrer le fait qu’il est necessaire de resoudre le problemeen nombres entiers et que la methode simpliste qui consisterait a resoudre leprobleme lineaire en d’ensuite arrondir sa solution optimale peut conduire a dessous-optimalites. Ceci est illustre sur l’exemple suivant :
 Max z = x1 + x2
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x1 + x2
 −2x1 + 2x2 = 1
 −8x1 + 10x2 = 13
 x1
 x2
 4
 1
 2
 3
 41 2 3
 4.5
 54 Chapitre 5. La programmation en nombres entiers.
 Scq
 −2x1 +2x2 ≥ 1−8x1 +10x2 ≤ 13
 x1, x2 ∈ N.
 En resolvant le modele lineaire obtenu en relachant le caractere entier desvariables, c’est-a-dire en resolvant la relaxation lineaire suivante :
 Max z = x1 + x2
 Scq
 −2x1 +2x2 ≥ 1−8x1 +10x2 ≤ 13
 x1, x2 ≥ 0,
 on obtient (voir figure 5.1) la solution optimale suivante du probleme lineaire :
 (x1, x2) = (4; 4, 5).
 A la figure 5.1, on a illustre en grise la region realisable correspondant auprobleme lineaire. On voit que la solution optimale du probleme lineaire estobtenue pour le point extreme (x1; x2) = (4; 4, 5) alors que le probleme en nombresentiers n’admet que les valeurs entieres situees dans cette region realisable. Cesvaleurs entieres sont indiquees par des croix a la figure 5.1.
 Figure 5.1: Exemple de programme en nombres entiers
 La solution du probleme en nombres entiers est, comme on peut le voir a lafigure 5.1, le point :
 (x∗1, x
 ∗2) = (1, 2).
 On en conclut que arrondir la solution de la relaxation lineaire ne fournitpas la solution optimale ! Qui plus est, dans ce cas, cela donne la solution(x1, x2) = (4, 4) ou la solution (x1, x2) = (4, 5), toutes deux non realisables !
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 5.3 Problemes avec couts fixes
 Exemple 5.1 Problemes avec cout fixe de mise en route de la production. Onveut representer un cout de production qui est nul en l’absence de production etqui, dans le cas contraire, vaut la somme d’un cout fixe de production, note K, etd’un cout proportionnel, le taux marginal etant m.
 On veut donc pouvoir exprimer la fonction suivante :
 Si x = 0, c(x) = 0;Si x > 0, c(x) = K + mx.
 (5.1)
 ou x denote le niveau de production.
 Cette fonction est representee a la figure 5.2.
 K
 c(x)
 x
 m
 Figure 5.2: Representation d’un cout fixe
 La representation mathematique de ce cout fixe necessite :
 1. l’ajout d’une variable indicatrice d’une production positive :
 y =
 {1 si x > 00 si x = 0
 2. la modification de la fonction objectif en :
 c(x, y) = Ky + mx
 qui devient donc purement lineaire;
 3. l’ajout des contraintes suivantes :
 x ≤ My, et y ∈ {0, 1} (5.2)
 avec M une borne superieure sur la quantite produite x.
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56 Chapitre 5. La programmation en nombres entiers.
 Remarquons que si x > 0, par les relations (5.2), on a que y = 1 et on tientcompte du cout fixe de mise en route de production. Par contre, lorsque x = 0,(5.2) permet les choix y = 0 ou y = 1. Cependant, comme on minimise c(x, y),l’optimiseur va automatiquement choisir y = 0, la solution qui evite le cout fixe !
 Il y a de nombreuses applications de cette modelisation des couts fixes par laprogrammation mixte entiere. Un exemple de mise en application de ces coutsfixes est fournit par l’exemple de localisation d’entrepots ou il y a un cout fixed’ouverture de ces entrepots.
 5.4 Problemes avec contrainte logique
 Parfois des problemes d’optimisation comportent une condition logique. Unexemple typique est celui des problemes de gestion de projets avec contraintedisjonctive. Dans ces problemes, on doit determiner l’enchaınement des tachesd’un projet de maniere a le realiser dans le meilleur delai, il se peut que deuxtaches doivent etre effectuees par la meme equipe d’ouvriers, soit mettent enœuvre la meme machine. Les deux taches ne peuvent donc avoir lieu simul-tanement, sans que l’on puisse dire laquelle doit etre effectuee en premier lieu.Mathematiquement, on peut ecrire ceci par la condition suivante :
 soit
 {ti + di ≤ tj si i est realisee avant jtj + dj ≤ ti si j est realisee avant i
 (5.3)
 ou ti est la variable indiquant le temps de debut au plus tot de la tache i et di est laduree de la tache.
 Cette disjonction peut etre resolue par la programmation mixte binaire. Eneffet, definissons la variable binaire yij , dont la valeur est 1 si la tache i est realiseeavant la tache j et 0 si la tache j est realisee avant la tache i.
 On remplace alors la condition de disjonction (5.3) par les contraintes suivantes :
 ti + di ≤ tj + M(1 − yij)tj + dj ≤ ti + Myij
 yij ∈ {0, 1}(5.4)
 ou M note une borne superieure sur la date de fin des travaux.
 Demontrons l’equivalence. Deux cas sont possibles pour la variable binaire :
 1. Cas ou yij = 1. Dans ce cas, le systeme (5.4) devient :{ti + di ≤ tjtj + dj ≤ ti + M
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 La premiere contrainte exprime donc que la tache i doit etre finie avant que necommence la tache j. La seconde contrainte est automatiquement satisfaite.
 2. Cas yij = 0. Dans ce cas, le systeme (5.4) devient :{ti + di ≤ tj + Mtj + dj ≤ ti
 La premiere contrainte est automatiquement satisfaite. La seconde contrainteexprime que la tache j doit etre finie avant que ne commence la tache i.
 5.5 Melange avec nombre limite d’ingredients
 Il s’agit egalement d’un probleme generique conduisant a une formulation mixteentiere, les variables binaires indiquant la presence ou non d’un ingredient dans lemelange.
 C’est le cas, par exemple, d’un probleme de melange d’huiles ou cinq huilessont disponibles mais ou des contraintes techniques impliquent que seulement troishuiles differentes peuvent etre presentes dans le melange. Un autre exemple, estcelui du chargement de hauts fourneaux ou le nombre de charbons disponiblesest souvent nettement superieur au nombre de charbons qui peuvent etre chargessimultanement dans le haut fourneau. Ce nombre etant limite par le nombre deportes de chargement du haut fourneau.
 Ce probleme peut etre resolu par la programmation mixte zero/un. Si xi
 note la quantite d’ingredient i dans le melange, definissons la variable binaire yi
 indiquant la presence de l’ingredient i dans le melange. Autrement dit :
 yi = 1 si xi > 0;
 yi = 0 si xi = 0.
 On introduit alors les contraintes suivantes :
 xi ≤ Miyi et yi ∈ {0, 1} (5.5)
 ou Mi est une borne superieure sur xi.
 La condition du nombre maximum d’ingredients dans le melange s’exprimealors simplement par :
 n∑i=1
 yi ≤ k, (5.6)
 avec k, le nombre maximum d’ingredients dans le melange.
 Demontrons l’equivalence. Deux cas sont possibles pour la variable xi :
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58 Chapitre 5. La programmation en nombres entiers.
 1. Soit xi > 0. Alors, par les contraintes (5.5), la variable yi doit valoir 1 etexprime bien que l’ingredient i est dans le melange.
 2. Soit xi = 0. Alors, par les contraintes (5.5), la variable yi peut valoir 0 ou1. La contrainte (5.6), exprimera donc bien que au plus k ingredients serontpris dans le melange.
 Remarquez que si on veut que yi soit une parfaite indicatrice de xi > 0, il fautajouter la contrainte suivante :
 miyi ≤ xi
 avec mi, la teneur minimum d’un ingredient dans le melange. Cette nouvellecontrainte forcera yi a zero lorsque xi est nul.
 5.6 Choix parmi un nombre discret de valeurs
 Dans beaucoup de problemes industriels, lors du dimensionnement d’un appareil-lage, on doit choisir sa capacite parmi les valeurs commerciales existant sur lemarche. Par exemple, lors du dimensionnement d’une canalisation de transportd’eau, on doit choisir parmi les valeurs suivantes pour le diametre :
 12 cm, 17 cm, 24 cm ou 47 cm.
 On peut a nouveau modeliser ce choix par l’utilisation de variables binaires. Eneffet, definissons la variable x comme etant le diametre choisi et definissons yi uneindicatrice du fait que le diametre numero i a ete choisi. On peut alors ecrire larelation suivante pour le choix du diametre :
 x = 12y1 + 17y2 + 24y3 + 47y4
 avec la contrainte qu’un seul diametre doit etre choisi :
 y1 + y2 + y3 + y4 = 1 (5.7)
 et bien sur en imposant le caractere binaire de chaque indicatrice :
 yi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, 2. . .4
 La contrainte (5.7) fera en effet qu’une seule indicatrice vaudra un tandis que toutesles autres seront a zero.
 Nous verrons au chapitre suivante une methode de resolution de ces problemesmixtes-entiers.
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 5.7 Exercices
 5.1. Melange de maximum 4 charbons. Pour produire du coke, on melange descharbons dans un haut fourneau ou ensuite, une reaction a haute temperatureproduit le coke. On suppose qu’il y a 8 charbons disponibles. Ces charbonssont entres par des bandes porteuses qui sont au nombre de 4, permettantd’avoir au maximum 4 charbons differents dans le melange. De plus, si uncharbon est present dans le melange, il doit l’etre a hauteur de minimum5%. De plus, on exige que la teneur du melange en Silicium soit d’au plus1,8 % Le tableau 5.1 reprend les prix et teneur en Si des charbons. On
 Charbon Prix Teneur Si Charbon Prix Teneur Si
 Charbon 1 12 2,0 % Charbon 5 13 1,0 %
 Charbon 2 14 2,5 % Charbon 6 9 5,0 %
 Charbon 3 17 1,0 % Charbon 7 15 2,0 %
 Charbon 4 10 5,0 % Charbon 8 11 1,5 %
 Tableau 5.1: Teneurs en Si et prix des differents charbons.
 veut determiner le melange repondant aux specifications qui soit de coutminimum. Formuler le probleme comme un probleme en nombres entiers.
 5.2. Localisation optimale d’emetteurs de television. Etant donne une regioncomportant quatre villes (Lille, Dunkerque, Valencienne et Basieux), onveut savoir ou implanter, parmi divers emplacements disponibles (au nombrede 5), un ensemble d’emetteurs de television susceptibles de desservir cesdifferentes villes au moindre cout. La derniere colonne represente le coutde construction de chaque emetteur.
 Ville Lille Dunkerque Valencienne Basieux Cout
 Emetteur 1 1 1 25
 Emetteur 2 1 1 30
 Emetteur 3 1 1 15
 Emetteur 4 1 1 35
 Emetteur 5 1 1 1 90
 Tableau 5.2: Accessibilite des villes a partir des emetteurs.
 On demande d’ecrire le programme correspondant a la determination dunombre d’emetteurs a construire afin que chaque ville soit desservie par aumoins un emetteur et ceci a cout d’investissement total minimum.
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60 Chapitre 5. La programmation en nombres entiers.
 5.3. Appel d’offres. Une municipalite lance un appel d’offres concernant 4 pro-jets de construction. Elle recoit des devis de la part de 3 entreprises. Chaqueentreprise propose des devis concernant un sous-ensemble des projets. Latable 5.3 reprend le montrant du devis propose pour chacun des projets parl’entreprise uniquement dans le cas ou elles ont soumissionne pour le projet.La municipalite desire minimiser le cout total de ses operations de const-
 Projet A B C D
 Entreprise 1 4 1 - 6
 Entreprise 2 - 2 5 -
 Entreprise 3 3 - 6 5
 Tableau 5.3: Montants des offres.
 ruction. Ecrire le programme correspondant sachant que chaque projet doitetre attribue a une seule entreprise. La municipalite desire aussi que chaqueentreprise realise au moins un projet. A quelle condition ceci est possible? En admettant que cette condition soit remplie, ecrire la contrainte corres-pondante. Formuler le probleme comme un probleme en nombres entiers.
 5.4. Affectation d’une flotte d’avions. Une compagnie aerienne regionaledesire affecter sa flotte d’avions aux 4 lignes qu’elle exploite (lignes A,B, C et D). Le nombre de passagers desirant effectuer chaque jour un par-cours sur la ligne A est 100, sur la B de 200, sur la C de 150 et sur la D de300. La compagnie dispose de deux types d’avions : 8 petits avions de 40places et 3 avions moyens de 180 places. Le cout d’exploitation d’un aviondepend de sa taille et de la ligne a laquelle il est affecte. Ces couts sont reprisa la table 5.4. On desire minimiser le cout d’exploitation en satisfaisant la
 Ligne A B C D
 Petits avions 4 1 10 6
 Grands avions 15 4 30 20
 Tableau 5.4: Couts d’exploitation.
 demande. On doit egalement utiliser au moins trois avions de type 1 (pe-tits) sur l’ensemble des lignes A,B et D. Formuler le probleme comme unprobleme en nombres entiers.
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Chapitre 6
 Resolution des problemes entiers.
 6.1 Introduction
 L’algorithme du Simplexe fournit une methode de resolution generale pour tousles problemes lineaires quelle que soit leur forme. Au contraire, en programma-tion en nombres entiers, on ne dispose pas d’un algorithme general qui permettede resoudre efficacement tous les problemes en nombres entiers. Cependant, ilexiste une classe generale de methodes connue sous le nom de branch and bound(separation et borne) qui permet de resoudre bon nombre de problemes en nombresentiers. Nous allons ici decrire cette methode qui commence par la resolution duprobleme lineaire obtenu en relaxant les conditions d’integralite des variables.C’est pourquoi on appelle ce programme la relaxation lineaire du probleme.
 Les problemes de flots (programmation sur les graphes) sont eux a mi-cheminentre les problemes lineaires et les problemes mixtes. En effet, si les donnees duprobleme de flot a cout minimum (la formulation la plus generale d’un problemede flot) sont toutes entieres (demandes aux sommets entieres, capacites des arcsentieres et coefficients de cout entiers), la solution du probleme lineaire fournit au-tomatiquement une solution entiere. Autrement dit, ici la solution de la relaxationlineaire fournit la solution optimale du probleme mixte. Pour ces problemes, oupour ceux qui peuvent s’y ramener, on en conclut que l’on dispose d’un algorithmeperformant de calcul : l’algorithme du Simplexe.
 Malheureusement, un grand nombre de problemes en nombres entiers ne peu-vent se mettre sous la forme de problemes de flot. Il convient donc pour cesproblemes d’avoir une methode tenant compte explicitement du caractere discretdes variables.
 61
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62 Chapitre 6. Resolution des problemes entiers.
 6.2 Principe de la methode de branch and bound
 La methode de “branch and bound” ou encore appelee methode de separation etevaluation que nous allons maintenant decrire est destinee a resoudre les problemesen nombres entiers du type suivant :
 z∗ = max cTx
 s.c.q.
 {Ax ≤ b,
 x ≥ 0 et entiers.
 Cette methode peut egalement etre appliquee aux problemes avec variables binaires(zero-un). Elle peut egalement etre appliquee aux problemes mixtes (MIP), c’est-a-dire aux problemes comportant un certain nombre de variables entieres et uncertain nombre de variables continues.
 Nous illustrons la methode sur l’exemple suivant tire de Norbert et al [16] donton a legerement modifie la fonction objectif :
 z∗ = max z = 15x1 + 50x2
 s.c.q.
 −x1 + 2x2 ≤ 5,
 x1 + 2x2 ≤ 14,
 x1 ≤ 8,
 x1 , x2 ≥ 0 et entiers
 (6.1)
 La region realisable est representee a la figure 6.1.
 Remarquons qu’une facon de resoudre le probleme serait de construire uneborne superieure sur z∗ et une borne inferieure sur z∗ et ensuite de raffiner cesbornes jusqu’a les egaliser.
 Question 1 : comment construire une borne inferieure sur z∗ ?
 La reponse a cette question est a la fois simple et difficile. En effet, pour trouverune borne inferieure, il suffit de donner une solution realisable pour (6.1). Commel’objectif est de maximiser, l’optimum du probleme ne pourra qu’etre superieur ala valeur de z en ce point. Cependant trouver en general une solution realisablepour un probleme en nombres entiers n’est pas une mince affaire.
 Question 2 : comment construire une borne superieure sur z∗ ?
 Une facon de repondre a cette question est de resoudre le probleme lineaireque l’on obtient a partir de (6.1) en laissant tomber les contraintes d’integralite desvariables. Comme on maximise sur un ensemble realisable plus large, l’optimum
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 x1
 x2
 0 1 2 3 4 5 6 7 8
 5
 4
 3
 2
 1
 0
 P0
 P1P2
 P3
 9 10
 z = 150
 (1)(2)
 (3)
 Figure 6.1: Representation de la region realisable.
 ainsi obtenu ne pourra qu’etre superieur a l’optimum du probleme en nombresentiers. C’est aussi le premier pas de la methode de branch and bound que nousallons maintenant decrire sur l’exemple.
 6.3 Application a l’exemple
 Pas 0. Resoudre la relaxation lineaire.
 Pour cet exemple, on obtient comme solution de la relaxation lineaire le point noteP0 a la figure 6.1 :
 x1 = 4, 5
 x2 = 4, 75
 z0 = 305.
 Cette solution est inacceptable car les variables ne sont pas entieres. Cependant,elle fournit une premiere borne superieure sur z∗ :
 z∗ ≤ 305.
 Pas 1. Brancher sur une variable non entiere.
 La seconde idee de la methode de branch and bound est (comme le nom l’indique)d’operer une separation : la region realisable va etre separee en deux sous-regions
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64 Chapitre 6. Resolution des problemes entiers.
 dont aucune ne peut contenir la solution optimale non entiere P0. Cette separationnecessite le choix d’une variable de separation. Le choix de cette variable estheuristique. Differents choix sont possibles et de ce choix peut dependre l’efficacitede la methode de resolution. Une facon simple de choisir cette variable est deprendre la variable la plus distante d’un entier. Une alternative, parfois utilisee,est de prendre la variable la plus proche d’un entier.
 Le “critere de choix de la variable de branchement” adopte ici est de prendrela variable la plus distante d’un entier.
 Dans notre exemple, il s’agit de la variable x1. On va effectuer un branchementsur cette variable. Comme x1 ne peut prendre que des valeurs entieres, il n’y aaucune perte de generalite d’imposer que
 soit x1 ≤ 4 soit x1 ≥ 5
 Cependant imposer cette condition va eliminer la solution courante P0 de la relaxa-tion lineaire. En general si la variable choisie xk a la valeur fractionnaire N + ε,on imposera :
 soit xk ≤ N soit xk ≥ N + 1
 En imposant separement l’une et l’autre conditions, on obtient deux sous-modeles, un modele fils et un modele fille. Ce que l’on represente par une dia-gramme du type de celui de la figure 6.2. Chaque nœud de cette figure correspond
 z0 = 305
 x1 = 4,50x ,2 = 4 75
 x1 4 x1 5
 z1 = 285
 x1 = 4x2 = 4, 5
 z2 = 300
 x1 = 5x2 = 4, 5
 x2 4 x2 5
 z3 = 290
 x1 = 6x2 = 4
 z4 = ∞Probleme
 non realisable
 Figure 6.2: Arbre de branch and bound.
 a un probleme lineaire. Le nœud 0 au modele original. Le nœud 1 est le modele
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 original avec en plus la restriction x1 ≤ 4, tandis que le nœud 2 correspond aumodele original avec en plus la restriction x1 ≥ 5. On a ici numerote les nœudsdans l’ordre ou ils ont ete generes.
 On peut maintenant resoudre les relaxations lineaires correspondant aux pro-blemes fils et fille. Dans notre exemple, on obtient les deux solutions suivantes :
 Noeud 1 : x1 = 4, x2 = 4, 5, z1 = 285.
 Noeud 2 : x1 = 5, x2 = 4, 5 z2 = 300.
 Remarquez que les valeurs atteintes par la fonction objectif sont moins eleveesque dans la relaxation lineaire precedente. Ceci n’est pas etonnant : on a, eneffet, ajoute des contraintes et donc restreint l’espace des solutions realisables.Comme les deux sous-regions forment une representation contenant l’ensembledes solution entieres, on peut en conclure que la borne superieure sur z∗ est :
 z∗ ≤ max(z1, z2) = 300.
 Pas 2. Diviser a nouveau un nœud fils ou fille en deux.
 Ici, aucune des deux solutions n’est acceptable car toutes les deux comportent desparties fractionnaires. On va donc continuer en choisissant un des deux nœudspour le diviser a nouveau. Le choix du nœud a diviser est a nouveau heuristiqueet peut a nouveau avoir une grande influence sur le temps total mis pour resoudrele probleme. Pour l’illustration de la methode, nous adoptons la regle de choixheuristique suivante :
 Le “critere de choix du nœud a diviser” adopte ici est de prendre la la re-laxation lineaire fournit la meilleure (c’est-a-dire la plus grande en cas demaximisation) valeur de la fonction objectif.
 Pour cet exemple, on choisit donc le nœud 2 et on repete le Pas 1.
 Pas 1. Choisir une variable pour brancher.
 Ici seule la variable x2 est non entiere. On la choisit donc pour operer le branche-ment suivant :
 soit x2 ≤ 4 soit x2 ≥ 5
 On ajoute separement chacune de ces contraintes aux contraintes du probleme 2et on genere ainsi les nœuds 3 et 4. Ceci est illustre a la figure 6.2. On resoutgraphiquement les relaxations lineaires (voir figure 6.1) et on obtient les solutionssuivantes :
 Noeud 3 : x1 = 6, x2 = 4, z3 = 290.
 Noeud 4 : non realisable
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66 Chapitre 6. Resolution des problemes entiers.
 Noter que, au nœud 3, on a obtenu une solution entiere dont la valeur correspon-dante de la fonction objectif est 290. On a une premiere borne inferieure sur lavaleur optimale de la fonction objectif et on a donc que :
 290 ≤ z∗
 Il est clair egalement qu’il n’y a aucune raison de continuer a diviser le nœud 3pour lequel la solution optimale du probleme en nombres entiers a ete obtenue.On dit que le nœud 3 est coupe.
 Remarquons aussi que le nœud 4 a conduit a un probleme non realisable. Cen’est pas etonnant vu que l’on rajoute de plus en plus de contraintes. A nouveau,dans ce cas, il ne sert a rien de continuer a diviser ce nœud. On peut donc couperle nœud 4.
 Remarquons, pour terminer, que l’on peut egalement couper la branche dunœud 1. En effet, la valeur de z1 = 285 est inferieure a la borne inferieure de 290qui vient d’etre trouvee. On n’a donc aucun espoir de trouver en poursuivant lescalculs a la branche 1 de trouver une solution entiere meilleure que 290. Dans lecas contraire, on aurait du diviser la branche 1.
 La methode est terminee puisqu’il n’existe plus de nœud a diviser. On deter-mine la solution optimale comme etant la meilleure solution entiere trouvee. Ils’agit du point P3 suivant :
 x∗1 = 6
 x∗2 = 4
 auquel correspond une valeur optimale de l’objectif de z∗ = 290. On a ainsi, pournotre exemple, trouve et aussi prouve que la solution du nœud 3 etait la solutionoptimale du probleme en nombres entiers.
 En conclusions, il y a trois raisons de couper une branche dans l’arbre :
 1. lorsque la relaxation lineaire obtenue est non realisable (cas du nœud 4 ci-dessus),
 2. lorsque la relaxation lineaire obtenue fournit une solution entiere (cas dunœud 3 ci-dessus),
 3. lorsque la valeur de la borne superieure est inferieure a la valeur de la meil-leure solution entiere obtenue (cas du nœud 1 ci-dessus).
 Enfin terminons par la remarque generale suivante. Si la region realisable dela relaxation lineaire n’est pas bornee, il n’y a pas de garantie de convergence de lamethode de branch and bound. Pour eviter ce probleme, certaines implementationsdemandent une borne inferieure et superieure sur chaque variable. On est ainsigaranti d’un nombre fini de branches dans l’arbre.
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 6.4 Exercices
 6.1. Probleme d’affectation de lignes aeriennes. Une petite compagnie aerien-ne dispose de six avions de 150 places. Elle desire affecter sa flotte d’avionsaux deux lignes interieures ouvertes a la concurrence (les lignes OM et OT).Le nombre de passagers desirant effectuer chaque jour un parcours sur laligne OM par cette nouvelle compagnie est 500, et de 200 sur la ligne OT. Lecout marginal (frais variables tels que le carburant, les taxes d’atterrissage,etc. . . ) d’un voyage sur la ligne OM est de 4 et de 3 sur la ligne OT. Ondesire minimiser le cout d’exploitation en satisfaisant la demande.
 (a) Formuler mathematiquement le probleme de la meilleure affectation dela flotte de cette compagnie aux deux lignes ouvertes a la concurrence.
 (b) Resoudre par la methode de Branch and bound en resolvant chaque foisla relaxation lineaire de maniere purement graphique ! Choisir commevariable de branchement la variable la plus eloignee d’un entier. Encas d’egalite, choisir celle d’indice le plus faible.
 6.2. Methode de branch and bound. Soit le probleme en nombres entierssuivant :
 z∗ = max x1 + x2
 s.c.q. x1 + x2 ≥ 1,
 3x1 − x2 ≥ −3,
 x1 − 4x2 ≥ −14,
 4x1 + x2 ≤ 20,
 2x1 − x2 ≤ 7,
 x1 , x2 ≥ 0 et entiers
 Resoudre par la methode de branch and bound en resolvant les relaxationslineaires de maniere purement graphique.
 Prendre comme critere de choix de la variable de branchement, celle qui estla plus eloignee d’un entier.
 6.3. Critere de la variable la plus proche d’un entier. Resoudre le problemesuivant par la methode de branch and bound en resolvant chaque fois lesrelaxations lineaires graphiquement :
 Max x1 + x2
 Scq −2x1 + 2x2 ≥ 1
 −8x1 + 10x2 ≤ 13
 x1, x2 ∈ N.
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 On appliquera les criteres suivants dans la methode de branch and bound :
 • Le nœud a diviser sera celui qui fournit la meilleure borne sur la valeurde l’objectif.
 • La variable de division sera celle qui est la plus proche d’un entier.En cas d’egalite, on prendra celle d’indice le plus faible.
 6.4. Methode de branch and bound. Considerons le probleme en nombresentiers suivant :
 z∗PNE = max z = 5x1 + 4x2
 s.c.q.
 x1 +x2 ≤ 5, (1)
 10x1 +6x2 ≤ 45, (2)
 x1, x2 ≥ 0 et entiers
 On demande de resoudre le probleme par la methode de branch and bounden resolvant les relaxations lineaires de maniere purement graphique.
 (a) Resoudre graphiquement la relaxation lineaire initiale. Quelle est lasolution optimale du probleme lineaire ?
 (b) Representer ici par un arbre la suite de vos calculs de la methode debranch and bound. Comme critere de choix de la variable de bran-chement, prendre la premiere non entiere. Justifier ici brievement lesdifferents pas de la methode de branch and bound.
 (c) Quelle est la solution optimale du probleme en nombres entiers ?
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 7.1 Introduction
 La programmation dynamique a pour but de traiter les modeles ou une sequenceoptimale de decisions doit etre prise. Elle est largement utilisee en planification dela production pour determiner les lancements de production en cas de couts fixesde lancement de production.
 Les modeles dynamiques repondent aux caracteristiques suivantes :
 • Ils comportent une certain nombre de periode de temps qui seront notees :
 t = 1, 2, ...n
 • A chaque etape, une decision doit etre prise. On note par xt la decision prisea la periode t.
 • Chaque etape est caracterisee par un certain nombre d’etats initiaux pos-sibles. On note par st l’etat initial de la periode t.
 Par exemple, en planification de la production :
 • les etapes sont les differentes periodes de planification,
 • la decision xt prise a la periode t est le niveau de production de la periode,
 • la variable d’etat st indique le niveau initial du stock de la periode t.
 L’idee generale des procedures de resolution en programmation dynamiqueest la suivante. On part d’un sous probleme, celui de derniere etape, dont laresolution est triviale. Ensuite, et en procedant a rebours, on etend progressivementle probleme en incluant les etapes precedentes et en calculant la politique optimalea chaque etape en se basant sur la politique optimale de l’etape suivante.
 69
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 7.2 Le probleme du voyageur
 Un exemple purement fictif, tire de Hillier et Lieberman [10], va nous permettred’introduire la terminologie employee en programmation dynamique. Il s’agit duprobleme du voyageur devant traverser l’ouest americain il y a plus d’un siecle.Son point de depart et sa destination sont connus. Il effectue son voyage en quatreetapes. A chaque etape, il a le choix de se diriger vers plusieurs etats. A lafigure 7.1, on a represente chaque etat par un cercle. Son etat de depart est l’etat1 et son etat d’arrivee est l’etat 10.
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9
 10
 1
 2
 4
 3
 7
 64
 4
 4
 3
 2
 5
 1
 4
 6
 3
 3 3
 3
 4
 Figure 7.1: Probleme du voyageur.
 Le voyageur souscrit a chaque etape une police d’assurance dont le cout refletele degre d’insecurite du voyage. Ceux-ci sont indiques au dessus des arcs a lafigure 7.1. Il va donc determiner son itineraire de maniere a choisir la route la plussure en minimisant la somme des polices d’assurance pour le passage d’etat enetat.
 Remarquez d’abord que l’approche tres simple qui consiste a choisir a chaqueetape la police la moins chere ne conduit pas a une solution globalement la moinschere. En effet, en suivant cette strategie, on choisirait le chemin 1 → 2 → 6 →9 → 10 avec un cout total d’assurance de 13. Cependant en sacrifiant un peu ala premiere etape, on peut gagner aux etapes ulterieures. En effet, par exemple laroute 1 → 4 → 6 → 9 → 10 permet un cout total de 11.
 Une autre methode serait d’evaluer toutes les routes possibles. Cependant surce petit exemple, elles sont deja au nombre de 3×3×2 = 18 et lorsque le nombred’etapes et/ou le nombre d’etats croıt, cela devient vite un travail prohibitif.
 C’est ici qu’intervient la programmation dynamique qui permet de calculerla solution optimale sans faire de l’enumeration explicite.
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 7.2.1 Formulation en un probleme dynamique
 La formulation d’un probleme dynamique comporte cinq etapes :
 1. La definition des etapes. Ici les etapes sont les quatre etapes du voyage.Elles sont notees :
 t = 1, 2, ...4
 2. Le choix des variables d’etat. Dans notre exemple, st note l’etat de departde l’etape t. On peut ici donner les valeurs possibles de st a chaque etape :
 s1 = 1
 s2 ∈ {2, 3, 4}s3 ∈ {5, 6, 7}s4 ∈ {8, 9}
 3. Le choix des variables de decision. Dans notre exemple, xt note la desti-nation de l’etape t. On peut donner les valeurs possibles de xt a chaqueetape :
 x1 ∈ {2, 3, 4}x2 ∈ {5, 6, 7}x3 ∈ {8, 9}x4 = 10.
 4. L’expression des relations entre les variables. Ici, les contraintes exprimentque la destination d’une etape (xt) est le point de depart de la suivante (st+1) :
 s1 = 1
 s2 = x1
 s3 = x2
 s4 = x3
 x4 = 10
 5. L’expression de l’objectif. L’objectif est ici de minimiser le cout total duvoyage. Il peut s’ecrire :
 min z =4∑
 t=1
 ct(st, xt)
 ou ct(st, xt) est le cout a l’etape d’aller de st vers xt.
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 7.3 Procedure de resolution
 La programmation dynamique commence avec une petite portion du problemeoriginal, trouve la solution optimale pour cette portion du probleme. Ensuite onelargit progressivement le probleme, en determinant la nouvelle solution optimale apartir de la precedente. Pour le probleme du voyageur, on considere le probleme defin de voyage, lorsqu’il n’y a plus qu’une etape a faire. Pour ce probleme la solutionoptimale est evidente : le voyageur doit aller directement a sa destination, l’etat10. A l’iteration suivante, on elargit d’une unite le nombre d’etapes a effectuer.On peut ensuite deduire la strategie optimale pour la troisieme etape en fonctionde la strategie optimale pour la derniere etape.
 Fixons-nous deux notations utiles pour la procedure de resolution.
 Definition 7.1 On note par x∗t (st) la meilleure strategie a l’etape t, si on est dans
 l’etat st a l’etape t.
 Definition 7.2 On note par f ∗t (st) le cout de la meilleure strategie a l’etape t, si
 on est dans l’etat st a l’etape t.
 La programmation dynamique va determiner successivement f ∗4 (s4), f ∗
 3 (s3),f ∗
 2 (s2) et enfin f ∗1 (s1) pour chaque etat possible st a l’etape t et utiliser par exemple
 f ∗2 (s2) pour calculer f ∗
 1 (s1).
 Pour t = 4, c’est-a-dire lorsque le voyageur n’a plus qu’une etape a effectuer, sadestination finale est connue : x4 = 10. Le tableau 7.1 reprend les couts minimauxde la derniere etape ainsi que la decision optimale en fonction de s4,l’etat de depart.
 s4 x∗4 f ∗
 4 (s4)
 8 10 3
 9 10 4
 Tableau 7.1: Couts minimaux de la derniere etape
 Considerons le cas t = 3, c’est-a-dire lorsque le voyageur a encore deux etapesa effectuer. Si le voyageur est dans l’etat 5 (s3 = 5), il peut aller vers 8 ou 9 a descouts respectifs de c5,8 = 1 ou c5,9 = 4 auxquels il faut ajouter le cout additionnelde l’etape 4 donne dans la table 7.1. Il s’agit de f ∗
 4 (8) = 3 s’il va vers 8 et def ∗
 4 (9) = 4 s’il va vers 9. Le cout total minimum de 1 + 3 = 4 est obtenu s’il va
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 s3 x3 = 8 x3 = 9 x∗3 f ∗
 3 (s3)
 5 1 + 3 = 4 4 + 4 = 8 8 4
 6 6 + 3 = 9 3 + 4 = 7 9 7
 7 3 + 3 = 6 3 + 4 = 7 8 6
 Tableau 7.2: Couts minimaux de la troisieme etape.
 vers 8, donc x∗3 = 8 et f ∗
 3 (5) = 4. On procede de meme pour s3 = 6 et s3 = 7 eton obtient les valeurs donnees dans la table 7.2.
 La solution pour le probleme ou il reste trois etapes (t = 2) est obtenue demaniere similaire. Elle est illustree a la table 7.3. Les etats destination sont cettefois au nombre de trois : il s’agit de x2 = 5, x2 = 6 ou x2 = 7 tandis que les etatsde depart possibles sont s2 = 2, s2 = 3 ou s2 = 4. Pour les etats de depart 2 ou 4,la destination optimale peut etre au choix 5 ou 6 puisque le cout total est le meme.
 s2 x2 = 5 x2 = 6 x2 = 7 x∗2 f ∗
 2 (s2)
 2 7 + 4 = 11 4 + 7 = 11 6 + 6 = 12 5 ou 6 11
 3 3 + 4 = 7 2 + 7 = 9 4 + 6 = 10 5 7
 4 4 + 4 = 8 1 + 7 = 8 5 + 6 = 11 5 ou 6 8
 Tableau 7.3: Cout minimaux de la deuxieme etape.
 Enfin, pour le probleme de premiere etape (t = 1), le cout minimum de lapolice optimale est a nouveau donne en fonction de l’etat destination de l’etapecomme la somme du cout de premiere etape plus le cout minimum des etapesulterieures. On obtient les resultats de la table 7.4.
 s1 x1 = 2 x1 = 3 x1 = 4 x∗1 f ∗
 1 (s1)
 1 2 + 11 = 13 4 + 7 = 11 3 + 8 = 11 3 ou 4 11
 Tableau 7.4: Cout minimaux de la premiere etape.
 On faut maintenant identifier une politique optimale. Pour t = 1, le voyageurdoit donc se diriger initialement vers l’etat 3 ou 4. Supposons qu’il choisissex∗
 1 = 3. Pour t = 2, la strategie optimale pour s2 = 3 est x∗2 = 5 (voir tableau
 7.3), ce qui dans l’etape t = 3 conduit a l’etat s3 = 5. La strategie optimale pours3 = 5 consiste a choisir x∗
 3 = 8 (voir tableau 7.2). On se retrouve en s4 = 8 et on
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 choisit x∗4 = 10 a l’etape 4 (voir tableau 7.1). Une des routes optimales est donc
 le parcours suivant :1 → 3 → 5 → 8 → 10
 et donnant un cout total de :f ∗
 1 (1) = 11
 Cette solution est illustree au tableau 7.5.
 t 1 2 3 4
 st 1 3 5 8
 x∗t 3 5 8 10
 Tableau 7.5: Solution optimale pour le probleme du voyageur.
 7.4 Un probleme d’affectation de ressources rares
 Nous illustrons le fait que le champs d’application de la methode de resolutionest tres large sur un deuxieme exemple egalement tire de Hillier et Lieberman[10] : il s’agit du probleme de l’organisation mondiale de la sante. On supposeque l’OMS dispose de 5 equipes medicales a affecter a 3 pays pour mener abien une campagne de vaccination. L’OMS doit determiner combien d’equipesenvoyer dans chacun des trois pays de maniere a maximiser l’efficacite generalede l’affectation. La mesure de l’efficacite est donnee en terme d’annees-hommede vie supplementaire. Ces donnees sont reprises au tableau 7.6. On suppose quechaque pays doit beneficier d’au moins une equipe.
 Nombre d’equipes Pays 1 Pays 2 Pays 31 45 20 502 70 45 703 90 75 80
 Tableau 7.6: Milliers d’annees-homme supplementaires.
 7.4.1 Formulation comme un probleme dynamique
 1. Definition des etapes. Bien qu’il n’y ait pas de succession temporelle, onpeut imaginer que les trois etapes d’un processus dynamique consistent enl’affectation successive aux trois pays puisque lorsqu’une equipe est affectee
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 a un pays, elle n’est plus disponible pour les autres pays. On a donc identifieles etapes.
 2. Choix des variables d’etat. Comment identifier les etats ? Autrement dit,quelle est l’information necessaire a une etape pour pouvoir determiner lapolitique optimale ? Il s’agit simplement du nombre d’equipes medicalesqui restent disponibles. Notons st le nombre d’equipes encore disponiblesau debut de l’etape t. On peut donner les valeurs possibles de st :
 s1 = 5
 s2 ∈ {2, 3, 4}s3 ∈ {1, 2, 3}
 3. Choix des variables de decision. Notons xt le nombre d’equipes medicalesaffectees au pays t. On peut donner les valeurs possibles de xt :
 x1 ∈ {1, 2, 3}x2 ∈ {1, 2, 3}x3 ∈ {1, 2, 3}
 4. Relations entre les variables. Les relations de recurrence entre les variabless’ecrivent ici :
 s1 = 5
 s2 = s1 − x1
 s3 = s2 − x2
 En general, on peut ecrire la relation suivante :
 st+1 = st − xt.
 Il faut egalement ajouter la condition qu’au moins une equipe soit envoyeedans chaque pays :
 xt ≥ 1, ∀t = 1, 2, 3
 5. L’expression de l’objectif. L’objectif est ici de maximiser l’efficacite del’allocation. Il peut s’ecrire :
 max z =3∑
 t=1
 Bt(xt)
 ou Bt(xt) mesure le benefice de l’allocation de xt equipes medicales au payst.
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 7.4.2 Resolution par la programmation dynamique
 A l’etape t = 3, les etats possibles vont de 1 (il faut au moins une equipe pour lepays 3) jusqu’a 3 (on a au moins affecte une equipe au pays 1 et une equipe au pays2). A la derniere etape, on a interet a affecter toutes les equipes encore disponibles(voir tableau 7.7).
 s3 x∗3 f ∗
 3 (s3)
 1 1 50
 2 2 70
 3 3 80
 Tableau 7.7: Calculs de l’etape 3.
 A l’etape 2, les etats possibles vont de 2 (il faut au moins une equipe pour lepays 2 et une equipe pour le pays 3) a 4 (on a au moins attribue une equipe au pays1). A la deuxieme etape, au gain de l’etape, il faut ajouter le gain resultant pourl’etape 3 avec s3 = s2 − x2. Le detail des calculs est donne au tableau 7.8.
 s2 x2 = 1 x2 = 2 x2 = 3 x∗2 f ∗
 2 (s2)
 2 20 + 50 = 70 − − 1 70
 3 20 + 70 = 90 45 + 50 = 95 − 2 95
 4 20 + 80 = 100 45 + 70 = 115 = 75 + 50 = 125 3 125
 Tableau 7.8: Calculs de l’etape 2.
 De meme a l’etape 1, au gain de l’etape, il faut ajouter ceux des etapes suivantesavec s2 = s1 − x1. Le detail des calculs est donne au tableau 7.9.
 s1 x1 = 1 x1 = 2 x1 = 3 x∗1 f ∗
 1 (s1)
 5 45 + 125 = 170 70 + 95 = 165 90 + 70 = 160 1 170
 Tableau 7.9: Calculs de l’etape 1.
 La solution optimale est calculee ci-dessous.
 t 1 2 3st 5 4 1x∗
 t 1 3 1
 Elle donne un gain de 170 000 hommes-annees.
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 7.5 Exercices
 7.1. Ventes de livres. Un editeur de livres educatifs doit decider du nombrede vendeurs qu’il envoie dans chacune des regions du pays pour maximiserle nombre de ventes. Le tableau 7.10 donne l’augmentation du nombre deventes dans chaque region en fonction du nombre de vendeurs envoyes.
 Nombre de vendeurs Region 1 Region 2 Region 3
 1 4 3 5
 2 6 6 7
 3 9 8 12
 4 11 10 12
 Tableau 7.10: Ventes de livres
 Il y a 6 vendeurs mais il est decide d’en envoyer au mois un dans chaqueregion.
 (a) Formuler comme un probleme dynamique.
 (b) Resoudre par la programmation dynamique.
 7.2. Repartition du budget publicitaire. Une compagnie planifie sa strategiepublicitaire pour le lancement de trois nouveaux produits. Elle a un total de6 millions de dollars a sa disposition pour l’annee prochaine pour lancer lestrois nouveaux produits. On suppose que la societe investit par million entiersur chaque produit en publicite avec au minimum un million sur chaqueproduit. Le tableau 7.11 donne les estimations d’augmentation de ventespour les produits en fonction du budget publicitaire investi.
 Budget Produit 1 Produit 2 Produit 3
 1 million +7 +4 +6
 2 millions +10 +8 +9
 3 millions +14 +11 +13
 4 millions +17 +14 +15
 Tableau 7.11: Augmentation des ventes
 (a) Formulez le probleme comme un probleme de programmation dyna-mique. Pour ce faire,
 • definissez les etapes,
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 • definissez les variables d’etat,
 • definissez les variables de decision,
 • donnez la relation de recurrence entre les variables d’etat de deuxetapes successives.
 (b) Utilisez la programmation dynamique pour resoudre ce probleme.
 7.3. Determination du chemin critique par la programmation dynamique.Considerons un projet dont le graphe de la methode PERT est repris ci-dessous. Considerons le probleme de la determination du chemin critique.
 G,4
 L,7
 J,5
 B,3
 H,6
 A,5C,4
 D,2
 9
 E,3I,2
 F,1
 4
 1
 3
 6
 57
 2
 8
 9K,4
 Figure 7.2: Graphe de la methode PERT.
 On peut determiner ce chemin critique en cherchant le plus long chemin liantle debut du projet (nœud 1) a la fin du projet (nœud 9).
 (a) Formuler ce probleme comme un probleme dynamique.
 • Quelles sont les etapes ?
 • Quels sont les etats du monde a chaque etape ?
 • Quels sont les decisions a chaque etape ?
 • Quel est le lien entre les variables ?
 • Quel est l’objectif du probleme ?
 (b) Utilisez la programmation dynamique pour resoudre ce probleme.
 (c) Determiner tous les chemins critiques.
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 8.1 Introduction
 On parle de modele d’optimisation non lineaire lorsque l’on doit maximiser ouminimiser une fonction sous contraintes et que la fonction objectif, ou au moinsune contrainte est non lineaire. Dans cette partie du cours, nous allons donc nousattacher a la resolution du probleme suivant :
 max f(x)
 s.c.q.
 gi(x) ≤ 0, i = 1, . . .m
 hk(x) = 0, k = 1, . . .p
 ou f(x), gi(x), k = 1, . . .m, et hk(x), i = 1, . . .p sont des fonctions continumentdifferenciables definies sur R
 n a valeurs dans R. Il s’agit donc de la generalisationau cas non lineaire du probleme classique de la programmation lineaire :
 max cT x
 s.c.q.
 {Ax ≤ b
 x ≥ 0
 Comme exemple de fonction objectif non lineaire, on peut citer le cas d’unrendement croissant d’echelle, c’est-a-dire une contribution unitaire au profits’accroissant avec la quantite produite. Par exemple, si la marge unitaire est de laforme m1(x1) = 550 + 2x1, cela donnera un terme non lineaire dans l’objectif :
 max z = m1(x1)x1 = 550x1 + 2x21.
 Comme exemple de contrainte non lineaire, on peut citer la relation entre le flot degaz entre les nœuds i et j, note fij , et les pressions en ces points, pi et pj :
 f 2ij = C2
 ij
 (p2
 i − p2j
 ).
 79
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 8.2 Difference avec la programmation lineaire
 Les modeles non lineaires sont beaucoup plus difficiles a resoudre en general queles modeles lineaires. Nous allons souligner par quelques exemples les differencesavec la programmation lineaire.
 Tout d’abord, contrairement a la programmation lineaire, on peut avoir une so-lution optimale qui n’est pas situee en un point extreme de la region realisable.Considerons le probleme non lineaire suivant :
 min z = (x1 − 2)2 + (x2 − 2)2
 s.c.q.
 x1 + x2 ≤ 2
 x1 , x2 ≥ 0
 (8.1)
 A la figure 8.1, on a represente des courbes d’isovaleurs de la fonction objectif.Il s’agit, dans le cas present, de cercles concentriques autour du point (2,2). On a
 x1
 2
 P ∗
 x2
 2
 1
 1
 Figure 8.1: Programme non lineaire.
 interet a se situer sur la courbe (et non plus la droite) d’isovaleur de l’objectif lamoins elevee qui touche encore la region realisable. On constate que la solutionoptimale, P ∗, est situee au milieu d’une arete et non plus a un sommet dupolyedre. Ceci rend evidemment l’algorithme propose au chapitre 1 caduque pourresoudre des problemes non lineaires.
 Mais la solution ne doit meme pas etre situee sur la frontiere de la region. Ainsi,on peut avoir une solution optimale strictement interieure a la region realisable.Ceci peut etre illustre par le meme exemple ou le centre des cercles concentriquesserait un point strictement interieur a la region realisable. Considerons le probleme
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 non lineaire suivant :
 min z = (x1 − 2)2 + (x2 − 2)2
 s.c.q.
 x1 + x2 ≤ 5
 x1 , x2 ≥ 0
 (8.2)
 Cette fois-ci, la solution optimale est situee au cœur meme de la region realisable,au point (2,2) comme on peut le voir a la figure 8.2.
 x1
 2P ∗
 x2
 2
 1
 1 43 5
 4
 3
 5
 Figure 8.2: Second exemple de programme non lineaire.
 Mais la principale difficulte de la programmation non lineaire est que l’on peutavoir des optimaux locaux qui ne sont pas globaux. Illustrons ceci sur l’exemplesuivant :
 max z = 3x1 + 5x2
 s.c.q.
 x1 ≤ 4
 8x1 − x21 + 14x2 − x2
 2 ≤ 49
 x1 , x2 ≥ 0
 Pour pouvoir tracer sa representation graphique, remarquons que la deuxiemecontrainte (en completant les carres) est equivalente a :
 (x1 − 4)2 + (x2 − 7)2 ≥ 16.
 Ce qui correspond au plan moins un cercle de rayon 4 centre en (4,7). Larepresentation graphique est donnee a la figure 8.3 ou l’on peut voir que (4,3)minimum local non global !
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 4
 2
 2 4 x1
 x2
 6
 z = 3x1 + 5x2 = 35
 (4,3)
 (4,7)(0,7)
 z = 3x1 + 5x2 = 27
 z = 3x1 + 5x2 = 15
 5
 Figure 8.3: Minimum local
 C’est la une des plus grandes difficultes des problemes non convexes : onpeut avoir des optimaux locaux qui ne sont pas globaux. Remarquez que leprobleme peut egalement se produire si la fonction objectif que l’on minimise estnon convexe. Prenons l’exemple illustre a la figure 8.4 de la minimisation de lafonction concave y = −x2 sur l’intervalle [−1, 2]. Au point x = −1, on a unminimum qui n’est pas global.
 2
 -4
 x
 y
 -1
 -1
 Figure 8.4: Minimum local non global
 La determination de tous les optimaux locaux est un probleme tres delicat engeneral. En effet, lorsqu’un optimum local est atteint, dans quelle direction faut-ilcontinuer la recherche ? Cependant, il existe une classe de problemes pour lesquelsce probleme ne se produit pas dans le sens que tous les optimums locaux sontdes optimum globaux. Il s’agit des problemes convexes.
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 8.3 Les problemes convexes
 Definition 8.1 L’ensemble S ⊂ Rn est convexe, si et seulement si quels que soient
 les deux points P et Q pris dans l’ensemble S, tout le segment [P, Q] est contenudans l’ensemble S.
 Ce cas est illustre a la figure 8.5. Ces ensembles n’ont pas de partie rentrante a la
 P
 Q P
 Q
 Figure 8.5: Ensembles convexes.
 difference des ensembles non convexes illustres a la figure 8.6.
 PQ
 P
 Q
 Figure 8.6: Ensembles non convexes.
 Definition 8.2 Une fonction f est convexe si l’ensemble des points situes au dessusde son graphe, encore appele epigraphe :
 S = {(x, y) ∈ Rn × R|y ≥ f(x)} .
 est un ensemble convexe.
 Ceci est illustre a la figure 8.7 pour l’exemple de la fonction x2 ou l’on voit quel’epigraphe est bien un ensemble convexe. La definition de fonction convexe seramene donc a celle d’ensemble convexe. Remarquez egalement que la definition
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 x
 y
 f(x)
 Figure 8.7: Exemple de fonction convexe
 classique pour les fonctions de R dans R, a savoir que la corde est toujours situeeau dessus du graphe se deduit directement du fait que l’epigraphe constitue unensemble convexe.
 Definition 8.3 Une fonction f est concave si la fonction −f est convexe.
 Un exemple de fonction concave est illustree a la figure 8.8.
 x
 y
 f(x)
 Figure 8.8: Exemple de fonction concave
 Maintenant que nous avons defini les notions d’ensemble convexe et de fonctionconvexe, nous pouvons definir la notion de probleme convexe :
 Definition 8.4 Un probleme d’optimisation est dit convexe s’il s’agit de la mi-nimisation d’une fonction convexe sur une region realisable convexe, soit de lamaximisation d’une fonction concave sur une region realisable convexe.
 Comme exemple de problemes convexes, on peut donc citer les problemesavec deseconomie d’echelle puisqu’il s’agit de la maximisation d’une fonctionconcave. Et comme exemple de problemes non convexes, on peut citer lesproblemes avec economie d’echelle puisqu’il s’agit de problemes de maximisationd’une fonction convexe.
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 8.4 Conditions de Kuhn et Tucker
 Nous considerons le probleme de minimisation sous contraintes suivant :
 min f(x)
 s.c.q.
 hi(x) = 0, i = 1, 2, . . .m
 gk(x) ≤ 0, k = 1, 2, p
 (8.3)
 ou f(x), hi(x), i = 1, 2, . . .m et gk(x), k = 1, 2, . . .p sont des fonctions de Rn
 dans R.
 Pour ecrire les conditions d’optimalite, on a besoin de calculer les deriveespartielles. Rappelons cette notion pour une fonction de R
 n dans R.
 Definition 8.5 La derivee partielle de f par rapport a xj , notee∂f
 ∂xj
 , est obtenue
 en derivant f en considerant les autres variables comme des constantes.
 Illustrons ceci sur l’exemple suivant :
 f(x) = 2x21 + 2x1x2 + x2
 2 − 10x1 − 10x2
 Les derivees partielles se calculent ainsi :
 ∂f
 ∂x1
 = 4x1 + 2x2 − 10∂f
 ∂x2
 = 2x1 + 2x2 − 10
 Pour ecrire les conditions d’optimalite, on doit definir le Lagrangien.
 Definition 8.6 La fonction de Lagrange est obtenue en multipliant le membre degauche de chaque contrainte d’egalite par un multiplicateur λi, le membre degauche de chaque contrainte d’inegalite par son multiplicateur µk et en addition-nant le tout a la fonction objectif :
 L(x) = f(x) +m∑
 i=1
 λihi(x) +p∑
 k=1
 µkgk(x)
 On peut alors ecrire les tres importantes conditions necessaires suivantes :
 Theoreme 8.1 Conditions de Kuhn-Tucker. Soit x∗ un minimum local pour leprobleme
 min f(x)s.c.q. h(x) = 0, g(x) ≤ 0
 (8.4)

Page 86
                        

86 Chapitre 8. Les modeles non lineaires
 et supposons x∗ regulier pour les contraintes. Alors il existe des multiplicateursλ ∈ Rm et µ ∈ Rp avec µ ≥ 0 tels que
 ∂L(x∗)
 ∂xj
 = 0, ∀i = 1, . . .n (8.5)
 µkgk(x∗) = 0, ∀k = 1, . . .p (8.6)
 µk ≥ 0, ∀k = 1, . . .p (8.7)
 Remarquez qu’en ecrivant le Lagrangien a la place de la fonction objectif, onpasse d’un probleme d’optimisation sous contraintes a un probleme d’optimisationsans contrainte. Les conditions d’optimalite pour une fonction definie sur R
 n sontl’annulation de ses derivees partielles. On remarque que les conditions (8.5) ne sontrien d’autre que l’annulation des derivees partielles du Lagrangien. Les conditions(8.6) sont les conditions de complementarite disant que si une contrainte n’est pasactive, son multiplicateur doit etre nul. Remarquez aussi que les contraintes (8.6)peuvent s’interpreter en disant que : L(x∗) = f(x∗).
 A titre d’illustration, considerons l’exemple suivant :
 max z = −2x21 − 2x1x2 − x2
 2 + 10x1 + 10x2
 s.c.q.
 {x2
 1 + x22 ≤ 5
 3x1 + x2 ≤ 6
 Il se recrit sous la forme (8.3) de la maniere suivante :
 min f(x) = 2x21 + 2x1x2 + x2
 2 − 10x1 − 10x2
 s.c.q.
 {g1(x) = x2
 1 + x22 − 5 ≤ 0
 g2(x) = 3x1 + x2 − 6 ≤ 0
 Les conditions de Kuhn et Tucker s’ecrivent ici simplement :
 ∂L(x∗)
 ∂x1
 = 4x1 + 2x2 − 10 + 2µ1x1 + 3µ2 = 0
 ∂L(x∗)
 ∂x2
 = 2x1 + 2x2 − 10 + 2µ1x2 + µ2 = 0
 µ1g1(x∗) = µ1(x
 21 + x2
 2 − 5) = 0
 µ2g2(x∗) = µ2(3x1 + x2 − 6) = 0
 µ1 ≥ 0
 µ2 ≥ 0
 Proposition 8.1 Si le probleme est un probleme convexe, les conditions necessai-res sont aussi suffisantes pour montrer que l’on est a l’optimum.
 Nous presenterons au chapitre 9 quelques algorithmes de resolution.
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 8.5 Exercices
 8.1. Conditions de Kuhn et Tucker. On considere la maximisation de la fonction14x − x2 + 6y − y2 + 7 sous les contraintes x + y ≤ 2 et x + 2y ≤ 3.
 (a) Ecrire les conditions necessaires d’optimalite de Kuhn et Tucker.
 (b) Determiner graphiquement la solution optimale.
 (c) Verifiez que cette solution satisfait les conditions de Kuhn et Tucker.
 8.2. Minimisation des risques. Un epargnant dispose de 100 euro a investir enbourse. Son portefeuille d’actions peut comporter trois titres dont on veutdeterminer les parts optimales x, y et z. Les rendements rX , rY et rZ de cestrois titres sont des variables aleatoires. On suppose connues leurs moyennesrespectives : 30%, 20% et 8 %. Le risque V (x, y, z) est mesure a partir dela matrice de variance-covariance des rendements des trois titres :
 V (x, y, z) = (x, y, z)
 3 1 −0.5
 1 2 −0.4−0.5 −0.4 1
 x
 yz
 On veut minimiser le risque V (x, y, z) tout en s’imposant un rendementespere du portefeuille au moins egal a 12 %.
 (a) Ecrire le programme quadratique correspondant.
 (b) Ecrire les conditions de Kuhn et Tucker pour ce probleme et verifier sila solution
 x = 20, 091
 y = 16, 712
 z = 32, 877
 les satisfait.
 8.3. Conditions d’optimalite pour un probleme non lineaire. Considerons leprobleme non lineaire suivant :
 max f(x) = 10x1 − 2x21 − x3
 1 + 8x2 − x22
 scq x1 + x2 ≤ 2
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 (a) Recrire le probleme de maniere a le mettre sous la forme des conditionsdu theoreme de Kuhn et Tucker.

Page 88
                        

88 Chapitre 8. Les modeles non lineaires
 (b) Ecrire le Lagrangien correspondant a ce probleme equivalent.
 (c) Ecrire les conditions necessaires d’optimalite de Kuhn et Tucker.
 (d) Utiliser les conditions de Kuhn-Tucker pour demontrer que (x1, x2) =(1, 1) n’est pas un point optimum.
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Chapitre 9
 Resolution des problemes non lineaires
 9.1 Introduction
 Au chapitre 8, nous avons introduit la notion de modele non lineaire. En general,il s’agit de resoudre le probleme suivant :
 max f(x)
 s.c.q.
 gi(x) ≤ 0, i = 1, . . .m
 hk(x) = 0, k = 1, . . .p
 ou au moins une des fonctions est non lineaire. Nous avons egalement vu lesconditions de Kuhn et Tucker qui sont necessairement verifiees a l’optimumd’un tel probleme.
 Nous allons maintenant voir deux cas particuliers de problemes non lineairesqui peuvent etre resolus par recours iteratifs a la programmation lineaire. Il s’agitrespectivement :
 • Des problemes separables qui ne comportent que des fonctions non line-aires d’une seule variable. Comme nous allons le voir a la section 9.2, cesproblemes peuvent etre resolus en considerant une suite d’approximationslineaires par morceaux des fonctions non lineaires d’une seule variable.
 • Des problemes a contraintes lineaires. Comme nous allons le voir a lasection 9.3, ces problemes peuvent etre resolus par la methode de Franck-Wolfe qui considere une suite d’approximations lineaires de la fonctionobjectif non lineaire.
 89
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 9.2 Programmation separable
 Comme indique dans l’introduction, il existe une classe particuliere de problemesqui peuvent se resoudre par utilisations repetees de l’algorithme du Simplexe. Cesont les programmes separables.
 Definition 9.1 Une fonction est separable si elle peut etre exprimee comme lasomme de fonctions d’une seule variable :
 f(x) =n∑
 j=1
 fj(xj)
 Par exemple, la fonction suivante est separable :
 x21 + 2x2 + ex3
 ,
 puisque somme de fonctions d’une seule variable alors que la fonction suivante :
 x1x2 +1
 1 + x1
 + x3
 est non separable a cause du terme x1x2.
 Un exemple pratique, deja cite au chapitre 8, d’application de la programmationseparable est la relation entre le flot de gaz entre les nœuds i et j, note fij , et lespressions en ces points, notees pi et pj :
 f 2ij = C2
 ij
 (p2
 i − p2j
 )ou Cij est un parametre constant dependant de la longueur et du diametre dugazoduc.
 Les modeles separables peuvent etre resolus par une suite d’approximationslineaires par morceaux. Plus precisement, on effectuera de la maniere suivant.
 Algorithme 9.1 Algorithme de resolution des problemes separables.
 1. Chaque fonction non lineaire d’une seule variable est remplacee par uneapproximation lineaire par morceaux.
 2. Le probleme approxime est alors resolu par une version specialisee del’algorithme du Simplexe traitant les problemes lineaires par morceaux.
 3. Enfin, si la solution ainsi obtenue s’ecarte trop des relations non lineairesoriginales, on raffine la discretisation autour de la solution optimale duprobleme approxime et on itere.
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 Voyons ceci sur un exemple. Supposons que l’on ait a resoudre le problemeconvexe suivant :
 min x21 − 4x1 − 2x2
 scq
 x1 + x2 ≤ 42x1 + x2 ≤ 5
 −x1 + 4x2 ≥ 2x1, x2 ≥ 0
 (9.1)
 Il s’agit bien d’un probleme convexe car on minimise x21 qui est une fonction
 convexe. La premiere chose a faire est de se donner une borne inferieure et uneborne superieure a la valeur que pourra prendre la variable non lineaire. Supposonsici que 0 ≤ x1 ≤ 2, 5. On choisit alors un ensemble de valeurs de x1 ou la fonctionest evaluee. Ici, ce sont les points 0, 1, 2 et 2,5. On calcule la valeur de la fonctionen ces points. Ceci est fait ci-dessous :
 Point O x1 = 0 y = x21 = 0
 Point A x1 = 1 y = x21 = 1
 Point B x1 = 2 y = x21 = 4
 Point C x1 = 2, 5 y = x21 = 6, 25
 On obtient les points O, A, B et C a la figure 9.1.
 On construit alors une approximation lineaire par morceaux de la fonction enreliant par des segments de droite les points d’evaluation de la fonction. On obtientla courbe lineaire par morceaux indiquee par OABC a la figure 9.1.
 Nous allons maintenant voir comment resoudre le probleme lineaire par mor-ceaux. En effet, l’algorithme du Simplexe ne peut traiter directement ce genrede probleme. Afin de resoudre le probleme lineaire par morceaux au moyen del’algorithme du Simplexe, nous allons avoir recours a la notion d’epigraphe. Eneffet, lorsque le probleme est convexe, on peut remplacer la fonction lineaire parmorceaux liant x1 et y par son epigraphe comme fait a la figure 9.1. On peutverifier que l’epigraphe correspond aux trois inegalites suivantes :
 y ≥ x1 (1)y ≥ 3x1 − 2 (2)y ≥ 4, 5x1 − 5 (3)
 Ce qui peut encore s’ecrire comme suit :
 x1 − y ≤ 0
 3x1 − y ≤ 2
 4, 5x1 − y ≤ 5
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 x
 y = x2
 O
 B
 C
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 1 2
 A
 (1)
 (2)
 (3)
 Figure 9.1: Approximation par une fonction lineaire par morceaux
 Il suffit alors de minimiser y. En effet, en minimisant y avec la contrainte que(x1, y) appartienne a l’epigraphe, on se retrouvera donc bien sur la limite inferieurede l’epigraphe, donc sur la la courbe lineaire par morceaux indiquee par OABC ala figure 9.1. Le probleme original est donc remplace par le suivant :
 min y − 4x1 − 2x2
 scq
 x1 +x2 ≤ 42x1 +x2 ≤ 5−x1 +4x2 ≥ 2
 x1 −y ≤ 03x1 −y ≤ 2
 4, 5x1 −y ≤ 5x1, x2 ≥ 0
 En resolvant le probleme approxime, on introduit une erreur par rapport lavraie fonction. Ainsi pour x1 = 1, 5, la fonction vraie x2
 1 vaut 2, 25 alors que sonapproximation lineaire par morceaux fournit comme valeur 2, 5. D’ou la necessitede raffiner la discretisation et d’iterer.
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 9.3 La methode de Franck-Wolfe
 Nous allons voir un type particulier d’algorithme qui permet de resoudre lesproblemes d’optimisation non lineaires convexes. Il est du type sequence d’ap-proximations lineaires. Il s’agit de l’algorithme de Franck-Wolfe.
 Son principe est particulierement simple dans le cas de problemes avec con-traintes lineaires. En effet, cette procedure combine des approximations lineairesde l’objectif pour trouver la direction de recherche avec une recherche unidimen-sionnelle pour trouver le pas suivant cette direction.
 L’idee de la methode est la suivante. Il s’agit d’un algorithme d’approxima-tions lineaires successives. Appliquons cette idee au probleme suivant dont lescontraintes sont purement lineaires :
 max f(x) = 5x1 − x21 + 8x2 − 2x2
 2
 s.c.q.
 3x1 + 2x2 ≤ 6
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 En effet, c’est le type de probleme que nous allons rencontrer pour la resolutiondu probleme d’affectation du trafic.
 Une iteration de la methode comporte les etapes suivantes :
 a) Calcul de la direction. On calcule la direction de recherche en resolvant unprobleme lineaire obtenu en remplacant la fonction objectif par son approxi-mation lineaire (points 1 et 2 ci-dessous).
 b) Calcul du pas. On calcule le pas a faire dans la direction en minimisant lafonction f(x) le long de la direction determinee en a) (points 3 et 4 ci-dessous).
 Nous partons du point initial x0 = (0, 0).
 Iteration 1 :
 1. Comme seul l’objectif est non lineaire, on va remplacer f(x) par son ap-proximation de Taylor limitee a l’ordre 1 :
 f(x) ∼ f(0, 0) +∂f
 ∂x1
 (0, 0)(x1 − 0) +∂f
 ∂x2
 (0, 0)(x2 − 0)
 Evaluons le gradient en x0 = (0, 0) :
 ∂f
 ∂x1
 = 5 − 2(0) = 5∂f
 ∂x2
 = 8 − 4(0) = 8
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 D’ou l’approximation lineaire de la fonction en (0,0) :
 g(x) = 5x1 + 8x2
 2. On peut donc resoudre le probleme lineaire :
 max g(x) = 5 x1 + 8 x2
 s.c.q.
 3x1 + 2x2 ≤ 6
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 par l’algorithme du Simplexe en general. Comme il n’y a que deux variables,ceci est fait graphiquement a la figure 9.2. La solution optimale est le point
 x1
 x2
 1 2
 3
 2
 1
 P1
 P2
 P0
 z = 5x1 + 8x2
 Figure 9.2: Methode de Franck-Wolfe : iteration 1
 x1LP = (0, 3).
 3. Comme, plus on s’eloigne du point de depart x0, plus l’approximationlineaire g(x) s’eloigne de la fonction f(x), on a probablement ete trop loinen allant jusqu’au point x1
 LP . Cependant, en se dirigeant dans la directionde x1
 LP , au debut du mois, on pourra reduire f(x). On va determiner le pasdans la direction :
 x1 = x0 + α(x1LP − x0)(
 x1
 x2
 )=
 (00
 )+ α
 (0 − 03 − 0
 )=
 (03α
 )
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 avec α ∈ [0, 1] qui minimise cette fois la vraie fonction :
 h(α) = f(x0 + α(x1LP − x0)).
 On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle :
 max h(α) = 24α − 18α2
 dont le maximum est obtenu en annulant la derivee : α = 2/3. D’ou
 x1 = (0, 0) + 2/3 [(0, 3) − (0, 0)] = (0, 2)
 Iteration 2 :
 1. Evaluation du gradient en x1 = (0, 2) :
 ∂f
 ∂x1
 = 5 − 2(0) = 5
 ∂f
 ∂x2
 = 8 − 4(2) = 0
 2. Resoudre le probleme lineaire :
 max z = 5 x1 + 0 x2
 s.c.q.
 3x1 + 2x2 ≤ 6
 x1 ≥ 0
 x2 ≥ 0
 Ceci est fait a la figure 9.3. La solution optimale est x2LP = (2, 0).
 3. Recherche unidimensionnelle :
 x2 = x1 + α(xLP − x1)(x1
 x2
 )=
 (02
 )+ α
 (2 − 00 − 2
 )=
 (2α
 2 − 2α
 )
 On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle :
 max h(α) = 8 + 10α − 12α2
 qui est maximum pour α = 5/12 d’ou :
 x2 = (0, 2) + 5/12 [(2, 0) − (0, 2)] = (5/6, 7/6)
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 x1
 x2
 1 2
 3
 2
 1
 P1
 P2
 P0
 z = 5x1
 Figure 9.3: Methode de Franck-Wolfe : iteration 2.
 On peut resumer l’algorithme de Franck-Wolfe comme suit.
 Algorithme 9.2 Algorithme de Franck-Wolfe.
 1. Initialisation. Soit x0 une solution initiale realisable. Posons k = 1.
 2. Iteration k. Pour j = 1, 2, ...n, evaluer
 cj =∂f(xk−1)
 ∂xj
 3. Calcul de la direction. Trouver, par application de l’algorithme du Sim-plexe, xk
 LP la solution optimale du probleme lineaire suivant :
 max g(x) =n∑
 j=1
 cjxj
 scq
 {Ax ≤ bx ≥ 0
 4. Calcul du pas. Trouvez αk la solution optimale de
 max f[xk−1 + α(xk
 LP − xk−1)]
 scq 0 ≤ α ≤ 1
 et mettrexk = xk−1 + αk(x
 kLP − xk−1)
 5. Critere d’arret. Si xk−1 et xk sont suffisamment proches, stop. Sinon retouren 2.
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 9.4 Exercices
 9.1. Programmation separable. Resoudre le probleme non lineaire separablesuivant en appliquant la technique d’approximations lineaires par morceaux :
 Min x21 − 4x1 − 2x2
 Scq
 x1 + x2 ≤ 42x1 + x2 ≤ 5
 −x1 + 4x2 ≥ 2x1, x2 ≥ 0
 9.2. Methode de Franck-Wolfe. Faire la troisieme iteration de la methode deFranck-Wolfe pour l’exemple traite a la section 9.3.
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                                L intellection des indivisibles et l appréhension des …300-301. Voir Pierre AUBENQUE, « La pensée du simple dans la Métaphysique (Z, 17 et 0, 10) », dans Étu des sur la «

                            

                                                    
                                Reconnaisseurs Planpageperso.lif.univ-mrs.fr/~alexis.nasr/Ens/ISN/intro_thl.pdf · Langages Grammaires Reconnaisseurs Le paysage syntaxique Les symboles sont des ´el´ements indivisibles

                            

                                                    
                                LES ONDES - UNIGEdpnc.unige.ch/ams/leluc/pgb/pdf/pgb0506_11.pdf · LES ONDES Le transport de l’energie et de la quantit´ e de mouvement se fait uniquement´ par 2 mecanismes fondamentaux

                            

                                                    
                                Recherche Op erationnelle et Optimisation Combinatoirefouilhoux/documents/MAOA_cahier_d_exo.pdf · Cahier d’exercices ... 28 unit es de vitamine C et 32 unit es de vitamine D. Deux

                            

                                                    
                                Cours de Recherche Op´erationnelle IUT d’Orsaynicolas.thiery.name/Enseignement/IUT/TQG-RO/RechercheOp... · Exercice. On veut construire ... • Recherche exhaustive structur´ee,

                            

                                                    
                                Introduction `a la Gestion des Risques - ORGANISATION MSI · Introduction `a la Gestion des Risques Cours ENSAI de 3`eme ann´ee Thierry RONCALLI Groupe de Recherche Op´erationnelle

                            

                                                    
                                NATURE DE LA GRAVITATION...Mines Physique 2 MP 2015 — Énoncé 4/8 II.A. — Gravitation newtonienne, mati`ere noire Depuis plus de 50 ans les astrophysiciens comparent la quantit´e

                            

                                                    
                                LES POLITIQUES URBAINES ET LE DROIT À LA VILLE Débat ...€¦ · principes universels et indivisibles de la « Déclaration universelle des droits de l’Homme de 1948 et pour y

                            

                                                    
                                L'atome De Démocrite à IBM !. Démocrite - 400 av J.C La matière est constituée de petites particules indivisibles: L’atome: plus petite partie de la matière

                            

                                                    
                                THESE` - Sophia · quelconques dans un grand syst`eme devrait ˆetre r ´ealis ´ee avec la moindre quantit ´e de mesure et une coop´eration limit ´ee entre les pairs

                            

                                                    
                                LE DROIT À L’ALIMENTATION · 2015-11-19 · la promotion de tous les droits humains, les considérant totalement indissociables et indivisibles. Il met tout particulièrement l’accent

                            

                                                    
                                Cours 6 La quantit e optimale de monnaie - CREST

                            

                                                    
                                COURS 2 : LA DEMANDE DU CONSOMMATEURkant/Ens/L3/EcoTIC/EcoTIC_Cours2.pdf · Elle indique la quantit e optimale du bien que le consommateur a l’intention d’acheter en fonction

                            

                                                    
                                Le coca cola traditionnel. Le sucre LE SUCRE n On a observ é que le coca traditionnel contenait une forte quantit é de sucre. n Nous allons nous int

                            

                                                    
                                OPTIQUE ONDULATOIRE — INTERFERENCEdpnc.unige.ch/ams/leluc/pgb/pdf/pgb0506_25a.pdfdeposant une couche mince et transparente sur la surface du verre, on peut´ reduire la quantit´

                            

                                                    
                                Chapitre 1 : Introductionborne/Docs/DAI_RO_Chap1.pdf · 2012. 12. 6. · Chapitre 1 : Introduction - La Recherche Op erationnelle : Qu’est-ce que c’est? 4/21. D’ou vient la

                            

                                                    
                                La formule «FIT» (Fréquence, Intensité et Temps) Figure 1 · Certes, les bénéﬁces de santé, de bien-être et de condition physique augmentent avec votre quantit ... • Résistance

                            

                                                    
                                43 RUE DU COLONEL PIERRE AVIA - Aroma-Zone · huileux ou un démaquillant water-proof (jamais d'eau) En cas* d'ab-sorption d une quantit e importante par un enfant ou un adulte, contac

                            

                                                    
                                PROGRAMME Pré-saison 2017 · SKF Roulements net SOPPEC Accessoires net 10% TILLOTSON Membranes, kits membranes net VARTA Batteries Prix par quantit 

                            

                                                    
                                Synthèse (SCP4010). Modèle atomique Matière est discontinue Formée d'atomes indivisibles Leucippe et Démocrite (il y a 2400) Matière est continue Pas

                            

                                                    
                                Mod elisation avec MOSEL - pageperso.lif.univ-mrs.frpageperso.lif.univ-mrs.fr/~pierre.bonami/MASS/Mosel.pdf · Recherche Op erationnelle: Mod elisation avec MOSEL Pierre Bonami [email protected]
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