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INTRODUCTION
 La mecanique des milieux continus est l’etude du comportement de solidesdeformables soumis a des sollicitations exterieures. Cette discipline scienti-fique est relativement ancienne, et a permis la realisation d’ouvrages impor-tants pour notre vie de tous les jours. Les exemples les plus impressionnantsse trouvent dans le domaine du genie civil. En effet, pour fabriquer des ou-vrages d’art tels que les viaducs et les ponts, il fallait tout d’abord etudierleur resistance mecanique. Ces ouvrages devaient tout d’abord resister a unesollicitation volumique liee a leur propre poids. Ensuite, ils devaient resistera differentes sollicitations telles que le vent, le poids des vehicules ou desobjets qui les traversent, . . . .
 Fig. 1 – Vue d’ensemble du viaduc du Viaur
 La figure 1 illustre la construction d’un viaduc permettant au chemin de ferd’enjamber le Viaur a l’endroit ou il separe les departements du Tarn et del’Aveyron. La figure 2 illustre les etapes de construction de ce viaduc. Il estevident que le cahier des charges d’une telle construction ne comporte pasuniquement des criteres mecaniques. Par exemple, la tenue a la corrosion est
 9

Page 10
                        

Fig. 2 – Construction du viaduc du Viaur
 un facteur important. Toutefois, nous nous limitons dans ce document auxaspects mecaniques.
 Dans le premier chapitre, nous introduisons la cinematique des milieux conti-nus deformables, qui sert a decrire mathematiquement leur transformationsous l’effet d’une sollicitation mecanique. Ensuite, les chapitres deux et troissont consacres a la definition des tenseurs de deformation et de contrainte.Ces tenseurs sont a la base de toute analyse mecanique des milieux continusdeformables. Ils sont relies entre eux par une ”loi de comportement”, qui ca-racterise les proprietes du ou des materiaux constituant le milieu etudie. Lescas traites dans l’industrie permettent tres souvent de se placer dans l’hy-pothese d’une loi de comportement elastique lineaire du materiau. L’objectifdu chapitre quatre est donc de donner un apercu relativement general de cetype de loi de comportement.
 Les chapitres cinq et six donnent les methodes les plus couramment employeespour resoudre des problemes de mecanique des milieux continus, dans l’hy-pothese d’un comportement elastique lineaire du materiau. Les methodes
 10
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semi-inverses (chapitre cinq) permettent de determiner la solution exactedans quelques cas simples, tandis que les methodes energetiques (chapitresix) permettent plus souvent de l’encadrer en termes d’energie.
 Le dernier chapitre de ce document est une application de la mecanique desmilieux continus au cas des milieux curvilignes (les poutres). Dans ce cas,l’ensemble des notions introduites peut etre applique pour mettre en placeune strategie de resolution de ce type de probleme.
 Le lecteur pourra eventuellement se familiariser avec le calcul tensoriel, lar-gement utilise en mecanique, a l’aide des annexes et de de [2, 4, 6, 7, 9]. Ilpourra egalement approfondir les notions et les methodes introduites dans cedocument a l’aide de [8] (autre presentation de ces notions et methodes), de[5] (aspects thermodynamiques de la mecanique et autres lois de comporte-ment), et meme de [1, 3] (generalisation des milieux continus : les milieux deCosserat ou milieux ”micro-poreux”).
 11
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Chapitre 1
 CINEMATIQUE
 1.1 Equilibre et continuite
 1.1.1 Equilibre d’un solide
 Fig. 1.1 – Equilibre d’un solide
 Tout solide dont on etudiera les efforts internes et les deformations seraconsidere en equilibre sous l’action des forces qui lui sont appliquees (fi-gure 1.1). Les reactions des appuis font equilibre aux charges directementappliquees. Ceci se traduit par des equations generales d’equilibre du corps.Si le nombre d’equations est suffisant pour determiner les reactions, la struc-
 13
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ture est dite isostatique. Sinon, il est necessaire de faire appel a d’autresrelations, et la structure est dite hyperstatique.
 1.1.2 Continuite de la matiere
 F
 F
 F
 F
 F
 1
 2
 3
 4
 5
 Fig. 1.2 – Continuite de la matiere
 Toutes les charges appliquees (y compris les reactions aux appuis et le poidspropre) provoquent des forces internes qui sollicitent la matiere du corpsconsidere. La continuite de la matiere implique que les efforts internes quis’exercent de part et d’autre d’une section quelconque s’equilibrent (figure1.2). Les efforts internes d’un cote de cette section font equilibre a toute lesforces exterieures appliquees depuis cette section jusqu’a l’extremite du corpsconsidere.
 La continuite de la matiere suppose que l’on se place d’un point de vue suffi-samment macroscopique pour etudier son comportement. En effet, a l’echelleatomique par exemple, la matiere n’est plus continue. Elle est constitueed’atomes dont la masse est essentiellement concentree sur le noyau. Le faitde se placer d’un point de vue macroscopique permet en outre de definirdans le materiau une masse volumique ρ qui, integree sur l’ensemble de sonvolume, fournit la masse totale du solide.
 14
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1.2 Transformation d’un solide
 1.2.1 Configurations
 a
 a
 a
 1
 2
 3
 C0
 C(t)
 Fig. 1.3 – Configurations initiale et actuelle d’un solide
 Lorsqu’un solide continu se deforme au cours du temps, il adopte une seriede configurations C(t), et le fait de representer une grandeur dans l’uneou l’autre de ces configurations change parfois sa valeur, et souvent sa vi-tesse de variation (notion de derivee convective). Pour simplifier, nous neconsidererons ici que la configuration initiale C0 et la configuration couranteC(t) d’un solide (des configurations intermediaires sont parfois utilisees enmecanique, telles que la configuration ”relachee” en elasto-plasticite). La fi-gure 1.3 schematise ces configurations.
 La configuration utilisee pour representer des grandeurs (forces,deplacements, ...) definit le type d’analyse realisee. Si toutes les gran-deurs sont representees dans C0, le type d’analyse est dit lagrangien.Inversement, si toutes les grandeurs sont representees dans C(t), le typed’analyse est dit eulerien. Souvent, par abus de langage, on parle deconfigurations lagrangienne ou eulerienne.
 Il convient de bien distinguer les notions de configuration et de repere. Dans lafigure 1.3, le repere (−→a 1,
 −→a 2,−→a 3) est fixe. Toutes les grandeurs mentionnees
 dans ce texte peuvent etre exprimees dans ce repere. Par exemple, si P0
 et P sont les positions d’un meme point materiel respectivement a t = 0(configuration C0) et a l’instant t courant (configuration C(t)) , on notera :
 −−→OP0 =
 −→X = Xi
 −→a i (1.1)
 15
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−→OP = −→x = xi
 −→a i (1.2)
 1.2.2 Description lagrangienne
 C(t)a
 a
 a
 1
 2
 3
 C0
 x
 X
 U
 Fig. 1.4 – Description lagrangienne d’une transformation
 Dans une analyse lagrangienne (figure 1.4), on decrit la transformation dusolide a l’aide des coordonnees de chaque point −→x . Ces coordonnees seront
 evidemment fonction du temps t, et de la position initiale du point−→X . Ceci
 s’ecrit sous la forme :
 −→x =−→Φ(−→X, t) avec
 −→Φ(−→X, 0) =
 −→X (1.3)
 ou−→Φ est une fonction vectorielle. Pour assurer la continuite du solide en
 cours de transformation, cette fonction doit etre bijective (existence d’unetransformation inverse), et de classe C1 par rapport aux variables d’espaceet de temps. Elle permet de definir le vecteur deplacement d’un point dusolide au cours de la transformation. Entre l’instant initial t = 0 et l’instantcourant t, le vecteur deplacement
 −→U d’un point de position initiale
 −→X est
 donne par :
 −→U (−→X, t) =
 −→Φ(−→X, t)−−→Φ(
 −→X, 0) =
 −→Φ(−→X, t)−−→X (1.4)
 En description lagrangienne, X1, X2, X3 et t sont appelees variables de La-grange, tandis que x1, x2 et x3 sont appelees inconnues de Lagrange.
 16
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Trajectoire
 Lorsque l’on suit un point du milieu au cours du temps, celui-ci decrit unecourbe de l’espace parametree par t, appelee trajectoire. A l’aide de cettetrajectoire, on peut definir la vitesse d’un point a l’instant t. Le point est
 caracterise par sa position−→X dans la configuration initiale C0, et sa vitesse
 courante−→V est donnee par la relation :
 −→V (−→X, t) =
 d−→xdt
 =∂−→Φ
 ∂t(−→X, t) =
 ∂−→U
 ∂t(−→X, t) (1.5)
 Lignes d’emission
 Fig. 1.5 – Emission de traceurs autour d’une maquette du Concorde
 Lorsque l’on marque toutes les particules passant par un point P a l’instantt0, les positions de ces particules a tout instant ulterieur t decrivent les lignesd’emission du point P . En aerodynamique, ces lignes d’emission sont obte-nues en utilisant des traceurs pour suivre les ecoulements autour de l’objet sedeplacant (figure 1.5). Elles peuvent egalement etre produites par un obstaclefixe sur un fluide en mouvement (figure 1.6).
 17
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Fig. 1.6 – Trace produite sur la mer par un cargo echoue
 1.2.3 Description eulerienne
 C(t)a
 a
 a
 1
 2
 3
 C0
 x
 X
 v
 Fig. 1.7 – Description eulerienne d’une transformation
 Dans une analyse eulerienne (figure 1.7), on decrit la transformation du solidea l’aide de la vitesse courante −→v de chaque point −→x de la configuration C(t).Cette vitesse −→v est donc ici une fonction de la position courante −→x et dutemps t.
 x1, x2, x3 et t sont appelees variables d’Euler, tandis que les composantes v1,v2 et v3 du vecteur vitesse −→v sont appelees inconnues d’Euler.
 18
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obtention des trajectoires
 La vitesse eulerienne −→v permet de retrouver la fonction−→Φ de la description
 lagrangienne, et donc les trajectoires des points materiels, par integration aucours du temps du systeme differentiel :
 d−→x = −→v (−→x , t)dt−→x =
 −→X a t = 0
 (1.6)
 Toutefois, cette integration en temps s’avere souvent delicate car il fautconstamment actualiser la configuration du systeme. En effet, la vitesseeulerienne −→v d’un point materiel depend de sa position courante −→x , elle-meme fonction de sa position initiale et du temps.
 Mouvement stationnaire
 Lorsque la vitesse eulerienne des points materiels ne depend pas du temps,le mouvement est dit stationnaire (ou permanent). Dans ce cas, la ligned’emission d’un point P sera identique a la partie aval de la trajectoire pas-sant par P , puisque l’instant de passage en ce point n’a plus d’influence. Lesecoulements stationnaires (ou permanents) en mecanique des fluides corres-pondent a ce cas.
 1.3 Equations de transport
 1.3.1 Tenseur gradient d’une transformation
 Pour decrire une transformation quelconque, on la remplace localement, en
 chaque point−→X de la configuration C0, par son application lineaire tangente.
 Cette application est caracterisee par un tenseur F , gradient de la fonction
 vectorielle−→Φ reliant les positions initiale et courante d’un point. Nous avons
 donc :
 F (−→X, t) = grad(
 −→Φ(−→X, t)) = I + grad(
 −→U (−→X, t)) (1.7)
 ou I est le tenseur identite. Le tenseur gradient de la transformation d’unsolide F permet donc de relier localement les configurations C0 et C(t). Il
 19
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suppose implicitement que la transformation du materiau est continue, c’est-a-dire qu’il ne se forme pas de trou ni d’interface. La formation de trous etd’interfaces resulte par exemple de l’endommagement du materiau en coursde transformation, mais ceci sort du cadre de ce cours. Le tenseur gradientde la transformation peut egalement s’ecrire pour le passage inverse sous laforme :
 F−1(−→x , t) = grad(−→Φ)−1(−→x , t) (1.8)
 1.3.2 Transport de quantites elementaires
 D’apres la definition precedente du tenseur gradient d’une transformation,
 un vecteur elementaire d−→X de C0 se transformera en un vecteur d−→x de C(t)
 sous la forme :
 d−→x = F .d−→X = (I + grad(
 −→U )).d
 −→X (1.9)
 Le transport d’un vecteur elementaire se fait donc directement par l’appli-cation lineaire tangente de la transformation, ou a l’aide du gradient desdeplacements.
 Les volumes dv de C(t) et dV de C0, associes respectivement a trois vecteurs
 elementaires d−→x , d−→y et d−→z de C(t), et d−→X , d
 −→Y et d
 −→Z de C0, sont donnes
 par les produits mixtes :
 dV = [d
 −→X, d
 −→Y , d
 −→Z ] = (d
 −→X ∧ d
 −→Y ).d
 −→Z
 dv = [d−→x , d−→y , d−→z ] = (d−→x ∧ d−→y ).d−→z (1.10)
 En utilisant l’equation de transport des vecteurs elementaires, on constateque dv et dV sont relies entre eux sous la forme :
 dv = JdV avec J = det(−→F ) (1.11)
 Nous considerons dans C(t) une surface elementaire caracterisee par unvecteur d−→s = −→n ds, ou −→n est le vecteur unitaire normal a cette surfaceelementaire, et ds son aire. Dans C0, cette surface elementaire etait ca-
 racterisee par un vecteur d−→S =
 −→NdS. Pour calculer l’evolution de cet element
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de surface, on construit un volume elementaire a l’aide d’un vecteur d−→z (dans
 C(t)) ou d−→Z (dans C0), non contenu dans cette surface. D’apres l’equation
 1.11, ce volume elementaire se transporte de la facon suivante :
 dv = d−→s .d−→z = JdV = Jd−→S .d
 −→Z (1.12)
 Il s’en suit, d’apres l’equation 1.9, que l’element de surface se transporte dela facon suivante :
 d−→s = J(F−1)t.d−→S (1.13)
 1.4 Equations de conservation
 1.4.1 Notion de derivee particulaire
 Les equations de base de la mecanique des milieux continus resultent del’ecriture de la conservation de la masse, de la quantite de mouvement et dumoment de la quantite de mouvement sur le domaine etudie. Pour ecrire ceslois de conservation, il est important de prendre en compte le mouvement dusolide, et donc d’utiliser une derivee particulaire pour les fonctions et pourles integrales mises en jeu.
 Derivee particulaire d’une fonction
 Considerons une grandeur physique quelconque associee a un point materiel
 P de coordonnees−→X dans la configuration C0 et −→x dans la configuration
 C(t). Nous exprimerons cette grandeur sous la forme :
 – G(−→X, t) en configuration lagrangienne,
 – g(−→x , t) en configuration eulerienne.
 En configuration eulerienne, la vitesse de variation de g au cours de la trans-formation du solide doit prendre en compte le fait que, au cours de cettetransformation, les coordonnees −→x du point P changent. Cette vitesse devariation est donc calculee a l’aide d’une derivee particulaire suivant la tra-jectoire du point P :
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dg
 dt=
 ∂g
 ∂t+−→v .
 −−→grad(g) (1.14)
 En configuration lagrangienne, la fonction G ne depend que des coordonneesinitiales (et donc fixes) du point P et du temps. La vitesse de variation de Gest donc directement obtenue sous la forme :
 dG
 dt=
 ∂G
 ∂t(1.15)
 Compte tenu de la relation vectorielle en les coordonnees−→X et −→x (equation
 1.3), on a g(−→x , t) = g(−→φ (−→X, t), t) = G(
 −→X, t). La vitesse de variation de la
 quantite physique consideree peut donc s’ecrire de deux facons differentes :
 dg
 dt(−→x , t) =
 ∂G
 ∂t(−→X, t) (1.16)
 Ce que nous venons de voir pour une quantite scalaire peut tout a fait etreapplique a chaque composante d’un vecteur, et plus generalement d’un ten-seur. Par exemple, la vitesse d’un point materiel est la vitesse de variation duvecteur position d’un point, Elle peut etre ecrite de facon lagrangienne (vec-
 teur−→V (−→X, t)) ou eulerienne (vecteur −→v (−→x , t)), ce qui conduit a la relation
 suivante :
 −→V (−→X, t) = −→v (−→x , t) = −→v (
 −→Φ(−→X, t), t) (1.17)
 Derivee particulaire d’integrales de volume
 Considerons maintenant l’integrale de volume de la fonction scalaire g(−→x , t) :
 I(t) =
 ∫
 Ω
 g(−→x , t)dv (1.18)
 On montre que la vitesse de variation de cette integrale de volume est donneepar l’expression suivante :
 dI
 dt=
 ∫
 Ω
 (∂f
 ∂t+ div(f−→v ))dv (1.19)
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Si l’integrale de volume porte sur une fonction a valeurs vectorielles −→g (−→x , t),on obtient le resultat suivant :
 −→I (t) =
 ∫
 Ω
 −→g (−→x , t)dv (1.20)
 d−→I
 dt=
 ∫
 Ω
 (∂−→g∂t
 +−→div (−→g ⊗−→v )
 )dv (1.21)
 1.4.2 Conservation de la masse
 Si l’on considere un systeme materiel Ω forme d’un ou plusieurs constituantsnon miscibles et si on exclue l’existence d’eventuelles reactions chimiquesalors la loi de conservation de la masse s’enonce ainsi : la masse de toutdomaine materiel ΩA, connexe, contenu dans Ω, et suivi dans son mouvement,reste constante. On a donc :
 dm
 dt=
 d
 dt
 (∫
 ΩA
 ρ(−→x , t)dv
 )= 0 (1.22)
 En utilisant la formule donnant la derivee particulaire d’une integrale devolume, on obtient :
 ∫
 ΩA
 (∂ρ
 ∂t+ div(ρ−→v )
 )dv = 0 (1.23)
 L’equation ci-dessus etant vraie quel que soit le domaine ΩA considere, onen tire l’equation locale de conservation de la masse dans une approcheeulerienne :
 ∂ρ
 ∂t+ div(ρ−→v ) = 0 en tout point de Ω (1.24)
 En utilisant le fait que div(ρ−→v ) = ρdiv(−→v ) + −→v .−−→grad(ρ), on peut reecrire
 l’equation locale sous la forme :
 dρ
 dt+ ρdiv(−→v ) = 0 en tout point de Ω (1.25)
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On aurait pu exprimer la loi de conservation de la masse en ecrivant qu’atout instant la masse associee au domaine ΩA est egale a la masse associee
 au meme domaine dans la configuration initiale, Ω0A. En appelant ρ0(
 −→X ) et
 ρ(−→x , t) les masses volumiques du milieu respectivement dans sa configurationinitiale et dans sa configuration courante, on peut ecrire :
 ∫
 Ω0A
 ρ0(−→X )dV =
 ∫
 ΩA
 ρ(−→x , t)dv (1.26)
 En utilisant maintenant l’equation 1.11, on peut transformer le secondmembre de l’equation precedente par changement de variable. On obtient :
 ∫
 ΩA
 ρ(−→x , t)dv =
 ∫
 Ω0A
 ρ(−→φ (−→X, t), t)JdV (1.27)
 Cette equation nous conduit a la relation∫Ω0
 A(ρ0 − ρJ) dV = 0, qui doit etre
 verifiee dans tout domaine Ω0A. On en deduit alors la forme lagrangienne de
 l’equation de conservation de la masse :
 ρJ = ρ0 avec J = det(F ) (1.28)
 L’equation de conservation de la masse permet d’exprimer simplement laderivee particulaire d’une integrale prise par rapport a une distribution demasse dm = ρdv. Pour illustrer ce calcul, nous pouvons calculer la deriveeparticulaire de la quantite de mouvement calculee sur un domaine ΩA dusolide etudie :
 −→p (t) =
 ∫
 ΩA
 −→v dm =
 ∫
 ΩA
 ρ−→v dv (1.29)
 En effet, en utilisant les relations precedentes, nous obtenons :
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d−→pdt
 =
 ∫
 ΩA
 (∂(ρ−→v )
 ∂t+−→div (ρ−→v ⊗−→v )
 )dv
 =
 ∫
 ΩA
 ρ
 (∂−→v∂t
 +−→div(−→v ⊗−→v )
 )
 ︸ ︷︷ ︸= d−→v
 dt
 +−→v(
 ∂ρ
 ∂t+ div(ρ−→v )
 )
 ︸ ︷︷ ︸=0
 dv
 =
 ∫
 ΩA
 ρd−→vdt
 dv =
 ∫
 ΩA
 ρ−→γ dv
 (1.30)
 Dans cette equation, −→γ definit l’acceleration d’un point materiel au cours dela transformation.
 1.5 Exercices
 Elongation pure
 Dans un repere cartesien orthonorme, on etudie la transformationd’elongation pure definie de facon lagrangienne pour t ≥ 0 :
 x1 = X1(1 + αt), x2 = X2, x3 = X3 avec α > 0 (1.31)
 – Determiner la vitesse et les trajectoires– Donner la representation eulerienne du mouvement– Determiner le tenseur F , gradient de la transformation– Etudier le transport d’un vecteur, d’un volume et d’une aire
 Glissement simple
 Dans un repere cartesien orthonorme, on etudie la transformation de glisse-ment simple definie de facon lagrangienne pour t ≥ 0 :
 x1 = X1 + 2αtX2, x2 = X2, x3 = X3 avec α > 0 (1.32)
 – Determiner la vitesse et les trajectoires
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– Donner la representation eulerienne du mouvement– Determiner le tenseur F , gradient de la transformation– Etudier le transport d’un vecteur, d’un volume et d’une aire
 Recherche de trajectoires
 Dans un repere cartesien orthonorme, on etudie la transformation definie defacon eulerienne :
 v1 = αx2, v2 = αx1, v3 = 0 avec α > 0 pour t ≥ 0x1 = X1, x2 = X2, x3 = X3 a t = 0
 (1.33)
 – Donner la description lagrangienne du mouvement– Dessiner les trajectoires
 Equations de transport
 Demontrer dans un repere cartesien orthonorme l’equation 1.19. Pour cela,faire un changement de variable pour tout exprimer dans la configurationinitiale avant de deriver, puis utiliser les symboles de permutation pijk pourexprimer la quantite J sous la forme :
 J = det(F ) =1
 6pijkplmnFilFjmFkn avec Fij =
 ∂xi
 ∂Xj
 (1.34)
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Chapitre 2
 DEFORMATIONS
 2.1 Formulation eulerienne en vitesses
 2.1.1 Tenseur gradient des vitesses de deplacement
 Sous l’effet d’un chargement exterieur, un corps solide peut se deformer.
 Un point materiel P , de position initiale−→X fixee dans la configuration C0,
 vient en position −→x dans la configuration courante C(t). Ces positions sontreliees entre elles par le vecteur deplacement −→u . En configuration eulerienne,l’evolution de la position du point P est donnee dans C(t) par sa vitesseinstantanee −→v .
 Pour decrire localement la transformation du solide, nous avons vu que celle-ci etait linearisee autour du point P , ce qui permet de definir le tenseur gra-dient de la transformation F . De la meme facon, nous etudions ici l’evolution
 d’un vecteur−→dx autour du point P par l’intermediaire de sa variation au cours
 du temps. Nous obtenons :
 d
 dt
 (−→dx
 )=
 d
 dt
 (F .−→dX
 )= F .
 −→dX = F .F−1.
 −→dx = L.
 −→dx
 avec L = F .F−1 = grad(−→v (−→x , t))(2.1)
 Cette equation permet de definir le tenseur gradient des vitesses dedeplacement L. Il est important de noter ici que ce tenseur n’est pas laderivee par rapport au temps d’une quantite, mais le gradient d’une vitesse.C’est pour cela qu’il est note sans point dessus. Ses composantes sont pour-
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tant homogenes a l’inverse d’un temps (s−1). Dans une base orthonormeefixe, ses composantes sont :
 Lij =∂vi
 ∂xj
 (2.2)
 2.1.2 Tenseur des taux de deformation et de rotation
 Par definition, le tenseur des taux de deformation D, ou des vitesses dedeformation d’Euler, est la partie symetrique du tenseur L, gradient desvitesses de deplacement dans la configuration courante :
 D =1
 2(L + Lt) (2.3)
 Comme le tenseur gradient des vitesses de deplacement, ses composantes sonthomogenes a l’inverse d’un temps (s−1), mais il n’est pas note avec un pointdessus. Dans une base orthonormee fixe, ses composantes sont :
 Dij =1
 2
 (∂vi
 ∂xj
 +∂vj
 ∂xi
 )(2.4)
 Le tenseur des taux de deformation est symetrique. Il permet de decrire, entermes de vitesse instantanee, le changement de forme du solide, mais passa position par rapport a un repere fixe. Pour decrire l’evolution, toujoursen termes de vitesse instantanee, de la position du solide par rapport a unrepere fixe, on definit le tenseur taux de rotation Ω, ou tenseur des vitessesde rotation de corps solide. Il s’agit de la partie antisymetrique du tenseur Lgradient des vitesses de deplacement :
 Ω =1
 2(L− Lt) (2.5)
 Ce tenseur represente la vitesse de rotation des axes principaux du solide encours de transformation. Ses composantes sont toujours homogenes a l’inversed’un temps, mais il n’est pas la derivee par rapport au temps d’une quantitedefinie. Dans une base orthonormee fixe, les composantes du tenseur taux derotation s’ecrivent :
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Ωij =1
 2
 (∂vi
 ∂xj
 − ∂vj
 ∂xi
 )(2.6)
 2.1.3 Integration dans le temps
 Nous avons vu precedemment que, dans une formulation eulerienne,l’integration en temps de la vitesse courante des particules du solide etaitdifficile. Ceci est du a l’evolution de la configuration du solide en cours detransformation. De meme, il est tres delicat d’integrer dans le temps les ten-seurs L, D et Ω. La methode la plus couramment employee actuellementest l’utilisation d’une formulation dite lagrangienne reactualisee, qui consistea integrer sans changer de configuration sur un petit increment de temps∆t, puis a actualiser la configuration au nouvel instant calcule pour integrersur un nouveau petit increment. Cette methode ne sera pas exposee dans cecours. Le lecteur trouvera plus de details dans la bibliographie.
 2.2 Formulation en deplacements
 2.2.1 Tenseur des dilatations
 Comme dans la formulation en vitesses, nous allons nous interesser ici auvoisinage d’un point materiel P , en considerant deux vecteurs infinitesimaux−→dx et
 −→dy dans C(t), de positions initiales respectives
 −→dX et
 −→dY dans C0. On
 constate que, au cours de la transformation, le produit scalaire de ces deuxvecteurs evolue de la facon suivante :
 −→dx.−→dy =
 −→dX.F t.F .
 −→dY
 =−→dX.C.
 −→dY avec C = F t.F
 (2.7)
 Le tenseur C ainsi defini est appele tenseur des dilatations. Il est lagrangien
 car il s’applique aux vecteurs−→dX et
 −→dY de C0. On peut remarquer que,
 dans le cas d’une rotation de corps solide (sans deformation), le tenseur Fcela celui d’une rotation, et satisfera donc la condition F tF = I, ou I est letenseur identite du second ordre. Le tenseur des dilatations devient dans cecas le tenseur identite. Ce tenseur caracterise donc la deformation du solide.
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En notant maintenant−→N X et
 −→N Y les vecteurs unitaires associes respective-
 ment aux directions−→dX et
 −→dY de C0, on a
 −→dX = dLX
 −→N X et
 −→dY = dLY
 −→N Y ,
 ce qui permet de calculer :
 – la dilatation λ dans une direction quelconque (par exemple−→N X) :
 λ(−→N X) =
 ‖−→dx‖‖−→dX‖
 =
 √−→dX.C.
 −→dX
 −→dX.
 −→dX
 =
 √−→N X .C.
 −→N X (2.8)
 – le glissement, ou evolution de l’angle α, entre deux directions (par exemple−→N X et
 −→N Y ) :
 cos(α(−→N X ,
 −→N Y )) =
 −→dx.−→dy
 ‖−→dx‖‖−→dy‖=
 −→dX.C.
 −→dY√−→
 dX.C.−→dX
 √−→dY .C.
 −→dY
 =
 −→N X .C.
 −→N Y
 λ(−→N X)λ(
 −→N Y )
 (2.9)
 La formule 2.7 montre en fait que la forme bilineaire associee au tenseur Cest definie positive, et que ce tenseur est symetrique. Il est donc diagonali-sable, et ses valeurs propres sont positives ou nulles. Ses directions proprescorrespondent aux directions principales de deformation. Ses valeurs proprescaracterisent les dilatations du solide dans ces directions.
 2.2.2 Tenseurs des deformations
 Pour caracteriser la deformation d’un solide en cours de transformation, on
 utilise l’ecart entre les quantites−→dx.−→dy (dans C(t)) et
 −→dX.
 −→dY (dans C0). Ceci
 permet d’estimer a la fois les variations de longueur et la variations d’angles.On peut ecrire cette difference de nombreuses facons. En particulier, on peut
 choisir de l’exprimer soit en fonction des vecteurs−→dX et
 −→dY (description
 lagrangienne), soit en fonction des vecteurs−→dx et
 −→dy (description eulerienne).
 On obtient les deux formules suivantes :
 −→dx.−→dy −−→dX.
 −→dY =
 −→dX.C.
 −→dY −−→dX.
 −→dY
 =−→dX.(C − I).
 −→dY
 = 2−→dX.E.
 −→dY avec E = 1
 2(F t.F − I)
 (2.10)
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−→dx.−→dy −−→dX.
 −→dY =
 −→dx.−→dy −−→dx.F−t.F .
 −→dy
 =−→dx.(I − F−t.F ).
 −→dy
 = 2−→dx.e.
 −→dx avec e = 1
 2(I − F−t.F )
 (2.11)
 Ces deux formules definissent les tenseurs de deformation de Green-Lagrange(tenseur E lagrangien) et d’Euler-Almansi (tenseur e eulerien). Ces deuxtenseurs sont symetriques. Ils representent la deformation du solide.
 En utilisant la formule reliant le tenseur gradient de la transformation F auvecteur deplacement −→u , Le tenseur des deformations de Green-Lagrange Epeut s’ecrire sous la forme :
 E =1
 2(grad(−→u ) + grad(−→u )t + grad(−→u )t.grad(−→u )) (2.12)
 On constate que cette expressions n’est pas lineaire en fonction du champ
 de deplacement −→u (−→X, t) ou de son gradient. Ceci signifie que, dans le cas
 general, on ne peut pas ajouter deux tenseurs de deformation pour representerla deformation issue de deux champs de deplacement successifs. En fait, cetteaddition ne peut etre realisee que dans l’hypothese des petites perturbations.
 On peut utiliser le tenseur de Green-Lagrange pour caracteriser la variation
 de longueur dans une direction quelconque (par exemple−→dX = dLX
 −→N X). En
 posant−→dx = dlx
 −→n x, ou −→n x est un vecteur unitaire, on obtient :
 dl2x − dL2X =
 −→dx.−→dx−−→dX.
 −→dX = 2dL2
 X
 −→N X .E.
 −→N X (2.13)
 Le scalaire−→N X .E.
 −→N X est appele deformation dans la direction
 −→N X . Il s’ecrit
 en fonction de la dilatation λ(−→N X) ou de l’allongement unitaire δ(
 −→N X) =
 λ(−→N X)− 1 dans cette direction sous la forme :
 −→N X .E.
 −→N X =
 dl2x − dL2X
 2dL2X
 =1
 2
 (λ2(−→N X)− 1
 )= δ(
 −→N X)
 (δ(−→N X)
 2+ 1
 )
 (2.14)
 Enfin, il est possible de relier le tenseur des deformations de Green-Lagrangeau tenseur des taux de deformation. Pour cela, il suffit de calculer la vitesse
 de variation de l’ecart−→dx.−→dy −−→dX.
 −→dY des deux facons suivantes :
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d
 dt
 (−→dx.−→dy −−→dX.
 −→dY
 )= 2
 −→dX.
 dE
 dt.−→dY (2.15)
 d
 dt
 (−→dx.−→dy −−→dX.
 −→dY
 )= d
 dt
 (−→dx.−→dy
 )
 = ddt
 (−→dx
 ).−→dy +
 −→dx. d
 dt
 (−→dy
 )
 =−→dx.Lt.
 −→dy +
 −→dx.L.
 −→dy
 = 2−→dx.D.
 −→dy
 = 2−→dX.F t.D.F .
 −→dY
 (2.16)
 Il en ressort la relation suivante :
 E = F t.D.F (2.17)
 2.3 Hypothese des petites perturbations
 2.3.1 Tenseur gradient des deplacements
 Dans l’hypothese des petites perturbations, les gradients de deplacement dansle solide sont suffisamment faibles pour que l’on puisse se limiter a l’appli-cation lineaire tangente calculee dans C0 pour decrire la transformation dusolide. Ceci revient a confondre les configurations initiale C0 et courante C(t),et a faire l’approximation au premier ordre suivante :
 F−1 = (I + grad(−→u ))−1 ≡ I − grad(−→u ) (2.18)
 Le fait de confondre les configurations initiale et courante permet d’integrerdirectement le tenseur gradient des vitesses de deplacements pour obtenirune estimation au premier ordre du tenseur gradient des deplacements (noted) sous la forme :
 d =
 ∫Ldt =
 ∫F .F−1dt ≡ grad(−→u ) (2.19)
 Les composantes de ce tenseur sont frequemment ecrites sous la forme (voir
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les annexes pour les notions de composantes de tenseur et de derivee cova-riante) :
 dij = ui,j (2.20)
 2.3.2 Deformations et de rotation de corps solide
 Le fait de negliger les termes du second ordre dans les tenseurs de deformationE et e permet d’obtenir pour ces tenseurs une expression unique, notee ε,qui coıncide avec l’integration en temps du tenseur des taux de deformationD. On obtient un seul tenseur des deformations sous la forme :
 E ≡ e ≡∫
 Ddt ≡ 1
 2
 (grad(−→u ) + grad(−→u )t
 )(2.21)
 dont les composantes s’ecrivent :
 εij =1
 2(ui,j + uj,i) (2.22)
 Les memes hypotheses permettent d’ecrire le tenseur de rotation de corpssolide sous la forme :
 ω ≡ 1
 2(grad(−→u )− grad(−→u )t) (2.23)
 avec des composantes :
 ωij =1
 2(ui,j − uj,i) (2.24)
 2.3.3 Dilatation volumique
 Du fait de la linearisation des relations, la dilatation volumique ∆VV
 du solideest donnee dans ce cas par l’equation 1.11 modifiee comme suit :
 ∆V
 V=
 dv
 dV− 1 = det(F )− 1 ≡ tr(ε) = div(−→u ) (2.25)
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2.3.4 Equations de compatibilite
 d
 d
 1
 2
 ε= 1ω
 2ωε=
 +
 +
 Fig. 2.1 – Deux transformations ayant le meme tenseur de deformation, maisdes gradients de deplacement differents
 Dans l’hypothese des petites perturbations, le tenseur gradient desdeplacements caracterise completement le changement de forme du solide(figure 2.1), qui se decompose en un changement de forme (une deformation)et une rotation (de corps solide). En particulier, ce tenseur permet d’ecrire :
 −→dx = (I + d).
 −→dX , soit
 −→du = d.
 −→dX = grad(−→u ).
 −→dX (2.26)
 avec :
 d = grad(−→u ) = ε + ω (2.27)
 Les equations precedentes conduisent a des relations supplementaires que doitsatisfaire le tenseur des deformations. En effet, si tout champ de deplacementspermet par derivation d’obtenir un champ de deformations, tout tenseursymetrique ne correspond pas forcement a un tenseur de deformations. Il fautpour cela que les termes du tenseur gradient des deplacements qui en decoule
 forment une differentielle totale−→du, c’est-a-dire que les derivees secondes
 croisees coıncident :
 ui,jk = ui,kj ⇒ dij,k = dik,j ⇒ εik,j − εij,k = ωij,k − ωik,j (2.28)
 En utilisant la definition des composantes de rotation de corps solide, lerespect de la condition sur les derivees secondes croisees du champ de
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deplacements −→u permet d’ecrire le second terme de l’equation precedentesous la forme :
 ωij,k − ωik,j = 12(dij,k − dji,k − dik,j + dki,j)
 = 12(ui,jk − uj,ik − ui,kj + uk,ij)
 = 12(−uj,ki + uk,ji)
 = 12(dkj,i − djk,i)
 = ωkj,i
 (2.29)
 Ceci conduit a l’expression suivante en permutant le indices i et k dans lesequations precedentes :
 εki,j − εkj,i = ωij,k (2.30)
 Chaque terme εki,j − εkj,i represente donc la composante selon la direction kde la differentielle totale de rotation de corps solide dωij. Pour que ceci soitpossible, il faut que l’egalite des derivees secondes croisees soit satisfaite surchaque dωij, soit ωij,kl = ωij,lk. On aboutit alors aux equations suivantes surles composantes du tenseur des deformations :
 εki,jl + εlj,ik = εkj,il + εli,jk (2.31)
 Cette equation represente 81 relations entre les deformations. Toutefois,seules six sont independantes. Elles sont obtenues par exemple en effectuantle produit doublement contracte par les termes gjl de la metrique de l’es-pace (voir les annexes pour la definition de la metrique). Dans un repereorthonorme, ceci revient a faire j = l et a sommer sur j. On obtient :
 ∑j
 εki,jj + εjj,ik =∑
 j
 εkj,ij + εji,jk (2.32)
 Ceci peut etre ecrit a l’aide des operateurs differentiels classiques :
 ∆(ε) + grad(−−→grad(tr(ε))) = grad(
 −→div(ε)) + grad(
 −→div(ε))t (2.33)
 Il s’agit d’une equation entre des tenseurs d’ordre 2, qui represente doncun ensemble de neuf relations, qui se reduit a six du fait de la symetrie destenseurs resultants. Ces relations sont appelees ”equations de compatibilite”.Dans un repere orthonorme, elles sont souvent ecrites sous la forme suivante :
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ε22,33 + ε33,22 − 2ε23,23 = 0ε33,11 + ε11,33 − 2ε31,31 = 0ε11,22 + ε22,11 − 2ε12,12 = 0
 ε11,23 + (ε23,1 − ε31,2 − ε12,3),1 = 0ε22,31 + (ε31,2 − ε12,3 − ε23,1),2 = 0ε33,12 + (ε12,3 − ε23,1 − ε31,2),3 = 0
 (2.34)
 Notons enfin que les equations de compatibilite fournissent une relation sca-laire importante, qui est obtenue en multipliant la relation generale par lestermes gjkgil, et en effectuant les deux produits doublement contractes. Onobtient :
 div(−→div(ε)) = ∆(tr(ε)) (2.35)
 2.3.5 Mesures des deformations
 La variation relative de longueur d’un vecteur elementaire−→dX = dLX
 −→N X ,
 que l’on notera δ, est reliee a la deformation dans la direction−→N X par
 l’equation 2.14. Dans l’hypothese des petites perturbations, cette equationdevient :
 δ
 (δ
 2+ 1
 )=−→N X .ε.
 −→N X (2.36)
 Par exemple, si le vecteur elementaire est parallele au premier axe−→N X = −→a 1,
 alors la relation s’ecrit δ( δ2
 + 1) = ε11. S’il est parallele au second, on aδ( δ
 2+ 1) = ε22. Enfin, s’il est situe sur la bissectrice de −→a 1 et −→a 2 (a 45
 degres), alors δ( δ2
 + 1) = 12(ε11 + ε22 + 2ε12). Le placement de trois jauges
 tel que decrit sur la figure suivante permet donc de caracteriser toutes lesdeformations dans le plan des jauges.
 2.3.6 Conditions aux limites
 Dans les problemes de mecanique des milieux continus, les solides consideressont relies au milieu exterieur par des conditions aux limites. Par exemple,si une partie du solide est encastree, alors il faudra tenir compte dans la
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Fig. 2.2 – Jauges de deformation placees sur un solide a 0, 45 et 90 degres
 resolution du probleme de cet encastrement. D’une facon plus generale, lesconditions aux limites agissant sur la cinematique du probleme sont formuleesen deplacements. On note ∂ΩU la partie de la frontiere ∂Ω d’un solide Ωsur laquelle les deplacements sont imposes (au moins partiellement). Lesconditions aux limites sont alors dites ”en deplacements” et on ecrit que :
 ∀P ∈ ∂ΩU ,−→u (P ) =−→U (2.37)
 Parfois, seules certaines composantes de deplacement ui de −→u sont connues.La condition precedente n’est alors appliquee qu’a ces composantes. Toute-fois, nous garderons une expression vectorielle de ces conditions aux limitesdans la suite de ce support de cours, afin de ne pas compliquer encore lesnotations.
 2.4 Exercices
 Glissement simple
 On considere une transformation de glissement simple donnee dans un repereorthonorme par sa description lagrangienne pour t ≥ 0 :
 x1 = X1 + 2αtX2, x2 = X2, x3 = X3 avec α > 0 (2.38)
 Dans l’hypothese des petites perturbations, c’est a dire pour αt ¿ 1 :
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– Calculer le tenseur gradient des deplacements, celui des deformations, etcelui des rotations de corps solide
 – Interpreter graphiquement les resultats obtenus– Que se passe-t-il lorsque αt n’est plus petit devant 1 ?
 Dans le cas general, c’est-a-dire pour αt quelconque :
 – Calculer le tenseur des dilatations– Calculer les tenseurs des deformation de Green-Lagrange et d’Euler-
 Almansi– Calculer les allongements unitaires et les directions principales de
 deformation– Etudier l’evolution de ces directions principales au cours de la transforma-
 tion
 Cisaillement pur
 On considere la transformation d’un solide donnee par le champde deplacements suivant −→u = (u1, u2, u3) dans un repere cartesien(O, X1, X2, X3) :
 u1 = kX2
 u2 = kX1
 u3 = 0(2.39)
 ou k est une constante positive.
 – Calculer le tenseur F , gradient de la transformation, ainsi que sondeterminant J .
 – Calculer les tenseurs de deformation de Green-Lagrange E et d’Euler-Almansi e.
 – Traduire l’hypothese des petites perturbations par une condition sur laconstante k. Montrer que dans cette hypothese les tenseurs de deformationE et e coıncident. Exprimer ce tenseur unique en le notant ε, et en deduireles directions principales de deformation.
 – Dessiner l’evolution d’un cube de cote unite selon cette transformation. Endeduire de deux facons (geometriquement et par le calcul) la variation devolume.
 38

Page 39
                        

Compatibilite des deformations
 Dans l’hypothese des petites perturbations, une transformation est donneepar le tenseur gradient des deplacements suivant :
 d =
 αX2 βX1X2 βX1X3
 βX2X1 αX2 βX2X3
 βX3X1 βX3X2 αX2
 avec X2 = X2
 1 + X22 + X2
 3 (2.40)
 – Donner la condition pour que ce tenseur derive d’un champ dedeplacements
 – En deduire une description lagrangienne de cette transformation
 Mesure de deformations
 A l’aide de trois jauges placees a 0, 45, et 90 degres de la direction X1, lesvariations relatives de longueur suivantes ont ete mesurees successivementa la surface d’une piece : 0, 1, 0, 05 et 0, 2. En deduire les composantes dutenseur des deformations dans le plan de mesure.
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Chapitre 3
 CONTRAINTES
 3.1 Tenseur des contraintes
 3.1.1 Hypotheses de base
 Nous considerons un solide Ω en cours de deformation, nous isolons une partieΩA de ce solide, et nous analysons les efforts agissant sur cette partie (figure3.1). Nous sommes donc en configuration eulerienne.
 F
 tΩ
 ΩA
 Fig. 3.1 – Hypotheses de base pour la definition des contraintes
 Du fait de la deformation, le changement de position relative des pointsmateriels fait qu’ils ne sont plus dans leur etat d’equilibre primitif (i.e. avantdeformation). Il en resulte l’apparition de forces qui tendent a faire revenirle corps dans son etat d’equilibre. En particulier, les forces agissant sur lapartie isolee ΩA sont :
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– celles presentes dans ΩA, dues au changement de position relative despoints materiels
 – celles exercees sur ΩA par le reste du volume, et qui ont provoque le chan-gement de position relative des points materiels (i.e. la deformation) deΩA
 Les efforts presents dans ΩA sont representees par une densite volumique−→H , illustrant les forces et les moments necessaires pour changer localementles positions relatives des points materiels. Les efforts exerces par le restedu volume pourraient egalement etre representes par une densite volumiquesur Ω − ΩA. Mais l’hypothese fondamentale de la mecanique des milieuxcontinus est que le rayon d’action de ces efforts est suffisamment faible (del’ordre des distances intermoleculaires) devant notre echelle d’observation(macroscopique) pour que l’on puisse se limiter a leur seule action tres prochede la frontiere de ΩA. Il s’en suit que ces efforts sont representes localementpar une densite surfacique de forces
 −→t et une densite surfacique de moments−→c .
 L’hypothese fondamentale que nous venons d’enoncer conditionne l’echelled’observation que l’on doit adopter en mecanique des milieux continus. Cetteechelle est dite ”macroscopique”. Un volume elementaire du solide devra donccontenir suffisamment de matiere pour que cette hypothese soit valable. Parexemple, dans le cas des materiaux cristallins, ce volume devra etre largementsuperieur au volume d’une maille elementaire.
 Une deuxieme hypothese en mecanique des milieux continus est que la den-site surfacique de moments −→c agissant sur la frontiere de ΩA est uniquementcelle generee par la densite surfacique de forces
 −→t , soit −→c =
 −→t ∧ −→x . Ceci
 signifie que, localement, la structure du materiau ne transmet que des forcesd’interaction (par exemple les forces de van der Waals), mais pas de couples.Cette hypothese fournit le cadre de la mecanique des milieux continus ”clas-siques”. Toutefois, il convient de noter ici qu’il existe une theorie des milieuxcontinus dits de ”Cosserat”, ou cette hypothese n’est pas realisee [1]. Nousnous limiterons dans ce document aux milieux ”classiques”.
 3.1.2 Theoreme de l’action et de la reaction
 Nous pouvons maintenant utiliser le theoreme de l’action et de la reactionsur la partie ΩA du solide Ω :
 – les resultantes des forces agissant sur ΩA se neutralisent :
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∫
 ΩA
 −→Hdv =
 ∫
 ∂ΩA
 −→t ds (3.1)
 – les resultantes des moments agissant sur ΩA se neutralisent :
 ∫
 ΩA
 (−→H ∧ −→x )dv =
 ∫
 ∂ΩA
 (−→t ∧ −→x )ds (3.2)
 Pour respecter la premiere condition, le theoreme de la divergence nousconduit a definir un tenseur σ tel que :
 −→H =
 −→div(σ) et σ.−→n =
 −→t (3.3)
 ou −→n est la normale unitaire sortant de la frontiere de ΩA. Le tenseur σ ainsidefini est appele tenseur des contraintes de Cauchy, tandis que le vecteur
 −→t
 est le vecteur contrainte. Ces deux quantites sont homogenes a une densitesurfacique de forces, c’est-a-dire a une pression.
 Dans la seconde condition, l’application du theoreme de la divergence et dela definition du vecteur contrainte et du tenseur des contraintes nous conduita l’expression suivante du premier membre :
 ∫
 ΩA
 (−→H ∧ −→x )dv =
 ∫
 ∂ΩA
 (−→t ∧ −→x )ds−
 ∫
 ΩA
 (σ − σt)dv (3.4)
 Le respect de la seconde condition implique la symetrie du tenseur descontraintes de Cauchy (σ = σt), qui ne possede donc que six composantesindependantes.
 3.1.3 Signification physique du vecteur contrainte
 Isolons maintenant une partie de la frontiere de ΩA sur la figure 3.1. Surchaque element de surface d−→s , de normale unitaire−→n , au point P , un element
 de force d−→f s’exerce (figure 3.2). Cet element de force rend compte des efforts
 locaux permettant de respecter la continuite du materiau (forces de cohesion).
 Le vecteur contrainte−→t (forces de cohesion par unite de surface) au point
 P est alors defini par :
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d
 ds
 s = n dsd
 f
 Fig. 3.2 – Forces de cohesion s’appliquant sur un element de surface
 −→t (P,−→n ) = lim
 ds→0
 d−→f
 ds(3.5)
 Un vecteur contrainte n’est donc pas forcement porte par la normale −→n ala surface sur laquelle il s’applique. Nous verrons plus loin que le vecteurcontrainte sert aussi a schematiser les sollicitations exterieures appliquees aun solide. Par exemple, il est possible d’appliquer une pression normale outangentielle sur une surface. Une pression normale est decrite par un vecteurcontrainte porte par la normale a la surface. Une pression tangentielle estdecrite par un vecteur contrainte tangent a la surface. L’unite des compo-santes du vecteur contrainte est donc la meme que celle d’une pression (forcepar unite de surface).
 3.1.4 Les autres tenseurs de contraintes
 Nous avons vu que le tenseur des contraintes de Cauchy est l’applicationlineaire qui relie le vecteur contrainte
 −→t (P,−→n ) a la normale unitaire −→n de
 l’element de surface d−→s situe au point P , soit :
 −→t (P,−→n ) = σ(P ).−→n (3.6)
 Ce tenseur est fonction du point P en lequel on se place, mais pas de lafacette elementaire consideree en ce point (normale −→n ). Il est important de
 ne pas confondre le vecteur contrainte−→t et le tenseur des contraintes σ, bien
 que leurs composantes aient la meme unite (homogene a une pression).
 En notant d−→s = −→n ds, les equations 3.5 et 3.6 donnent pour le tenseur descontraintes de Cauchy (nous ne mentionnons pas ici le passage a la limite
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pour simplifier les notations) :
 d−→f = σ.d−→s (3.7)
 Dans la suite de ce document, nous utiliserons le tenseur des contraintes deCauchy, symetrique, pour lequel toutes les grandeurs sont exprimees dans laconfiguration courante C(t). Il est toutefois important de connaıtre d’autrestenseurs des contraintes, qui sont parfois utilises en mecanique. D’apres lesrelations 1.9 et 1.13, on voit en effet que le choix de la configuration du
 solide dans laquelle seront representes l’element de force d−→f d’une part, et
 l’element de surface d−→s de normale −→n d’autre part, influera sur le type decontrainte utilisee.
 Tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
 En transportant d−→f et d−→s dans C0 (avec les notations d
 −→f 0 et d
 −→S ), et
 en utilisant les equations 1.9 (pour le transport de d−→f ) et 1.13 (pour le
 transport de d−→s ), nous obtenons un tenseur des contraintes Π defini dansC0. Ce tenseur des contraintes est appele tenseur de Piola-Kirchhoff. Il estlagrangien et symetrique :
 d−→f 0 = Π.d
 −→S avec Π = JF−1.σ.(F−1)t (3.8)
 Tenseur des contraintes de Piola-Lagrange
 En ne transportant maintenant que l’element de surface (et non l’elementde force), on obtient un nouveau tenseur de contraintes B appele tenseurde Piola-Lagrange (ou de Boussinesq), dans lequel les elements de force sontrepresentes dans C(t) et les elements de surface dans C0 :
 d−→f = B.d
 −→S avec B = Jσ.(F−1)t (3.9)
 Ce tenseur n’est ni lagrangien, ni eulerien. Il n’est pas forcement symetrique.
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3.2 Signification physique des contraintes
 3.2.1 Contraintes normale et tangentielle
 Le tenseur des contraintes permet de definir une contrainte normale σn etune contrainte tangentielle σt s’exercant sur une facette (figure 3.3).
 ds
 t
 b
 n
 σ
 σ n
 t
 Fig. 3.3 – Contraintes normale et tangentielle
 La contrainte normale σn est la projection du vecteur contrainte sur la nor-male a cette facette. Elle s’exprime sous la forme :
 σn(M,−→n ) =−→t (M,−→n ).−→n (3.10)
 La contrainte tangentielle σt s’exercant sur une facette est la projection duvecteur contrainte sur cette facette, c’est-a-dire sur le plan de normale−→n . Ellepeut egalement etre definie comme le complement de la contrainte normale
 (portee par −→n ) dans le vecteur contrainte. En notant−→b le vecteur unitaire
 du plan de normale −→n portant la contrainte tangentielle, on peut ecrire :
 σt
 −→b =
 −→t − σn
 −→n ou σt =−→t .−→b (3.11)
 Les contraintes normale et tangentielle sont d’une grande importance enmecanique des milieux continus. Elles permettent en particulier de definirles conditions aux limites en pression (contrainte normale sur une face), lesconditions d’interface (lois de frottement reliant les contraintes normale ettangentielle), ...
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3.2.2 Conditions aux limites en pression
 D’une facon generale, des conditions de pression peuvent etre appliquees ala frontiere d’un solide (zone de chargement, face libre, ...). Ces conditionssont alors dites ”aux limites”. Elles se traduisent par des relations du type :
 σ.−→n =−→T (3.12)
 ou−→T est un vecteur contrainte representant les pressions imposees sur la
 surface de normale unitaire −→n . Comme dans le cas des deplacements, il se
 peut que l’on ne connaisse que certaines composantes du vecteur−→T . La
 condition porte alors sur ces composantes connues, et pas sur les autres.Dans ce document, pour simplifier, nous utiliserons la notation vectorielle
 qui suppose que le vecteur−→T est entierement connu.
 3.2.3 Contraintes dans un repere orthonorme
 Considerons maintenant un cube dont les aretes sont portees par les vecteursde reference d’un systeme de coordonnees orthonorme (figure 3.4). Il estalors possible de donner une signification plus ”physique” aux differentescomposantes du tenseur des contraintes.
 x
 σ
 σ
 σ
 σ
 σ
 σ
 σ
 σσ
 y
 z
 xx xy
 xz
 yxyy
 yz
 zxzy
 zz
 Fig. 3.4 – Contraintes s’appliquant sur les facettes d’un cube
 En effet, σxx represente la contrainte normale appliquee au solide dans ladirection −→x , tandis que σxy et σxz sont les composantes de la contrainte
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tangentielle agissant sur cette meme facette. D’une facon plus generale, onvoit donc que les composantes σxx, σyy et σzz sont des contraintes normalestandis que les autres sont des contraintes tangentielles, lorsque l’on raisonnepar rapport aux facettes orthogonales aux vecteurs de reference. Par contre,si on considere une facette quelconque de normale unitaire −→n quelconque(l’extremite de −→n peut etre situee partout sur la sphere unite), alors lescontraintes normale et tangentielle sont obtenues par les equations 3.10 et3.11. Il sera donc toujours important de savoir par rapport a quel repere onecrit les composantes du tenseur des contraintes.
 3.3 Equations d’equilibre
 3.3.1 Description globale
 Nous considerons un solide de volume Ω, en equilibre sous l’action de pres-
 sions exterieures−→T appliquees sur une partie ∂ΩT de la surface exterieure
 ∂Ω et de deplacements−→U d imposes sur ∂ΩU (figure 3.5). Isolons une partie
 ΩA du domaine Ω, soumise a des forces volumiques−→f v, a des forces d’inertie
 ργ, mais a aucune distribution de couple. Les forces exercees par le solideenvironnant Ω−ΩA sont representees par le vecteur contrainte
 −→t (M,−→n ), ou−→n est la normale exterieure a la surface frontiere ∂ΩA de ΩA au point M .
 U
 T
 t
 f
 ργΩ
 Ω
 Ω
 Ω
 Ω
 U
 TA
 Ad
 d
 d
 v
 Fig. 3.5 – Description de l’equilibre d’une structure
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3.3.2 Equilibre des forces
 L’equilibre des forces exterieures (∑−→
 F ext = m−→γ ) du domaine ΩA s’ecrit enegalant la somme des forces exterieures agissant sur ΩA (la densite volumique−→f v et la densite surfacique
 −→t ) a la variation de quantite de mouvement de
 cette partie du solide :
 ∫
 ΩA
 −→f v(M)dv +
 ∫
 ∂ΩA
 −→t (M,−→n )ds =
 d
 dt
 (∫
 ΩA
 ρ−→v dv
 )=
 ∫
 ΩA
 ρ−→γ dv (3.13)
 La transformation de Green-Ostrogradsky, ou theoreme de la divergence,appliquee au vecteur contrainte dans l’equation precedente donne :
 ∫
 ∂ΩA
 −→t (M,−→n )ds =
 ∫
 ∂ΩA
 σ(M).−→n ds =
 ∫
 ΩA
 −→div(σ(M))dv (3.14)
 En reportant cette equation dans l’equation globale precedente, on obtientl’integrale volumique suivante, qui doit etre nulle dans tout domaine ΩA :
 ∫
 ΩA
 (−→div(σ) +
 −→f v − ρ−→γ )dv = 0 (3.15)
 Il s’en suit que la quantite integree doit etre nulle dans le domaine Ω, ce quifournit l’equation locale de la dynamique :
 ∀M ∈ Ω,−→div(σ) +
 −→f v = ρ−→γ (3.16)
 3.3.3 Equilibre des moments
 L’equilibre des moments autour des axes passant par un point M0 du domaine
 ΩA de la figure 3.5 (∑M(
 −→F ext//M0) = 0) s’ecrit :
 ∫
 ΩA
 −→M0
 −→M ∧ −→f v(M)dv +
 ∫
 ∂ΩA
 −→M0
 −→M ∧ −→t (M,−→n )ds =
 ∫
 ΩA
 −→M0
 −→M ∧ ρ−→γ dv
 (3.17)
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En appliquant le theoreme de la divergence sur l’integrale de surface de cetteequation, on obtient a nouveau une integrale volumique globale sur le do-maine ΩA, qui doit s’annuler pour tout domaine ΩA :
 ∫
 ΩA
 −→M0
 −→M ∧ (
 −→div(σ) +
 −→f v − ρ−→γ ) +
 σ23 − σ32
 σ31 − σ13
 σ12 − σ21
 dv =
 −→0 (3.18)
 La quantite integree doit donc etre nulle dans le domaine Ω. En tenantcompte de l’equation locale de la dynamique, cette condition d’equilibre desmoments conduit a nouveau a la symetrie du tenseur des contraintes, quine possede donc que six composantes independantes (comme le tenseur desdeformations).
 3.4 Utilisation du tenseur des contraintes
 3.4.1 Contraintes principales
 Le tenseur des contraintes de Cauchy est symetrique. Il est donc diagonali-sable dans un repere orthonorme. Dans ce repere, dit principal, les trois va-leurs propres du tenseur des contraintes sont souvent notees σI , σII et σIII .Ce sont les contraintes principales du tenseur σ. Dans le repere principal, letenseur des contraintes s’ecrit donc :
 σ =
 σI 0 00 σII 00 0 σIII
 (3.19)
 Il est constitue de trois contraintes normales appliquees sur les facettes or-thogonales aux directions du repere principal.
 3.4.2 Contrainte moyenne et deviateur
 Il est courant de decomposer le tenseur des contraintes de Cauchy en unepartie dite spherique et une partie dite deviatorique sous la forme :
 50

Page 51
                        

σ = S + σmI avec σm =1
 3tr(σ) (3.20)
 ou I est le tenseur identite. σm est appelee contrainte moyenne et S le tenseurdeviateur des contraintes. On peut remarquer que le tenseur deviateur des
 contraintes−→S est symetrique et de trace nulle.
 3.4.3 Contraintes equivalentes
 Il est tres interessant, en resistance des materiaux, de comparer les contraintesobtenues sur une structure (apres mesures ou par le calcul) aux ca-racteristiques du ou des materiaux qui la constituent. Pour cela, il est com-mode d’utiliser des scalaires representatifs du tenseur des contraintes, quisont independants du repere dans lequel on travaille. Comme tout tenseureuclidien de dimension 2 dans un espace de dimension 3, le tenseur deviateurdes contraintes de Cauchy possede trois invariants souvent notes J1, J2 et J3
 qui sont :
 J1 = tr(S) = 0J2 = 1
 2tr(S.S)
 J3 = 13tr(S.S.S)
 (3.21)
 Dans le cas du tenseur des contraintes (et non du deviateur), ces invariantssont notes I1, I2 et I3 :
 I1 = tr(σ)I2 = 1
 2tr(σ.σ)
 I3 = 13tr(σ.σ.σ)
 (3.22)
 Un scalaire representatif du tenseur des contraintes, et independant durepere, est appele contrainte equivalente. Il est souvent note σ. Il serta comparer les contraintes dans la structure etudiee aux caracteristiquesdu materiau (par exemple sa limite d’elasticite). Les deux contraintesequivalentes les plus utilisees sont celles de von Mises et de Tresca.
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La contrainte equivalente de von Mises
 La contrainte equivalente de von Mises est fonction uniquement du secondinvariant du deviateur des contraintes :
 σ =√
 3J2 (3.23)
 Dans un repere orthonorme, elle s’ecrit directement en fonction des compo-santes du deviateur ou du tenseur des contraintes sous la forme :
 σ =
 √3
 2
 ∑ij
 SijSji =
 √3
 2
 ∑ij
 σijσji − 1
 2(∑
 k
 σkk)2 (3.24)
 La contrainte equivalente de Tresca
 La contrainte equivalente de Tresca est definie en fonction des contraintesprincipales sous la forme :
 σ = Sup(|σI − σII |, |σII − σIII |, |σIII − σI |) (3.25)
 Elle presente l’inconvenient de ne pas pouvoir s’ecrire simplement en fonctiondes composantes du tenseur des contraintes. Pour l’obtenir, il faut diagonali-ser ce tenseur. Dans un programme numerique, son estimation est donc pluscouteuse que celle de la contrainte equivalente de von Mises.
 3.5 Exercices
 Cission octaedrique
 Calculer la contrainte normale et la contrainte tangentielle appliquees sur lafacette dont la normale est la trissectrice du repere principal des contraintes.Comparer ces contraintes aux invariants et aux contraintes equivalentes.
 La contrainte equivalente de von Mises est souvent appelee ”cissionoctaedrique”. Pourquoi ?
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Cercles de Mohr
 On se place dans le repere des contraintes principales σI , σII et σIII . Onconsidere une facette de normale −→n (de composantes n1, n2 et n3). On noterespectivement σn et σt les contraintes normale et tangentielle appliquees surcette facette. Ecrire de deux facons, en fonction des contraintes principales,des contraintes normale et tangentielle, et de n1, n2 et n3 :
 – la norme au carre du vecteur contrainte applique sur cette facette– la contrainte normale appliquee sur cette facette– la norme au carre de −→nEn deduire l’ensemble des etats de contraintes admissibles, et les representerdans le plan (σn, σt).
 Traction uniaxiale
 Lors d’un essai de traction uniaxiale selon l’axe X3, le tenseur des contraintesde Cauchy peut s’ecrire de la facon suivante :
 σ =
 0 0 00 0 00 0 σ
 (3.26)
 ou σ est la ”contrainte de traction”.
 – Calculer les contraintes equivalentes de von Mises et de Tresca– En utilisant deux methodes (cercles de Mohr et vecteur contrainte), trouver
 les facettes de cisaillement maximum lors de cette essai
 Construction d’un pilier de pont
 Un viaduc autoroutier est en train de se construire sur la N88, au-dessus dela vallee du Viaur separant les departements du Tarn (81) et de l’Aveyron(12). On vous demande de dimensionner les piliers de cet ouvrage d’art, avecpour chacun d’eux le cahier des charges suivant :
 – hypothese des petites perturbations– poids propre de la structure non negligeable– forme de revolution
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– rayon superieur fixe (note r0)– hauteur totale fixee (notee H)– pression verticale appliquee de la part du tablier du pont (notee P )
 Calculer la forme des piliers, en fonction de H, P et r0, afin que la pressiondans le pilier soit constante sur toutes les sections.
 Le beton utilise a une masse volumique de 2500kg/m3. Le pilier considerea une hauteur de 100m, et un rayon superieur de 10m. La pression P vaut5MPa.
 Calculer le rayon de la base R0.
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Chapitre 4
 ELASTICITE
 4.1 Historique
 4.1.1 Resistance des solides
 Il semble que les premieres analyses mathematiques de la resistance des so-lides a la rupture aient ete faites par Galilee (1564-1642) dans son ouvrage”Discorsi e Demonstrazioni matematiche” publie en 1638 (figure 4.1).
 Fig. 4.1 – Dessins de Galilee pour illustrer l’essai de traction et l’essai deflexion
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4.1.2 Relation contrainte-deformation
 En Angleterre et en France, a la fin du 17eme siecle, Hooke et Ma-riotte decouvraient presque simultanement la relation entre deformations etcontraintes en elasticite. Vers 1660, Hooke decouvrit la loi entre l’allonge-ment d’un ressort et la force qui lui est appliquee (figure 4.2). En fait, Hooken’appliqua pas ses idees au probleme de la flexion des poutres entrevu parGalilee (figure 4.1). C’est Mariotte qui, en 1680, publia la meme loi et expli-qua la difference entre fibres tendues et fibres comprimees dans une poutreen flexion. Ce n’est qu’en 1807 que Young (1773-1829) introduisit la notionde module d’elasticite.
 Fig. 4.2 – Schemas dus a Hooke et decrivant ses experiences
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4.2 L’essai de traction
 4.2.1 Courbe force-allongement
 L’essai de traction est le test le plus couramment utilise pour caracteriser lecomportement mecanique d’un materiau, et donc etablir sa ”loi de compor-tement”. Cet essai consiste le plus souvent a soumettre une eprouvette (ouplus exactement une partie dite ”utile” de l’eprouvette) a un allongement ∆lpar deplacement relatif de ses extremites, et a mesurer la force F necessairea cet allongement. Une representation schematique de l’essai de traction estdonnee sur la figure 4.3. Dans ce chapitre, nous nous interessons uniquementa la partie OA (deformation elastique) de la courbe ”force-allongement”. Lesparties AB (deformation plastique homogene) et BC (deformation plastiquelocalisee) n’entrent pas dans le cadre de ce cours. Nous nous placons de plusdans ce paragraphe dans le cas d’un materiau ”isotrope”, c’est-a-dire quipossede les memes proprietes dans toutes les directions.
 force F
 longueur l
 l (mm)∆
 A
 BC
 O
 F (N)
 Fig. 4.3 – Representation schematique d’un essai de traction
 4.2.2 Courbe contrainte-deformation
 Analysons les efforts appliques a la partie utile de l’eprouvette de la figure 4.3pour la deformer. Pour cela, nous nous placons dans un repere orthonorme.En choisissant l’axe −→x 3 comme axe de traction, et en notant S la section dela partie utile, on constate que le vecteur contrainte applique sur la surface
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normale a cet axe est parallele a cet axe et vaut FS−→x 3. Les vecteurs contraintes
 appliques sur les autres surfaces etant nuls, il s’en suit que le tenseur descontraintes de Cauchy vaut :
 σ =
 0 0 00 0 00 0 F
 S
 (4.1)
 Analysons maintenant la cinematique de la transformation. Si α est la vitessede deplacement de la partie superieure de l’eprouvette (l’autre restant fixe),et si β est sa vitesse de retrecissement supposee identique dans les deux autresdirections, alors la description lagrangienne du mouvement donne dans unrepere cartesien :
 −→x =−→Φ(−→X, t) avec
 −→Φ(−→X, t) =
 ∣∣∣∣∣∣
 X1(1− βt)X2(1− βt)X3(1 + αt)
 (4.2)
 On en deduit facilement le tenseur gradient de la transformation (diagonal),le tenseur des dilatations (egalement diagonal, ce qui signifie que les axesprincipaux du solide restent fixes), et enfin les tenseurs de deformation de
 Green-Lagrange−→E et d’Euler-Almansi −→e sous la forme :
 E =
 −β − 1
 2β2t2 0 0
 0 −β − 12β2t2 0
 0 0 α + 12α2t2
 (4.3)
 e =1
 2
 1− 1(1−βt)2
 0 0
 0 1− 1(1−βt)2
 0
 0 0 1− 1(1+αt)2
 (4.4)
 L’utilisation du tenseur gradient de la transformation permet egalementd’ecrire le tenseur gradient des vitesses de deplacement qui, symetrique, estidentique au tenseur des vitesses de deformation d’Euler (la vitesse de rota-tion de corps solide est nulle). L’integration dans la temps s’avere ici possiblecar les composantes de la vitesse de deformation ne dependent pas de la co-ordonnee du point. On obtient alors un tenseur des deformations sous laforme :
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ε =
 ln(1− βt) 0 00 ln(1− βt) 00 0 ln(1 + αt)
 (4.5)
 En utilisant le tenseur des contraintes de Cauchy et le tenseur desdeformations d’Euler, on peut donc deduire la courbe σ33 − ε33 de la courbeF −∆l. L’allure de cette courbe est donnee sur le figure 4.4. Elle est appelee”courbe rationnelle”.
 O
 A
 σ
 ε
 33
 33
 Fig. 4.4 – Courbe rationnelle de traction
 En utilisant la condition aux limites x3 = l0 + ∆l en X3 = l0 (longueurinitiale de l’eprouvette), on peut exprimer αt sous la forme ∆l
 l0. L’abscisse de
 la courbe rationnelle de traction est donc obtenue directement a partir del’allongement ∆l et de la longueur initiale l0 sous la forme :
 ε33 = ln(1 +∆l
 l0) (4.6)
 Par contre, pour obtenir l’ordonnee, c’est-a-dire la contrainte appliquee σ33,il faut determiner la section courante S de l’eprouvette. Ceci peut se faire parexemple en mesurant le retrecissement dans une direction. Toutefois, cettemesure s’avere souvent delicate. Pour expliciter cette contrainte appliquee,nous allons nous limiter au domaine d’elasticite.
 4.2.3 Domaine d’elasticite
 Le domaine de l’elasticite lineaire OA de la courbe 4.4 est caracterise par :
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– une relation de proportionnalite entre la contrainte appliquee et ladeformation de l’eprouvette dans sa partie utile,
 – une reversibilite de la deformation (si on relache la force, l’eprouvette re-vient dans son etat initial).
 Dans le cas de l’essai de traction, la relation de proportionnalite peut s’ecrireentre les composantes de la courbe rationnelle sous la forme :
 σ33 = Eε33 (4.7)
 La constante de proportionnalite E de la relation precedente est appeleemodule d’Young. Il s’agit de la pente de la courbe rationnelle dans le domained’elasticite. La relation elle-meme est appelee loi de Hooke. On remarque quel’unite du module d’Young E est la meme que celle d’une contrainte, c’est-a-dire celle d’une pression (force par unite de surface). En effet, les deformationssont sans unites. L’unite SI (Systeme International) d’une pression est lePascal (Pa), qui vaut 1 Newton par metre carre. Mais on rencontre souventd’autres unites pour representer les contraintes et le module d’Young quisont :
 le MPa (mega-Pascal) → 1MPa = 106Pa = 1N/mm2
 le GPa (giga-Pascal) → 1GPa = 109Pale kgf/mm2 → 1kgf/mm2 = 9, 81N/mm2
 le psi (pounds per square inch) → 1psi = 6, 895.103Pa
 Nous avons vu que la section S de l’eprouvette de traction jouait un role dansle passage de la force appliquee F a la contrainte de Cauchy. En fait, cettesection evolue par l’intermediaire des deformations qui ont lieu perpendicu-lairement a l’axe de traction. Ainsi, selon les axes X1 et X2, on constate quela deformation est donnee par :
 ε11 = ε22 = −νε33 (4.8)
 ou ν est appele coefficient de Poisson (1781-1840). Les tenseurs −→σ et −→ε ontdonc la forme suivante dans un essai de traction sur un materiau isotropeelastique :
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σ = σ33
 0 0 00 0 00 0 1
 et ε = ε33
 −ν 0 00 −ν 00 0 1
 (4.9)
 Notons enfin que la contrainte limite du domaine d’elasticite d’un materiau,representee par l’ordonnee du point A de la figure 4.4, est appelee limited’elasticite. Cette limite est d’une grande importance en resistance desmateriaux. En effet, le dimensionnement des structures est souvent realisepar rapport a cette valeur, a partir de laquelle il se produit une deformationplastique (irreversible) du materiau. Le lecteur pourra d’ailleurs remarquerque, dans le cas d’un essai de traction, la contrainte σ33 (ordonnee de lacourbe) coıncide avec les contraintes equivalentes de von Mises et de Tresca.
 4.2.4 Exemples
 La figure 4.5 donne le module d’Young (en GPa) et le coefficient de Poisson(sans unite) de differents materiaux a differentes temperatures. On constateque le coefficient de Poisson est souvent voisin de 0, 3. Si on calcule l’aug-mentation relative de volume du materiau en cours de traction (par la tracedu tenseur des deformations), on remarque qu’elle vaut (1− 2ν)ε33. Dans unessai de traction, le materiau s’allonge et augmente generalement son volumedans le domaine d’elasticite.
 4.3 Loi de comportement elastique lineaire
 4.3.1 Loi de Hooke generalisee
 La loi de Hooke a ete generalisee par Cauchy (1789-1857), qui a propose d’ex-primer chaque composante du tenseur des contraintes comme une fonctionlineaire des composantes du tenseur des deformations. La loi de Hooke estdonc aujourd’hui souvent ecrite sous la forme :
 σ = C : ε (4.10)
 ou C est un tenseur du quatrieme ordre appele tenseur des rigidites ou ten-seur d’elasticite (les composantes covariantes de ce tenseur sont Cijkl). Le ten-
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materiau temperature module d’Young coefficient(degre C) (GPa) de Poisson
 Alliage 20 72 0,32d’aluminium AU4G 200 66 0,325
 500 50 0,35Alliage de titane 20 315 0,34Ti 4Al 4Mn 200 115 0,34Acier XC10 20 216 0,29
 200 205 0,30600 170 0,315
 Fonte grise 20 100 0,29Acier inoxydable 20 196 0,3austenitique 316 200 170
 700 131Aluminium (A5) 20 68 0,33Bronze 20 130 0,34
 180 61Plexiglass 20 2,9 0,4Araldite 20 3 0,4Caoutchouc 20 0,002 0,5verre-epoxy (sens long) 20 19 0,3carbone-epoxy (sens long) 20 87,6 0,32Beton 20 30 0,2Granit 20 60 0,27Pin sylvestre (sens long) 20 17 0,45Pin sylvestre (sens trans.) 20 1
 Fig. 4.5 – exemples de caracteristiques elastiques
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seur des rigidites fait intervenir l’ensemble des caracteristiques elastiques dumateriau. De meme, les deformations sont reliees lineairement aux contraintespar la relation inverse :
 ε = S : σ (4.11)
 ou S est les tenseur des compliances ou tenseur des complaisances elastiquesdu materiaux (ses composantes covariantes sont Sijkl).
 Les tenseurs C et S ont a priori 81 composantes (chaque indice varie de 1 a3). Toutefois, nous avons vu que les tenseurs des contraintes de Cauchy etdes deformations sont symetriques. Ils n’ont donc chacun que 6 composantesindependantes, et leur liaison lineaire peut alors etre realisee a l’aide de 36termes seulement. La forme suivante est souvent utilisee, dans un repereorthonorme, pour relier les composantes des contraintes et des deformations :
 σ11
 σ22
 σ33
 σ23
 σ31
 σ12
 =
 C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112
 C2211 C2222 C2233 C2223 C2231 C2212
 C3311 C3322 C3333 C3323 C3331 C3312
 C2311 C2322 C2333 C2323 C2331 C2312
 C3111 C3122 C3133 C3123 C3131 C3112
 C1211 C1222 C1233 C1223 C1231 C1212
 .
 ε11
 ε22
 ε33
 2ε23
 2ε31
 2ε12
 (4.12)
 avec la condition Cijkl = Cijlk = Cjikl = Cjilk. Les composantes de la matricepresente dans la relation precedente sont souvent notees CIJ , avec I et Jvariant de 1 a 6.
 4.3.2 Energie de deformation elastique
 Nous avons jusqu’a present utilise la symetrie des tenseurs de contraintes etde deformations, ainsi que leur relation lineaire via la loi de Hooke. Nous pou-vons maintenant utiliser l’autre caracteristique de la deformation elastique,qui est sa reversibilite. Considerons donc un solide Ω, et isolons un sous-
 domaine ΩA soumis a des forces volumiques−→f v, et a un vecteur contrainte−→
 t sur sa frontiere (pas de forces d’acceleration, figure 4.6).
 Nous nous interessons a une transformation elementaire associee aux ef-forts appliques sur le sous-domaine ΩA. Cette transformation elementaire
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U
 T
 t
 f
 ργΩ
 Ω
 Ω
 Ω
 Ω
 U
 TA
 Ad
 d
 d
 v
 Fig. 4.6 – Solide en cours de transformation
 reversible sera caracterisee par un vecteur deplacement δ−→u , et une energieinterne dE sous la forme :
 dE = δW + δQ avec
 δW =
 ∫∂ΩA
 −→t .δ−→u ds +
 ∫ΩA
 −→f v.δ
 −→u ds
 δQ = TdS(4.13)
 ou T est la temperature absolue et S l’entropie. Toutefois le terme δW peutetre modifie comme suit, en utilisant le theoreme de la divergence, le fait quele systeme est en equilibre, et la symetrie du tenseur des contraintes :
 δW =
 ∫
 ΩA
 σ : δεdv (4.14)
 Il est donc possible d’ecrire l’energie interne par unite de volume dans lesolide de sous la forme de = σ : δε + Tds. La temperature est dans notre casconstante (pas d’echange de chaleur entre ΩA et l’exterieur). De plus, e et ssont des fonctions d’etat, de sorte que de et ds sont des differentielles totales.Le travail δw s’ecrit donc sous la forme :
 δw = de− Tds = d(e− Ts) = dw = σ : dε (4.15)
 On peut en deduire que :
 ∂w
 ∂ε= σ = C : ε , d’ou
 ∂2w
 ∂ε∂ε= C (4.16)
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L’energie de deformation par unite de volume est finalement la forme qua-dratique definie positive suivante :
 w =1
 2C : ε : ε (4.17)
 Les relations precedentes se traduisent par le fait que la matrice 6x6 del’equation 4.12 est symetrique et definie positive. Cette matrice ne possededonc que 6x7/2=21 composantes independantes. Le tenseur des rigiditeselastiques C ne possede donc que 21 composantes independantes dans lecas le plus general. Un raisonnement analogue nous aurait conduit au memeresultat pour le tenseur des compliances S, qui ne possede aussi que 21 com-posantes independantes.
 4.3.3 Relations de symetrie
 En pratique, les materiaux possedent des symetries supplementaires quipermettent de restreindre encore le nombre de composantes independantesdu tenseur des rigidites. Les principaux cas rencontres sont l’orthotropie(symetrie par rapport a trois plans orthogonaux), qui reduit le nombre decomposantes a 9 (c’est le cas par exemple du bois et des cristaux orthorhom-biques), la symetrie cubique (orthotropie avec des proprietes identiques dansles trois directions orthogonales aux plans de symetrie), qui reduit le nombrede composantes a 3 (c’est la cas de la structure de nombreux metaux), etl’isotropie (memes proprietes dans toutes les directions), qui reduit le nombrede composantes a 2 (cette hypothese est largement utilisee en mecanique desmilieux continus, pour les materiaux courants).
 Symetrie cubique
 Dans le cas de la symetrie cubique, les trois composantes independantesde C sont souvent notees C11(= C1111), C12(= C1122) et C44(= C2323). Desnotations identiques pour S conduisent aux relations suivantes :
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Fig. 4.7 – Rigidites et compliances de differents metaux cubiques
 σ11
 σ22
 σ33
 σ23
 σ31
 σ12
 =
 C11 C12 C12 0 0 0C12 C11 C12 0 0 0C12 C12 C11 0 0 00 0 0 C44 0 00 0 0 0 C44 00 0 0 0 0 C44
 .
 ε11
 ε22
 ε33
 2ε23
 2ε31
 2ε12
 (4.18)
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ε11
 ε22
 ε33
 2ε23
 2ε31
 2ε12
 =
 S11 S12 S12 0 0 0S12 S11 S12 0 0 0S12 S12 S11 0 0 00 0 0 S44 0 00 0 0 0 S44 00 0 0 0 0 S44
 .
 σ11
 σ22
 σ33
 σ23
 σ31
 σ12
 (4.19)
 Le tableau 4.7 donne des valeurs pour ces coefficients dans le cas de metauxdont la maille elementaire est a symetrie cubique. Les compliances sont enTPa−1, soit 10−12Pa−1. Les rigidites sont en GPa, soit 109Pa.
 Isotropie
 Dans le cas isotrope, le nombre de coefficients est reduit a deux par la relationC44 = 1
 2(C11 − C12). Il existe plusieurs facon d’exprimer ces coefficients. On
 peut par exemple choisir ceux de Lame λ = 12(C11 +C12) et µ = 1
 2(C11−C12),
 ou le module d’Young E = µ3λ+2µλ+µ
 et le coefficient de Poisson ν = λ2(λ+µ)
 vusdans le cas de l’essai de traction. La loi de comportement elastique lineaires’ecrit dans le cas isotrope de la facon suivante :
 σ = 2µε + λtr(ε)I =E
 1 + ν(ε +
 ν
 1− 2νtr(ε)I) (4.20)
 et dans le sens inverse :
 ε =1
 2µσ − λ
 2µ(3λ + 2µ)tr(σ)I =
 1 + ν
 Eσ − ν
 Etr(σ)I (4.21)
 ou I est le tenseur identite.
 Notons enfin que le module de compression hydrostatique K est egalementutilise. Il relie la partie hydrostatique de la deformation (εH = tr(ε)) a lacontrainte hydrostatique (σH = tr(σ)). Il peut etre exprime en fonction descoefficients de Lame ou en fonction de E et ν sous la forme :
 K = 3λ + 2µ =E
 1− 2ν(4.22)
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4.3.4 Thermo-elasticite lineaire
 Les materiaux sont souvent soumis a des chargements thermiques qui ontpour effet de dilater les structures. Les deformations thermiques sont direc-tement proportionnelles a la variation de temperature ∆T , par le coefficientde dilatation thermique α :
 εth = α∆TI (4.23)
 Lorsque la structure n’est pas liee mecaniquement a l’exterieur, alors cechamp de deformation thermique ne generera pas de contraintes s’il verifieles equations de compatibilite. On montre qu’une telle condition impose unchamp de temperatures lineaire dans la structure. Dans le cas contraire, ou sila structure est liee mecaniquement a l’exterieur (on parle alors de dilatationcontrariee), alors des contraintes seront generees dans le solide.
 Par exemple, lorsque l’on chauffe de facon homogene une barre de metal, celle-ci se dilate sans qu’il y ait creation de contraintes a l’interieur. Par contre,si on impose a celle-ci de garder la meme longueur, alors une contrainte decompression sera creee dans la barre pour respecter cette condition. Une autrefacon de creer des contraintes dans la barre est de la chauffer de facon nonhomogene. Par exemple, lors d’un chauffage par induction a haute frequence,le diametre exterieur de la barre est plus dilate que le centre. La partieexterieure de la barre sera donc mise en compression par la partie interieure.
 D’une facon plus generale, lors d’une sollicitation dite ”thermo-mecanique”,les deformations thermiques s’ajoutent aux deformations mecaniques, elles-meme reliees aux contraintes par la loi de comportement du materiau. Dans lecas elastique lineaire isotrope, on obtient une relation entre les deformationset les contraintes sous la forme :
 ε =1 + ν
 Eσ + (α∆T − ν
 Etr(σ))I (4.24)
 L’inversion de cette relation nous fournit la loi de comportement dite”thermo-elastique” du materiau :
 σ =E
 1 + ν(ε +
 ν
 1− 2νtr(ε)I)− E
 1− 2να∆TI (4.25)
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4.4 Exercices
 Contraintes planes - Deformations planes
 Nous travaillons ici dans un systeme de coordonnees cartesien (O, x1, x2, x3),dans l’hypothese des petites perturbations, et avec une loi de comportementelastique lineaire isotrope donnee par les coefficients E (module d’Young) etν (coefficient de Poisson).
 – l’hypothese des deformations planes revient a supposer un champ dedeplacements −→u = (u1, u2, u3) de la forme :
 u1 = u1(x1, x2)u2 = u2(x1, x2)u3 = 0
 (4.26)
 En deduire la forme du tenseur des deformations ε et celle du tenseurdes contraintes de Cauchy σ. Faire un dessin illustrant cette hypothese etexpliquer l’expression obtenue pour le terme σ33.
 – l’hypothese des contraintes planes revient a supposer un vecteur contraintenul sur la surface de normale x3. En deduire la forme du tenseur descontraintes de Cauchy σ et celle du tenseur des deformations ε. Faire undessin illustrant cette hypothese et expliquer l’expression obtenue pour ε33.
 – Nous desirons analyser le comportement mecanique d’une tole epaisse solli-citee dans son plan. Pour simplifier les calculs, nous souhaitons schematiserce comportement a l’aide de deux zones : le plan moyen de la tole (zone 1)et sa surface superieure (zone 2). Determiner en le justifiant quelle zone seraplutot en contrainte plane, et quelle zone subira plutot une deformationplane.
 Torsion d’un barreau elastique
 On considere un cylindre plein, de rayon R, d’axe Oz, et de hauteur H. Onnote r, θ, z les coordonnes cylindriques que nous utiliserons pour traiter leprobleme. Le materiau est suppose avoir un comportement elastique isotrope.La face inferieure (z = 0) du cylindre est fixe. La surface laterale est libre.La surface superieure (z = H) subit un couple de torsion C, ce qui entraıneune rotation d’angle α de celle-ci.
 – En supposant que chaque tranche horizontale du cylindre reste dans lememe plan, ecrire de quelles coordonnees r, θ ou z dependent les compo-
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santes u, v et w du deplacement de chaque point du cylindre. En deduireune expression simplifiee du tenseur gradient des deplacements d, puis dutenseur des deformations ε. En utilisant les coefficients de Lame λ et µ,exprimer ensuite le tenseur des contraintes σ.
 – Ecrire le systeme d’equations correspondant a l’equilibre statique local ducylindre. En supposant v(r, z) lineaire en r et en z, integrer les equationsobtenues pour obtenir une expression de v(r, z). Appliquer ensuite lesconditions aux limites en deplacements pour determiner les constantes.
 – En ecrivant la condition aux limites en contraintes (couple C), donnerla relation entre ce couple et l’angle de rotation α de la face superieure.En deduire l’evolution de la contrainte equivalente de von Mises en fonc-tion de ce couple dans le cylindre. Lors d’un essai, on souhaite quecette contrainte equivalente ne depasse pas 200MPa, pour eviter unedeformation irreversible (plastification) du cylindre. Calculer le rayonmaximum du cylindre utilisable pour un couple applique C = 100Nm.
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Chapitre 5
 METHODESSEMI-INVERSES
 5.1 Bilan
 5.1.1 Nombre d’inconnues, nombre d’equations
 En elasticite lineaire, et dans l’hypothese des petites perturbations, le nombred’inconnues dans un probleme de mecanique des milieux continus est egal a15. En effet, l’objectif est de determiner en chaque point du solide le vec-teur deplacement −→u (trois composantes), le tenseur des deformations ε (sixcomposantes independantes) et le tenseur des contraintes σ (six composantesindependantes).
 Pour resoudre un tel probleme, nous devons donc disposer de 15 equations.Ces equations sont les trois equations d’equilibre :
 −→div(σ) +
 −→f v = 0 (5.1)
 les six equations de compatibilite des deformations (qui assurent que lesdeformations derivent d’un champ de deplacement sous la forme εij = 1
 2(ui,j+
 uj,i) obtenues par le systeme :
 ∆(ε) + grad(−−→grad(tr(ε))) = grad(
 −→div(ε)) + grad(
 −→div(ε))t (5.2)
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et les six equations de comportement reliant les contraintes aux deformationssous la forme :
 σ = 2µε + λtr(ε)I (5.3)
 ou le tenseur I represente le tenseur identite.
 On constate que les equations sont en fait des equations differentielles. Leurintegration se fera donc a une constante pres, qui sera determinee a l’aidedes conditions aux limites en pression ou en deplacement :
 −→u =−→U sur ∂ΩU−→
 t = σ.−→n =−→T sur ∂ΩT
 (5.4)
 5.1.2 Methodes de resolution
 Il existe beaucoup de methodes de resolution des equations precedentes. Tou-tefois, les methodes dites ”semi-inverses” presentent l’avantage de fournir desexpressions analytiques pour les champs de deplacement, de deformations etde contraintes dans le solide. Ce chapitre est consacre aux methodes semi-inverses, dans le cas de materiaux homogenes, au comportement elastiquelineaire et isotrope. De plus, nous negligerons les effets d’acceleration(resolution statique). En effet, ces hypotheses permettent de mettre en placedes equations relativement simples a resoudre.
 Il existe existe deux grandes methodes de resolution semi-inverse de ce type deproblemes. La premiere, dite ”resolution en deplacements”, consiste a ecriretoutes les conditions que doivent satisfaire les deplacements dans la structure,pour en deduire une solution. La seconde, dite ”resolution en contraintes”,consiste a ecrire ces equations a l’aide du tenseur des contraintes.
 5.2 Resolution en deplacements
 5.2.1 Equations de Lame-Clapeyron
 Lorsque l’on souhaite obtenir un champ de deplacements dans le materiau,on traite un probleme a trois inconnues (les trois deplacements dans les trois
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directions). Pour cela, on dispose de trois equations, qui sont les equationsd’equilibre que l’on va formuler en deplacements en utilisant la loi de compor-tement et le definition des deformations. En effet, le champ de deformationque l’on deduira du champ de deplacement respectera par definition les sixequations de compatibilite. L’ensemble des equations precedentes nous per-met d’exprimer la divergence de l’etat de contrainte sous la forme :
 −→div(σ) = µ(
 −→∆(−→u ) +
 −→div(grad(−→u )t)) + λ
 −→div(tr(ε)I)
 = µ−→∆(−→u ) + (λ + µ)
 −−→grad(div(−→u ))
 (5.5)
 La resolution en deplacements d’un probleme de mecanique des milieux conti-nus se fait donc a l’aide des trois equations differentielles dites de ”Lame-Clapeyron” ou de ”Navier” :
 µ−→∆(−→u ) + (λ + µ)
 −−→grad(div(−→u )) +
 −→f v =
 −→0 (5.6)
 La resolution de ces equations est surtout pratique lorsque les conditions auxlimites (qui servent a determiner les constantes d’integration) sont exprimeesen deplacement. Si des conditions sont exprimees en contraintes, alors il fautcalculer le tenseur des contraintes a partir du champ de deplacements, puisappliquer ces conditions pour determiner les constantes.
 5.2.2 Cas particuliers
 Deformation pure
 Dans le cas d’une deformation pure (pas de rotation de corps solide), le champ
 de deplacements derive d’un potentiel φ sous la forme −→u =−−→grad(φ), de sorte
 que les equations de Lame-Clapeyron peuvent s’ecrire sous forme suivante :
 (λ + 2µ)−→∆(−→u ) +
 −→f v =
 −→0 (5.7)
 En l’absence de forces volumiques, le champ de deplacements correspondanta une deformation pure est une fonction harmonique, c’est-a-dire qui verifiela condition :
 −→∆(−→u ) =
 −→0 (5.8)
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Materiau incompressible
 Dans le cas d’un materiau incompressible (tr(ε) = div(−→u ) = 0), les equationsde Lame-Clapeyron se reduisent a :
 µ−→∆(−→u ) +
 −→f v =
 −→0 (5.9)
 En l’absence de forces volumiques, le champ de deplacements correspondanta un materiau incompressible est egalement une fonction harmonique.
 Thermo-elasticite lineaire
 Dans le cas ou la temperature intervient, les relations entre les contrainteset les deformations sont modifiees (voir chapitre sur l’elasticite). Il s’en suitque les equations de Lame-Clapeyron deviennent :
 µ−→∆(−→u ) + (λ + µ)
 −−→grad(div(−→u ))] +
 −→f v − (3λ + 2µ)α
 −−→grad(∆T ) =
 −→0 (5.10)
 5.3 Resolution en contraintes
 5.3.1 Equations de Beltrami-Michell
 Lorsque seules des conditions aux limites en contraintes existent, il peutetre interessant de resoudre le probleme en utilisant les six composantesindependantes du tenseur des contraintes comme inconnues. Il faut alorsdisposer de six equations, qui sont obtenues en ecrivant que les deformationsobtenues par la loi de comportement respectent les equations de compatibi-lite. Les equations d’equilibre sont donc ici simplement utilisees pour simpli-fier les equations de compatibilite exprimees en contraintes. Ces equationss’ecrivent tout d’abord globalement sous la forme suivante, en notant Σ lescalaire representant la trace du tenseur des contraintes :
 ∆(σ) + grad(−−→grad(Σ))− grad(
 −→div(σ))− grad(
 −→div(σ))t
 − λ3λ+2µ
 (∆(Σ)I − grad(−−→grad(Σ))) = 0
 (5.11)
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On remarque que l’expression a annuler dans l’equation precedente est untenseur d’ordre 2 symetrique. Il n’y a donc que six equations independantes.En utilisant les equations d’equilibre, on peut ecrire cette equation sous laforme suivante :
 ∆(σ)) + 2(λ+µ)3λ+2µ
 grad(−−→grad(Σ))
 + (grad(−→f v) + grad(
 −→f v)
 t)− λ3λ+2µ
 ∆(Σ)I = 0(5.12)
 Une simplification est encore possible a l’aide des equations d’equilibre, enutilisant la relation scalaire issue des equations de compatibilite et la loi decomportement. On obtient alors :
 div(−→f v) =
 λ + 2µ
 3λ + 2µ∆(Σ) (5.13)
 Ceci conduit aux equations dites de ”Beltrami-Michell”, qui s’ecrivent sousla forme :
 ∆(σ) + 2(λ+µ)3λ+2µ
 grad(−−→grad(Σ))
 + grad(−→f v) + grad(
 −→f v)
 t − λλ+2µ
 div(−→f v)I = 0
 (5.14)
 Ce systeme d’equations differentielles permet d’obtenir le champ decontraintes, a des constantes pres qu’il faut determiner en utilisant les condi-tions aux limites en pression. Toutefois, il est difficile ici d’introduire lesconditions aux limites en deplacements, car le champ de deplacements n’estpas obtenu directement a partir du champ de contraintes. Il faut pour celaintegrer les deformations. Pour cette raison, la resolution en contraintes estmoins utilisee que celle en deplacements.
 5.3.2 Cas particuliers
 Forces massiques homogenes
 Dans le cas de forces massiques homogenes, leur gradient et leur divergencesont nuls, ce qui annule le terme en forces volumiques dans les equations deBeltrami-Michell, qui deviennent :
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∆(σ) +2(λ + µ)
 3λ + 2µgrad(
 −−→grad(Σ)) = 0 (5.15)
 De plus, appliquant l’operateur laplacien a l’equation precedente, on fait ap-paraıtre le laplacien de Σ, qui est nul car il depend uniquement de la diver-gence des forces volumiques. On en deduit que le tenseur des contraintesest dans ce cas ”bi-harmonique”, c’est-a-dire qu’il satisfait la condition∆(∆(σ)) = 0.
 Utilisation pratique
 Lorsque le probleme possede des conditions aux limites en deplacements,celles-ci sont difficiles a introduire. En effet, le champ de deplacements n’estpas obtenu directement a partir du champ de contraintes. Il faut pour celaintegrer les deformations. Pour cette raison, la resolution en contraintes estmoins utilisee que celle en deplacements.
 5.4 Exercices
 Disque de turbomachine
 Nous souhaitons dimensionner un disque de compresseur de turbomachineen regime permanent (vitesse de rotation angulaire constante ω, figure 5.1).Pour cela, nous travaillons en coordonnees cylindriques (r, θ, z). Le materiauest suppose elastique lineaire, isotrope, avec les constantes d’elasticite λ et µ(coefficients de Lame) et une masse volumique ρ. Pour simplifier les calculs,le champ de deplacements (u, v, w) dans le disque est suppose de la formeu = u(r), v = 0, w = 0. On neglige donc la reduction d’epaisseur du disque.
 – Donner l’expression des tenseurs des deformations et des contraintes– Ecrire l’equilibre du disque en fonction du champ de deplacements– Montrer qu’un champ du type u(r) = ar3 + br les satisfait, et determiner
 les constantes a et b– En utilisant la contrainte equivalente de Tresca, et en notant σ0 sa valeur
 limite (avant plastification), determiner le rayon maximal admissible dudisque
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r
 ωR
 h
 z
 Fig. 5.1 – Schematisation du probleme
 – Parmi les materiaux proposes ci-dessous, selectionner celui ou ceux per-mettant un fonctionnement a une vitesse de 50000tr/mn avec un rayon de160mm.
 materiau ρ(kg/m3) ν σ0(MPa)INCO625 7800 0,3 900
 TA6V 5500 0,34 700Al 7075 2800 0,32 500
 Tenue mecanique d’un bouchon
 Nous souhaitons etudier la tenue mecanique d’un bouchon cylindrique intro-duit dans une bouteille supposee infiniment rigide. Pour cela, nous utilisons laschematisation de la figure 5.2 et nous travaillons en coordonnees cylindriques(r, θ, z). Le materiau constituant le bouchon est suppose elastique lineaire,isotrope, avec les constantes d’elasticite λ et µ (coefficients de Lame). Lechamp de deplacements (u, v, w) dans le bouchon est suppose de la formeu = u(r), v = 0, w = w(r, z).
 – Exprimer le tenseur des deformations ε, le tenseur des contraintes σ,et les equations d’equilibre du bouchon, en fonction des deplacements(u, v, w) et de leurs derivees partielles (non nulles). Montrer qu’un champde deplacements de la forme suivante (ou A,B, C, D sont des constantes)satisfait ces equations d’equilibre :
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r
 z
 H
 R
 pression P
 Fig. 5.2 – Schematisation du probleme
 u = A rR
 v = 0w = B
 R2 (r2 − 2µ
 λ+2µz2) + C z
 H+ D
 (5.16)
 – Exprimer les constantes B et C en fonction de A,P, R, H, λ, µ en utilisantles conditions aux limites en pression sur les faces z = 0 (pression P dansla direction z) et z = H (pression nulle dans la direction z).
 – Donner l’expression de la constante A a l’aide de la condition aux limitesen deplacement suivante : un deplacement u = −δ en r = R est impose (lebouchon est emmanche de force dans la bouteille ! !).
 – Donner l’expression complete du tenseur des contraintes. Expliquer pour-quoi ce tenseur ne depend pas de la constante D, et comment celle-cipourrait etre obtenue.
 – Donner l’expression du vecteur contrainte−→t exerce par la bouteille sur la
 face r = R du bouchon (voir figure 5.3). En deduire les contraintes normaleσn et tangentielle σt appliquees sur cette face.
 – Ce vecteur contrainte pourra etre exerce par la bouteille tant que le rapportσt
 σnn’excedera pas le coefficient de frottement m de l’interface bouteille-
 bouchon. En deduire la pression P limite a partir de laquelle le bouchonsortira.
 – Calculer cette pression limite pour H = 30mm, R = 10mm, δ = 1mm,λ = 0, µ = 6MPa et m = 0, 1.
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r
 t
 σ n
 σ t
 z
 Fig. 5.3 – Schematisation du probleme
 Frettage cylindrique
 Le ”frettage cylindrique” consiste a emmancher deux formes axisymetriquesl’une dans l’autre, la forme interieure ayant auparavant un diametre externesuperieur au diametre interne de la forme exterieure. On parle alors d’em-manchement ”serre”. Dans ce travail, nous nous interesserons simplementaux consequences du frettage, sans nous soucier du mode d’assemblage (ther-mique ou mecanique). L’objectif est de calculer les champs de contraintes,de deformation, et les deplacements dans des assemblages cylindriques fretes.Nous allons traiter le cas du frettage d’un tube sur un cylindre plein, tel qu’ilest decrit dans la figure 5.4.
 
 !!!
 δ
 R
 R
 1
 2
 materiau 1
 materiau 2
 Dans tous les calculs, nous nous placerons en coordonnees cylindriques etdans l’hypothese des petites perturbations. De plus, nous negligerons le poidspropre et les effets d’acceleration, et nous supposerons que les materiauxfretes sont homogenes, et ont le meme comportement elastique isotrope (nousnoterons λ et µ leurs coefficients de Lame). Enfin, le champ de deplacements
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(ui, vi, wi) a l’interieur de chaque materiau i sera suppose radial et de la formesuivante :
 ui = ui(r)vi = 0wi = 0
 (5.17)
 – Donner les composantes du tenseur des contraintes σ(i) et du tenseur desdeformations ε(i) dans le materiau i, en fonction de ui et de ses deriveessuccessives. En deduire les equations d’equilibre dans chaque materiau for-mulees en deplacements.
 – Trouver une forme analytique de ui(r), dependant de deux constantes ai
 et bi, satisfaisant les equations d’equilibre obtenues. Pour cela, integrer lesequations d’equilibre en effectuant un changement de variable ti = ln(ui).
 – En notant δ l’ecart entre les rayons initiaux de deux formes fretees 1(interieure) et 2 (exterieure), montrer que les deplacements u1 et u2 sa-tisfont la condition u2 − u1 = δ au niveau de l’interface. La quantite δ estappelee ”serrage”.
 – A l’interface entre deux formes fretees 1 et 2, ecrire la continuite de lacontrainte normale, et montrer que cette continuite se traduit par la condi-tion σ
 (1)rr = σ
 (2)rr .
 – Appliquer les conditions aux limites au centre, a l’interface et a l’exterieurpour determiner les quatre constantes a1, b1, a2, b2. Exprimer ensuiteles champs de deplacement, de contraintes et de deformation dans lesmateriaux fretes en fonction des rayons R1 et R2, du serrage δ, et descoefficients de Lame.
 – Dessiner l’evolution des contraintes σrr, σθθ et σzz le long du rayon del’assemblage. En deduire la contrainte equivalente de Tresca σ dans l’as-semblage. Dessiner son evolution le long du rayon de l’assemblage. Donnerla position dans l’assemblage ou la plastification du materiau apparaıtraen premier.
 Tube sous pression
 On considere un tube d’axe Oz, infiniment long, de rayon interieur r0, derayon exterieur r1. On travaillera en coordonnees cylindriques r, θ, z. Lemateriau est suppose avoir un comportement elastique isotrope caracterisepar ses coefficients de Lame λ et µ. La face interieure est soumise a unepression p0, celle de l’exterieur a une pression p1.
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– Justifier le choix d’un champ de deplacements u, v, w tel que u =u(r), v = 0, w = 0 (champ radial). En deduire l’expression du tenseurdes deformations et du tenseur des contraintes en fonction de u et de sesderivees par rapport a r.
 – Resoudre le probleme en deplacements en ecrivant l’equilibre statique dusysteme. Montrer qu’un champ de deplacements du type u(r) = a + b
 r
 satisfait cet equilibre.– Resoudre le probleme en contraintes en ecrivant l’equilibre statique du
 systeme. Utiliser le champ de deplacements obtenu precedemment pourestimer une forme de champ de contraintes.
 – Ecrire les conditions aux limites pour determiner les constantes a et b enfonction des caracteristiques du materiau et de la geometrie du systeme.
 Dans la suite, nous supposerons que p1 = 0 (pas de pression externe).
 – Exprimer les composantes du tenseur des contraintes, puis la contrainteequivalente de Tresca (que l’on notera σ), en fonction de la pression internedans le tube, des caracteristiques elastiques du materiau, et de la geometrie.Tracer l’evolution de σ dans la paroi du tube.
 – En utilisant un critere base sur la contrainte equivalente de Tresca, et ennotant σ0 la limite d’elasticite du materiau, determiner la pression internemaximale pmax pour laquelle il n’y a pas de plastification locale. Calculerpmax pour σ0 = 200MPa, r0 = 100mm et r1 = 120mm.
 Ballon de football
 Un ballon de football est gonfle a une pression P . On note R son rayoninterne et e son epaisseur. Le materiau constituant le ballon est suppose ho-mogene, elastique lineaire et isotrope (λ et µ sont ses coefficients de Lame).On se place dans l’hypothese des petites perturbations. On neglige la pressionatmospherique et le poids propre du materiau. On utilise un systeme de coor-donnees spheriques r, θ, φ, dans lequel on suppose un champ de deplacementsradial u = u(r), v = 0, w = 0.
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Re
 pression P
 r
 – Exprimer le tenseur des deformations et le tenseur des contraintes en fonc-tion de u, de ses derivees successives, et des coefficients de Lame.
 – Exprimer l’equilibre statique sous la forme d’une equation differentielleen u(r). Montrer qu’un champ de la forme u = Ar + B/r2 satisfait cetequilibre (A et B sont des constantes).
 – Utiliser les conditions aux limites en pression pour determiner lesconstantes A et B. En deduire un expression complete des contraintes.
 – en notant δ = r − R, montrer que la contrainte radiale s’exprime sous laforme −P (1− δ/e) lorsque e << R.
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Chapitre 6
 METHODESENERGETIQUES
 6.1 Cadre general
 6.1.1 Principe des puissances virtuelles
 Pour schematiser les efforts mis en jeu dans les phenomenes que l’on souhaiteetudier, il est commode d’imaginer des mouvements fictifs ou virtuels. Cesmouvements engendrent des puissances qui sont a leur tour des puissancesvirtuelles. Un mouvement virtuel dans un milieu materiel Ω est defini par unchamp de vecteurs representant la vitesse virtuelle instantanee −→v ∗
 de tous sespoints M . Par exemple, pour evaluer la rigidite d’un ressort, on peut deplacerson extremite a une certaine vitesse. Ce mouvement est virtuel, puisqu’ilne sert qu’a estimer cette rigidite. La puissance virtuelle P ∗, associee a un
 mouvement virtuel donne, est le produit scalaire de la force−→F necessaire a
 ce mouvement par cette vitesse : P ∗ =−→F .−→v ∗
 .
 Un milieu materiel etant isole, on peut distinguer les actions exterieures quiagissent sur le milieu des action interieures qui representent les liaisons entretoutes les parties du milieu. Les deux enonces fondamentaux du principe despuissances virtuelles sont les axiomes d’objectivite et d’equilibre :
 – L’axiome d’objectivite stipule que la puissance virtuelle des effortsinterieurs associee a tout mouvement de corps rigide est nulle.
 – L’axiome d’equilibre impose que, pour tout milieu materiel isole, de do-
 83

Page 84
                        

maine Ω, repere dans un referentiel absolu, a chaque instant et pour toutmouvement virtuel, la puissance virtuelle des quantites d’acceleration P ∗
 a
 est egale a la somme des puissances virtuelles des efforts exterieurs P ∗e et
 des efforts interieurs P ∗i .
 Compte-tenu de l’axiome d’objectivite, et pour un systeme ne presentant pasde discontinuite de vitesse ou de contrainte (i.e. pas de propagation d’onde),la puissance virtuelle des efforts interieurs est celle de l’ensemble des efforts
 internes−→H =
 −→div(σ) (voir le chapitre sur les contraintes pour la definition des
 forces internes−→H ), puissance a laquelle on soustrait la contribution surfacique
 des contraintes. L’expression de cette puissance interne est donc :
 P ∗i =
 ∫
 Ω
 −→div(σ).−→v ∗
 dv −∫
 ∂Ω
 (σ.−→n ).−→v ∗ds (6.1)
 ou −→n est la normale exterieure a Ω.
 En appliquant la relation div(σ.−→v ) =−→div(σ).−→v + σ : grad(−→v ) au champ
 de vitesses virtuel −→v ∗, et en utilisant le theoreme de la divergence et lasymetrie du tenseur des contraintes, on peut encore ecrire cette puissancesous la forme :
 P ∗i = −
 ∫
 Ω
 σ : grad(−→v ∗)dv (6.2)
 Les efforts exterieurs comprennent d’une part les efforts exerces a distancepar des systemes exterieurs, representes par une densite volumique de forces−→f v dans le domaine Ω, et d’autre part les efforts de contact exerces par
 des systemes exterieurs, representes par une densite surfacique de forces−→t
 sur la surface exterieure ∂Ω de Ω. On definit alors la puissance des forcesexterieures sous la forme :
 P ∗e =
 ∫
 Ω
 −→f v.
 −→v ∗dv +
 ∫
 ∂Ω
 −→t .−→v ∗
 ds (6.3)
 Si −→γ est le vecteur des accelerations, reelles, en chaque point M , et ρ la massevolumique en ce point, alors la puissance virtuelle des quantites d’accelerationest definie par :
 P ∗a =
 ∫
 Ω
 ρ−→γ .−→v ∗dv (6.4)
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Les equations precedentes permettent d’ecrire le principe des puissances vir-tuelles sous l’une des deux formes suivantes :
 ∀−→v ∗,
 ∫
 Ω
 (−→div(σ) +
 −→f v − ρ−→γ ).−→v ∗
 dv +
 ∫
 ∂Ω
 (−→t − σ.−→n ).−→v ∗
 ds = 0 (6.5)
 ∀−→v ∗,
 ∫
 Ω
 σ : grad(−→v ∗)dv +
 ∫
 Ω
 ρ−→γ .−→v ∗dv −
 ∫
 Ω
 −→f v.
 −→v ∗dv −
 ∫
 ∂Ω
 −→t .−→v ∗
 ds = 0
 (6.6)
 Sur la premiere expression, on constate que le principe des puissancesvirtuelles conduit d’une part a verifier l’equilibre local de la dynamique(integrale volumique) et d’autre part a definir le tenseur des contraintes
 de Cauchy par son lien avec le vecteur contrainte−→t applique en sur-
 face (integrale surfacique). Toutefois, les approches energetiques sont plutotbasees sur la seconde expression. Nous allons les etudier dans le cas statique(pas de termes d’acceleration).
 6.1.2 Principe des travaux virtuels
 Dans l’hypothese des petites perturbations, le principe des puissances vir-tuelles devient le principe des travaux virtuels. Si −→u ∗
 represente un champde deplacements virtuels dans le solide, l’integration par rapport au tempsdu principe des puissances virtuelles se fait directement (pas de changementde configuration) et donne la quantite suivante a annuler :
 ∀−→u ∗,W (σ,−→u ∗
 ) =∫
 Ωσ : grad(−→u ∗
 )dv +∫
 Ωρ−→γ .−→u ∗
 dv
 − ∫Ω
 −→f v.
 −→u ∗dv − ∫
 ∂Ω
 −→t .−→u ∗
 ds = 0(6.7)
 Cette equation conduit a verifier l’equilibre local et a definir le tenseurdes contraintes. Elle est a la base des methodes energetiques de resolutiondes problemes de mecanique des milieux continus. Pour cela, on introduitles champs de deplacement cinematiquement admissibles et les champs decontraintes statiquement admissibles :
 – Un Champ Cinematiquement Admissibles (CCA) est un champ dedeplacements −→u ∗
 qui verifie toutes les donnees cinematiques du probleme.
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Il est continu dans Ω et sur ∂Ω, continument derivable par morceaux surΩ, et satisfait les conditions aux limites en deplacement :
 −→u ∗=−→U sur ∂ΩU (6.8)
 ou−→U est un deplacement connu. La solution associee a un CCA est un
 champ de contraintes qui est obtenu en calculant les deformations, et enappliquant la loi de comportement du materiau. Ce champ de contraintesne satisfait pas forcement l’equilibre de la structure et/ou les conditionsaux limites en pression.
 – Un Champ Statiquement Admissible (CSA) est un champ de contraintesσ∗ qui verifie toutes les donnees statiques du probleme. Il est continu dansΩ et sur ∂Ω, continument derivable par morceaux sur Ω, et verifie lesequations d’equilibre local et les conditions aux limites en efforts :
 −→div(σ∗) +
 −→f v =
 −→0 dans Ω
 σ∗.−→n =−→T sur ∂ΩT
 (6.9)
 ou−→T est une pression connue. La solution associee a un CSA est un champ
 de deplacements qui est obtenu en appliquant la loi de comportement pourobtenir les deformations, puis en remontant aux deplacements en respec-tant les equations de compatibilite. Ce champ de deplacements ne satisfaitpas forcement les conditions aux limites en deplacements.
 6.2 Formulation variationnelle
 6.2.1 Approche en deplacements
 Pour introduire une formulation variationnelle en deplacements, lesdeplacements virtuels −→u ∗
 sont choisis comme variation des deplacementsreels −→u , −→u ∗
 = −→u + δ−→u , l’operateur δ verifiant les proprietes δ(δ−→u ) =−→0 ,
 δ(grad(−→u )) = grad(δ−→u ) et∫Ω
 δ−→u dv = δ(∫Ω−→u dv). De plus, cette variation
 est choisie au sein des champs cinematiquement admissibles (CCA), de sorte
 que l’on a δ−→u =−→0 sur ∂ΩU . En exprimant enfin les contraintes en fonction
 du champ de deplacements −→u , et en utilisant le fait que la solution reelle−→u annule la quantite W , on obtient l’expression suivante a annuler, ou Crepresente le tenseur de rigidite du materiau :
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W (−→u , δ−→u ) =
 ∫
 Ω
 grad(−→u ) : C : grad(δ−→u )dv −∫
 Ω
 −→f v.δ
 −→u dv −∫
 ∂ΩT
 −→T .δ−→u ds
 (6.10)
 Cette expression a annuler est ensuite exprimee comme la variation d’uneenergie Πp(
 −→u ) sous la forme :
 W (−→u , δ−→u ) = δ(Πp(−→u )) =
 ∂Πp
 ∂−→u .δ−→u (6.11)
 avec :
 Πp(−→u ) =
 1
 2
 ∫
 Ω
 grad(−→u ) : C : grad(−→u )dv −∫
 Ω
 −→f v.
 −→u dv −∫
 ∂ΩT
 −→T .−→u ds
 (6.12)
 Cette fonction est appelee ”energie potentielle”. Sa variation au second ordreest donnee par :
 δ2(Πp(−→u )) =
 ∫
 Ω
 grad(δ−→u ) : C : grad(δ−→u )dv (6.13)
 Puisque les termes Cijkl forment une matrice definie positive en (ij), (kl),alors cette variation au second ordre est strictement positive, et la solutiondu probleme correspond a un minimum de l’energie potentielle. L’approcheenergetique en deplacements est egalement appelee ”modele variationnel endeplacements”. Le principe est de se donner une champ de deplacementsvirtuels parametre et cinematiquement admissible, de calculer l’energie po-tentielle correspondante, et de la minimiser pour s’approcher de la solutionreelle. On peut ainsi obtenir une approximation de la solution reelle, qui auradonc une energie potentielle superieure a la solution exacte, et constitueraune borne superieure. Cette methode est donc egalement appelee ”methodede la borne superieure”.
 6.2.2 Approche en contraintes
 L’approche en contraintes consiste a considerer le champ de contraintes sousla forme σ = σ∗−δσ, ou σ∗ est un champ de contraintes virtuel statiquement
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admissible, c’est-a-dire satisfaisant les equations d’equilibres et les conditionsaux limites en pression (sur ∂ΩT ). La quantite a annuler peut alors s’ecrireau premier ordre, en introduisant le tenseur S des complaisances elastiqueset en notant −→u ∗ = −→u + δ−→u (ou −→u est le champ reel, mais ou −→u ∗ n’est pasnecessairement cinematiquement admissible) :
 W (σ, δσ) =∫
 Ω(σ∗ − δσ) : grad(−→u ∗)dv − ∫
 Ω
 −→f v.
 −→u ∗dv − ∫
 ∂Ω
 −→t .−→u ∗
 ds
 = − ∫Ω
 δσ : grad(−→u ∗)dv − ∫∂Ω
 (−→t − σ∗.−→n ).−→u ∗
 ds
 = − ∫Ω
 δσ : S : σdv +∫
 ∂ΩUδσ.−→n .
 −→U ds
 (6.14)
 Cette expression a annuler est ensuite exprimee comme la variation d’uneenergie Πc(σ) sous la forme :
 W (σ, δσ) = δ(Πc(σ)) =∂Πc
 ∂σ: δσ (6.15)
 avec :
 Πc(σ) = −1
 2
 ∫
 Ω
 σ : S : σdv +
 ∫
 ∂ΩU
 (σ.−→n ).−→U ds (6.16)
 Cette fonctionnelle est appelee ”energie complementaire”. Sa variation ausecond ordre est donnee par :
 δ2(Πc(σ)) = −∫
 Ω
 δσ : S : δσdv (6.17)
 Puisque les Sijkl forment une matrice definie positive en (ij),(kl), alors cettevariation au second ordre est strictement negative, et la solution du problemecorrespond a un maximum de l’energie complementaire. Cette approche estegalement appelee ”modele variationnel en contraintes”, ou ”methode de laborne inferieure”. En effet, la solution obtenue par ce modele aura une energieinferieure a la solution reelle.
 6.2.3 Encadrement
 Les formulations variationnelles en deplacements et en contraintes per-mettent d’obtenir des solutions approchees a un probleme de mecanique
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des milieux continus. De plus, si −→u ∗est un champ de deplacement
 cinematiquement admissible obtenu par l’approche en deplacements, et si−→σ ∗est un champ de contraintes statiquement admissible obtenu par l’ap-
 proche en contraintes, alors on peut encadrer la solution reelle (−→σ , −→u ) sousla forme :
 Πc(σ∗) ≤ Πc(σ) = Πp(
 −→u ) ≤ Πp(−→u ∗
 ) (6.18)
 6.3 Exercices
 Allongement elastique d’une barre
 On considere une barre elastique de section homogene S, de longueur L, etdont le materiau possede un module d’Young E. Cette barre est soumise a unetraction par deplacement d’une de ses extremites d’une quantite U , l’autrerestant fixe. On se limitera a l’etude des etats de contrainte uniaxiaux, desorte que la contrainte de traction dans la barre σ sera reliee a sa deformationε = ∂u
 ∂xsous la forme σ = Eε (voir figure 6.1).
 0
 L
 x
 Fig. 6.1 – Schematisation d’une barre elastique
 – Montrer qu’un champ de deplacement de la forme u(x) = U( xL)n avec
 n ≥ 1 est cinematiquement admissible. En postulant un tel champ, calculerl’energie potentielle de la barre Πp, parametree par n. Calculer la formedu champ de deplacement qui minimise cette energie.
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– Montrer qu’un champ de contrainte de la forme σ = σ0, ou σ0 est uneconstante, est statiquement admissible. En postulant un tel champ, calculerl’energie complementaire de la barre Πc, parametree par σ0. Calculer lavaleur de σ0 qui rend maximale cette energie.
 – Montrer que l’on a toujours Πp(n) ≥ Πc(σ0), et que ces deux energiecoıncident lorsqu’elles sont rendues extremale. En deduire la rigidite reellede la barre K.
 Traction elastique d’une barre
 On considere une barre elastique de section homogene S, de longueur L, etdont le materiau possede un module d’Young E. Cette barre est soumise aune traction par application d’une force F a l’une de ses extremites, l’autreextremite restant fixe. On se limitera a l’etude des etats de contrainte uni-axiaux, de sorte que la contrainte de traction dans la barre σ sera reliee a sadeformation ε = ∂u
 ∂xsous la forme σ = Eε (voir figure 6.1).
 – Montrer qu’un champ de deplacement de la forme u(x) = U( xL)n avec
 n ≥ 1 est cinematiquement admissible. En postulant un tel champ, calculerl’energie potentielle de la barre Πp, parametree par U et n.
 – Calculer la forme du champ de deplacement qui minimise l’energie poten-tielle de la barre.
 Barre sous son propre poids
 Une barre de section homogene S, de longueur L, et de module d’Young E, estsoumise a son propre poids (masse volumique ρ, acceleration de la pesanteurg). Elle est fixee a son extremite superieure. On se limitera a l’etude des etatsde contrainte uniaxiaux, de sorte que la contrainte de traction dans la barreσ sera reliee a sa deformation ε = ∂u
 ∂xsous la forme σ = Eε. On postule un
 champ de deplacements dans la barre sous la forme u(x) = ax2 + bx + c, oua, b et c sont des constantes, et un champ de contraintes σ(x) = Ax + B,ou A et B sont des constantes. On se place dans l’hypothese des petitesperturbations, et on neglige les effets d’inertie.
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L
 0
 x
 – Determiner la constante c pour que le champ u(x) soit cinematiquementadmissible. Calculer l’energie potentielle de la barre Πp, parametree par aet b. Determiner les valeurs de a et b qui minimisent cette energie.
 – Determiner les constantes A et B pour que le champ σ(x) soit statiquementadmissible. En deduire l’energie complementaire de la barre Πc.
 – Montrer a l’aide de criteres energetiques que les champs obtenus u(x) etσ(x) sont exacts.
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Chapitre 7
 APPLICATION AUXPOUTRES
 7.1 Cinematique
 7.1.1 Geometrie
 Une poutre est un solide engendre par une aire plane S qui est deplaceedans l’espace de maniere que durant son mouvement, le centre de graviteG de la section S parcourt une ligne donnee L, et que l’aire se maintienneconstamment normale a cette surface (figure 7.1). La ligne L est appelee fibremoyenne de la poutre. Une poutre est dite :
 – gauche si la ligne L suit une courbe gauche,– plane si la ligne L suit une courbe plane,– droite si la ligne L suit une droite.
 De plus, une poutre prismatique a une section S constante, et une poutrea plan moyen est une poutre plane dont le plan est un plan de symetrie dela section S. Enfin, si la fibre moyenne est une courbe fermee, on parlerad’anneau (les sections droites initiale et finale sont confondues).
 Une poutre est caracterisee geometriquement par :
 – une section S suffisamment massive,– une longueur selon L grande devant les dimensions transversales,– un rayon de courbure de L grand devant les dimensions transversales,
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l
 S
 X
 X
 X
 3
 2
 1
 xx 23
 x1
 G
 Fig. 7.1 – Definition geometrique d’une poutre
 – un profil sans discontinuite.
 La theorie elastique des poutres est basee sur celle des milieux curvilignes.Une position sur la poutre sera caracterisee uniquement par l’abscisse curvi-ligne l d’un point sur la fibre moyenne L. Le reste de la geometrie, c’est-a-direla section S, sera caracterise en chaque point de la fibre moyenne par :
 – la section S de la poutre obtenue sous la forme :
 S =
 ∫
 S
 ds =
 ∫
 S
 dx2dx3
 – des moments d’ordre 1 nuls puisque le point G de la fibre moyenne est lecentre de gravite de la section S :
 ∫
 S
 x2ds =
 ∫
 S
 x3ds = 0
 – des moments d’ordre 2, ou moments quadratiques, ou moments d’inertie :
 I2 =
 ∫
 S
 x23ds et I3 =
 ∫
 S
 x22ds
 – un moment produit :
 I23 =
 ∫
 S
 x2x3ds
 – un moment de giration :
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I =
 ∫
 S
 (x22 + x2
 3)ds = I2 + I3
 Par exemple, pour une section S circulaire, de rayon R, on a I2 = I3 = πR4
 4
 et I23 = 0, tandis que pour une section rectangulaire, de longueur et largeur
 L2 et L3, on a I2 =L2L3
 3
 12, I3 =
 L32L3
 12et I23 = 0.
 7.1.2 Hypothese de Navier
 Dans ce document, nous nous limiterons a la cinematique des deplacementsissue de l’hypothese de Navier. Selon cette hypothese, au cours de ladeformation de la poutre, la section droite S reste droite (elle ne subit aucungauchissement). Cette section S subit donc :
 – un mouvement de corps rigide,– une deformation dans son plan.
 Mouvement de corps rigide de S
 X
 X
 X
 1
 2
 3
 x
 xx
 3
 2 1
 GG M
 x1
 x2
 x3
 u
 r uM
 Fig. 7.2 – Hypothese cinematique de Navier
 La figure 7.2 illustre la caracterisation du mouvement de corps rigide de lasection S par un vecteur de deplacement −→u et un vecteur de rotation −→rappliques a son centre de gravite G. Le deplacement d’un point M de lasection S du a ce mouvement de corps rigide sera de la forme :
 −→u M = −→u +−→r ∧ −−→GM
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Comme la section S est normale a la fibre moyenne L (avant deformation),
 le vecteur−−→GM est contenu dans le plan forme par les vecteurs −→x 2 et −→x 3.
 Les composantes du vecteur −→u M s’ecrivent donc dans le repere local de lasection S :
 −→u M =
 ∣∣∣∣∣∣
 u1
 u2
 u3
 +
 ∣∣∣∣∣∣
 r2x3 − r3x2
 −r1x3
 r1x3
 Dans l’hypothese des petites perturbations, on calcule le tenseur desdeformations au point M , εM , comme la partie symetrique du tenseur gra-dient des deplacements en ce point, dM . Comme les vecteurs −→u et −→r s’ap-pliquent au point G de la section S, et donc sur la ligne L, ils ne dependentque de l’abscisse curviligne l sur cette ligne. Les seuls gradients non nulspour ces vecteurs sont donc ceux mettant en jeu la premiere coordonnee x1,tandis que la dependance en x2 et x3 est donnee explicitement par l’equationprecedente. Dans la suite, nous noterons x′ la derivee de toute quantite x parrapport a la premiere coordonnee. Ceci permet d’ecrire :
 −→d M =
 u′1 + r′2x3 − r′3x2 −r3 r2
 u′2 − r′1x3 0 −r1
 u′3 + r′1x3 r1 0
 On peut remarquer sur cette equation que les derivee mises en jeu sont desderivees totales. Dans le cas d’une poutre courbe par exemple, ces derivees de-vront prendre en compte le fait que le repere (−→x 1,
 −→x 2,−→x 3) ”tourne” lorsque
 l’on parcourt la fibre moyenne L.
 A partir du tenseur gradient des deplacements dM , on peut maintenant ob-tenir le tenseur des deformations εM par sa partie symetrique. On constateque ce tenseur ne possede que trois termes non nuls qui sont :
 ε11 = u′1 + r′2x3 − r′3x2
 2ε12 = u′2 − r′1x3 − r3
 2ε13 = u′3 + r′1x2 + r2
 Le mouvement de corps rigide de la section S ne produit donc pas dedeformations dans le plan de cette section.
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Deformation dans le plan de S
 Le plan de la section S contient les vecteur −→x 2 et −→x 3. Il s’en suit qu’unedeformation dans son plan (une deformation plane) ne produira que desdeformations ε22, ε23 et ε33. Ces deformations permettront de satisfaire lesconditions aux limites au bord de la section. Sur ce bord, on doit avoirσ22 = σ23 = σ33 = 0.
 Dans le cas de poutres homogenes, on fait souvent l’hypothese que lescontraintes σ22, σ33 et σ23 sont nulles dans toute la section S. En considerantun materiau a comportement elastique isotrope, cette hypothese nous donneles valeurs suivantes pour les deformations dans la section S (λ et µ sont lescoefficients de Lame du materiau) :
 2µε22 + λ(ε11 + ε22 + ε33) = 02µε23 = 02µε33 + λ(ε11 + ε22 + ε33) = 0
 ⇒
 ε23 = 0ε22 = ε33 = − λ
 2(λ+µ)ε11
 On constate que, dans ce cas, les deformations de la section S dans son plansont completement determinees a partir de la composante ε11 calculee a partirde son mouvement de corps rigide.
 Degres de liberte
 Les resultats precedents nous montrent que le mouvement du solide peut etrecompletement determine a partir des vecteurs −→u et −→r de la figure 7.2. Cesvecteurs decrivent respectivement le deplacement et la rotation de la sectionS en un point quelconque de la fibre moyenne L. Les quantites −→u et −→rforment les composantes du torseur des deplacements. Elles sont les elementsde reduction au point G des deplacements dans une section de la poutre.
 La cinematique des deplacements ainsi mise en place permet de concentrerles inconnues du probleme sur la fibre moyenne L de la poutre. Le solidetridimensionnel est remplace par la ligne L. Chaque point de la ligne disposede six degres de libertes au lieu de trois (les deplacements dans les troisdirections). Ces six degres de liberte sont :
 – les deplacements dans les trois directions du point G de la ligne L,representes par le vecteur −→u , de composantes u1, u2 et u3,
 – la rotation de la section S, representee par le vecteur rotation −→r , de com-posantes r1, r2 et r3, applique au point G.
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7.2 Contraintes et deformations
 7.2.1 Torseur des deformations
 Les hypotheses faites sur la cinematique des deplacements dans la poutrenous conduisent au tenseur symetrique suivant des deformations en un pointM quelconque d’une section S :
 −→ε M =
 ε11 = u′1 + r′2x3 − r′3x2 ε12 ε13
 ε12 = 12(u′2 − r′1x3 − r3) ε22 = − λ
 2(λ+µ)ε11 ε23
 ε31 = 12(u′3 + r′1x2 + r2) ε23 = 0 ε33 = − λ
 2(λ+µ)ε11
 Ce tenseur des deformations ne comporte que trois termes independants :ε11, ε12 et ε13. En RdM, ces termes sont associes sous la forme d’un vecteur−→e M , appele vecteur deformation :
 −→e M =
 ε11
 2ε12
 2ε13
 Le vecteur −→e M contient une dilatation dans la direction de la fibre moyennecomme premier terme, puis des glissements (doubles des cisaillements entredeux sections voisines). Il represente la deformation du milieu curviligne aupoint M . Cette deformation peut a son tour etre exprimee en fonction d’unedeformation −→e et d’un gradient de rotation (une courbure) −→κ au point Gsous la forme :
 −→e M = −→e +−→κ ∧ −−→GM
 ou −→e et −→κ , elements de reduction de la deformation au point G de S, consti-tuent le torseur des deformations defini par :
 −→e = −→u ′ +−→x 1 ∧ −→r =
 u′1u′2 − r3
 u′3 + r2
 et −→κ = −→r ′ =
 r′1r′2r′3
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7.2.2 Torseur des efforts
 D’apres les hypotheses faites sur les contraintes dans le plan d’une sectionS, les seules contraintes non nulles dans le solide sont σ11, σ12 et σ13. EnRdM, ces contraintes sont associees dans un vecteur
 −→t M , appele vecteur
 contrainte :
 −→t M =
 σ11
 σ12
 σ13
 Comme la normale a S est le vecteur −→x 1, on peut remarquer que le vecteurcontrainte
 −→t M coıncide avec celui defini en mecanique des milieux continus,
 agissant sur un element de surface contenu dans S.
 X
 X
 X
 1
 2
 3
 x
 xx
 3
 2 1
 GG M
 x1
 x2
 x3
 R
 Mt
 Fig. 7.3 – Hypothese de Saint-Venant, torseur des efforts
 L’hypothese de Saint-Venant est que les efforts agissant sur S peuvent etre
 schematises par une force−→R et un moment
 −→M , appliques au centre de gravite
 G de S, et definis par (figure 7.3) :
 −→R =
 ∫
 S
 −→t Mds =
 ∫S
 σ11ds∫S
 σ12ds∫S
 σ13ds
 −→M =
 ∫
 S
 −−→GM ∧ −→t Mds =
 ∫S
 (x2σ13 − x3σ12)ds∫S
 x3σ11ds∫S−x2σ11ds
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Les quantites−→R et
 −→M forment les composantes du torseur des efforts. Elles
 sont les elements de reduction au point G des efforts dans une section dela poutre. La schematisation des efforts par leurs elements de reduction serautilisee dans la theorie elastique des poutres. Mais pour cela, on doit utiliserun principe fondamental, appele principe de Saint-Venant, selon lequel, loindes points d’application des sollicitations de la poutre, son comportementne depend que des elements de reduction de ces sollicitations, et non de lamaniere dont elles sont appliquees. Il s’en suit que deux systemes de forces (oude vecteurs contraintes) ayant les memes elements de reduction ne peuventpas etre distingues.
 7.2.3 Energie de deformation
 En elasticite, l’energie de deformation du solide peut s’ecrire W =12
 ∫V
 σ : εdv. En RdM, cette energie peut etre ecrite simplement a l’aide descomposantes des torseurs des efforts et des deformations. En effet, en utilisantla definition des vecteurs deformation −→e M et contrainte
 −→t M , on obtient :
 W = 12
 ∫L
 ∫S
 σ : εdsdl
 = 12
 ∫L
 ∫S
 −→t M .−→e Mdsdl
 = 12
 ∫L
 ∫S
 −→t M .(−→e +−→κ ∧ −−→GM)dsdl
 =1
 2
 ∫
 L
 −→e .
 (∫
 S
 −→t Mds +−→κ .
 ∫
 S
 −−→GM ∧ −→t Mds
 )dl
 =1
 2
 ∫
 L
 (−→R.−→e +
 −→M.−→κ )dl
 (7.1)
 Ceci montre que les forces−→R agissant sur la fibre moyenne L sont associees
 a sa deformation −→e , tandis que les moments−→M sont associes a sa courbure−→κ (gradient de la rotation).
 7.3 Elasticite
 7.3.1 Loi de comportement
 La connaissance des deformations en tout point M du milieu curviligne per-met d’obtenir les contraintes en utilisant la loi de comportement. Nous nous
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sommes limites au cas d’un comportement elastique lineaire isotrope. En no-tant λ et µ les coefficients de Lame du materiau constituant la poutre, on adonc :
 σ11 = µ(3λ+2µ)λ+µ
 ε11 = Eε11 = E(u′1 + r′2x3 − r′3x2)
 σ12 = 2µε12 = µ(u′2 − r′1x3 − r3)σ13 = 2µε13 = µ(u′3 + r′1x2 + r2)
 Dans cette equation, E designe le module d’Young du materiau. A partir deces contraintes, il est possible de calculer les elements de reduction des effortsappliques en un point G quelconque de la ligne L sous la forme :
 −→R =
 ∫
 S
 σ11ds = ESu′1 = ESe1∫
 S
 σ12ds = µS(u′2 − r3) = µSe2∫
 S
 σ13ds = µS(u′3 + r2) = µSe3
 −→M =
 ∫
 S
 (x2σ13 − x3σ12)ds = µIr′1 = µIκ1∫
 S
 x3σ11ds = E(I2r′2 − I23r
 ′3) = E(I2κ2 − I23κ3)∫
 S
 −x2σ11ds = E(−I23r′2 + I3r
 ′3 = E(I3κ3 − I23κ2)
 On constate alors que le torseur des efforts s’ecrit relativement simplementen fonction du torseur des deformations sous la forme :
 R1
 R2
 R3
 M1
 M2
 M3
 =
 ES 0 0 0 0 00 µS 0 0 0 00 0 µS 0 0 00 0 0 µI 0 00 0 0 0 EI2 −EI23
 0 0 0 0 −EI23 EI3
 .
 e1
 e2
 e3
 κ1
 κ2
 κ3
 7.3.2 Conditions aux limites
 Nous avons vu que, selon l’hypothese de Navier (sections droites), chaquepoint du milieu curviligne (sur la fibre moyenne) possede six degres de li-
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bertes. Ces degres de liberte servent a representer :
 – le deplacement de la fibre moyenne (vecteur deplacement −→u ),– la rotation de la section droite (vecteur rotation −→r ).
 De meme, selon l’hypothese de Saint-Venant (efforts concentres), les effortsinternes (de cohesion) dans un milieu curviligne sont representes par deuxvecteurs, et donc six composantes, qui sont :
 – les forces de cohesion de la fibre moyenne (vecteur force−→R ),
 – les moments de cohesion de la fibre moyenne (vecteur moment−→M).
 Les conditions aux limites sur une poutre porteront donc sur ces six degres deliberte et ces six efforts de cohesion. La frontiere ∂Ω sur laquelle s’appliquentces conditions sera donc remplacee par des abscisses sur la fibre moyenne. Lesconditions aux limites en deplacements les plus communes sont les suivantes :
 – l’encastrement : si une poutre est encastree a l’une de ses extremites, alors
 en ce point on a −→u = −→r =−→0 , et les vecteurs
 −→R et
 −→M sont inconnus.
 – la rotule : une rotule empeche tout deplacement en ce point , −→u =−→0 ,
 mais laisse les rotations libres. En contre-partie, les moments de cohesion
 en ce point sont nuls, soit−→M =
 −→0 , tandis que les forces sont inconnues.
 – l’appui simple : un appui simple empeche un deplacement dans une direc-tion, par exemple u3 = 0, et laisse libre les autres degres de liberte. Le seuleffort de cohesion non nul sera alors R3.
 Ces conditions aux limites sont d’une grande importance pour l’integrationdes equations d’equilibre (obtention des efforts de cohesion) et de lacinematique (obtention des deplacements).
 Pour determiner les conditions aux limites en efforts, il est important de sefixer un sens de parcours de la ligne moyenne L. En effet, le torseur des
 efforts (les vecteurs−→R et
 −→M) est lie au vecteur contrainte
 −→t M , et donc a la
 normale a la section S. Comme la normale a considerer est toujours sortante,le torseur des efforts sera affecte d’un signe oppose entre les deux cotes dela poutre. En general, la convention de signe suivante est adoptee (voir parexemple l’expression du principe des travaux virtuels et le traitement de laflexion trois points). En parcourant la ligne L de la gauche vers la droite :
 – le torseur des efforts est affecte d’un signe + a droite du segment consideresur la poutre (la normale sortante de S est −→x 1),
 – le torseur des efforts est affecte d’un signe − a gauche du segment consideresur la poutre (la normale sortante de S est −−→x 1).
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7.4 Methode de resolution
 7.4.1 Calcul des efforts internes
 Pour obtenir les efforts internes dans une poutre, nous ecrivons comme enmecanique des milieux continus les equations d’equilibre du solide, que nousintegrons en utilisant les conditions aux limites.
 Une facon elegante d’obtenir les equations d’equilibre dans un milieu curvi-ligne est d’utiliser le principe des travaux virtuels. Pour cela, on definit unchamp de deplacements virtuel −→u ∗
 M , qui se traduit par un deplacement vir-tuel −→u ∗ et une rotation virtuelle −→r ∗ sur la fibre moyenne L, et qui produitun champ de deformations virtuel ε∗M dans chaque section S (figure 7.4).
 ll 1
 2
 forces volumiques vf
 vecteur contrainte
 vecteur contrainte t
 t
 (l)2
 1(l )
 (l )
 R
 R
 M
 M
 (l )
 (l )
 (l )
 (l )
 2
 2
 1
 1
 c(l)(l)
 pforce répartiecouple réparti
 u
 ur
 M
 *
 *
 *
 *
 L
 Fig. 7.4 – Segment d’une poutre ou l’on applique le principe des travauxvirtuels
 Comme les bords des sections S sont toujours libres de contraintes,l’integration sur la frontiere du volume V se traduit par une integrale surla surface S aux points extremites du segment de L considere. En notantS1 et S2 les surfaces extremites d’un tel volume, on remarque que sur S1, lanormale sortante a la section est forcement opposee au sens de parcours de lafibre moyenne (vecteur −−→x 1). Cela donne l’expression suivante du principedes travaux virtuels :
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∫
 V
 σ : ε∗Mdv −∫
 V
 −→f v.
 −→u ∗Mdv −
 (∫
 S2
 −→t M .−→u ∗
 Mds−∫
 S1
 −→t M .−→u ∗
 Mds
 )= 0
 Dans cette equation,−→t M est le vecteur contrainte applique sur la section
 S consideree (avec une normale sortante). Les deux derniers termes peuventdonc etre calcules assez simplement en remplacant le champ virtuel −→u ∗
 M parla cinematique issue de l’hypothese de Navier. On obtient pour une sectionS quelconque (soit S1, soit S2) :
 ∫
 S
 −→t M .−→u ∗
 Mds =∫
 S
 −→t M .(−→u ∗ +−→r ∗ ∧ −−→GM)ds
 = −→u ∗.∫
 S
 −→t Mds +−→r ∗.
 ∫S
 −−→GM ∧ −→t Mds
 =−→R.−→u ∗ +
 −→M.−→r ∗
 De meme, l’integrale sur V des forces de volume−→f v devient :
 ∫
 V
 −→f v.
 −→u ∗Mdv =
 ∫L
 ∫S
 −→f v.(
 −→u ∗ +−→r ∗ ∧ −−→GM)dsdl
 =∫
 L
 (−→u ∗.∫
 S
 −→f vds +−→r ∗.
 ∫S
 −−→GM ∧ −→f vds
 )dl
 =∫ l2
 l1(−→p .−→u ∗ +−→c .−→r ∗)dl
 Les vecteur −→p et −→c ainsi introduits representent respectivement :
 – une force par unite de longueur repartie sur la fibre moyenne (pour −→p ),– un couple par unite de longueur reparti sur la fibre moyenne (pour −→c ).
 Enfin, en utilisant la meme methode que pour l’equation 7.1, puis la definitiondu torseur des deplacements, puis enfin une integration par parties, le premierterme de l’expression a annuler dans le principe des travaux virtuels s’ecritde la facon suivante :
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∫V
 σ : ε∗dv =∫
 L(−→R.−→e +
 −→M.−→κ )dl
 =∫
 L
 (R1u
 ∗′1 + R2(u
 ∗′2 − r∗3) + R3(u
 ∗′3 + r∗3)
 +M1r∗′1 + M2r
 ∗′2 + M3r
 ∗′3
 )dl
 =∫
 L
 ( −R′1u∗1 −R′
 2u∗2 −R′
 3u∗3
 −M ′1r∗1 − (M ′
 2 −R3)r∗2 − (M ′
 3 + R3)r∗3
 )dl
 +−→R (l2).
 −→u ∗(l2)−−→R (l1).−→u ∗(l1)
 +−→M(l2).
 −→r ∗(l2)−−→M(l1).−→r ∗(l1)
 = − ∫ l2l1
 (−→R ′.−→u ∗ + (
 −→M ′ +−→x 1 ∧ −→R ).−→r ∗)dl
 +−→R (l2).
 −→u ∗(l2)−−→R (l1).−→u ∗(l1)
 +−→M(l2).
 −→r ∗(l2)−−→M(l1).−→r ∗(l1)
 En utilisant l’ensemble de ces resultats, le principe des travaux virtuels s’ecritsimplement de la facon suivante sur tout segment de la fibre moyenne necontenant pas d’effort ponctuel :
 ∀(l1, l2) ∈ L,
 ∫ l2
 l1
 ((−→R ′ +−→p ).−→u ∗ + (
 −→M ′ +−→x 1 ∧ −→R +−→c ).−→r ∗)dl = 0
 Cette equation doit etre verifiee sur tout segment, et pour tout champ dedeplacement virtuel (c’est-a-dire pour tout torseur (−→u ∗,−→r ∗)). On en deduitles equations d’equilibre des milieux curvilignes :
 −→R ′ +−→p =
 −→0−→
 M ′ +−→x 1 ∧ −→R +−→c =−→0
 Les equations d’equilibre sont deux equations vectorielles. Elles conduisenta six equations differentielles scalaires qui traduisent l’equilibre mecaniquedu milieu. Les forces volumiques sont representees par les vecteurs −→p (forcesrepartie sur le segment) et −→c (couples reparti sur le segment). L’integrationde ces equations differentielles necessite six conditions aux limites. Ces condi-tions sont obtenues aux points d’abscisse l1 et l2, extremites du segmentconsidere.
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7.4.2 Calcul des deplacements et des rotations
 La connaissance de−→R (l) et
 −→M(l) sur le segment permet, par la loi de com-
 portement, d’obtenir les vecteurs de deformation −→e (l) et de courbure −→κ (l)constituant le torseur des deformations dans la poutre. Ce torseur est relieau torseur des deplacements (vecteur deplacement −→u (l) et vecteur rotation−→r (l)) par les relations suivantes :
 −→r ′ = −→κ−→u ′ +−→x 1 ∧ −→r = −→e
 L’integration des six equations differentielles ainsi obtenues permet d’ob-tenir le torseur des deplacements en tout point de la fibre moyenne de lapoutre, et donc le champ de deplacement par la cinematique introduite. Lorsde l’integration, il est necessaire d’utiliser six conditions aux limites, quis’ajoutent aux six conditions aux limites en efforts utilisees precedemment.
 Globalement, sur chaque segment considere, les conditions aux limites (auxpoints d’abscisse l1 et l2) que l’on doit appliquer sont au nombre de douze.Ceci correspond aux six degres de liberte de chaque cote du segment. Enchaque point d’abscisse l1 et l2, on doit donc connaıtre :
 – soit u1, soit R1,– soit u2, soit R2,– soit u3, soit R3,– soit r1, soit M1,– soit r2, soit M2,– soit r3, soit M3.
 En pratique, il arrive que certaines conditions aux limites proviennent deconsiderations de symetrie. Dans ce cas, les conditions portent sur la conti-nuite des deplacements. Par exemple, en flexion trois points sur une poutrea plan moyen (voir exemple 2), on ecrira la continuite de −→u ′ au centre.
 7.4.3 Poutre a plan moyen chargee dans son plan
 Lorsqu’une poutre a plan moyen est chargee dans son plan, les efforts internesen tout point d’abscisse x (qui joue ici le role de l’abscisse curviligne l) sont :
 – une reaction−→R dans le plan xOy, donc avec deux composantes,
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– un moment−→M dirige selon Oz, donc avec une composante.
 Les deux composantes de−→R sont alors notees Rx = N (effort normal) et
 Ry = T (effort tranchant), tandis que la composante non nulle de−→M est
 notee Mz = M (moment de flexion).
 De meme, les deplacements de tout point de la poutre (y compris des pointssitues hors de la ligne moyenne) sont representes par :
 – un vecteur deplacement de la fibre moyenne −→u dans le plan xOy,– un vecteur rotation −→r de la section selon Oz.
 Les deux composantes non nulles de −→u sont notees ux = u (deplacementnormal) et uy = v (fleche), tandis que la composante non nulle de −→r estnotee rz = r (rotation). Nous voyons dans ce cas que nous travaillons surtrois degres de liberte (au lieu de six).
 Les equations d’equilibre deviennent dans ce cas fonctions des efforts N , T ,et M , eux-meme fonctions de l’abscisse x sur la poutre. Elles s’ecrivent :
 N ′ + px = 0T ′ + py = 0M ′ + T + cz = 0
 On remarque sur ces equations que les charges et couples repartis sur la fibremoyenne de la poutre (issus des forces volumiques) se reduisent a :
 – une force par unite de longueur −→p avec seulement deux composantes nonnulles px et py,
 – un couple par unite de longueur −→c porte par l’axe z.
 De meme, les equations donnant les deplacements dans la poutre en fonctiondes composantes du torseur des deformations (que l’on obtient par la loi decomportement) sont :
 r′ = κz = MEIz
 u′ = ex = NES
 v′ − r = ey = TµS
 En pratique, le terme ey, du a l’effort tranchant T , est souvent neglige. Eneffet, ce terme est d’un ordre de grandeur inferieur au terme de rotation rlors du calcul de la fleche v. Ceci est illustre dans le premier exemple.
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On remarque finalement que, en negligeant la contribution de l’efforttranchant, et en derivant la derniere equation, on obtient une equationdifferentielle en v et M . Cette equation est souvent utilisee pour obtenirrapidement la fleche de la poutre en fonction du moment M . La methode estappelee double integration de la ligne elastique :
 EIzv′′ = M
 7.5 Exercices
 Flexion simple
 La figure 7.5 represente une poutre a plan moyen chargee dans son plan en
 flexion par une force ponctuelle (vecteur−→P ).
 x
 y
 L
 P =
 0-P0
 A B
 Section de la poutre
 x
 y
 z
 Fig. 7.5 – Flexion simple d’une poutre a plan moyen
 – Donner l’expression du torseur des efforts internes en tout point de lapoutre.
 – En deduire le torseur des deformations en notant E le module d’Young dumateriau, S la section de la poutre et I sont moment d’inertie par rapporta l’axe Oy.
 – Donner la fleche et la rotation de la poutre en tout point x. Montrer quela contribution de l’effort tranchant peut etre neglige dans ces expressions.
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Flexion trois points
 La figure 7.6 represente une poutre a plan moyen sollicitee en flexion trois
 points dans son plan par une force−→P . Par symetrie, nous allons utiliser le
 segment 0 ≤ x ≤ L/2 pour traiter le probleme. Il s’en suit que la sollicitation
 ponctuelle−→P est diminuee de moitie.
 x
 L
 B
 Section de la poutre
 x
 y
 zP =
 0-P0
 A
 y
 Fig. 7.6 – Flexion trois points d’une poutre a plan moyen
 Donner l’expression du torseur des efforts, du torseur des deformations, dela fleche et de la rotation en tout point de la poutre.
 Flexion quatre points
 Nous allons etudier la flexion elastique (quatre points) d’une poutre dont lasection circulaire presente une symetrie en y et z (voir figure ci-dessous, casd’une section circulaire).
 A Bl l l l
 x
 z
 y
 zR P PBRA
 Fig. 7.7 – Schematisation du probleme
 L’objectif est de determiner le champ de contraintes dans la section de lapoutre entre les deux points de chargement.
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– En utilisant des methodes de RdM, montrer que la poutre est soumise aun moment flechissant selon y constant entre les points d’application de lacharge (flexion pure), et que toutes les autres composantes du torseur desefforts internes sont nulles. Donner l’expression de ce moment flechissant.
 – Montrer qu’un champ de contraintes uniaxial selon x, et lineaire selon yet z, est statiquement admissible (c’est-a-dire respecte l’equilibre et lesconditions aux limites en contraintes) entre les points d’application de lacharge. En deduire l’expression complete des contraintes dans la sectionde la poutre.
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Annexe A
 ALGEBRE TENSORIELLE
 Dans l’ensemble de cette annexe, nous considerons un espace vectoriel eu-clidien E, de dimension N , sur le corps des reels R. Chaque element −→x decet espace sera appele vecteur, et sera note avec un trait dessous pour ledifferencier des scalaires du corps R, par exemple λ.
 Nous introduisons ici de facon tres simplifiee la notion de tenseur eucli-dien. Dans un premier temps, nous definissons les composantes covarianteset contravariantes d’un vecteur −→x , element de E. Ensuite, nous introdui-sons la definition des tenseurs euclidiens et de leurs composantes. Enfin, lesoperations classiques sur les tenseurs sont expliquees.
 A.1 Composantes d’un vecteur
 Nous considerons un vecteur quelconque −→x de E, et un ensemble de N vec-teurs de base −→a i. Il existe deux facons differentes d’exprimer les composantesde −→x dans cette base :
 – On peut decomposer −→x sur ces vecteurs pour obtenir :
 −→x =N∑
 i=1
 xi−→a i souvent note −→x = xi−→a i (A.1)
 Dans cette equation, une sommation implicite est effectuee sur les in-dices repetes en positions superieure et inferieure dans un produit. C’estla convention de sommation dite d’Einstein.
 – On peut effectuer le produit scalaire de −→x avec ces vecteurs pour obtenir :
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xi = −→x .−→a i (A.2)
 Le produit scalaire entre deux vecteurs −→x et −→y de E est ici note −→x .−→y .C’est un element de R. Il provient du caractere euclidien de l’espace vec-toriel E, et possede differentes proprietes. Par exemple, si −→x est non nul,alors −→x .−→x est strictement positif.
 Les scalaires xi et xi ainsi obtenus sont les composantes du vecteur −→x dansla base des −→a i. Elles peuvent etre reliees entre elles par la relation :
 xi = −→x .−→a i =(xj−→a j
 ).−→a i = gijx
 j avec gij = −→a i.−→a j (A.3)
 Les termes gij ainsi definis forment une matrice symetrique de dimensionNxN , qui caracterise la base des −→a i. En effet, gii represente le carre de lanorme du vecteur −→a i, tandis que les termes non diagonaux donnent l’angleentre les vecteurs de base. Par exemple, dans une base orthonormee, lestermes gij forment la matrice identite, et les composantes xi et xi d’un vecteur−→x coıncident.
 Les composantes xi du vecteur −→x dans la base des −→a i sont dites contra-variantes. En effet, si les vecteurs de base subissent une rotation, alors lescomposantes de −→x dans la nouvelle base seront obtenues en appliquant larotation inverse.
 Les composantes xi du vecteur −→x dans la base des −→a i sont dites covariantes.En effet, si les vecteurs de base subissent une rotation, alors ces composantesseront modifiees en appliquant la meme rotation.
 Il est interessant de definir ici l’ensemble des N vecteurs orthogonaux aux−→a i. Ces vecteurs sont en general notes −→a i, et sont tels que :
 −→a i.−→a j = δj
 i =
 1 si i = j0 sinon
 (A.4)
 On montre facilement que les vecteurs −→a i forment une base de E. Le vecteur−→x peut donc etre decompose sur cette base. On constate que les composantescovariantes xi de −→x permettent de le decomposer sur cette base (−→x = xi
 −→a i),et que les composantes contravariantes xi de −→x sont les produits scalaires de−→x sur cette base (xi = −→x .−→a i). En definissant maintenant de facon analoguea precedemment les termes gij = −→a i.−→a j, qui forment aussi une matrice
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x
 a
 a
 a
 a
 x
 x
 x
 x
 1
 1
 2
 2
 1
 2
 1
 2
 Fig. A.1 – Composantes d’un vecteur
 symetrique de dimension NxN , on peut ecrire les relations fondamentalessuivantes :
 ∀−→x ∈ E,−→x = xi−→a i = xi−→a i avec
 xi = gijxj
 xi = gijxj (A.5)
 A.2 Composantes d’un tenseur
 Les tenseurs sont construits sur la base d’une operation appelee ”produittensoriel”, et notee ⊗. Nous nous limiterons ici au cas d’un seul espace vec-toriel E, de sorte que nous ne considererons que le produit tensoriel de E parlui-meme (eventuellement plusieurs fois). Les proprietes du produit tensorielsont telles que E⊗E (produit tensoriel de E par E) est lui-meme un espacevectoriel. De plus, si les N vecteurs −→a i forment une vase de E, alors les NxN
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vecteurs −→a i⊗−→a j forment une base d E ⊗E, qui est donc de dimension N2.
 Par definition, un tenseur euclidien d’ordre n est un element de l’espacevectoriel issu du produit tensoriel de E par lui-meme n fois, E ⊗ . . . ⊗ E.Un tenseur d’ordre 1 est donc un element de E, c’est-a-dire un vecteur. Onpeut alors definir ses composantes covariantes et contravariantes. Un tenseurd’ordre 2 est un element de E⊗E. On peut alors ecrire ses composantes sousla forme :
 ∀T ∈ E ⊗ E, T = T ij−→a i ⊗−→a j = Tij−→a i ⊗−→a j
 = T ji−→a i ⊗−→a j = T i
 j−→a i ⊗−→a j
 (A.6)
 L’ordre d’un tenseur correspond donc au nombre d’indices sur ses compo-santes. Dans le cas d’un tenseur d’ordre 2, T , on remarque que l’on peutdefinir ses composantes covariantes Tij, ses composantes contravariantes T ij,et des composantes mixtes T j
 i . Il en est evidemment de meme pour des ten-seurs d’ordre superieur.
 Un tenseur d’ordre zero est un scalaire invariant par changement de systemede coordonnees. Un tenseur est dit symetrique par rapport a deux indices co-variants ou deux indices contravariants si ses composantes restent inchangeesdans une permutation des deux indices. Il sera dit antisymetrique par rapporta ces indices si ses composantes changent de signe dans une permutation.
 Les termes gij, gij, gji = δj
 i et gij = δi
 j forment les composantes d’un ten-seur symetrique appele ”tenseur metrique” ou ”tenseur fondamental”, noteg, qui est d’une grande importance en calcul tensoriel. En effet, il permet decalculer le produit scalaire de deux vecteurs quelconques. On peut d’ailleursremarquer que les composantes contravariantes gij sont obtenues en ”inver-sant” la matrice formee par les gij, tandis que les composantes ”mixtes” gj
 i
 forment la matrice identite.
 Il existe enfin pour les tenseurs un autre type de composantes, largement uti-lise en physique, dans les espaces euclidiens. Ces composantes sont d’ailleursappelees ”composantes physiques”. Ce sont les projections du tenseur sur lesvecteurs de base de l’espace. Nous avons par exemple pour un vecteur −→x lescomposantes physiques xI suivantes :
 xI = −→x .−→a i
 ‖−→a i‖ =xi√gii
 =gijx
 j
 √gii
 (A.7)
 118

Page 119
                        

De meme, pour un tenseur A d’ordre 2, les composantes physiques AIJ s’ob-tiennent de la facon suivante :
 AIJ = A :−→a i ⊗−→a j
 ‖−→a i ⊗−→a j‖ =Aij√giigjj
 =gikgjlA
 kl
 √giigjj
 (A.8)
 Dans le cas d’une base orthogonale, les composantes de la metriqueforment une matrice diagonale, ce qui permet de simplifier les relationsprecedentes. Dans un systeme orthonorme, les composantes du tenseurmetrique coıncident toutes avec la matrice identite. Il s’en suit que tous lestypes de composantes d’un tenseur sont identiques. Dans ce cas, les indicessont tous places ”en bas” en ne considerant que les composantes covariantesdes tenseurs. En calcul matriciel, ceci est couramment utilise. La conven-tion de sommation d’Einstein est alors etendue aux indices repetes en memeposition (et non en haut et en bas comme c’est normalement le cas).
 A.3 Operations sur les tenseurs
 La somme de deux tenseurs du meme ordre est un tenseur egalement du memeordre, dont les composantes sont la somme des composantes des tenseursajoutes. Toutefois, il convient de sommer les composantes de meme typeuniquement. De meme, la soustraction de deux tenseurs donne un tenseurdont les composantes sont obtenues par soustraction.
 Le produit de deux tenseurs (produit tensoriel) se fait en multipliant lescomposantes. Par contre, dans ce cas, le tenseur obtenu a un ordre egal a lasomme des ordres des tenseurs multiplies. De plus, le produit de composantesde types differents peut etre realise. Notons enfin que l’on ne peut pas ecriren’importe quel tenseur comme le produit de deux tenseurs d’ordres inferieurs.Pour cette raison, la division des tenseurs n’est pas toujours possible.
 Si on pose l’egalite entre un indice contravariant et un indice covariant descomposantes d’un meme tenseur, le resultat indique qu’on doit faire unesommation sur les indices egaux d’apres la convention d’Einstein. La sommeresultante est la composante d’un tenseur d’ordre N − 2 ou N est l’ordre dutenseur initial. Le procede s’appelle une contraction. Par exemple, dans untenseur X d’ordre 4, si on applique une contraction a ses composantes Xkl
 ij
 en posant l = j, on obtient les composantes Y ki = Xk1
 i1 + . . . + XkNiN d’un
 nouveau tenseur Y d’ordre 2.
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Par un produit tensoriel de deux tenseurs suivi d’une contraction, on ob-tient un nouveau tenseur appele produit contracte des tenseurs donnes. Parexemple, le produit d’un tenseur X d’ordre 4 et d’un tenseur Y d’ordre 2 four-nit un tenseur d’ordre 6. En effectuant une contraction d’indice, on obtientun tenseur Z d’ordre 4 dont les composantes sont par exemple Zim
 kl = X ijklY
 mj .
 L’exemple le plus courant de produit contracte est le produit scalaire. Eneffet, le produit tensoriel de deux vecteurs −→x et −→y (d’ordre 1) donne norma-lement un tenseur d’ordre 2 −→x ⊗−→y , dont les composantes sont les produitsxiyj (covariantes), xiyj (contravariantes), xiy
 j et xiyj (mixtes). La contrac-tion se fait en posant i = j sur les composantes mixtes, de sorte que l’onretrouve −→x .−→y = xiy
 i = xiyi. La notation du produit scalaire (le point) estdonc souvent utilisee pour indiquer qu’il y a contraction sur un indice.
 Parfois, on utilise un produit ”doublement contracte” de deux tenseurs. Il y aalors sommation sur deux indices, et l’ordre du tenseur final est diminue de 4.C’est le cas par exemple de l’energie de deformation elastique W (scalaire outenseur d’ordre 0), issue du produit doublement contracte entre les tenseursde contraintes σ (ordre 2) et de deformations ε (ordre 2). Dans ce cas, onindique cette double contraction par un double point ” :”, comme par exemplelorsque l’on ecrit W = σ : ε = σijεij.
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Annexe B
 GEOMETRIEDIFFERENTIELLE
 Nous nous placons ici dans un espace ponctuel (affine) euclidien E0, dont l’es-pace vectoriel associe E est de dimension N , muni d’un repere (R) d’origine Oet d’un systeme de coordonnees curvilignes (xi). Ce systeme de coordonneesest caracterise par N fonctions plusieurs fois continument differentiables re-liant les coordonnees curvilignes xi d’un point M a ses coordonnees X i dansle repere (R). De plus, nous supposerons qu’il existe autour du point M unerelation bi-univoque entre les xi et les X i. Les coordonnees curvilignes lesplus utilisees en dimension 3 sont les coordonnees cylindriques (r, θ, z) et lescoordonnees spheriques (r, θ, φ).
 Dans un premier temps, nous definissons le repere naturel associe a unsysteme de coordonnees curvilignes. Ensuite, nous etudions la variation dece repere autour d’un point donne, variation caracterisee par les symboles deChristoffel. Enfin, nous introduisons les notions de differentielle absolue d’untenseur et de derivee covariante, qui sont a la base des operateurs utilises enphysique (gradient, divergence, . . . ).
 B.1 Repere naturel
 En un point M de coordonnees curvilignes xi, on definit un repere naturelde la facon suivante. L’origine du repere est fixee en M , et les vecteurs debase −→a i sont definis par :
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a1
 a2
 M
 x2
 x1
 Fig. B.1 – Repere naturel en un point de l’espace
 d−−→OM = −→a idxi soit −→a i =
 ∂−−→OM
 ∂xi(B.1)
 Ce repere naturel est donc tangent aux lignes de coordonnees (figure B.1).L’equation precedente montre que les dxi sont les composantes contrava-
 riantes de d−−→OM (vecteur de E) dans le repere naturel. Il est donc possible
 de definir le tenseur metrique (souvent appele ”metrique”) de cet espace.Les composantes covariantes de ce tenseur sont issues du repere naturel(gij = −→a i.
 −→a j). Ce tenseur depend du point M , origine du repere naturel, etdonc de la position a laquelle on se trouve dans l’espace E0.
 Supposons maintenant que l’on definisse un nouveau systeme de coordonneescurvilignes (yi). Au point M , un nouveau repere naturel sera constitue du
 point M et de vecteurs de base−→b i. D’apres la formule de derivation des
 fonctions composees, on peut ecrire :
 −→a i = ∂−−→OM∂xi = ∂
 −−→OM∂yj
 ∂yj
 ∂xi = ∂yj
 ∂xi
 −→b j = Aj
 i
 −→b j avec Aj
 i = ∂yj
 ∂xi−→b j = ∂
 −−→OM∂yj = ∂
 −−→OM∂xi
 ∂xi
 ∂yj = ∂xi
 ∂yj−→a i = Bi
 j−→a i avec Bi
 j = ∂xi
 ∂yj
 (B.2)
 Cette equation montre qu’un changement de coordonnees curvilignes est ca-racterise par un changement de repere naturel. Les composantes d’un tenseurchangeront lorsque, en un point M fixe, on changera de systeme de coor-donnees. Pour obtenir les nouvelles composantes du tenseur, on utilisera lesrelations de changement de base sur les vecteurs de base.
 Les composantes d’un tenseur peuvent egalement changer lorsque l’on deplacele point M , tout en gardant le meme systeme de coordonnees, puisque lerepere naturel change. On parle alors de ”champs de tenseurs”.
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B.2 Operateurs differentiels
 Nous avons vu que, en chaque point M de l’espace E0, on pouvait caracteriserla metrique de cet espace par un tenseur de composantes covariantes gij.Ainsi, si l’on se deplace de quantites dxi dans le repere naturel des −→a i,l’element de longueur engendre ds est obtenu par le produit scalaire, dans E,du vecteur d−→x de composantes dxi avec lui-meme. On obtient alors :
 ds2 = d−→x .d−→x = gijdxidxj (B.3)
 Le probleme fondamental en geometrie differentielle reside dans le fait quele repere naturel, et donc la metrique, depend du point M de l’espace. Ils’en suit que deux tenseurs definis par leurs composantes par rapport a deuxreperes differents (ou en deux points distincts de l’espace) ne pourront etrecompares que si l’on connaıt le lien entre ces deux reperes. L’objectif dessymboles de Christoffel est de realiser le lien entre deux reperes naturelsinfiniment voisins −→a i et −→a i + d−→a i.
 Lorsque l’on deplace l’origine M du repere naturel d’une quantite d−→x , lesvecteurs de base −→a i de ce repere se modifient d’une quantite d−→a i. En notantdans le repere naturel initial dxi et dxi les composantes de d−→x (d−→x = dxi−→a i,dxi = d−→x .−→a i) et dωj
 i et dωij celles de d−→a i (d−→a i = dωji−→a j, dωij = d−→a i.
 −→a j),les symboles de Christoffel relient ces quantites sous la forme :
 dωkj = Γikjdxi
 dωkj = Γk
 ijdxi (B.4)
 Les fonctions Γikj et Γkij sont appelees symboles de Christoffel respectivement
 de premiere et de deuxieme espece. Il s’agit de N3 fonctions reliees entre ellessous la forme Γikj = gklΓ
 lij et Γk
 ij = gklΓilj et definies en fonction du tenseurmetrique par :
 Γikj = 1
 2(∂gik
 ∂xj +∂gjk
 ∂xi − ∂gij
 ∂xk )Γk
 ij = gklΓilj(B.5)
 Considerons maintenant un vecteur quelconque −→u defini par ses composantescontravariantes ui dans le repere naturel des −→a i au point M . Lorsque l’onva se deplacer d’un quantite infinitesimale sur le systeme de coordonneescurvilignes, les composantes de −→u vont etre modifiees d’une quantite dui,
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mais comme le repere naturel change egalement, un terme (souvent appele”convectif”) va venir s’ajouter a cette variation pour obtenir :
 d−→u = duj−→a j + ujd−→a j (B.6)
 Le dernier terme de cette equation est appele ”convectif”. Il est du a lavariation du repere naturel au cours du deplacement dans l’espace. Il estillustre sur la figure B.2, ou un vecteur −→u est simplement transporte dansle systeme de coordonnees. On n’a donc pas de variation de ses coordonneesdans le repere initial (dui = 0), mais ses nouvelles composantes (dans lenouveau repere naturel) sont tout de meme modifiees.
 a1
 a2
 M
 a1+da1
 a2+da2
 u
 u+du
 Fig. B.2 – Transport d’un vecteur en coordonnees curvilignes
 En utilisant les definitions precedentes, les composantes contravariantes duvecteur d−→u peuvent etre ecrites sous la forme :
 d−→u = (∆uk)−→a k avec ∆uk = duk + ujdωkj (B.7)
 On donne a ∆uk le nom de ”differentielle absolue” de uk. Il s’agit des compo-santes contravariantes du tenseur d−→u , ce qui n’est pas le cas pour les termesduk. Par abus de langage, on dit souvent que d−→u est la differentielle absoluede −→u . En introduisant maintenant les derivees partielles par rapport auxcoordonnees curvilignes xi, on peut ecrire :
 ∆uk = uk,idxi avec uk
 ,i =∂uk
 ∂xi+ Γk
 ijuj (B.8)
 Les termes uk,i sont les composantes mixte d’un tenseur appele ”derivee cova-
 riante” de −→u . Si −→u avait ete donne par ses composantes covariantes uk, alors
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le meme raisonnement nous aurait conduit a definir la derivee covariante de−→u par rapport a ses composantes covariantes. On peut resumer ces resultatspar les formules suivantes :
 uk,i = ∂uk
 ∂xi + Γkiju
 j
 uk,i = ∂uk
 ∂xi − Γjkiuj
 (B.9)
 La notion differentielle absolue et de derivee covariante permet de definir lesprincipaux operateurs differentiels intervenant en physique :
 – Le gradient d’un tenseur est a son tour un tenseur, dont les composantessont les derivees covariantes des composantes du tenseur de depart. Legradient d’un tenseur d’ordre N est donc un tenseur d’ordre N + 1. Si fest un scalaire (tenseur d’ordre 0, invariant par changement de repere),le gradient de f est un tenseur d’ordre 1 (un vecteur) dont les compo-santes covariantes sont definies par f,i = ∂f
 ∂xi . Si −→u est un vecteur (tenseurd’ordre 1), le gradient de −→u est un tenseur d’ordre 2, dont les composantescovariantes et mixtes sont :
 ui,j =∂ui
 ∂xj− Γk
 ijuk et ui,j =
 ∂ui
 ∂xj+ Γi
 jkuk (B.10)
 Le gradient est largement present dans les disciplines scientifiques. Il sertpar exemple a definir les deformations en mecanique, et les forces motricesen thermique (gradient thermique) et en chimie minerale (gradients depotentiels chimiques ou d’activite).
 – La divergence d’un tenseur est a son tour un tenseur, dont les composantessont obtenues par contraction de sa derivee covariante (son gradient) parrapport a son dernier indice contravariant. La divergence d’un tenseurd’ordre N est donc un tenseur d’ordre N − 1. La divergence d’un vecteur−→u est donc le scalaire ui
 ,i, tandis que celle d’un tenseur−→A d’ordre 2 est un
 vecteur dont les composantes contravariantes sont Aij,j .
 La divergence est largement presente dans les equations d’equilibre enmecanique, ainsi que dans les equations de conservation en thermique eten transfert de masse. Elle est principalement applique sur des tenseursd’ordre 1 et 2.
 – Le rotationel applique sur un vecteur −→u (tenseur d’ordre 1) est un ten-seur d’ordre 2 dont les composantes covariantes sont ui,j − uj,i. Du faitde la symetrie des symboles de Christoffel de seconde espece sur lesindices covariants, les composantes covariantes du rotationel d’un vec-teur s’ecrivent simplement ∂ui
 ∂xj − ∂uj
 ∂xi . Le rotationel d’un vecteur est un
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tenseur anti-symetrie. Il est present dans les equations de Maxwell enelectromagnetisme. Il peut etre ecrit sous la forme :
 −−→Rot(−→u ) =
 0 −R3 R2
 R3 0 −R1
 −R2 R1 0
 (B.11)
 ou R1, R2 et R3 sont les composantes d’un vecteur rotation−→R , parfois
 appele vecteur dual.– Le laplacien d’un tenseur, souvent note ∆, est la divergence du gradient.
 Cet operateur conserve donc l’ordre du tenseur. Applique sur une fonc-tion scalaire f , on obtient le scalaire ∆(f) = (gijf,i),i = gijf,ji. Appliquesur un vecteur −→u , on obtient un tenseur d’ordre 1 dont les composantescovariantes sont gkjui,jk.Le laplacien est largement utilise dans les equations d’equilibre ou de bilan,lorsque le comportement du materiau est lineaire.
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Annexe C
 OPERATEURSDIFFERENTIELS
 C.1 Coordonnees cartesiennes
 Dans un systeme de coordonnees cartesiennes, l’espace est muni d’un repereorthonorme fixe. Donc, tous les types de composantes coıncident. Nous note-rons ici x, y et z les trois directions de l’espace. Ceci nous permet de definir :
 – le gradient d’un scalaire f :
 −−→grad(f) =
 ∂f∂x∂f∂y∂f∂z
 (C.1)
 – le gradient d’un vecteur −→u :
 −−→grad(−→u ) =
 ∂ux
 ∂x∂ux
 ∂y∂ux
 ∂z∂uy
 ∂x
 ∂uy
 ∂y
 ∂uy
 ∂z∂uz
 ∂x∂uz
 ∂y∂uz
 ∂z
 (C.2)
 – la divergence d’un vecteur −→u :
 div(−→u ) =∂ux
 ∂x+
 ∂uy
 ∂y+
 ∂uz
 ∂z(C.3)
 – la divergence d’un tenseur A du second ordre :
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−→div(A) =
 ∂Axx
 ∂x+ ∂Axy
 ∂y+ ∂Axz
 ∂z∂Ayx
 ∂x+ ∂Ayy
 ∂y+ ∂Ayz
 ∂z∂Azx
 ∂x+ ∂Azy
 ∂y+ ∂Azz
 ∂z
 (C.4)
 – le vecteur rotation associe au rotationel d’un vecteur −→u :
 Rx = ∂uz
 ∂y− ∂uy
 ∂z
 Ry = ∂ux
 ∂z− ∂uz
 ∂x
 Rz = ∂uy
 ∂x− ∂ux
 ∂y
 (C.5)
 – le laplacien d’un scalaire f :
 ∆(f) =∂2f
 ∂x2+
 ∂2f
 ∂y2+
 ∂2f
 ∂z2(C.6)
 – le laplacien d’un vecteur −→u :
 −→∆(−→u ) =
 ∂2ux
 ∂x2 + ∂2ux
 ∂y2 + ∂2ux
 ∂z2
 ∂2uy
 ∂x2 + ∂2uy
 ∂y2 + ∂2uy
 ∂z2
 ∂2uz
 ∂x2 + ∂2uz
 ∂y2 + ∂2uz
 ∂z2
 (C.7)
 C.2 Coordonnees cylindriques
 θ
 1
 2
 3
 3
 O
 a
 M a2
 ee
 e
 r
 za1
 Fig. C.1 – Systeme de coordonnees cylindriques
 Le systeme de coordonnees cylindriques est un systeme particulier de coor-donnees curvilignes defini de la facon suivante (figure C.1). Soit un espacevectoriel E de dimension 3 sur le corps des reels, muni d’un systeme de co-ordonnees orthonormees (xi) dans un repere (−→e i). Soit −→u un vecteur de Ejoignant les points O et M . Le systeme de coordonnees cylindriques (r, θ, z)est genere par un repere naturel (−→a i) tel que, au voisinage du point M :
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d−→u = dx1−→e 1 + dx2−→e 2 + dx3−→e 3 = dr−→a 1 + dθ−→a 2 + dz−→a 3 (C.8)
 avec la relation suivante entre les coordonnees :
 x1 = r cos θx2 = r sin θx3 = z
 (C.9)
 Les vecteurs −→a i ont donc comme composantes dans le repere orthonorme :
 −→a 1 =
 ∣∣∣∣∣∣
 cos θsin θ0
 , −→a 2 =
 ∣∣∣∣∣∣
 −r sin θr cos θ0
 , −→a 3 =
 ∣∣∣∣∣∣
 001
 (C.10)
 ce qui donne pour la metrique :
 gij =
 1 0 00 r2 00 0 1
 , gij =
 1 0 00 1
 r2 00 0 1
 , (C.11)
 Les composantes physiques d’un vecteur −→u sont donc :
 ur = u1 = u1
 uθ = u2
 r= ru2
 uz = u3 = u3
 (C.12)
 tandis que celles d’un tenseur du second ordre A seront :
 Arr = A11 = A11 Arθ = A12
 r= rA12 Arz = A13 = A13
 Aθr = A21
 r= rA21 Aθθ = A22
 r2 = r2A22 Aθz = A23
 r= rA23
 Azr = A31 = A31 Azθ = A32
 r= rA32 Azz = A33 = A33
 (C.13)
 Les symboles de Christoffel de premiere espece sont obtenus a l’aide de leurdefinition et de la metrique definie precedemment sous la forme :
 Γi1j =
 0 0 00 −r 00 0 0
 et Γ1
 ij =
 0 0 00 −r 00 0 0
 (C.14)
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Γi2j =
 0 r 0r 0 00 0 0
 et Γ2
 ij =
 0 1r
 01r
 0 00 0 0
 (C.15)
 Γi3j =
 0 0 00 0 00 0 0
 et Γ3
 ij =
 0 0 00 0 00 0 0
 (C.16)
 L’ensemble de ces equations permet de retrouver l’expression des operateursphysiques en coordonnees cylindriques. On trouve par exemple les compo-santes physiques suivantes :
 – le gradient d’un scalaire f :
 −−→grad(f) =
 ∂f∂r1r
 ∂f∂θ
 ∂f∂z
 (C.17)
 – le gradient d’un vecteur −→u :
 −−→grad(−→u ) =
 ∂ur
 ∂r1r(∂ur
 ∂θ− uθ)
 ∂ur
 ∂z∂uθ
 ∂r1r(∂uθ
 ∂θ+ ur)
 ∂uθ
 ∂z∂uz
 ∂r1r
 ∂uz
 ∂θ∂uz
 ∂z
 (C.18)
 – la divergence d’un vecteur −→u :
 div(−→u ) =∂ur
 ∂r+
 ur
 r+
 1
 r
 ∂uθ
 ∂θ+
 ∂uz
 ∂z(C.19)
 – la divergence d’un tenseur A du second ordre symetrique :
 −→div(
 −→A ) =
 ∂Arr
 ∂r+ 1
 r∂Arθ
 ∂θ+ ∂Arz
 ∂z+ Arr−Aθθ
 r∂Aθr
 ∂r+ 1
 r∂Aθθ
 ∂θ+ ∂Aθz
 ∂z+ Arθ+Aθr
 r∂Azr
 ∂r+ 1
 r∂Azθ
 ∂θ+ ∂Azz
 ∂z+ Azr
 r
 (C.20)
 – les composantes du ”vecteur rotation” associe au rotationel d’un vecteur−→u :
 Rr = 1r
 ∂uz
 ∂θ− ∂uθ
 ∂z
 Rθ = ∂ur
 ∂z− ∂uz
 ∂r
 Rz = ∂uθ
 ∂r− 1
 r∂ur
 ∂θ+ uθ
 r
 (C.21)
 – le laplacien d’un scalaire f :
 ∆(f) =∂2f
 ∂r2+
 1
 r2
 ∂2f
 ∂θ2+
 ∂2f
 ∂z2+
 1
 r
 ∂f
 ∂r(C.22)
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C.3 Coordonnees spheriques
 1
 2
 3
 O
 r
 ee
 eM
 θ
 φ
 a1
 a2
 a3
 Fig. C.2 – Systeme de coordonnees spheriques
 Le systeme de coordonnees spheriques est un systeme particulier de coor-donnees curvilignes defini de la facon suivante (figure C.2). Soit un espacevectoriel E de dimension 3 sur le corps des reels, muni d’un systeme de co-ordonnees orthonormees (xi) dans un repere (−→e i). Soit −→u un vecteur de Ejoignant les points O et M . Le systeme de coordonnees spheriques (r, θ, φ)est genere par un repere naturel (−→a i) tel que, au voisinage du point M :
 d−→u = dx1−→e 1 + dx2−→e 2 + dx3−→e 3 = dr−→a 1 + dθ−→a 2 + dφ−→a 3 (C.23)
 avec des coordonnees liees entre elles sous la forme :
 x1 = r sin θ cos φx2 = r sin θ sin φx3 = r cos θ
 (C.24)
 Les vecteurs −→a i ont donc comme composantes :
 −→a 1 =
 ∣∣∣∣∣∣
 sin θ cos φsin θ sin φcos θ
 , −→a 2 =
 ∣∣∣∣∣∣
 r cos θ cos φr cos θ sin φ−r sin θ
 , −→a 3 =
 ∣∣∣∣∣∣
 −r sin θ sin φr sin θ sin φ0
 (C.25)
 ce qui donne pour la metrique :
 gij =
 1 0 00 r2 00 0 r2 sin2 θ
 , gij =
 1 0 00 1
 r2 00 0 1
 r2 sin2 θ
 , (C.26)
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Les composantes physiques d’un vecteur −→u sont donc :
 ur = u1 = u1
 uθ = u2
 r= ru2
 uφ = u3
 r sin θ= r sin θu3
 (C.27)
 tandis que celles d’un tenseur du second ordre A seront :
 Arr = A11 Arθ = A12
 rArφ = A13
 r sin θ
 Aθr = A21
 rAθθ = A22
 r2 Aθφ = A23
 r2 sin θ
 Aφr = A31
 r sin θAφθ = A32
 r2 sin θAφφ = A33
 r2 sin2 θ
 (C.28)
 ou :
 Arr = A11 Arθ = rA12 Arφ = r sin θA13
 Aθr = rA21 Aθθ = r2A22 Aθφ = r2 sin θA23
 Aφr = r sin θA31 Aφθ = r2 sin θA32 Aφφ = r2 sin2 θA33
 (C.29)
 Les symboles de Christoffel de premiere espece sont obtenus a l’aide de leurdefinition et de la metrique definie precedemment :
 Γi1j =
 0 0 00 −r 00 0 −r sin2 θ
 et Γ1
 ij =
 0 0 00 −r 00 0 −r sin2 θ
 (C.30)
 Γi2j =
 0 r 0r 0 0
 0 0 − r2
 2sin(2θ)
 et Γ2
 ij =
 0 1r
 01r
 0 00 0 − r
 2sin(2θ)
 (C.31)
 Γi3j =
 0 0 r sin2 θ
 0 0 r2
 2sin(2θ)
 r sin2 θ r2
 2sin(2θ) 0
 et Γ3
 ij =
 0 0 1r
 0 0 cos θsin θ
 1r
 cos θsin θ
 0
 (C.32)
 Ces equations permettent de retrouver les operateurs differentiels classiquesen coordonnees spheriques. On trouve par exemple les composantes physiquesdes tenseurs suivants :
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– le gradient d’un scalaire f :
 −−→grad(f) =
 ∂f∂r1r
 ∂f∂θ1
 r sin θ∂f∂φ
 (C.33)
 – le gradient d’un vecteur −→u :
 −−→grad(−→u ) =
 ∂ur
 ∂r1r
 ∂ur
 ∂θ− uθ
 r1
 r sin θ∂ur
 ∂φ− uφ
 r∂uθ
 ∂r1r
 ∂uθ
 ∂θ+ ur
 r1
 r sin θ∂uθ
 ∂φ− cos θ
 r sin θuφ
 ∂uφ
 ∂r1r
 ∂uφ
 ∂θ1
 r sin θ
 ∂uφ
 ∂φ+ ur
 r+ cos θ
 r sin θuθ
 (C.34)
 – la divergence d’un vecteur −→u :
 div(−→u ) =∂ur
 ∂r+ 2
 ur
 r+
 1
 r
 ∂uθ
 ∂θ+
 1
 r sin θ
 ∂uφ
 ∂φ+
 cos θ
 r sin θuθ (C.35)
 – la divergence d’un tenseur A symetrique d’ordre 2 :
 −→div(
 −→A ) =
 ∂Arr
 ∂r+ 1
 r∂Arθ
 ∂θ+ 1
 r sin θ
 ∂Arφ
 ∂φ+
 2Arr−Aθθ−Aφφ
 r+ cos θ
 r sin θArθ
 ∂Aθr
 ∂r+ 1
 r∂Aθθ
 ∂θ+ 1
 r sin θ
 ∂Aθφ
 ∂φ+ 3Arθ
 r+ cos θ
 r sin θ(Aθθ − Aφφ)
 ∂Aφr
 ∂r+ 1
 r
 ∂Aφθ
 ∂θ+ 1
 r sin θ
 ∂Aφφ
 ∂φ+
 3Arφ
 r+ 2 cos θ
 r sin θAθφ
 (C.36)– le ”vecteur rotation” associe au rotationel d’un vecteur −→u :
 Rr = 1r
 ∂uφ
 ∂θ− 1
 r sin θ∂uθ
 ∂φ+ cos θ
 r sin θuφ
 Rθ = 1r sin θ
 ∂ur
 ∂φ− ∂uφ
 ∂r− uφ
 r
 Rφ = ∂uθ
 ∂r+ uθ
 r− 1
 r∂ur
 ∂θ
 (C.37)
 – le laplacien d’un scalaire f :
 ∆(f) =∂2f
 ∂r2+
 1
 r2
 ∂2f
 ∂θ2+
 1
 r2 sin2 θ
 ∂2f
 ∂φ2+
 2
 r
 ∂f
 ∂r+
 cos θ
 r2 sin θ
 ∂f
 ∂θ(C.38)
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