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MATH-F-306 3.Algorithme du Simplexe
 RAPPEL au TABLEAU :
 • Algorithme du Simplexe
 TODO
 step 0 : (Initialisation)
 Soit B un ensemble d’indices de base initiale tel que la solution de base primaleassociee xB est realisable.Calculer xB = A−1
 B b et yT = cTB A−1
 B .
 step 1 : (Test d’Optimalite)
 Calculer les couts reduits cTN − yT AN .
 Si cTN − yT AN 6 0 alors la solution courante est optimale.
 Sinon choisir r /∈ B tel que cr − yT ar > 0.(→ xr entre en base)
 step 2 : (Pivot)
 Determiner la variable qui sort de la base (→ xs).S’il n’en existe aucune, alors le probleme est non borne.Mettre a jour l’ensemble d’indices de bases B et determiner les nouvellessolutions de base xB et yB.
 • Regle de Bland
 – s’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent entrer en base, alors on choisit celle quia le plus petit indice ;
 – s’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent sortir de la base, alors on choisit cellequi a le plus petit indice ;
 Exemple :
 max x1 + 2 x2
 s.t. : x1 + x2 6 6x2 6 3xj > 0 ∀ j = 1, 2
 1
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MATH-F-306 3.Algorithme du Simplexe
 RAPPEL :
 • Hypotheses initiales
 – PL de la forme suivante : max { cT x : A x = b, x > 0 } (ou min)
 – s’il y a des inegalites, ajouter des variables d’ecart
 – b > 0 (sinon multiplier une contrainte par −1)
 – A contient une matrice identite (sinon voir seance suivante)
 • Algorithme du Simplexe
 step 0 : (Initialisation)
 Soit B un ensemble d’indices de base initiale tel que la solution de base primaleassociee xB est realisable.Calculer xB = A−1
 B b et yT = cTB A−1
 B .
 step 1 : (Test d’Optimalite)
 Calculer les couts reduits cTN − yT AN .
 Si cTN − yT AN 6 0 alors la solution courante est optimale.
 Sinon choisir r /∈ B tel que cr − yT ar > 0.(→ xr entre en base)
 step 2 : (Pivot)
 Determiner la variable qui sort de la base (→ xs).S’il n’en existe aucune, alors le probleme est non borne.Mettre a jour l’ensemble d’indices de base B′ et determiner les nouvelles so-lutions de base x′ et y′.
 • En pratique ...
 – A chaque iteration, on ecrit le dictionnaire correspondant a la base B :
 xi = bi +∑
 j∈N aij xj ∀ i ∈ B
 z = b0 +∑
 j∈N cj xj
 ou : bi =(A−1
 B b)i
 aij =(−A−1
 B AN
 )ij
 b0 = cTB A−1
 B b cj =(cTN − cT
 B A−1B AN
 )j
 – on choisit la variable xr qui entre en base telle que cr > 0
 – on determine la variable s qui sort de la base : s = arg mini:air<0
 bi
 air
 • Regle de Bland
 – s’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent entrer en base, alors on choisit celle quia le plus petit indice ;
 – s’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent sortir de la base, alors on choisit cellequi a le plus petit indice ;
 3
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 RAPPEL :
 • Comment trouver une premiere solution de base realisable ?
 On ajoute des variables artificielles si pour chaque contrainte i et on resout d’abord leprobleme de phase I :
 minm∑
 i=1
 si
 s.t. : A x + s = bx > 0
 s > 0
 – si la solution optimale de ce probleme est strictement positive, alors le probleme initialest non realisable
 – si la solution optimale de ce probleme est egale a 0, alors toutes les variables artificiellessont hors base et on a trouve une solution de base realisable du probleme initial ; onpeut ensuite resoudre le probleme initial (sans variables artificielles)
 4
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 1
 Exercice 3 . 1
 On considere le polyedre S de R5 defini par les conditions suivantes :x1 + x3 + x5 = 2,
 2 x2 + x3 + x4 = 4,x1 + x2 + x4 + 2 x5 = 3,
 xi > 0, i = 1, . . . , 5.
 a. Le point x∗ = (1, 1, 1, 1, 0) est-il un point extreme ? Pourquoi ?
 b. Trouver les vecteurs u ∈ R5 tels que x∗ ± ε u ∈ S pour ε > 0 assez petit.
 c. Trouver tous les points x ∈ S de la forme x∗ ± ε u qui ont au plus trois coordonnees non nulles. Ces pointsx sont-ils des points extremes ? degeneres ?
 Solution :
 a. On verifie d’abord que x∗ appartient bien a S.
 On a que x est un point extreme ⇔ x est un sommet⇔ x verifie 5 inegalites (lin. indep.) a l’egalite⇔ au plus 3 coordonnees de x sont non nulles
 ⇒ x∗ = (1, 1, 1, 1, 0) n’est pas un point extreme (car il a 4 coord. non nulles)
 b. x∗ ± ε u ∈ S
 ⇔
 1 + 1 + 0 ± ε · ( u1 + u3 + u5 ) = 2
 2 + 1 + 1 ± ε · ( 2u2 + u3 + u4 ) = 4
 1 + 1 + 1 + 0 ± ε · ( u1 + u2 + u4 + 2 u5 ) = 3
 1 ± ε · ( u1 ) > 0
 1 ± ε · ( u2 ) > 0
 1 ± ε · ( u3 ) > 0
 1 ± ε · ( u4 ) > 0
 0 ± ε · ( u5 ) > 0
 ⇔
 u1 + u3 + u5 = 0
 2 u2 + u3 + u4 = 0u1 + u2 + u4 + 2 u5 = 0
 u5 = 0
 ⇔
 + 2 u5 = 0
 u3 = − u1
 2 u2 − u1 + u4 = 0u1 + u2 + u4 = 0
 5
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Exercice 3 . 1 3.Algorithme du Simplexe – MATH-F-306
 ⇔
 u1 + 2 u5 = 0
 u3 = − u1
 u4 = − u1 − u2
 2 u2 − u1 − u1 − u2 = 0
 ⇔
 u1 + 2 u2 + + + 2 u5 = 0
 u3 = − u1
 u2 = 2 u1
 u4 = − 3 u1
 ⇔ u =
 α
 2 α− α− 3 α
 0
 ou α ∈ R
 c. On obtient les points x suivants :
 • α = − 1 ⇒ x =
 0BBBB@11110
 1CCCCA +
 0BBBB@− 1− 2
 130
 1CCCCA =
 0BBBB@0
 − 1240
 1CCCCA → pas bon (x /∈ S)
 • α = − 12 ⇒ x =
 0BBBB@11110
 1CCCCA +
 0BBBB@− 0.5− 1
 0.51.50
 1CCCCA =
 [email protected]
 1CCCCA → OK
 • α = 1 ⇒ x =
 0BBBB@11110
 1CCCCA +
 0BBBB@12
 − 1− 3
 0
 1CCCCA =
 0BBBB@230
 − 20
 1CCCCA → pas bon (x /∈ S)
 • α = 13 ⇒ x =
 0BBBB@11110
 1CCCCA +
 0BBBB@1/32/3
 − 1/3− 1
 0
 1CCCCA =
 0BBBB@4/35/32/300
 1CCCCA → OK
 On obtient donc 2 points extremes qui sont tous les deux non degeneres (comme ils ont m = 3 ccoordonnees> 0)
 6
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 2
 Exercice 3 . 2
 Soit S = {x ∈ R4 : A x = b, x > 0} ou
 A =
 0 1 1 01 0 1 00 0 1 1
 et b =
 αβγ
 .
 a. Pour quelles valeurs de α, β, γ, le polyedre S possede-t-il 4 sommets non degenerees ?
 b. Pour b = (1, 1, 2) et c = (1, 1, 1, 2), minimiser c x sur S.
 Solution :
 7
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 3
 Exercice 3 . 3
 Soit le programme lineaire suivant :
 min z = x2 − 3 x3 + 2 x5
 s.t. : x1 + 3 x2 − x3 + 2 x5 = 7− 2 x2 + 4 x3 + x4 = 12− 4 x2 + 3 x3 + 8 x5 + x6 = 10
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 6.
 La solution optimale de ce probleme est x = (0, 4, 5, 0, 0, 11).
 a. Donner l’ensemble des indices de base B associe a la solution optimale.
 b. Quelle est la solution de base duale y associee a B ?
 c. Prouver l’optimalite des solutions x et y.
 d. Calculer les couts reduits des variables primales hors base.
 Solution :
 a. B = { 2, 3, 6 }
 b. On prend yT = cTB A−1
 B :
 AB =
 3 −1 0−2 4 0−4 3 1
 ⇒ A−1B =
 1det (AB)
 c11 −c21 c31
 −c12 c22 −c32
 c13 −c23 c33
 =110
 4 1 02 3 0
 10 −5 10
 =
 0.4 0.1 00.2 0.3 01 −0.5 1
 ⇒ yT =(
 1 −3 0)·
 0.4 0.1 00.2 0.3 01 −0.5 1
 =
 (−0.2 −0.8 0
 )c. • On verifie bien que x est primal-realisable → OK
 • Par construction on sait deja que cT x = yT b.
 En effet cT x = 4− 15 = −11
 yT b = −75 −
 485 = −55
 5 = −11 → OK
 9
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Exercice 3 . 3 3.Algorithme du Simplexe – MATH-F-306
 • Reste donc a verifier que y est dual-realisable :
 Ecrivons le dual :
 max z = 7 y1 + 12 y2 + 10 y3
 s.t. : y1 6 03 y1 − 2 y2 − 4 y3 6 1− y1 + 4 y2 + 3 y3 6 −3
 y2 6 02 y1 + 8 y3 6 2
 y3 6 0
 y = (−15 ,−4
 5 , 0 ) est bien dual-realisable → OK
 x et y sont donc bien les solutions optimales recherchees.
 d. Rappelons que les couts reduits sont : cTN = cT
 N − cTB A−1
 B︸ ︷︷ ︸yT
 AN
 On obtient donc :
 cTN =
 (0 0 2
 )−
 (−0.2 −0.8 0
 )·
 1 0 20 1 00 0 8
 =
 (0 0 2
 )−
 (−0.2 −0.8 −0.4
 )=
 (0.2 0.8 2.4
 )Il est logique que tous les couts reduits sont positifs, puisque x est une solution optimale ! (probleme aminimum)
 10
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 4
 Exercice 3 . 4
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 max z = 5x2 + 4 x3 + 3 x6
 s.t. : x1 + 2 x2 + 3 x3 + x6 = 54 x2 + x3 + x5 + 2 x6 = 113 x2 + 4 x3 + x4 + 2 x6 = 8
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 6
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 0, 2, 0, 0, 1, 1 ) de valeur z∗ = 13
 Solution :
 On voit qu’une premiere base est : B = {x1, x4, x5 }Premiere solution de base realisable :
 x1 = 5 − 2 x2 − 3 x3 − x6
 x4 = 8 − 3 x2 − 4 x3 − 2 x6
 x5 = 11 − 4 x2 − x3 − 2 x6
 z = 0 + 5 x2 + 4 x3 + 3 x6
 Iteration 1 :
 x2 = 52 − 1
 2 x1 − 32 x3 − 1
 2 x6
 x4 = 12 + 3
 2 x1 + 12 x3 − 1
 2 x6
 x5 = 1 + 2 x1 + 5 x3
 z = 252 − 5
 2 x1 − 72 x3 + 1
 2 x6
 Iteration 2 :
 x2 = 2 − 2 x1 − 2 x3 + x4
 x6 = 1 + 3 x1 + x3 − 2 x4
 x5 = 1 + 2 x1 + 5 x3
 z = 13 − x1 − 3 x3 − x4
 Tous les couts reduits sont negatifs ou nuls.
 ⇒ solution optimale x∗ = ( 0, 2, 0, 0, 1, 1 ) de valeur z∗ = 13
 11
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 5
 Exercice 3 . 5
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 max z = 5x1 + 5 x2 + 3 x3
 s.t. : x1 + 3 x2 + x3 6 3−x1 + 3 x3 6 22 x1 − x2 + 2 x3 6 42 x1 + 3 x2 − x3 6 2
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 3
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 3229 , 8
 29 , 3029 ) de valeur z∗ = 10
 Solution :
 On ajoute les variables d’ecart t1, t2, t3 et t4 afin d’obtenir le programme lineaire :
 max z = 5x1 + 5 x2 + 3 x3
 s.t. : x1 + 3 x2 + x3 + t1 = 3− x1 + 3 x3 + t2 = 22 x1 − x2 + 2 x3 + t3 = 42 x1 + 3 x2 − x3 + t4 = 2
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 3ti > 0 ∀ i = 1, . . . , 4
 On voit qu’une premiere base est : B = { t1, t2, t3, t4}
 Premiere solution de base realisable :
 t1 = 3 − x1 − 3 x2 − x3
 t2 = 2 + x1 − 3 x3
 t3 = 4 − 2 x1 + x2 − 2 x3
 t4 = 2 − 2 x1 − 3 x2 + x3
 z = 0 + 5 x1 + 5 x2 + 3 x3
 Iteration 1 :
 t1 = 2 − 32 x2 − 3
 2 x3 + 12 t4
 t2 = 3 − 32 x2 − 5
 2 x3 − 12 t4
 t3 = 2 + 4x2 − 3 x3 + t4
 x1 = 1 − 32 x2 + 1
 2 x3 − 12 t4
 z = 5 − 52 x2 + 11
 2 x3 − 52 t4
 13
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Exercice 3 . 5 3.Algorithme du Simplexe – MATH-F-306
 Iteration 2 :
 t1 = 1 − 72 x2 + 1
 2 t3
 t2 = 43 − 29
 6 x2 + 56 t3 − 4
 3 t4
 x3 = 23 + 4
 3 x2 − 13 t3 + 1
 3 t4
 x1 = 43 − 5
 6 x2 − 16 t3 − 1
 3 t4
 z = 263 + 29
 6 x2 − 116 t3 − 2
 3 t4
 Iteration 3 :
 t1 = 129 + 21
 29 t2 − 329 t3 + 28
 29 t4
 x2 = 829 − 6
 29 t2 + 529 t3 − 8
 29 t4
 x3 = 3029 − 8
 29 t2 − 329 t3 − 1
 29 t4
 x1 = 3229 + 5
 29 t2 − 929 t3 − 3
 29 t4
 z = 10 − t2 − t3 − 2 4
 Tous les couts reduits sont negatifs ou nuls.
 ⇒ solution optimale x∗ = ( 3229 , 8
 29 , 3029 ) de valeur z∗ = 10
 14
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 6
 Exercice 3 . 6
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 min z = 2x1 − 3 x2 − 4 x3 + x4
 s.t. : x1 + 3 x2 − x3 − 3 x4 > −22 x1 + x2 + x3 + 3 x4 6 8
 − 4 x2 + 2 x3 + 6 x4 6 4xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 0, 2, 6, 0 ) de valeur z∗ = − 30
 Solution :
 On ajoute les variables d’ecart t1, t2, t3 afin d’obtenir le programme lineaire :
 min z = 2x1 − 3 x2 − 4 x3 + x4
 s.t. : x1 + 3 x2 − x3 − 3 x4 − t1 = −22 x1 + x2 + x3 + 3 x4 + t2 = 8
 − 4 x2 + 2 x3 + 6 x4 + t3 = 4xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4ti > 0 ∀ i = 1, . . . , 3
 Le terme de droite de la premiere contrainte est negatif, multiplions cette contrainte par (−1) :
 min z = 2x1 − 3 x2 − 4 x3 + x4
 s.t. : −x1 − 3 x2 + x3 + 3 x4 + t1 = 22 x1 + x2 + x3 + 3 x4 + t2 = 8
 − 4 x2 + 2 x3 + 6 x4 + t3 = 4xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4ti > 0 ∀ i = 1, . . . , 3
 On voit qu’une premiere base est : B = { t1, t2, t3}
 Premiere solution de base realisable :
 t1 = 2 + x1 + 3 x2 − x3 − 3 x4
 t2 = 8 − 2 x1 − x2 − x3 − 3 x4
 t3 = 4 + 4x2 − 2 x3 − 6 x4
 z = 0 + 2 x1 − 3 x2 − 4 x3 + x4
 15
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Exercice 3 . 6 3.Algorithme du Simplexe – MATH-F-306
 Iteration 1 :
 t1 = 26 − 5 x1 − 4 x3 − 12 x4 − 3 t2
 x2 = 8 − 2 x1 − x3 − 3 x4 − t2
 t3 = 36 − 8 x1 − 6 x3 − 18 x4 − 4 t2
 z = − 24 + 8 x1 − x3 + 10 x4 + 3 t2
 Iteration 2 :
 t1 = 2 + 13 x1 − 1
 3 t2 + 23 t3
 x2 = 2 − 23 x1 − 1
 3 t2 + 16 t3
 x3 = 6 − 43 x1 − 3 x4 − 2
 3 t2 − 16 t3
 z = − 30 + 283 x1 + 13 x4 + 11
 3 t2 + 16 t3
 Tous les couts reduits sont positifs ou nuls.
 ⇒ solution optimale x∗ = ( 0, 2, 6, 0 ) de valeur z∗ = − 30
 16
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 7
 Exercice 3 . 7
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 max z = x1 + 3 x2 − x3
 s.t. : 2 x1 + 2 x2 − x3 6 103 x1 − 2 x2 + x3 6 10
 x1 − 3 x2 + x3 6 10xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 3
 Solution :
 On ajoute les variables d’ecart t1, t2 et t3 afin d’obtenir le programme lineaire :
 max z = x1 + 3 x2 − x3
 s.t. : 2 x1 + 2 x2 − x3 + t1 = 103 x1 − 2 x2 + x3 + t2 = 10
 x1 − 3 x2 + x3 + t3 = 10xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 3ti > 0 ∀ i = 1, . . . , 3
 On voit qu’une premiere base est : B = { t1, t2, t3 }Premiere solution de base realisable :
 t1 = 10 − 2 x1 − 2 x2 + x3
 t2 = 10 − 3 x1 + 2 x2 − x3
 t3 = 10 − x1 + 3 x2 − x3
 z = 0 + x1 + 3 x2 − x3
 Iteration 1 :
 t1 = 103 − 10
 3 x2 + 53 x3 + 2
 3 t2
 x1 = 103 + 2
 3 x2 − 13 x3 − 1
 3 t2
 t3 = 203 + 7
 3 x2 − 23 x3 + 1
 3 t2
 z = 103 + 11
 3 x2 − 43 x3 − 1
 3 t2
 Iteration 2 :
 x2 = 1 + 12 x3 − 3
 10 t1 + 15 t2
 x1 = 4 − 15 t1 − 1
 5 t2
 t3 = 9 + 12 x3 − 7
 10 t1 + 45 t2
 z = 7 + 12 x3 − 11
 10 t1 + 25 t2
 17
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Exercice 3 . 7 3.Algorithme du Simplexe – MATH-F-306
 La variable qui devrait entrer en base est x3, mais on peut augmenter x3 →∞ tout en restant realisable.
 ⇒ le probleme est non borne
 En effet, on verifie que :
 x (λ) =
 410
 + λ ·
 0121
 est realisable pour tout λ ∈ R.
 Et la valeur de la fonction objective : cT x (λ) = 7 + 12 · λ →∞ si λ →∞
 Donc r = ( 0, 12 , 1 ) est un rayon tel que cT r > 0 !
 18
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 8
 Exercice 3 . 8
 Utiliser l’algorithme du simplexe pour trouver tous les sommets optimaux du probleme suivant :
 max z = 2x1 + 3 x2 + 5 x3 + 4 x4
 s.t. : x1 + 2 x2 + 3 x3 + x4 6 5x1 + x2 + 2 x3 + 3 x4 6 3
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4
 Reponse : 3 sommets optimaux : x∗1 = ( 1, 2, 0, 0 )x∗2 = ( 0, 12
 5 , 0, 15 )
 x∗3 = ( 0, 1, 1, 0 )
 de valeur z∗ = 8
 Solution :
 On ajoute les variables d’ecart t1 et t2 afin d’obtenir le programme lineaire :
 max z = 2x1 + 3 x2 + 5 x3 + 4 x4
 s.t. : x1 + 2 x2 + 3 x3 + x4 + t1 = 5x1 + x2 + 2 x3 + 3 x4 + t2 = 3
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4ti > 0 ∀ i = 1, 2
 On voit qu’une premiere base est : B = { t1, t2 }
 Premiere solution de base realisable :
 t1 = 5 − x1 − 2 x2 − 3 x3 − x4
 t2 = 3 − x1 − x2 − 2 x3 − 3 x4
 z = 0 + 2 x1 + 3 x2 + 5 x3 + 4 x4
 Iteration 1 :
 t1 = 2 − x2 − x3 + 2 x4 + t2
 x1 = 3 − x2 − 2 x3 − 3 x4 − t2
 z = 6 + x2 + x3 − 2 x4 − 2 t2
 Iteration 2 :
 x2 = 2 − x3 + 2 x4 − t1 + t2
 x1 = 1 − x3 − 5 x4 + t1 − 2 t2
 z = 8 − t1 − t2
 19
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Exercice 3 . 8 3.Algorithme du Simplexe – MATH-F-306
 Tous les couts reduits sont negatifs ou nuls.
 ⇒ solution optimale x∗1 = ( 1, 2, 0, 0 ) de valeur z∗ = 8
 Comment trouver tous les sommets optimaux ?
 Vu le dernier tableau de l’algorithme du simplexe, on sait que dans toute solution optimale, on a quet1 = t2 = 0 (pourquoi ?)
 Et pour une telle solution optimale, le reste du tableau nous dit que :{x1 = 1 − x3 − 5 x4
 x2 = 2 − x3 + 2 x4( 8.1 )
 Donc toutes les solutions optimales s’ecrivent de la maniere suivante :
 x1 = 1 − x3 − 5 x4 > 0x2 = 2 − x3 + 2 x4 > 0x3 > 0x4 > 0t1 = 0t2 = 0
 On sait aussi que tout sommet possede 4 coordonnees nulles (pourquoi ?)
 Donc afin de trouver tous les sommets optimaux, nous generons tous les points qui verifient (??) et qui ontau plus 2 coordonnees non nulles. Alors les points obtenus ainsi, qui, de plus, ont toutes les coordonneespositives ou nulles, sont les sommets optimaux recherches.
 Pour notre exercice, on obtient les points suivants :
 ( 1, 2, 0, 0, 0, 0 ) OK
 ( 0, 0, 127 , -1
 7 , 0, 0 ) non realisable
 ( 0, 125 , 0, 1
 5 , 0, 0 ) OK
 ( 0, 1, 1, 0, 0, 0 ) OK
 ( 6, 0, 0, -1, 0, 0 ) non realisable
 ( -1, 0, 2, 0, 0, 0 ) non realisable
 Finalement on a 3 sommets optimaux :x∗1 = ( 1, 2, 0, 0 )
 x∗2 = ( 0, 125 , 0, 1
 5 )
 x∗3 = ( 0, 1, 1, 0 )
 20
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MATH-F-306 – 3.Algorithme du Simplexe Exercice 3 . 9
 Exercice 3 . 9
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe (resoudre d’abord le problemede phase I) :
 max z = 3x1 + 2 x2 + 4 x3 + x4 − x5 + x6
 s.t. : x1 + x2 + 2 x3 + x4 = 42 x1 + 3 x3 − 2 x4 + x5 = 52 x1 + x2 + 3 x3 − x5 + 2 x6 = 7
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 6
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 52 , 3
 2 , 0, 0, 0, 14 ) de valeur z∗ = 43
 4
 Solution :
 On ajoute les variables artificielles s1, s2, s3 et on resout le probleme de phase I :
 min w = s1 + s2 + s3
 s.t. : x1 + x2 + 2 x3 + x4 + s1 = 42 x1 + 3 x3 − 2 x4 + x5 + s2 = 52 x1 + x2 + 3 x3 − x5 + 2 x6 + s3 = 7
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 6si > 0 ∀ i = 1, . . . , 3
 On a maintenant une premiere base : B = { s1, s2, s3 }Premiere solution de base realisable :
 s1 = 4 − x1 − x2 − 2 x3 − x4
 s2 = 5 − 2 x1 − 3 x3 + 2 x4 − x5
 s3 = 7 − 2 x1 − x2 − 3 x3 + x5 − 2 x6
 w = 16 − 5 x1 − 2 x2 − 8 x3 + x4 − 2 x6
 Iteration 1 :
 s1 = 32 − x2 − 1
 2 x3 − 2 x4 + 12 x5 + 1
 2 s2
 x1 = 52 − 3
 2 x3 + x4 − 12 x5 − 1
 2 s2
 s3 = 2 − x2 − 2 x4 + 2 x5 − 2 x6 + s2
 w = 72 − 2 x2 − 1
 2 x3 − 4 x4 + 52 x5 − 2 x6 + 5
 2 s2
 Iteration 2 :
 x2 = 32 − 1
 2 x3 − 2 x4 + 12 x5 − s1 + 1
 2 s2
 x1 = 52 − 3
 2 x3 + x4 − 12 x5 − 1
 2 s2
 s3 = 12 + 1
 2 x3 + 32 x5 − 2 x6 + s1 + 1
 2 s2
 w = 12 + 1
 2 x3 + 32 x5 − 2 x6 + 2 s1 + 3
 2 s2
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 Iteration 3 :
 x2 = 32 − 1
 2 x3 − 2 x4 + 12 x5 − s1 + 1
 2 s2
 x1 = 52 − 3
 2 x3 + x4 − 12 x5 − 1
 2 s2
 x6 = 14 + 1
 4 x3 + 34 x5 + 1
 2 s1 + 14 s2 − 1
 2 s3
 w = 0 + s1 + s2 + s3
 On a trouve une solution optimale du probleme de phase I, passons a la phase II.
 On connaıt maintenant une premiere base realisable du probleme initial (sans les s) :
 x2 = 32 − 1
 2 x3 − 2 x4 + 12 x5
 x1 = 52 − 3
 2 x3 + x4 − 12 x5
 x6 = 14 + 1
 4 x3 + 34 x5
 z = 434 − 5
 4 x3 − 34 x5
 Tous les couts reduits sont negatifs ou nuls.
 ⇒ x∗1 =(
 52, 3
 2, 0, 0, 0, 1
 4
 )est une solution optimale
 Remarque : le sommet x∗2 =(
 134
 , 0, 0, 34, 0, 1
 4
 )est aussi optimal, ainsi que le segment qui relie ces 2
 sommets.
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 Exercice 3 . 10
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 min z = 2x1 + 2 x2 − 2 x3 + x4
 s.t. : x1 + x2 − x3 + x4 = 12 x1 + 4 x3 + 2 x4 + x5 = 7
 x1 + 6 x2 + x3 + 2 x5 = 19xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 5
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 0, 910 , 0, 1
 10 , 6810 ) de valeur z∗ = 19
 10
 Solution :
 On ajoute les variables artificielles s1, s2, s3 et on resout le probleme de phase I :
 min w = s1 + s2 + s3
 s.t. : x1 + x2 − x3 + x4 + s1 = 12 x1 + 4 x3 + 2 x4 + x5 + s2 = 7
 x1 + 6 x2 + x3 + 2 x5 + s3 = 19xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 5si > 0 ∀ i = 1, . . . , 3
 On a maintenant une premiere base : B = { s1, s2, s3 }Premiere solution de base realisable :
 s1 = 1 − x1 − x2 + x3 − x4
 s2 = 7 − 2 x1 − 4 x3 − 2 x4 − x5
 s3 = 19 − x1 − 6 x2 − x3 − 2 x5
 w = 27 − 4 x1 − 7 x2 − 4 x3 − 3 x4 − 3 x5
 Iteration 1 :
 x1 = 1 − x2 + x3 − x4 − s1
 s2 = 5 + 2 x2 − 6 x3 − x5 + 2 s1
 s3 = 18 − 5 x2 − 2 x3 + x4 − 2 x5 + s1
 w = 23 − 3 x2 − 8 x3 + x4 − 3 x5 + 4 s1
 Iteration 2 :
 x2 = 1 − x1 + x3 − x4 − s1
 s2 = 7 − 2 x1 − 4 x3 − 2 x4 − x5
 s3 = 13 + 5 x1 − 7 x3 + 6 x4 − 2 x5 + 6 s1
 w = 20 + 3 x1 − 11 x3 + 4 x4 − 3 x5 + 7 s1
 23
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 Iteration 3 :
 x2 = 114 − 3
 2 x1 − 32 x4 − 1
 4 x5 − s1 − 14 s2
 x3 = 74 − 1
 2 x1 − 12 x4 − 1
 4 x5 − 14 s2
 s3 = 34 + 17
 2 x1 + 192 x4 − 1
 4 x5 + 6 s1 + 74 s2
 w = 34 + 17
 2 x1 + 192 x4 − 1
 4 x5 + 7 s1 + 114 s2
 Iteration 4 :
 x2 = 2 − 10 x1 − 11 x4 − 7 s1 − 2 s2 + s3
 x3 = 1 − 9 x1 − 10 x4 − 6 s1 − 2 s2 + s3
 x5 = 3 + 34 x1 + 38 x4 + 24 s1 + 7 s2 − 4 s3
 w = 0 + s1 + s2 + s3
 On a trouve une solution optimale du probleme de phase I, passons a la phase II.
 On connaıt maintenant une premiere base realisable du probleme initial (sans les s) :
 x2 = 2 − 10 x1 − 11 x4
 x3 = 1 − 9 x1 − 10 x4
 x5 = 3 + 34 x1 + 38 x4
 z = 2 − x4
 Iteration 1 :
 x2 = 910 − 1
 10 x1 + 1110 x3
 x4 = 110 − 9
 10 x1 − 110 x3
 x5 = 6810 − 2
 10 x1 − 3810 x4
 z = 1910 + 9
 10 x1 + 110 x4
 Tous les couts reduits sont positifs ou nuls.
 ⇒ x∗ =(0, 9
 10, 0, 1
 10, 68
 10
 )est une solution optimale
 24
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 Exercice 3 . 11
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 min z = 2x1 − 2 x2 − 2 x3 + x4
 s.t. : x1 + x2 + x3 + x4 = 4−2 x1 + x2 − x3 = 1
 3 x2 + x3 + x4 = 9xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 0, 52 , 3
 2 , 0 ) de valeur z∗ = − 8
 Solution :
 On ajoute les variables artificielles s1, s2, s3 et on resout le probleme de phase I :
 min w = s1 + s2 + s3
 s.t. : x1 + x2 + x3 + x4 + s1 = 4−2 x1 + x2 − x3 + s2 = 1
 3 x2 + x3 + x4 + s3 = 9xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 4si > 0 ∀ i = 1, . . . , 3
 On a maintenant une premiere base : B = { s1, s2, s3 }Premiere solution de base realisable :
 s1 = 4 − x1 − x2 − x3 − x4
 s2 = 1 + 2 x1 − x2 + x3
 s3 = 9 − 3 x2 − x3 − x4
 w = 14 + x1 − 5 x2 − x3 − 2 x4
 Iteration 1 :
 s1 = 3 − 3 x1 − 2 x3 − x4 + s2
 x2 = 1 + 2 x1 + x3 − s2
 s3 = 6 − 6 x1 − 4 x3 − x4 + 3 s2
 w = 9 − 9 x1 − 6 x3 − 2 x4 + 5 s2
 Iteration 2 :
 x2 = 3 − 13 x3 − 2
 3x4 − 23 s1 − 1
 3 s2
 x1 = 1 − 23 x3 − 1
 3 x4 − 13 s1 + 1
 3 s2
 s3 = + x4 + 2 s1 + s2
 w = 0 + x4 + 3 s1 + 2 s2
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 On a trouve une solution optimale au probleme de phase I, mais il reste toujours une variable artificielle enbase, i.e. s3 !
 On essaie de pivoter pour faire sortir des variables artificielles de la base et de les remplacer par des variables« normales». On n’a plus besoin de tenir compte de la fonction objective.
 Pour notre exercice, on va faire s3 sortir de la base et x4 entrer en base :
 Iteration 3 :
 x2 = 3 − 13 x3 + 2
 3s1 + 13 s2 − 2
 3 s3
 x1 = 1 − 23 x3 + 1
 3 s1 + 23 s2 − 1
 3 s3
 x4 = − 2 s1 − s2 + s3
 On a trouve une solution realisable du probleme de phase I ou toutes les variables artificielles sont hors base.On peut passer a la phase II.
 On connaıt maintenant une premiere base realisable du probleme initial (sans les s) :
 x2 = 3 − 13 x3
 x1 = 1 − 23 x3
 x4 = 0
 z = − 4 − 83 x3
 Iteration 1 :
 x2 = 52 + 1
 2 x1
 x3 = 32 − 3
 2 x1
 x4 = 0
 z = − 8 + 4x1
 Tous les couts reduits sont positifs ou nuls.
 ⇒ x∗ =(0, 5
 2, 3
 2, 0
 )est une solution optimale
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 Exercice 3 . 12
 Resoudre le programme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 max z = 10x1 − 57 x2 − 9 x3 − 24 x4
 s.t. : 12 x1 − 11
 2 x2 − 52 x3 + 9 x4 + x5 = 0
 12 x1 − 3
 2 x2 − 12 x3 + x4 + x6 = 0
 x1 + x7 = 1xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 7
 a. Utiliser la strategie suivante :
 • s’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent entrer en base, alors on choisit celle qui a le plus grandcout reduit (en valeur absolue) ;
 • s’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent sortir de la base, alors on choisit celle qui a le plus petitindice ;
 b. Utiliser les regles de Bland.
 Remarque : vous pouvez commencer a partir de la base B = {x5, x6, x7 }
 Reponse : solution optimale x∗ = ( 1, 0, 1, 0, 2, 0, 0 ) de valeur z∗ = 1
 Solution :
 a. Prenons donc B = {x5, x6, x7 } comme premiere base :
 x5 = − 12 x1 + 11
 2 x2 + 52 x3 − 9 x4
 x6 = − 12 x1 + 3
 2 x2 + 12 x3 − x4
 x7 = 1 − x1
 z = 10 x1 − 57 x2 − 9 x3 − 24 x4
 Iteration 1 :
 x1 = 11 x2 + 5 x3 − 18 x4 − 2 x5
 x6 = − 4 x2 − 2 x3 + 8 x4 + x5
 x7 = 1 − 11 x2 − 5 x3 + 18 x4 + 2 x5
 z = 53 x2 + 41 x3 − 204 x4 − 20 x5
 Iteration 2 :
 x1 = − 12 x3 + 4 x4 + 3
 4 x5 − 114 x6
 x2 = − 12 x3 + 2 x4 + 1
 4 x5 − 14 x6
 x7 = 1 + 12 x3 − 4 x4 − 3
 4 x5 + 114 x6
 z = 292 x3 − 98 x4 − 27
 4 x5 − 534 x6
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 Iteration 3 :
 x3 = − 2 x1 + 8 x4 + 32 x5 − 11
 2 x6
 x2 = x1 − 2 x4 − 12 x5 + 5
 2 x6
 x7 = 1 − x1
 z = − 29 x1 + 18 x4 + 15 x5 − 93 x6
 Iteration 4 :
 x3 = 2 x1 − 4 x2 − 12 x5 + 9
 2 x6
 x4 = 12 x1 − 1
 2 x2 − 14 x5 + 5
 4 x6
 x7 = 1 − x1
 z = − 20 x1 − 9 x2 + 212 x5 − 141
 2 x6
 Iteration 5 :
 x5 = 4 x1 − 8 x2 − 2 x3 + 9 x6
 x4 = − 12 x1 + 3
 2 x2 + 12 x3 − x6
 x7 = 1 − x1
 z = 22 x1 − 93 x2 − 21 x3 + 24 x6
 Iteration 6 :
 x5 = − 12 x1 + 11
 2 x2 + 52 x3 − 9 x4
 x6 = − 12 x1 + 3
 2 x2 + 12 x3 − x4
 x7 = 1 − x1
 z = 10 x1 − 57 x2 − 9 x3 − 24 x4
 ...
 On voit que le dernier tableau est identique au tableau initial. Apres 6 iterations du simplexe, on est revenuau point de depart, l’algorithme cycle !
 On en conclut que la strategie utilisee ne fonctionne pas toujours.
 b. Regardons ce qui se passe si on utilise les regles de Bland.
 En appliquant les regles de Bland, on voit que les 5 premieres iterations sont identiques a celles utilisant lastrategie precedente. Reprenons donc le tableau obtenu apres 5 iterations.
 Iteration 5 :
 x5 = 4 x1 − 8 x2 − 2 x3 + 9 x6
 x4 = − 12 x1 + 3
 2 x2 + 12 x3 − x6
 x7 = 1 − x1
 z = 22 x1 − 93 x2 − 21 x3 + 24 x6
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 Iteration 6 :
 x5 = 4 x2 + 2 x3 − 8 x4 + x6
 x1 = 3 x2 + x3 − 2 x4 − 2 x6
 x7 = 1 − 3 x2 − x3 + 2 x4 + 2 x6
 z = − 27 x2 + x3 − 44 x4 − 20 x6
 Iteration 7 :
 x5 = 2 − 2 x2 − 4 x4 + 5 x6 − 2 x7
 x1 = 1 − x7
 x3 = 1 − 3 x2 + 2 x4 + 2 x6 − x7
 z = 1 − 30 x2 − 42 x4 − 18 x6 − x7
 Tous les couts reduits sont negatifs ou nuls.
 ⇒ x∗ = ( 1, 0, 1, 0, 2, 0, 0 ) est une solution optimale
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 Exercice 3 . 13
 Resoudre le probleme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 min z = 2x1 + x2 + 2 x3 + x4 + 4 x5
 s.t. : 4 x1 + 2 x2 + 13 x3 + 3 x4 + x5 = 17x1 + x2 + 5 x3 + x4 + x5 = 7
 xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 5
 Solution :
 FIXME : TODO !!!!!!!!
 On ajoute les variables d’ecart t1, t2 et t3 afin d’obtenir le programme lineaire :
 max z = x1 + 3 x2 − x3
 scq 2 x1 + 2 x2 − x3 + t1 = 103 x1 − 2 x2 + x3 + t2 = 10
 x1 − 3 x2 + x3 + t3 = 10xj > 0 ∀ jti > 0 ∀ i
 On voit qu’une premiere base est : B = { t1, t2, t3 }Premiere solution de base realisable :
 t1 = 10 − 2 x1 − 2 x2 + x3
 t2 = 10 − 3 x1 + 2 x2 − x3
 t3 = 10 − x1 + 3 x2 − x3
 z = 0 + x1 + 3 x2 − x3
 Iteration 1 :
 t1 = 103 − 10
 3 x2 + 53 x3 + 2
 3 t2
 x1 = 103 + 2
 3 x2 − 13 x3 − 1
 3 t2
 t3 = 203 + 7
 3 x2 − 23 x3 + 1
 3 t2
 z = 103 + 11
 3 x2 − 43 x3 − 1
 3 t2
 Iteration 2 :
 x2 = 1 + 12 x3 − 3
 10 t1 + 15 t2
 x1 = 4 − 15 t1 − 1
 5 t2
 t3 = 9 + 12 x3 − 7
 10 t1 + 45 t2
 z = 7 + 12 x3 − 11
 10 t1 + 25 t2
 La variable qui devrait entrer en base est x3, mais on peut augmenter x3 →∞ tout en restant realisable.
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 ⇒ le probleme est non borne
 En effet, on verifie que :
 x (λ) =
 410
 + λ ·
 0121
 est realisable pour tout λ ∈ R.
 Et la valeur de la fonction objective : cT x (λ) = 7 + 12 · λ →∞ si λ →∞
 Donc r = ( 0, 12 , 1 ) est un rayon tel que cT r > 0 !
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 Exercice 3 . 14
 Resoudre le probleme lineaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :
 max z = 3x1 + x2 + 2 x3 − x4 + 2 x5
 s.t. : − 2 x1 − 2 x2 − 2 x4 = 0− 2 x1 + 2 x2 + x3 + 2 x4 = 4
 4 x1 − 4 x2 − 2 x4 − x5 = 4xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 5
 Solution :
 On ajoute deux variables artificielles s1 et s3 et on resout le probleme de phase I :
 min w = s1 + s3
 s.t. : − 2 x1 − 2 x2 − 2 x4 + s1 = 0− 2 x1 + 2 x2 + x3 + 2 x4 = 4
 4 x1 − 4 x2 − 2 x4 − x5 + s3 = 4xj > 0 ∀ j = 1, . . . , 5si > 0 ∀ i = 1, 3
 On voit qu’une premiere base est : B = { s1, x3, s3 }.Premiere solution de base realisable :
 s1 = 0 + 2 x1 + 2 x2 + 2 x4
 x3 = 4 + 2 x1 − 2 x2 − 2 x4
 s3 = 4 − 4 x1 + 4 x2 + 2 x4 + x5
 w = 4 − 2 x1 + 6 x2 + 4 x4 + x5
 Iteration 1 :
 s1 = 2 + 4 x2 + 3 x4 +12
 x5 − 12
 s3
 x3 = 6 − x4 +12
 x5 − 12
 s3
 x1 = 1 + x2 +12
 x4 +14
 x5 − 14
 s3
 w = 2 + 4 x2 + 3 x4 +12
 x5 +12
 s3
 Il n’y a plus de variable susceptible d’entrer en base, et il existe toujours des variables artificielles strictementpositives. Le probleme initial est donc non realisable.
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