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Chapitre 1
 Courbes de Rn
 1.1 Isometries
 On se place dans l’espace euclidien Rn avec le produit scalaire et la mé-trique habituels.
 Définition 1.1.1. Une aplication F : Rn → Rn est une isometrie si pourtoute paire x, y ∈ Rn
 ‖F (x)− F (y)‖ = ‖x− y‖.
 Proposition 1.1.2. F : Rn → Rn est une isometrie si et seulement si c’estla composée d’une translation et d’une transformation orthogonale (c’est-à-dire qu’elle préserve le produit scalaire).
 La partie orthogonale est la partie linéaire de la transformation, elleest donné par l’action d’une matrice carrée A tel que tAA = AtA = Iet donc det(A) = ±1. Si le determinant est 1, la transformation préservel’orientation.
 Démonstration. En changeant F par F −F (0) nous pouvons considérer queF fixe l’origine. Par hypothèse pour toute paire x, y ∈ Rn, ‖F (x)−F (y)‖2 =‖x− y‖2. En particulier pour y = 0 on a ‖F (x)‖2 = ‖x‖2 pour tout x ∈ Rn.Par ailleurs,
 ‖F (x)− F (y)‖2 = ‖F (x)‖2 + ‖F (y)‖2 − 2〈F (x), F (y)〉= ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2〈x, y〉,
 et donc 〈F (x), F (y)〉 = 〈x, y〉.
 5
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6 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 Si ej1≤j≤n est une base orthonormée alors F (ej)1≤j≤n est aussi unebase orthonormée et
 F (x) =n∑j=1
 〈F (x), F (ej)〉F (ej) =n∑j=1
 〈x, ej〉F (ej).
 Ceci implique que F (x) est linéaire en x. Alors il existe une matrice A ∈M(n,R) telle que F (x) = Ax. De plus,
 〈tAAx, y〉 = 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉,
 alors tAA = I = AtA. Donc A ∈ O(n,R).
 Quelques faits sur les isometries que vous pouvez vérifier :— les isometries de Rn (peu importe quel espace métrique) forment un
 groupe ;— les isometries qui preservent l’orientation son celles dont le determi-
 nant de la partie linéaire est égal à 1, forment un sous-groupe ;— O(n,R) est compact pour la topologie induite par la norme sur Rn2 '
 M(n,R).— le groupe des matrices orthogonales de determinant 1 est le groupe
 special orthogonal SO(n,R) est connexe ;— SO(2,R) est isomorphe au groupe multiplicatif des nombres com-
 plexes de module 1, il est donc commutatif.
 1.2 Champs de vecteurs et dérivations
 Soit Ω ⊂ Rn un ouvert.
 Définition 1.2.1. Un champ de vecteurs de classe Ck sur Ω est une appli-cation Ck
 X : Ω → Rn
 x 7→ (X1(x), X2(x), . . . , Xn(x))
 qui associe a chaque point de Ω un vecteur.On note
 X =
 n∑i=1
 Xi(x)∂
 ∂xi.
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1.2. CHAMPS DE VECTEURS ET DÉRIVATIONS 7
 Définition 1.2.2. Une dérivation D sur Ω est un endomorphisme de l’espacevectoriel C∞(Ω,R) qui vérifie la règle de Liebnitz, c’est-à-dire pour tout f, g ∈C∞(Ω,R)
 D(fg) = fD(g) + gD(f).
 Un champ de vecteurs défini une dérivation appelée derivée de Lie LXdéfinie par
 f 7→ LXf =n∑i=1
 Xi∂f
 ∂xi∈ C∞(Ω,R).
 Nous laissons comme exercice vérifier que ceci est une dérivation.
 Proposition 1.2.3. Soit D une dérivation sur Ω, alors il existe un uniquechamp de vecteurs X tel que D = LX .
 Démonstration. En prennant l’enveloppe convexe, nous pouvons supposerque Ω est convexe. 1 Soit g(t) = f(t(x− y)− y), alors
 f(x)− f(y) = g(1)− g(0)
 =
 ∫ 1
 0g′(t)dt
 =
 ∫ 1
 0Df(x− y)
 =
 ∫ 1
 0
 (∂f
 ∂x1(t(x− y)− y), · · · , ∂f
 ∂xn(t(x− y)− y)
 )x1 − y1...
 xn − yn
 =
 n∑i=1
 (xi − yi)∫ 1
 0
 ∂f
 ∂xi(t(x− y)− y)dt
 =n∑i=1
 (xi − yi)hi,y(x),
 avec hi,y(x) ∈ C∞(Ω,R) et hi,x(x) = ∂f∂xi
 (x) pour tout x.Soit D un dérivation et Xi = D(xi) alors elle nulle sur les fonctions
 constantes
 Df(x) = D(f − f(y))(x) = D
 (n∑i=1
 (xi − yi)hi,y(x)
 )
 =
 n∑i=1
 Xi(x)hi,y(x) +
 n∑i=1
 (xi − yi)Dhi,y(x).
 1. Explication en plus
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8 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 Pour x = y on a
 Df(x) =n∑i=1
 Xi(x)hi,y(x) =n∑i=1
 Xi(x)∂f
 ∂xi(x) = LXf(x).
 Remarque 1.2.4. La composée de deux dérivations n’est pas nécessairementune dérivation.
 1.2.1 Crochet de Lie
 Soient X,Y des champs de vecteurs. Observez que LX(LY f) n’est pasnécessairement égal à LY (LXf). Le crochet de Lie [X,Y ] mesure ce défautde commutativité et est encore un champ de vecteurs.
 Lemme 1.2.5. L’application LXLY − LY LX est une dérivation. On note[X,Y ] le champ de vecteurs correspondant.
 Démonstration. L’application
 f 7→ LX(LY f)− LY (LXf)
 est un endomorphisme de C∞(Ω,R), nous devons donc montrer qu’il vérifiela règle de Liebnitz. Prenons donc f, g ∈ C∞(Ω,R) alors
 LX(LY (fg)) = fLX(LY g) + LXfLY g + LXgLY f + gLX(LY f),
 et
 LY (LX(fg)) = fLY (LXg) + LXgLY f + LXfLY g + gLY (LXf).
 D’où
 (LXLY −LY LX)(fg) = f(LX(LY g)−LY (LXg))−g(LX(LY f)−LY (LXf)),
 ce qui montre que LXLY − LY LX est un dérivation.
 Exercice. Montrer qu’en coordonnées le crochet de Lie s’ecrit de la façonsuivante
 LXLY − LY LX =∑i
 ∑k
 (Xk
 ∂Yi∂xk− Yk
 ∂Xi
 ∂xk
 )∂
 ∂xi,
 autrement dit[X,Y ]i =
 ∑k
 (Xk
 ∂Yi∂xk− Yk
 ∂Xi
 ∂xk
 ).
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1.2. CHAMPS DE VECTEURS ET DÉRIVATIONS 9
 Exemple 1.2.6. Si X et Y sont des champs de vecteurs à coefficientsconstants alors [X,Y ] = 0 (on dit que les champs de vecteurs commutentquand leur crochet de Lie vaut 0).
 Pour X = x2∂∂x1
 et Y = ∂∂x2
 en R2 on obtient
 [X,Y ] =
 (x2
 ∂0
 ∂x1− 0
 ∂x2
 ∂x1+ 0
 ∂0
 ∂x2− ∂x2
 ∂x2
 )∂
 ∂x1
 +
 (x2
 ∂1
 ∂x1− 0
 ∂0
 ∂x1+ 0
 ∂1
 ∂x2− ∂0
 ∂x2
 )∂
 ∂x2
 = − ∂
 ∂x1.
 Deux propriétés inmédiates sont que le crochet de Lie est bi-linéaire etque [X,Y ] = −[Y,X]. Une autre propiété est
 Proposition 1.2.7 (Identité de Jacobi). Soient X,Y et Z trois champs devecteurs. Alors
 [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
 Démonstration. Vérifier l’identité avec le point de vue de la dérivation.
 1.2.2 Produit vectoriel
 Nous rappelons ici quelques propriétés du produit vectoriel dans R3 quinous seront utiles dans la suite.
 Définition 1.2.8. Le produit vectoriel u ∧ v de deux vecteurs de R3 estl’unique vecteur tel que
 〈u ∧ v, x〉 = det(u, v, x),
 pour tout x ∈ R3.
 Nous pouvons donner l’expression en coordonnées. Si u = (u1, u2, u3) etv = (v1, v2, v3) alors les coordonnées de w = u ∧ v sont
 w1 = det
 (u2 u3
 v2 v3
 ), w2 = det
 (u3 u1
 v3 v1
 ), w3 = det
 (u1 u2
 v1 v2
 ).
 Les propiétés suivantes son inmediates :— u ∧ v = −v ∧ u ;— le produit vectoriel est bi-linéaire ;
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10 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 — u ∧ v = 0 si et seulement si u et v sont colinéaires ;— u ∧ v est orthogonal à u et v.
 Proposition 1.2.9. Soient u, v, x, y ∈ R3. Alors
 〈u ∧ v, x ∧ y〉 = det
 (〈u, x〉 〈v, x〉〈u, y〉 〈v, y〉
 ).
 Nous laissons la démonstration comme exercice. Il résulte de cette identitéque
 ‖u ∧ v‖2 = det
 (〈u, u〉 〈v, u〉〈u, v〉 〈v, v〉
 )= ‖u‖2‖v‖2(1− cos2θ),
 qu’est égale au carré de l’aire du parallélogramme défini par u et v.Si u et v ne sont pas colinéaires, alors les vecteurs u, v, u∧ v forment une
 base directe (avec la même orientation que la base canonique de R3) car
 det(u, v, u ∧ v) = ‖u ∧ v‖2 ≥ 0.
 Exercice. Vérifier l’identité de Jacobi,
 u ∧ (v ∧ w) + v ∧ (w ∧ u) + w ∧ (u ∧ v) = 0.
 Exercice. Soient u(t), v(t) deux vecteurs dépendant de t dans R3. Alors
 d
 dt(u(t) ∧ v(t)) =
 du
 dt∧ v(t) + u(t) ∧ dv
 dt.
 1.3 Paramétrisation par longueur d’arc
 1.3.1 Courbes paramétrées
 Soit I ⊂ R un intervalle ouvert et φ : I → Rn une application que nouspouvons écrire en cordonnées comme
 φ(t) = (φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)).
 Alors φ est de classe C∞ si chacune des fonctions φi : I → R l’est. L’image Γde φ est une courbe parametrée, si l’on oublié la paramétrisation on appeleΓ une courbe ou une courbe géométrique.
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1.3. PARAMÉTRISATION PAR LONGUEUR D’ARC 11
 Définition 1.3.1. Un point φ(t0) ∈ Γ est régulier si φ′(t0) 6= 0, c’est-à-diresi φ est une immersion au voisinage de t0. Si φ′(t0) = 0 le point φ(t0) estsingulier.
 Il est important de distinguer les propiétés de Γ qui sont indépendantes dela paramétrisation. De fait si f : J → I est une application telle que f ′(t) 6= 0pour tout t ∈ J , alors φ f : J → Rn définie une autre paramétrisation de lacourbe Γ. Comme f ′(t) 6= 0, alors f ′(t) est soit positive, soit négative. Si elleest positive les courbes φ et φ f ont la même orientation, sinon f changel’orientation de la courbe.
 Exemple 1.3.2. L’application φ : R → R2 donné par φ(t) = (t, t2) a pourcourbe géométrique la parabole y = x2. Cette paramétrisation est régulière.
 L’application f(t) = t3 pour t ∈ R ne satisfait pas que f ′(t) 6= 0, celasignifie que la courbe φ f(t) = (t3, t6) n’est pas une paramétrisation dela parabole. Le support reste la parabole, mais elle a par exemple un pointsingulier en t = 0.
 1.3.2 Paramétrisation par longueur d’arc
 Soit φ : I → Rn une courbe paramétrée lisse et J ⊂ I un intervalle fermé.Soit A ⊂ Γ l’arc fermé φ(J).
 Définition 1.3.3. La longueur de l’arc A est
 `(A) =
 ∫J‖φ′(t)‖dt.
 Proposition 1.3.4. La longueur de l’arc A est indépendante de la paramé-trisation et est invariante par isométrie.
 Soit φ : I → R une courbe paramétrée régulière, c’est-à-dire telle queφ′(t) 6= 0 pour tou t ∈ I. Soit L ∈ R+ ∪ +∞ sa longueur (définie commele supremum des longueurs des arcs fermés de Γ). Alors l’application
 h : I → [0, L]
 t 7→∫ t
 t0
 ‖φ′(s)‖ds,
 est lisse et strictement croissante. Sa dérivée est
 h′(s) =dh
 dt(s) = ‖φ′(s)‖ 6= 0
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12 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 pour tout t ∈ I. Elle est donc inversible et nous pouvons re-paramétréer lacourbe Γ par
 ψ = φ h−1 : [0, L]→ Rn.Cette paramétrisation s’appelle la paramétrisation par longueur d’arc. Ob-servons que
 ‖ψ′(t)‖ =∥∥∥φ′(h−1(t))
 1
 h′(h−1(t))
 ∥∥∥ =∥∥∥φ′(h−1(t))
 1
 ‖φ′(h−1(t))‖
 ∥∥∥ = 1.
 Donc Γ est paramétrée à vitesse unitaire.
 Proposition 1.3.5. Soient φ : I → Rn et ψ : J → Rn deux paramétrisationsd’une courbe géométrique Γ telles que ‖φ′(t)‖ = ‖ψ′(s)‖ = 1 pour tout t ∈ Iet s ∈ J . Alors J = f(I) où f(t) = ±t+ t0.
 Démonstration. Observons que ψ = φ f pour un changement de paramé-trisation tel que f ′ 6= 0. Comme φ′ et ψ′ sont toujours de norme 1, on aque |f ′(t)| = 1 pour tout t. Il s’ensuit que soit f ′ = 1, soit f ′ = −1, ce quiimplique le résultat.
 1.3.3 Exemples
 Exemple 1.3.6. La paramétrisation
 φ(t) = (R cos(t/R), R sin(t/R)) ∈ R2,
 pour t ∈ [0, 2πR[ est la paramétrisation par longueur d’arc du cercle centré àl’origine et de rayon R. Comme nous savons cette paramétrisation est uniqueune fois qu’on fixe le point de départ (ici φ(0) = (R, 0)) et l’orientation (icila trigonométrique).
 En général, nous ne pouvons trouver explicitement la paramétrisationpar longueur d’arc, mais c’est un outil théorique important. Nous ferons desexemples et exercices fait sur mesure pour pouvoir la calculer.
 Exemple 1.3.7. Soit φ(t) = (t, t2, t3) ∈ R3 pour t ∈ R. Cette courbe estappelée cubique tordue donnée par les équations y = x2 et z = x3. Observonsque ses projections sur les plans coordonnées donnent la parabole y = x2 dansle plan Oxy, la cubique lisse z = x3 dans le plan Oxz et la courbe avec unesingularité z2 = y3 dans le plan Oyz.
 Exemple 1.3.8. L’hélice circulaire de R3 est la courbe paramétrée par φ(t) =(a cos t, a sin t, bt) pour t ∈ R. C’est une courbe traçée sur le cylindre x2+y2 =a2. Sa paramétrisation par longueur d’arc est donnée par
 ψ(s) =
 (a cos
 s√a2 + b2
 , a sins√
 a2 + b2,
 bs√a2 + b2
 ).
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1.4. COURBES PLANES 13
 1.4 Courbes planes
 Nous étudions quelques aspects des courbes dans R2. L’objectif de cettepartie est montrer que la courbure caracterise les courbes à isométrie près.
 1.4.1 Courbure
 Soit φ : I → R2 une courbe paramétrée par longueur d’arc. Alors levecteur vitesse trace une courbe s 7→ φ′(s) contenue dans le cercle unité.Celle-ci possède un vecteur vitesse φ′′(s), qui est l’accélération de φ. Ausigne près, la courbure est la norme de l’accélération.
 Le signe est défini de la façon suivante. Soit φ(t) = (φ1(t), φ2(t)) alors(φ′1(t))2 + (φ′2(t))2 = 1, d’où
 φ′1(t)φ′′1(t) + φ′2(t)φ′′2(t) = 0,
 pour tout t. Ceci implique que le vecteur φ′(t) est orthogonal à φ′′(t), ondonne donc le signe + (respectivement −) si l’accélération pointe vers lagauche (respectivement la droite) de la vitesse.
 Définition 1.4.1. La courbure de la courbe Γ = φ(I) paramétrée par lon-gueur d’arc au point φ(t) est
 κ(t) = ε(t)‖φ′′(t)‖,
 où ε(t) = 1 si (φ′(t), φ′′(t)) est une base directe de R2, et ε(t) = −1 sinon.
 Comme φ′(t) et φ′′(t) sont orthogonaux nous avons que
 det(φ′(t), φ′′(t)) = ε(t)‖φ′(t)‖‖φ′′(t)‖ = κ(t),
 car ‖φ′(t)‖ = 1.La courbure est une fonction définie le long de la courbe, elle ne dépend
 pas de la paramétrisation, mais dépend de l’orientation par un changementde signe.
 Comme la paramétrisation par longueur d’arc n’est pas toujours calcu-lable, nous cherchons une expression de la courbure en fonction d’une para-métrisation quelconque.
 Proposition 1.4.2. Soit ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t)) ∈ R2 pour t ∈ I, une paremé-trisation quelconque d’une courbe géométrique orientée Γ. Alors la courbureκ(t) de Γ au point ψ(t) est donnée par
 κ(t) =ψ′1(t)ψ′′2(t)− ψ′′1(t)ψ′2(t)
 ‖ψ′(t)‖3=det(ψ′(t), ψ′′(t))
 ‖ψ′(t)‖3.
 La valeur absolue de la courbure est invariante par isométries de R2.
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 Démonstration. Soit φ : J → R2 la paramétrisation par longueur d’arc avecla même orientation que ψ. Fixons t ∈ J et s ∈ I de sorte que φ(t) = ψ(s).Soit T (t) = φ′(t) le vecteur unitaire tangent à la courbe et N(t) le vecteurnormal à T (t), c’est-à-dire que (T (t), N(t)) forment une base orthonorméedirecte de R2.
 Comme ‖T (t)‖2 = 1, on obtient en dérivant 〈T ′(t), T (t)〉 = 0, donc T ′(t)est co-linéaire à N(t). Le facteur de proportionnalité est exactement la cour-bure κ(t) de la courbe,
 φ′′(t) = T ′(t) = κ(t)N(t).
 Notons à présent f le changement de paramétrisation avec f ′ 6= 0 tel queφ(t) = ψ f(t). Donc f : J → I et f(t) = s. Comme
 φ′(t) =ψ′(s)
 ‖ψ′(s)‖,
 en dérivant on obtient
 φ′′(t) =ψ′′(s)
 ‖ψ′(s)‖2+ b(s)ψ′(s)
 pour une certaine fonction b(s) que nous n’allons pas calculer. On en déduitque
 κ(t) = det(φ′(t), φ′′(t)) =det(ψ′(s), ψ′′(s))
 ‖ψ′(s)‖3.
 Nous avons donc la formule de la proposition.Pour finir, soit F une isométrie, donc F (x) = Ax + v pour une certaine
 matrice orthogonale A et un vecteur v ∈ R2. Soit ψ = F ψ l’image de ψpar l’isométrie, alors ψ′ = Aψ′ et ψ′′ = Aψ′′. Nous avons donc
 det(ψ′(s), ψ′′(s)) = det(A(ψ′(s), ψ′′(s))
 = detA · det(ψ′(s), ψ′′(s))= ±det(ψ′(s), ψ′′(s)),
 et ‖ψ′‖ = ‖ψ′‖ car A est une matrice orthogonale. Il s’ensuit que le valeurabsolut de la courbure reste inchangé.
 Si on change le sens de parcours, la courbure change de signe. Le signe dela courbure dépend aussi de l’orientation du plan. Par conséquent, une iso-métrie du plan préservant l’orientation préserve la courbure et une isométriequi change l’orientation change le signe de la courbure.
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1.4. COURBES PLANES 15
 Exemple 1.4.3. La courbure d’un cercle de rayon R est constante. Elle vaut1/R si le cercle est parcouru dans le sens trigonométrique, et −1/R sinon.
 Exemple 1.4.4. Au point (0, 0) la courbure de la parabole y = x2, parcouruede gauche à droite est 2.
 Exemple 1.4.5. L’ellipse (a cos t, b sin t) pour t ∈ R a pour courbure
 κ(t) =ab
 (a2 sin2 t+ b2 cos2 t)3/2.
 Proposition 1.4.6. Les seules courbes dont la courbure est constante sontles droite et les cercles, ou des portions de celles-ci.
 Une droite à courbure 0, en tant que les cercles ont courbure ±1/R, nouspouvons donc obtenir tous les nombres réels comme courbure de ces courbes.
 Démonstration. Nous aurons une preuve plus théorique dans la suite, car lacourbure caractérise les courbes à isométrie globale près. Ici nous donnonsune preuve par calcul.
 Soit Γ ⊂ R2 une courbe géométrique à courbure constante. Soit φ la para-métrisation par longueur d’arc. Si la courbure de Γ est nulle, alors φ′′(s) = 0pour tout s. Il s’agit alors d’une (portion de) droite.
 Supposons donc que κ 6= 0. Soit T (s) = φ′(s) le vecteur unitaire tangent àla courbe et N(s) = T ′(s)
 κ le vecteur normal. Observons que N ′(s) = −κT (s),car N est unitaire et donc orthogonal à N ′. Alors T et N ′ sont co-linéaireset la constante de proportionnalité nous pouvons l’obtenir de la relation
 0 =d
 ds〈T,N〉 = 〈T ′, N〉+ 〈T,N ′〉,
 d’où 〈T,N ′〉 = −〈κN,N〉 = −κ.Soit M(s) = φ(s) + 1
 κN(s) le centre de courbure de Γ au point φ(s). Lecalcul précedent montre que
 M ′(s) = T (s) +1
 κN ′(s) = 0,
 donc M(s) = M est constant. Donc φ(s) = M0 − 1κN(s). Comme N(s) es
 un vecteur unitaire, il s’en suit que Γ est un cercle centré en M0 et de rayon1|κ| ou une portion de ce cercle.
 28 février 2019
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16 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 1.4.2 Cercle osculateur
 Soit Γ une courbe géométrique et φ : I → R2 une paramétrisation qu’onnote φ(t) = (x(t), y(t)) en coordonnées euclidiennes.
 L’équation d’un cercle (x−a)2+(y−b)2 = R2 dépend de trois paramètres(a, b, R). On peut fixer la valeur de ces paramètres de sorte que le cerclepasse par le point φ(t) avec un contact au moins d’ordre 3. Effectuons undéveloppment de Taylor au point φ(t) tel que (x(t)− a)2 + (y(t)− b)2 = R2,pour x(t) nous avons
 x(s)− a = (x(t)− a) + x′(t)(s− t) +x′′(t)
 2(s− t)2 + o((s− t)2),
 et on a un développment analogue pour y(s) − b. Le cercle a un contact aumoins d’ordre 3 avec Γ au point φ(t) si
 (x(s)− a)2 + (y(s)− b)2 −R2 = o((s− t)2).
 On en déduit que cette condition est satisfaite exactement lorsque
 (x(t)− a)2 + (y(t)− b)2 −R2 = 0
 (x(t)− a)x′(t) + (y(t)− b)y′(t) = 0
 (x(t)− a)x′′(t) + (y(t)− b)y′′(t) + x′(t)2 + y′(t)2 = 0
 Si la courbure au point φ(t) n’est pas nulle, alors (x′y′′ − x′′y′)(t) 6= 0, nouspouvons exprimer x et y de la façon suivante
 x− a =y′(x′2 + y′2)
 x′y′′ − x′′y′
 y − b = −x′(x′2 + y′2)
 x′y′′ − x′′y′,
 à l’aide de la première équation on obtient
 R =(x′2 + y′2)3/2
 |x′y′′ − x′′y′|=
 1
 |κ(t)|.
 Nous avons démontré le résultat suivant :
 Proposition 1.4.7. Si la courbure κ(t) est non nulle au point φ(t) ∈ Γ,alors il existe un unique cercle qui a un ordre de contact au moins trois avecΓ au point φ(t). Ce cercle osculateur a pour rayon l’inverse de la valeurabsolue de la courbure.
 Le centre de ce cercle est donné par M(s) = φ(s) + 1κN(s). Lorsque
 κ(t) = 0 on dit que la courbure admet un point d’inflexion, dans ce cas lacourbe Γ a un contact d’ordre au moins deux avec sa tangente.
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1.4. COURBES PLANES 17
 1.4.3 Convexité
 Définition 1.4.8. On dit qu’une courbe géométrique est localement convexesi elle borde un ensemble convexe au voisinage de chacun de ses points.
 Le bord d’un ensemble convexe est courbe localement convexe (elle peutavoir des singularités). Mais par exemple la spirale (e−t cos t, e−t sin t) pourt ∈ R est localement convexe mais elle ne borde pas.
 Proposition 1.4.9. Une courbe régulière est localement convexe si et seule-ment si sa courbure garde un signe constant.
 Démonstration. On considère la paramétrisation par longueur d’arc t 7→φ(t). Au voisinage du point p = φ(0) dans le repère (x, T (0), N(0)) la courbeest définie (localement) par le graphe d’une fonction y = f(x).
 Notons θ(s) l’angle entre T (0) et T (s). Observons que θ(s) est aussil’angle entre N(0) et N(s). Alors l’angle entre N(0) et T (s) est π
 2 − θ(s).Nous avons donc que
 〈N(0), T (s)〉 = cos(π
 2− θ(s)
 )= sin θ(s).
 En dérivant et en utilissant l’identité T ′(s) = κ(s)N(s) on a
 θ′(s) cos θ(s) = 〈N(0), T ′(s)〉= 〈N(0), κ(s)N(s)〉= κ(s) cos θ(s).
 La courbure peut donc s’exprimer comme κ(s) = θ′(s).Plaoons nous dans les coordonnées locales (p, T (0), N(0)), alors f ′(x(s))
 est la pente de la tangente à la courbe dans le point φ(s) et ceci est égal àtan(θ(s)). Donc la dérivée est croissante si et seulement si θ(s) est croissante.Il s’en suit que f est convexe si et seulement si la courbure κ(s) = θ′(s) estpositive ou nulle.Donc la courbe est localement convexe si θ′(s) ne changepas de signe.
 Remarque 1.4.10. La formule κ(s) = θ′(s) est très utile.
 1.4.4 Invariance par isométries
 Nous avons déjà montré que les isometries du plan préservent la valeurabsolue de la courbure. Voici une réciproque importante.
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18 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 Théorème 1.4.11. Soient Γ1 et Γ2 deux courbes géométriques régulièresdans R2 qui ont la même courbure en valeur absolue. Alors il existe uneisometrie du plan qui transforme Γ1 en Γ2.
 Démonstration. On peut supposer que Γ1 et Γ2 sont paramétrées par lon-gueur d’arc φ1 et φ2 respectivement. Quitte à changer le sens du parcoursde l’une des courbes ou faire une réflexion du plan, on peut supposer de plusque les courbures coïncident. C’est-à-dire nous avons
 κ1(t) = κ2(t)
 pour tout t. Fixons t0. Soit F : R2 → R2 l’isométrie qui est la composée de latranslation qui envoie φ1(t0) sur φ2(t0) et de la rotation qui envoie le vecteurunitaire φ′1(t0) sur le vecteur unitaire φ′2(t0). On va montrer que F φ1 = φ2.
 Considérons la fonction
 f(t) = ‖(F φ1)′(t)− φ′2(t)‖.
 Nous allons montrer que f ′ est identiquement nulle. Dans ce cas, commef(t0) = 0 il s’en suit que f est identiquement nulle, ce qui implique lethéorème car deux courbes paramétrées qui ont les mêmes dérivée pour toutt et coïncident pour un valeur t0 sont la même.
 Il reste donc calculer la dérivée de f , rappelons nous que φ′i(t) est ortho-gonal à φ′′i (t) pour i = 1, 2. De plus, la différentielle DF de l’isométrie F estégale à sa composante rotationnelle, donc elle préserve orthogonalité. Fina-lement, rappelons que la différentielle d’une application linéaire est égale àl’application linéaire elle même. Nous avons donc
 f ′(t) = 2〈(F φ1)′′(t)− φ′′2(t), (F φ1)′(t)− φ′2(t)〉= −2〈DF (φ′′1(t)), φ′2(t)〉 − 2〈DF (φ′1(t)), φ′′2(t)〉.
 Soit J =
 (0 −11 0
 )la matrice de la rotation de π
 2 dans la base canonique de
 R2. Observons que Jφ′i(t) est le vecteur normal à φ′i(t), pour i = 1, 2. Ainsi,
 φ′′i (t) = κ(t)Jφ′i(t),
 puisque les deux courbes ont la même courbure. Notons que DF commuteavec J , car il s’agit de deux rotations, et que tJ + J = 0. Alors
 f ′(t) = −2κ(t)〈DF (Jφ′1(t)), φ′2(t)〉 − 2κ(t)〈DF (φ′1(t)), Jφ′2(t)〉= −2κ(t)〈DF (Jφ′1(t)), φ′2(t)〉 − 2κ(t)〈tJ ·DF (φ′1(t)), φ′2(t)〉= −2κ(t)〈(DF · J +DF ·t J)φ′1(t), φ′2(t)〉 = 0
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1.5. COURBES DANS R3 19
 Alors, la courbure caractérise les courbes géométriques à isométrie près.Nous finissons cette partie sur les courbes du plan avec un résultat d’exis-tence.
 Théorème 1.4.12. Étant donné une fonction lisse κ : I → R, il existe unecourbe géométrique plane dont κ est la courbure.
 Démonstration. Nous allons utiliser le lien entre la courbure et la dérivée del’angle entre les vecteurs tangents. Fixons s0 ∈ I et soient
 θ(s) =
 ∫ s
 s0
 κ(t)dt
 φ(s) =
 (∫ s
 s0
 cos(θ(t))dt,
 ∫ s
 s0
 sin(θ(t))dt
 ).
 Soit Γ = φ(I) ⊂ R2 la courbe. Observons que φ es la paramétrisation par lon-gueur d’arc car φ′(s) = (cos(θ(s)), sin(θ(s))) qui est de norme 1. La courburede Γ est donc donnée par
 φ′′(s) = θ′(s)(− sin(θ(s)), cos(θ(s))) = κ(s)(− sin(θ(s)), cos(θ(s))).
 7 mars 2019
 1.5 Courbes dans R3
 Soit φ : I → R3, φ(t) = (x(t), y(t), z(t)) une courbe paramétrée Γ.
 Définition 1.5.1. La tangente en un point régulier φ(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈Γ est la droite φ(t) + Rφ′(t) = φ(t) + RT (t) et est donnée par les équations
 y′(t)(X−x(t)) = x′(t)(Y − y(t)) et z′(t)(Y − y(t)) = y′(t)(Z− z(t)).
 Nous laissons comme exercice montrer que cette droite tangente a uncontact d’ordre au moins 2 avec la courbe Γ.
 Définition 1.5.2. Le plan perpendiculaire à la tangente en un point régulierde Γ es appelé normal et a pour équation
 x′(t)(X − x(t)) + y′(t)(Y − y(t)) + z′(t)(Z − z(t)) = 0.

Page 20
                        

20 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 Il s’agit du plan qui passe par φ(t) et est engendré par les vecteurs N(t)et B(t) appelés respectivement le normal et le binormal (nous donnerons unedéfinition plus bas).
 Dans chaque point régulier d’une courbe en R3, nous pouvons trouver unplan qui touche la courbe et dont le contact est au moins d’ordre 3. Ce planest appelé le plan osculateur.
 Proposition 1.5.3. Le plan osculateur est donné par l’équation
 det
 X − x Y − y Z − zx′ y′ z′
 x′′ y′′ z′′
 = 0.
 Il s’agit du plan qui passe par φ(t) et est engendré par les vecteurs T (t)et N(t).
 Démonstration. Il faut montrer que le contact entre le plan dans l’énoncé etla courbe est au moins d’ordre 3.
 Soit aX + bY + cZ + d = 0 l’équation d’un plan, qui passe par le pointφ(t). Il s’agit de trouver les coefficients a, b, c. On effectue un développementde Taylor des fonction coordonnées de φ(s) au point φ(t). On a
 x(s) = x(t) + x′(t)(s− t) +x′′(t)
 2(s− t)2 + o((s− t)2),
 et de même pour y(s) et z(s). Le plan a un ordre de contact au moins 3avec la courbe si ax(s) + by(s) + cz(s) + d = o((t − s)2). On injecte lesdéveloppement limités des fonctions coordonnées dans cette équation pourobtenir le système de trois équations
 ax(s) + by(s) + cz(s) + d = 0
 ax′(s) + by′(s) + cz′(s) = 0
 ax′′(s) + by′′(s) + cz′′(s) = 0.
 On retranche à la première équation l’équation du plan, pour obtenir lesystème
 a(X − x(s)) + b(Y − y(s)) + c(Z − z(s)) = 0
 ax′(s) + by′(s) + cz′(s) = 0
 ax′′(s) + by′′(s) + cz′′(s) = 0.
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1.5. COURBES DANS R3 21
 Nous cherchons à trouver a, b et c. Il est possible de vérifier que
 a = det
 (y′ z′
 y′′ z′′
 )et donc que les coefficients correspondent bien à ceux obtenus avec le déter-minant de l’énoncé.
 1.5.1 Cercle osculateur
 Les équations d’un cercle C dans R3 dépendent de 7 paramètres. On note(α, β, γ) son centre, R son rayon et (u, v, w) les coordonnées d’un vecteurnormal au plan qui contient le cercle. Les équation de C sont alors
 (X − α)2 − (Y − β)2 + (Z − γ)2 −R2 = 0
 u(X − α) + v(Y − β) + z(Z − γ) = 0.
 Soit Γ ∈ R3 une courbe paramétrée par φ(t) = (x(t), y(t), z(t)). Le cercle C aun contact d’ordre trois avec Γ au point φ(t) si et seulement si les équationssuivantes sont satisfaites
 (x− α)2 + (y − β)2 + (z − γ)2 −R2 = 0 (1.1)x′(x− α) + y′(y − β) + z′(z − γ) = 0 (1.2)
 x′′(x− α) + y′′(y − β) + z′′(z − γ) + x′2 + y′2 + z′2 = 0 (1.3)u(x− α) + v(y − β) + w(z − γ) = 0 (1.4)
 ux′ + vy′ + wz′ = 0 (1.5)ux′′ + vy′′ + wz′′ = 0. (1.6)
 Les trois dernières équations montrent que le centre du cercle (α, β, γ) ap-partient au plan osculateur de Γ car
 det
 x− α y − β z − γx′ y′ z′
 x′′ y′′ z′′
 = 0. (1.7)
 Les équations (1.2), (1.3) et (1.7) forment un système linéaire de trois équa-tions en les trois inconnues x − α, y − β et z − γ. Pour le résoudre nousposons
 A = (y′z′′ − y′′z′) B = (x′z′′ − x′′z′) C = (x′y′′ − x′′y′).
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22 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 La solution est alors
 x− α = (Cy′ −Bz′)x′2 + y′2 + z′2
 A2 +B2 + C2
 y − β = (Az′ − Cx′)x′2 + y′2 + z′2
 A2 +B2 + C2
 z − γ = (Bx′ −Ay′)x′2 + y′2 + z′2
 A2 +B2 + C2.
 Cela détermine les coordonnées du centre du cercle osculateur. On en déduitque
 R =√
 (x− α)2 + (y − β)2 + (z − γ)2 =(x′2 + y′2 + z′2)3/2
 √A2 +B2 + C2
 .
 Observons que A,B,C sont les coordonnées du vecteur φ′ ∧ φ′′. On peutmême exprimer les coordonnées du centre du cercle osculateur de façon vec-torielle,
 (α, β, γ) = φ+‖φ′‖2
 ‖φ′ ∧ φ′′‖2φ′ ∧ (φ′ ∧ φ′′)
 = φ+‖φ′‖2
 ‖φ′ ∧ φ′′‖2(〈φ′, φ′′〉φ′ − ‖φ′‖2φ′′).
 Nous avons alors expliqué la proposition suivante.
 Proposition 1.5.4. Soit Γ une courbe régulière dans R3 parametrée parφ : I → R3. Il existe un unique cercle qui réalise un contact d’ordre au moins3 avec Γ au point φ(t). Il est inclus dans le plans osculateur à Γ en φ(t) eta pour rayon
 ‖φ′‖3
 ‖φ′ ∧ φ′′‖
 et pour centre le point
 φ+‖φ′‖2
 ‖φ′ ∧ φ′′‖2(〈φ′, φ′′〉φ′ − ‖φ′‖2φ′′).
 L’inverse du rayon, c’est-à-dire ‖φ′∧φ′′‖‖φ′‖3 est la courbure de Γ que nous
 introduisons plus loin.
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1.5. COURBES DANS R3 23
 1.5.2 Formules ou repère de Frenet
 Soit Γ ⊂ R3 une courbe géométrique paramétrée par longueur d’arc parφ : I → R3. On note comme avant, T (t) = φ′(t) le vecteur tangent unitaire.Comme T (t) est unitaire, il est orthogonal à T ′(t). Nous supposons dans lasuite que T ′(t) 6= 0 et on définit
 N(t) =T ′(t)
 ‖T ′(t)‖,
 le vecteur normal principal unitaire.
 Définition 1.5.5. La courbure κ(t) de la courbe Γ au point φ(t) est κ(t) =‖T ′(t)‖ = ‖φ′′(t)‖.
 On a donc par définition que T ′(t) = κ(t)N(t).
 Remarques 1.5.6. 1. Par définition la courbure est toujours positiveou nulle. Lorsque la courbe est plane (c’est-à-dire elle est contenuedans un plan), la courbure coïncide avec la valeur absolue de la cour-bure plate.
 2. Notons que le vecteur normal N(t) n’est défini que lorsque la courburene s’annule pas. La courbure ne s’annule pas trop, sauf quant la courbeest une droite : une courbe dans R3 est une (portion de) droite si etseulement si sa courbure est nulle. En effet, dans ce cas φ′′(t) = 0 etdonc l’application t 7→ φ(t) est affine.
 Le vecteur binormal estB(t) = T (t)∧N(t). Il s’en suit que (T (t), N(t), B(t))est une base orthonormée directe de R3 qui bouge avec t. Il s’agit du repèrede Frenet.
 On cherche à présent à calculer les dérivées de ces vecteurs exprimées dansle repère de Frenet. Par définition T ′(t) = κ(t)N(t). Pour N ′(t), rappelonsnous que N ′(t) est orthogonal à N(t). Par ailleurs,
 0 =d
 dt〈T (t), N(t)〉 = 〈T ′(t), N(t)〉+ 〈T (t), N ′(t)〉.
 Cela permet de déterminer la coordonnée de N ′(t) das la direction de T (t),
 〈T (t), N ′(t)〉 = −κ(t).
 La troisième coordonnée de N ′(t), celle dans la direction de B(t) s’appellela torsion.

Page 24
                        

24 CHAPITRE 1. COURBES DE RN
 Définition 1.5.7. La torsion τ(t) de la courbe Γ au point φ(t) est
 τ(t) = 〈B(t), N ′(t)〉.
 Déterminons maintenant les coordonnées de B′(t), qui est orthogonal àB(t). La coordonnée dans la direction N(t) est
 〈N(t), B′(t)〉 = −〈N ′(t), B(t)〉 = −τ(t),
 et comme〈T (t), B′(t)〉 = −〈T ′(t), B(t)〉 = 0.
 Nous avons donc montré
 Proposition 1.5.8. Les dérivées du repère de Frenet sont données parT ′(t)N ′(t)B′(t)
 =
 0 κ(t) 0−κ(t) 0 τ(t)
 0 −τ(t) 0
 T (t)N(t)B(t)
 .
 Notons que le vecteur normal et le binormal ne sont bien définis quelorsque la courbure est non nulle. Dans ce cas, la torsion est identiquementnulle si et seulement si la courbe est plane.
 Proposition 1.5.9. Une courbe dans R3 dont la courbure ne s’annule pasest incluse dans un plan si et seulement si sa torsion es identiquement nulle.
 8 mars 2019
 1.5.3 Formules dans une paremétrisation quelconque
 Nous allons établir les expression de la courbure et la torsion lorsque lacourbe est donnée par une paramétrisation qui n’est pas la paramétrisationpar longueur d’arc.
 Proposition 1.5.10. Soit Γ une courbe géométrique régulière donnée parune paramétrisation quelconque φ : I → R3. La courbure est donnée par
 κ(t) =‖φ′(t) ∧ φ′′(t)‖‖φ′(t)‖3
 .
 Démonstration. Soit ψ(s) la paramétrisation de Γ par longueur d’arc telleque ψ = φ f avec f une fonction entre deux intervalles de R qui préservel’orientation. Alors, 1 = ‖ψ′(s)‖ = ‖φ′(t)‖f ′(s) ce qui implique f ′(s) =
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 ‖φ′(t)‖−1, avec t = f(s). La courbure est ‖ψ′′(s)‖, nous faisons donc lecalcul. Commençons par calculer
 f ′′(s) =d
 ds
 (1
 〈φ′(t), φ′(t)〉1/2
 )
 = −2〈φ′′(t),φ′(t)〉f ′(s)
 2〈φ′(t),φ′(t)〉
 〈φ′(t), φ′(t)〉
 = −〈φ′′(t), φ′(t)〉‖φ′(t)‖4
 .
 Alors,
 ψ′′(s) =d
 ds
 (φ′(t)f ′(s)
 )= φ′′(t)(f ′(s))2 + φ′(t)f ′′(s)
 =φ′′(t)
 ‖φ′(t)‖2− φ′(t)〈φ′′(t), φ′(t)〉
 ‖φ′(t)‖4.
 Notons que le deuxième terme dans la dernière expression est un multipledu vecteur φ′(t). Nous avons donc,
 κ(t) = ‖ψ′′(s)‖ = ‖ψ′′(s) ∧ ψ′(s)‖
 =∥∥∥( φ′′(t)
 ‖φ′(t)‖2− φ′(t)〈φ′′(t), φ′(t)〉
 ‖φ′(t)‖4
 )∧ φ′(t)
 ‖φ′(t)‖
 ∥∥∥=‖φ′′(t) ∧ φ′(t)‖‖φ′(t)‖3
 .
 Proposition 1.5.11. Soit Γ une courbe géométrique régulière donnée parune paramétrisation quelconque φ : I → R3. La torsion est donnée par
 τ(t) =det(φ′(t), φ′′(t), φ′′′(t))
 ‖φ′(t) ∧ φ′′(t)‖2.
 Démonstration. Nous prenons ψ, f et t = f(s) comme dans la preuve pré-cendente. Nous allons d’abord montrer que
 τ(s) =1
 κ(s)2det(ψ′(s), ψ′′(s), ψ′′′(s)).
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 De la définition nous avons que
 τ(s) = 〈B(s), N ′(s)〉= −〈N(s), B′(s)〉= −〈N(s), (T (s) ∧N(s))′〉= −〈N(s), (T ′(s) ∧N(s) + T (s) ∧N ′(s))〉= −〈N(s), T (s) ∧N ′(s)〉= det(T (s), N(s), N ′(s)).
 Comme T (s) = ψ′(s), N(s) = ψ′′(s)κ(s) et
 N ′′(s) =ψ′′′(s)
 κ(s)+ a(s)ψ′′(s),
 pour une certaine fonction a qui n’intervient pas dans le déterminant, nousavons que
 det(T (s), N(s), N ′(s)) =1
 κ(s)2det(ψ′(s), ψ′′(s), ψ′′′(s)).
 Il nous reste à faire le changement de paramétrisation. Il nous manquecalculer une expression pour ψ′′′(s). Comme
 ψ′′(s) = φ′′(t)(f ′(s))2 + φ′(t)f ′′(s)
 on a que
 ψ′′′(s) = φ′′′(t)(f ′(s))3 + 2φ′′(t)f ′(s)f ′′(s) + φ′(t)f ′′′(s).
 Il en résulte que
 τ(t) = τ(s) =‖φ′(t)‖6
 ‖φ′(t) ∧ φ′′(t)‖2det
 (φ′(t)
 ‖φ′(t)‖,φ′′(t)
 ‖φ′(t)‖2,φ′′′(t)
 ‖φ′(t)‖3
 )=
 det(φ′(t), φ′′(t), φ′′′(t))
 ‖φ′(t) ∧ φ′′(t)‖2.
 1.5.4 Invariance par isométries
 Nous montrons que la courbure et la torsion classifient les courbes en R3
 à isométrie près.
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 Proposition 1.5.12. La courbure et la valeur absolue de la torsion sontinvariantes par isométries de R3.
 Démonstration. Comme les isométries sont engendrées par les translations etles matrices orthogonales, il suffit de vérifier l’impact de ces transformationssur la courbure et la torsion. Pour la translation c’est clair, car les dérivéesd’une paramétrisation ne changent pas.
 Soit donc A ∈ O(3,R) et Γ une courbe paramétrée par longueur d’arcφ : I → R3. Soit Γ2 la courbe paramétrée par ψ = A φ. Alors,
 ‖ψ′(t)‖ = ‖Aφ′(t)‖ = 1
 donc Γ2 est aussi paramétrée par longueur d’arc et T2(t) = AT (t). En déri-vant à nouveau on a
 T ′2(t) = k2(t)N2(t) = k(t)AN(t),
 comme A est orthogonale le vecteur AN(t) est unitaire et donc N2(t) =AN(t) et les courbures coïncident (κ2(t) = κ(t)). Il s’ensuit que
 B2(t) = T2(t) ∧N2(t) = AT (t) ∧AN(t) = det(A) (A(T (s) ∧N(s))) ,
 avec det(A) = ±1. On en déduit que B2(t) = ±AB(t). En dérivant cetteégalité on obtient que
 −τ2(t) = 〈B′2(t), N2(t)〉 = ±〈AB′(t), AN(t)〉 = ±〈tAAB′(t), N(t)〉 = ±τ(t).
 Finalement nous avons,
 Théorème 1.5.13. Soient Γ1, Γ2 deux courbes de R3 paramétrées par lon-gueur d’arc. Si elles ont la même courbure et la même torsion, et si la cour-bure ne s’annule pas, alors il existe une isométrie directe de R3 qui envoieune courbe sur l’autre.
 Notons que lorsque la courbure s’annule, le repère de Frenet n’est pascorrectement défini et il peut se passer des phénomèmenes compliques. Voirl’exercice à la fin de cette section. Par ailleurs, nous prénons que des isomé-tries directes pour ne pas changer le signe de la torsion.
 Démonstration. Soient φ1, φ2 : I → R3 les paramétrisations par longueurd’arc des curves Γ1 et Γ2. On peut supposer que 0 ∈ I. Comme O(3,R)
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 agit transitivement dans la sphère S2 et Ti(t) pour i = 1, 2 sont des vec-teurs unitaires, il existe une matrice A1 ∈ O(3,R) telle que A1T1(0) =T2(0). Comme la courbure est non nulle, on sait que les repères (A1T1(0) =T2(0), A1N1(0), A1B1(0)) et (T2(0), N2(0), B2(0)) sont orthonormés. Alors,les vecteurs A1N1(0), A1B1(0), N2(0), B2(0) sont tous dans le plan orthogo-nal à T2(0). Il existe alors une rotation de R3 qui fixe T2(0) et envoie A1N1(0)sur N2(0), elle est représentée par une matrice A2 ∈ SO(3,R). Par ortho-gonalité nous avons aussi que A2A1B1(0) = B2(0). Posons A = A2A1 ∈O(3,R). Alors
 AT1(0) = T2(0), AN1(0) = N2(0), et AB1(0) = B2(0).
 Comme (T1(0), N1(0), B1(0)) et (T2(0), N2(0), B2(0)) sont des bases ortho-normées directes, la matrice A est de déterminant 1.
 Soit V = φ2(0)−Aφ1(0) ∈ R3 et Ψ la isométrie positive Ψ(x) = Ax+V .Posons Φ = Ψ φ1. On va montrer que Φ = φ2, ce qui montrera que Γ2
 est l’image de Γ1 par l’isométrie Ψ. On note T2(t), N2(t), B2(t) le répère deFrenet de φ2 et T (t), N(t), B(t) celui de la courbe Φ qui est, par construction,paramétrée par longueur d’arc.
 Il résulte de la proposition précédent que la courbure et la torsion de Φsont égales à celles de Γ1 et Γ2. On les note κ et τ . Soit
 f(t) = 〈T (t), T2(t)〉+ 〈N(t), N2(t)〉+ 〈B(t), B2(t)〉.
 Observons que |f(t)| ≤ 3 et que f(0) = 3. On dérive f en utilisant lesformules de Frenet
 f ′(s) = 〈T ′(t), T2(t)〉+ 〈T (t), T ′2(t)〉+ 〈N ′(t), N2(t)〉+ 〈N(t), N ′2(t)〉+〈B′(t), B2(t)〉+ 〈B(t), B′2(t)〉
 = κ(〈N,T2〉+ 〈T,N2〉)− κ(〈T,N2〉+ 〈N,T2〉)+τ(〈B,N2〉+ 〈N,B2〉)− τ(〈N,B2〉+ 〈B,N2〉)
 = 0.
 On en déduit que f est constante égale à 3. Comme chacun des trois termesdans la somme vaut au plus 1, c’est donc que chacun est constant égal à 1.Nous avons donc que T (t) = T2(t), N(t) = N2(t) et B(t) = B2(t). En parti-culier, comme le vecteur tangent unitaire est la dérivée de la paramétrisationpar longueur d’arc et comme φ2(0) = Φ(0), on a que Φ = φ2.
 Remarque 1.5.14. Le théorème est un résultat d’unicité. On peut égalementdémontrer un résultat d’existence : étant données deux fonctions lisses τ, κavec κ > 0, il existe une courbe dont κ est la courbure et τ la torsion.
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 Nous faisons référence au livre de Do Carmo [], page 309.
 Exercice. Cet exercice propose d’étudier un raccordement non plan lisseentre deux courbes planes de sorte que la torsion est identiquement nulle sansque la courbe soit plane au voisinage de l’origine, point en lequel la courbures’annule (nous n’avons pas donc de contradiction avec la Proposition 1.5.13).
 Soit φ : R→ R3 définie par
 φ(t) =
 (t, 0, e1/t2) si t > 0
 (0, 0, 0) si t = 0
 (t, e−1/t2 , 0) si t < 0
 1. Montrer que φ est de classe C1 et que Γ = φ(R) est régulière.
 2. Montrer que κ(t) 6= 0 si t 6= 0,±√
 2/3 et vérifier que κ(0) = 0.
 3. Montrer que le vecteur normal est discontinu en t = 0.
 4. Montrer que τ est identiquement nulle bien que Γ ne soit pas unecourbe plane.
 14 mars 2019
 1.5.5 Les hélices
 Nous avons vu dans l’exemple 1.3.8 une hélice traçée sur un cylindre.Nous étudions dans cette section une classe plus large d’exemples pour uti-liser les notions rencontrées.
 Définition 1.5.15. Une hélice généralisée dans R3 est une courbe dont latangente fait un angle constant avec une direction fixe.
 Exercice. Considérons l’hélice circulaire de l’exemple 1.3.8 paramétrée parlongueur d’arc par
 ψ(t) =
 (a sin
 s√a2 + b2
 , a coss√
 a2 + b2,
 bs√a2 + b2
 ),
 où a et b sont des paramètres réels.
 1. Vérifier que les droites tangentes à cette hélice font toutes un angleconstant par rapport à l’axe Oz du cylindre.
 2. Calculer la torsion et la courbure (elles devraient être constantes).
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 Exercice. On considère la courbe paramétrée par
 φ(t) = (3t− t3, 3t2, 3t+ t3),
 pour t ∈ R. Nous avons donc que
 ‖φ′(t)‖ = 3√
 2(1 + t2) et T (t) =1√2
 (1− t2
 1 + t2,
 2t
 1 + t2, 1
 ).
 Calculer la courbure et la torsion de cette courbe.
 Observons que dans les deux cas précédents d’hélices le quotient de lacourbure par la torsion est constant. Cette propriété caractérise les hélicesgénéralisées :
 Proposition 1.5.16. Une courbe dans R3 dont la courbure ne s’annule pas,est une hélice généralisée si et seulement si le quotient de sa courbure par satorsion est constant.
 Démonstration. Supposons que la courbe est paramétrée par sa longueurd’arc φ(s). Supposons qu’il existe un vecteur unitaire V tel que 〈T (s), V 〉 =cos θ est constant. En dérivant nous obtenons κ(s)〈N(s), V 〉 = 0, et en déri-vant à nouveau
 κ′(s)〈N(s), V 〉+ κ(s)〈−κ(s)T (s) + τ(s)B(s), V 〉 = 0
 〈−κ(s)T (s) + τ(s)B(s), V 〉 = 0.
 Comme V est orthogonal à N(s), il appartient au plan engendré par T (s)et B(s). Puisque il est unitaire, 〈B(s), V 〉 = ± sin θ et l’équation précédentemontre que −κ(s) cos θ = ∓τ(s) sin θ, c’est-à-dire
 κ(s)
 τ(s)= ± tan θ,
 constant.Réciproquement supposons que κ(s)
 τ(s) = tan θ constant et soit V (s) =
 cos θT (s) + sin θB(s). On obtient V ′(s) = (κ(s) cos θ − τ(s) sin θ)N(s) = 0et donc V (s) = V un vecteur unitaire constant. De plus, T (t) fait un angleconstant avec V .
 Proposition 1.5.17. Les seules courbes dont la courbure et la torsion sontconstantes sont les hélices circulaires.

Page 31
                        

1.5. COURBES DANS R3 31
 Démonstration. Soit φ(s) la paramétrisation par longueur d’arc d’une courbeΓ à courbure et torsion constante. Si κ = 0 la courbe est une droite, une hélicecirculaire de rayon infini.
 Sinon, κ > 0 et fixons a, b ∈ R tels que
 κ =a
 a2 + b2τ =
 b
 a2 + b2.
 Soit ψ(s) la paramétrisation par longueur d’arc de l’hélice circulaire del’exemple 1.3.8. Alors les courbes images de φ et ψ ont la même courbureet la même torsion, et donc par théorème 1.5.13 ces deux courbes différentl’une de l’autre par l’action d’une isométrie de R3. Il s’ensuit que Γ est unehélice circulaire.
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 1.6 Exercices
 Exercice* 1.1. Soient u, v, x, y ∈ R3, montrer que
 〈u ∧ v, x ∧ y〉 = det
 (〈u, x〉 〈v, x〉〈u, y〉 〈v, y〉
 )Exercice* 1.2. Vérifier l’identité de Jacobi,
 u ∧ (v ∧ w) + v ∧ (w ∧ u) + w ∧ (u ∧ v) = 0,
 pour u, v, w ∈ R3. (Vous pouvez d’abord montrer que (u∧ v)∧w = 〈u,w〉v−〈v, w〉u.)
 Exercice* 1.3. Soient u(t), v(t) deux vecteurs dépendant de t dans R3.Alors
 d
 dt(u(t) ∧ v(t)) =
 du
 dt∧ v(t) + u(t) ∧ dv
 dt.
 Exercice* 1.4. On note O(n,R) l’ensemble des matrices orthogonales etSO(n,R) celles de determinant 1. Montrer que :
 1. O(n,R) est un groupe compact ;
 2. SO(n,R) agit transitivement sur la sphère Sn−1, pour n ≥ 2 ;
 3. SO(n,R) est un groupe connexe ;
 4. SO(2,R) est commutatif.
 Exercice* 1.5. Montrer que les réflexions engendrent le groupe des isomé-tries de Rn.
 Exercice* 1.6. Montrer qu’en coordonnées le crochet de Lie s’ecrit de lafaçon suivante
 LXLY − LY LX =∑i
 ∑k
 (Xk
 ∂Yi∂xk− Yk
 ∂Xi
 ∂xk
 )∂
 ∂xi,
 autrement dit
 [X,Y ]i =∑k
 (Xk
 ∂Yi∂xk− Yk
 ∂Xi
 ∂xk
 ).
 Exercice* 1.7. Soient X,Y, Z trois champs de vecteurs. Montrer l’identitéde Jacobi
 [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
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 Exercice 1.8. Soient a, b > 0. Déterminer le lieu géométrique défini par laparamétrisation
 t ∈ R 7→(a
 1− t2
 1 + t2, b
 2t
 1 + t2
 )∈ R2.
 Exercice 1.9. Soit φ :]0,∞[→ R2 donnée par φ(t) = (t2, t3). Montrer quela longueur d’arc comptée à partir du point (0, 0) est
 `(t) =1
 27(4 + 9t2)3/2 − 8
 27.
 Exercice 1.10. Etudier, tracer et calculer la courbure de la spirale logarith-mique φ(t) = (aebt sin t, aebt cos t) pour a, b, t ∈ R. Montrer que si a 6= 0 etb 6= 0 la spirale est localement convexe mais ne borde pas d’ensemble convexe.
 Exercice 1.11. La développée d’une courbe plane Γ (de paramétrisation parlongueur d’arc φ(t)) est le lieu de ses centres de courbure (c’est-à-dire descentres des cercles osculateurs). Elle admet la paramétrisation
 M(t) = φ(t) +N(t)
 κ(t).
 1. Montrer que la tangente de M(t) est co-linéaire à la normale en φ(t)à Γ.
 2. Montrer que la développée de la parabole d’équation y = ax2 es lacourbe
 x2 = 16a
 (y − 1
 2a
 1 + 4a
 )3
 .
 Exercice 1.12. Soit φ : I → R2 une courbe paramétrée telle que ‖φ(t)−φ(s)‖est une fonction de |t − s|. Montrer que la courbe géométrique associée estune portion de droite ou de cercle.
 Exercice 1.13. Montrer que la paramétrisation par longueur d’arc de l’hélicecirculaire
 φ(t) = (a cos t, a sin t, bt)
 est donnée par
 ψ(s) =
 (a cos
 s√a2 + b2
 , a sins√
 a2 + b2,
 bs√a2 + b2
 ).
 Puis calculer sa courbure et sa torsion. Finalement calculer la tangente àl’hélice au point φ(t) et montrer qu’elle fait un angle constant avec l’axe(Oz).
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 Exercice* 1.14. Montrer que la longueur d’arc, la courbure et la torsiond’une courbe dans R3 sont invariants par isométries positives. Étudier lafaçon dont une homothétie transforme ces quantités.
 Exercice 1.15. Calculer le repère de Frenet, la courbure et la torsion pourles courbes paramétrées :
 1. φ : R→ R3,
 φ(t) = (√
 1 + t2, t, ln(t+√
 1 + t2)).
 2. ψ :]− 1, 1[→ R3
 ψ(t) =
 (1
 3(1 + t)3/2,
 1
 3(1− t)3/2,
 1√2t
 ).
 Exercice* 1.16. Soit Γ ⊂ R2 une courbe plane fermée simple. On supposeque sa courbure vérifie 0 ≤ κ ≤ C, pour une constante C > 0. Montrer que`(Γ) ≥ 2π/C, où `(Γ) est la longueur de Γ.
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Chapitre 2
 Surfaces de R3
 Dans ce deuxième chapitre, nous étudions les propriétés métriques dessurfaces de R3. Nous allons commencer par les différentes façons de définirune surface.
 2.1 Définitions
 Définition 2.1.1. On appelle carte (ou nappe) paramétrée une applicationlisse injective φ : U → R3 définie sur un ouvert de R2. Elle est dite régulièresi la différentielle de φ en chaque point de U est de rang 2.
 Deux cartes (φ,U), (ψ, V ) sont équivalentes s’il existe un difféomor-phisme f : V → U tel que ψ = φ f . Il faut vérifier qu’il s’agit bien d’unerelation d’equivalence. Comme
 Dψp = Dφf(p) Dfpavec Dfp est inversible, les differentielles de ψ et φ ont le même rang.
 Définition 2.1.2. On appelle carte une classe d’équivalence de cartes para-métrées. Une surface est une partie de R3 qui est, au voisinage de chacun deses points, l’image d’une carte.
 Un ensemble de cartes que définie une surface a donc la propriété que siles images de deux cartes s’intersectent, alors la restriction des deux cartes àl’intersection nous donne deux cartes equivalentes. Une telle union est appelleun atlas.
 Remarque 2.1.3. Observons que les définitions précendentes ont un senssi on change R2 par Rn et R3 par Rm, pour n < m. On définit ainsi lesvariétés de dimension n plongées dans Rm.
 35
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 Remarquons qu’une carte (φ,U) est régulière en un point p = (s, t) si etseulement si les vecteurs ∂φ
 ∂t (s, t) et ∂φ∂s (s, t) son linéairement indépendants.
 Il est important de noter qu’on ne peut pas en général décrire une surface(régulière ou non) à l’aide d’une seule carte. C’est par exemple le cas de lasphère.
 2.2 Plan tangent
 Soit S ⊂ R3 une surface régulière et φ : U → S une carte d’une partie deS. On peut définir le plant tangent à S en un point p = φ(m) de plusieursfaçons, nous présentons ici une première façon.
 Définition 2.2.1. On appelle plan tangent à S en p = φ(m) le sous-espacede R3 de dimension deux défini par Tp(s) = Dφm(R2).
 Notons que la définition est indépendant du choix de la carte. En effet,nous avons déjà observé qu’un changement de cartes revient à précomposerDφm par un isomorphisme de R2, ce qui ne change pas le plan tangent.
 Remarque 2.2.2. En principe le plan tangent devrait être défini comme leplan affine p + Dφm(R2) qui passe par p. Il est cependant d’usage courantde faire abus de langage et considérer que sa partie vectorielle qui passe parl’origine de R3.
 Une petite proposition donne une autre interprétation du plan tangent.
 Proposition 2.2.3. Le plan tangent à S en un point p est exactement consti-tué des vecteurs tangents en p aux courbes tracées sur S (qui passent par p).
 2.2.1 Application tangente
 Soit S ⊂ R3 une surface régulière et f : S → Rn une application. On ditque f est lisse si pour toute paramétrisation φ : U → S d’une partie de S,l’application f φ : U → Rn est lisse.
 Notons que si cette propriété est satisfaite pour une paramétrisation lo-cale, près d’un point p ∈ S, alors elle l’est pour toute autres paramétrisationau voisinage de ce point. Nous laissons le lecteur vérifier ce fait.
 De même les applications lisses définies sur les ouverts de R2 admettentune différentielle, l’application lisse f : S → Rn admet une différentielle Dfpen tout point p ∈ S. C’est l’application linéaire
 Dfp : Tp(S)→ Rn,
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 définie comme suit : si φ : U → R3 est une carte telle qu’il existe m ∈ U avecφ(m) = p, alors tout vecteur X ∈ Tp(S) est l’image par Dφm d’un uniquevecteur Y . On pose alors
 Dfp(X) = D(f φ)m(Y ).
 Nous laisons comme exercice vérifier que cette définition ne dépend pas duchoix de la carte.
 La différentielle Dfp est l’application linéaire qui approche le mieux l’ap-plication f . Pour finir, nous donons un exercice important
 Exercice. Soit S ⊂ R3 une surface régulière et F : R3 → R2 une fonctionlisse. Montrer que la restriction f de F à S est lisse et que pour tout p ∈ Son a
 Dfp = D(F |S)p = (DFp)|Tp(S).
 2.3 Première forme fondamentale
 Le produit scalaire euclidien de R3 induit naturellement un produit sca-laire sur les plans tangent Tp(S) à une surface regulière S ⊂ R3. Cettestructure métrique va nous permettre de mesurer la surface.
 Définition 2.3.1. Soit S ⊂ R3 une surface régulière. On note
 Ip : Tp(S)→ R
 la forme quadratique sur l’espace tangent Tp(S) à S au point p, définie par
 Ip(w) = 〈w,w〉p = ‖w‖2 ≥ 0.
 Ip es la première forme fondamentale de S.
 La première forme fondamentale reflète de quelle façon la surface S héritede la structure euclidienne de R3. Cela va nous permettre de mesurer sur S.
 2.3.1 Expression dans une carte
 Soit φ : U → S une carte de S. Un vecteur tangent w ∈ Tp(S) pour p =φ(u, v) est associé à une courbe α telle que t ∈]− ε, ε[ 7→ α(t) = φ(u(t), v(t))telle que α(0) = p = φ(u, v) et α′(0) = w. Il vient ainsi
 Ip(w) = 〈α′(0), α′(0)〉= 〈φuu′(0) + φvv
 ′(0), φuu′(0) + φvv
 ′(0)〉= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,
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 où on note φu et φv les dérivées de φ par rapport à u et v en t = 0 et
 E = 〈φu, φu〉p, F = 〈φu, φv〉p, G = 〈φv, φv〉p.
 Les coefficients E,F et G sont les coefficients de la première forme fonda-mentale dans la base φu, φv de Tp(S) déterminée par la paramétrisationφ.
 Exemple 2.3.2. Soit P ⊂ R3 le plan affine passant par le point a dont lapartie vectorielle est engendré par deux vecteurs w1, w2 d’une base orthonor-mée de R3. Il admet la carte
 φ(u, v) = a+ uw1 + vw2.
 Observons que φu = w1 et φv = w2 sont donc des fonctions vectoriellesconstantes. On a donc E = G = 1 et F = 0, dans cette paramétrisation.
 Pour w ∈ Tp(P ) on a donc que Ip(w) est le carré la norme euclidiennede w.
 Exemple 2.3.3. Le cylindre droit C = (x, y, z) |x2 + y2 = 1 admet laparamétrisation
 φ(u, v) = (cosu, sinu, v).
 Alors, φu = (− sinu, cosu, 0) et φv = (0, 0, 1), donc E = F = 1 et G = 0.
 Notez que le plan et le cylindre doit ont la même première forme fonda-mentale, on dit qu’ils sont localement isométriques (voir Définition 2.3.6.
 Exemple 2.3.4. L’hélicoïde est paramétré par
 φ(u, v) = (v cosu, v sinu, au),
 pour a > 0. On calcule φu = (−v sinu, v cosu, a) et φv = (cosu, sinu, 0),d’où
 E = v2 + a2, F = 0, G = 1.
 2.3.2 Angles et longueurs
 Nous commençons par mesurer la longueur d’un arc de courbe dans unesurface. Soit Γ une courbe tracée sur une surface S. Soit φ : U → S ⊂ R3
 une carte de S et γ : I → S une paramétrisation de la courbe, nous pouvons
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 alors écrire γ(t) = φ(u(t), v(t)) pour une certaine courbe (u(t), v(t)) ∈ U .Alors,
 `(Γ) =
 ∫I‖γ′(t)‖dt
 =
 ∫I‖Dφ(u(t),v(t))(u
 ′(t), v′(t))‖dt
 =
 ∫I‖φuu′(t) + φvv
 ′(t)‖dt
 =
 ∫I
 √Eu′(t)2 + 2Fu′(t)v′(t) +Gv′(t)2dt
 =
 ∫I
 √Ip(γ′(t)).
 La distance intrinsèque entre deux point sur une surface S est l’infimum deslongueurs des courbes reliant les deux points.
 Remarque 2.3.5. On parle de l’élément de longueur d’arc ds de S, définicomme
 ds = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,
 ce qui veut dire que pour une courbe α(t) = φ(u(t), v(t)) de S la longueur del’arc image de [0, t] noté par s(t) satisfait(
 ds
 dt
 )2
 = E
 (du
 dt
 )2
 + 2Fdu
 dt
 dv
 dt+G
 (dv
 dt
 )2
 .
 Définition 2.3.6. Soient S1, S2 ⊂ R3 deux surfaces. On dit qu’elles sontisométriques s’il existe un difféomorphisme f : S1 → S2 qui préserve lesdistances intrinsèques.
 On dit que les deux surfaces sont localement isométriques si tout pointde S1 admet un voisinage isométrique à un ouvert de S2 et tout point de S2
 admet un voisinage isométrique à un ouvert de S1.
 Proposition 2.3.7. Deux surfaces son localement isométriques si et seule-ment si elles ont la même première forme fondamentale.
 Démonstration. Soient S1, S2 deux surfaces. Elle sont localement difféomorphespar un difféomorphisme f . Soit φ : U → S1 une carte, alors ψ = f φ : U →S2 est une carte. Si S1 et S2 on la même première forme fondamentale, alors
 〈ψu, ψu〉 = 〈Df · φu, Df · φu〉 = 〈φu, φu〉.
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 De même, 〈ψu, ψv〉 = 〈φu, φv〉 et 〈ψv, ψv〉 = 〈φv, φv〉. Alors Df réalise uneisométrie entre les espaces tangents, ce qu’implique que f préserve la lon-gueur des courbes.
 Réciproquement, une isométrie préserve clairement la première forme fon-damentale.
 Nous allons mesurer des angles. Si deux courbes α : I → S et γ : J → Ss’intersectent en α(t0) = γ(s0), l’angle θ qu’elles forment est par définitionl’angle entre α′(t0) et γ′(s0). Alors
 cos θ =〈α′(t0), γ′(s0)〉|α′(t0)||γ′(s0)|
 ,
 où |α′(t0)| =√Ip(α′(t0)) est la longueur du vecteur.
 En particulier, si α est la courbe qui suit la première coordonnée u et γla deuxième coordonnées, et que les coordonnées sont données par une baseorthogonal, alors l’angle entre les images est
 cos θ =〈φu, φv〉|φu||φv|
 =F√EF
 .
 Donc les courbes des coordonnées sont orthogonales sur la surface si et seule-ment si F = 0. Dans ce cas on dit que U induit un système local de coor-données orthogonales.15 mars 2019
 Définition 2.3.8. On dit qu’une carte φ : U → S est conforme si les anglesdans le plan sont les mêmes que les angles correspondants dans Tp(S) pourtout point p ∈ φ(U).
 Normalement, une surface n’est pas l’image d’une seule carte. Une unionde cartes dont l’image est la surface est un atlas. Nous dirons que l’atlas estconforme si toutes les cartes sont conformes.
 Exercice. Vérifier qu’une carte est conforme si dans son image on a E = Get F = 0.
 Exercice. Vérifier que les paramétrisations du plan 2.3.2 et du cylindre 2.3.3sont conformes, et que celle de l’hélicoïde 2.3.4 ne l’est pas.
 Trouver un atlas de la sphère qui soit conforme (on peut faire avec deuxcartes).
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 Exemple 2.3.9. On va trouver la première forme fondamentale de S2 pourla carte Ψ : V → S2 avec
 V = (θ, φ) | 0 < θ < φ, 0 < φ < 2πΨ(θ, φ) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)
 Dans l’image il manque les pôles et un méridien. Nous avons donc
 Ψθ =∂Ψ
 ∂θ=
 − cos θ cosφ− cos θ sinφ
 sin θ
 Ψφ =∂Ψ
 ∂φ=
 sin θ sinφ− sin θ cosφ
 0
 et
 dΨ
 − cos θ cosφ sin θ sinφ− cos θ sinφ − sin θ cosφ
 sin θ 0
 : R2 → R3.
 Il faut que dΨ soit bijective, ceci est équivalent à dire que dans tout pointde V au moins un des mineurs 2× 2 de la matrice soit de déterminant nonnull. Les déterminants des mineurs sont
 det
 (− cos θ cosφ sin θ sinφ− cos θ sinφ − sin θ cosφ
 )= sin θ cos θ
 det
 (− cos θ sinφ − sin θ cosφ
 sin θ 0
 )= sin2 θ cosφ
 det
 (− cos θ cosφ sin θ sinφ
 sin θ 0
 )= sinθ sinφ.
 Tous s’annulent pour θ = 0, π qui n’est pas dans V . Nous obtenons E = 1,F = 0 et G = sin2 θ. Alors si w ∈ TpS2, w = aΨθ + bΨφ en coordonnéeslocales on a
 |w|2 = I(w) = a2 + b2 sin2 θ.
 Comme application, nous pouvons calculer l’équation des courbes loxo-dromiques, qui font un angle constant β avec les méridiens φ = cst.
 Supposons qu’une telle courbe est donnés par une paramétrisation α(t) =Ψ(θ(t), φ(t)). Dans un point Ψ(θ(t0), φ(t0)) on a
 cosβ =〈Ψθ, α
 ′(t0)〉|Ψθ||α′(t0)|
 =〈(1, 0), (θ′(t0), φ′(t0))〉|(θ′(t0), φ′(t0)|
 =θ′(t0)√
 θ′(t0)2 + φ′(t0)2 sin2 θ(t0).
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 Nous avons alors
 θ′2(cos2 β − 1)− cos2 βφ′2 sin2 θ = 0
 θ′2 tan2 β = φ′2 sin2 θ
 θ′
 sin θ= ± φ′
 tanβ.
 En intégrant on obtient
 log
 (tan
 θ
 2
 )= ±(φ+ c)cotanβ.
 Ce qui détermine l’équation de la courbe, modulo la constante c qui est laconstante d’intégration.
 2.3.3 Aire
 La première forme fondamentale permet de définir et calculer l’aire desdomaines «raisonnables», c’est comme dans l’espace Euclidien la mesure deLebesgue ne permet pas de mesurer tout ensemble. Ce concept de raison-nables est un peu difficile à préciser. Nous allons travailler avec des domaines :des ouverts connexes de S dont le bord est l’image du cercle par un homéo-morphisme qui est C1 est la différentielle s’annule qu’en un nombre fini depoints. Une région bornée de S est une reunion de domaines avec leurs bordsqui est contenue dans un disque de R3
 Définition 2.3.10. Soit Ω ⊂ S une région bornée d’une surface régulière SSupposons que Ω ⊂ φ(U) est contenu dans l’image d’une carte φ : U → S.L’aire de Ω est le nombre
 Aire(Ω) =
 ∫ ∫φ−1(Ω)
 ‖φu ∧ φv‖dudv.
 Observons que cette définition ne dépend pas du choix de la carte (φ,U).En effet, si Ω ⊂ ψ(V ) pour une autre carte (ψ, V ), alors il y a un difféo-morphisme h : V → U . Si (u, v) sont les coordonnées de U et (u, v) sont lescoordonnées de V , nous pouvons écrire u(u, v) pour la première coordonnéedu point h(u, v). Nous avons donc
 ψu ∧ ψv =
 (∂φ
 ∂u
 ∂u
 ∂u+∂φ
 ∂v
 ∂v
 ∂u
 )∧(∂φ
 ∂u
 ∂u
 ∂v+∂φ
 ∂v
 ∂v
 ∂v
 )= det
 (∂u∂u
 ∂u∂v
 ∂v∂u
 ∂v∂v
 )φu ∧ φv.
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 D’où,∫ ∫ψ−1(Ω)
 ‖ψu ∧ ψv‖dudv =
 ∫ ∫ψ−1(Ω)
 ‖φu ∧ φv‖∣∣∣det(∂u
 ∂u∂u∂v
 ∂v∂u
 ∂v∂v
 ) ∣∣∣dudv=
 ∫ ∫φ−1(Ω)
 ‖φu ∧ φv‖dudv.
 Rappelons que ‖φu ∧ φv‖2 + 〈φu, φv〉2 = ‖φu‖2‖φv‖2, de coup
 Aire(Ω) =
 ∫ ∫φ−1(Ω)
 √EG− F 2dudv.
 Exemple 2.3.11. Calculons l’aire d’un tore T de révolution. Une possibleparamétrisation est
 φ(u, v) = ((R+ r cosu) cos v, (R+ r cosu) sin v, r sinu),
 avec R > r. On prend u, v ∈]0, 2π[, pour couvrir le tore à l’exception d’unméridien et un parallel. Les coefficients de la première forme fondamentalesont
 E = r2, F = 0, G = (r cosu+R)2.
 Considérons la région Rε du tore obtenue comme l’image de
 Qε = (u, v) ∈ R2 | ε ≤ u ≤ 2π − ε, ε ≤ v ≤ 2π − ε.
 Alors
 Aire(Rε) =
 ∫ ∫Qε
 r(r cosu+R)dudv
 =
 ∫ 2π−ε
 ε(r2 cosu+ rR)du
 ∫ 2π−ε
 εdv
 = r2(2π − 2ε)(sin(2π − ε)− sin ε) +Rr(2π − 2ε)2.
 La limite quand ε→ 0 est donc égale à 4π2Rr et est l’aire du tore.
 2.3.4 Partitions de l’unité et aires
 Soit S une surface compacte et on considère un atlas (φi, Ui)i∈I fini.Il s’agit donc d’une collection finite de cartes dont l’union des φi(Ui) est lasurface S et telles que les cartes sont compatibles : si φi(Ui) ∩ φj(Uj) = Uest non vide pour i 6= j, alors l’application
 φ−1j φi : φ−1
 i (U)→ φ−1j (U)
 est un difféomorphisme C∞ (on pourrait demander Ck pour 0 ≤ k ≤ ∞).
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 Lemme 2.3.12. Soit Vii∈I un recouvrement ouvert fini d’une surface com-pacte S. Il existe alors un recouvrement ouvert Wii∈I tel que Wi ⊂ Vi pourtout i.
 Démonstration. Pour tout point p ∈ S il existe un ouvert Up contenantp et un indice i(p) ∈ I tels que Up ⊂ Vi(p)
 1. Alors l’ensemble Upp∈Sforme un recouvrement ouvert de S dont on extrait un sous-recouvrementfini Upk1≤k≤n. Il suffit de prendre
 Wi = ∪i(pk)=iUpk .
 Définition 2.3.13. Soit Vii∈I un recouvrement d’une surface S, une par-tition de l’unité subordonnée au recouvremente est une famille pii∈I defonctions lisses non négatives telles que le support de pi est contenu dans Viet pour tout point p ∈ S ∑
 i∈Ipi(x) = 1.
 Proposition 2.3.14. Pour tout recouvrement ouvert fini d’une surface com-pacte, il existe une partition de l’unité subordonnée.
 Démonstration. Par le lemme 2.3.12 il existe un recouvrement Wii∈I avecWi ⊂ Vi et pour chaque i nous pouvons construire une fonction plateau qivalant 1 sur Vi et à support contenu dans Ui. Alors la fonction
 q(p) =∑i∈I
 qi(p),
 est partout positive. Il suffit de prendre pi(p) = qi(p)q(p) .
 Les partitions de l’unité sont utilisées pour pouvoir intégrer sur un surface(plus généralement sur un variété), elle permettent de combiner ce qui cepasse sur chaque carte sans compter en double. On laisse comme exercicela combination de ce résultat avec la définition 2.3.10 pour définir l’aire desrégions qui ne sont pas contenues dans l’image de carte.
 1. Ceci car comme dans R2 tout point admet un système fondamental de voisinagesfermés, c’est à dire, une suite de voisinages fermés dont l’intersection est le point.
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 2.4 Deuxième forme fondamentale et courbures
 Soit S ⊂ R3 une surface regulière et φ : U → S une carte près d’unpoint p ∈ S et soit q = φ−1(p). Les vecteurs φu(q) = ∂φ
 ∂u(q) et φv(q) = ∂φ∂v (q)
 engendrent le plan tangent Tp(S). Le vecteur
 N(p) =φu(q) ∧ φv(q)‖φu(q) ∧ φv(q)‖
 est le vecteur normal unitaire au plan tangent Tp(S).
 Définition 2.4.1. L’application N : S → S2 qui associé à chaque point sonvecteur normal unitaire N(p) s’appelle l’application de Gauss.
 Cette application dépend, pour l’instant, de la carte choisi. Nous verronsque l’on peut obtenir une définition invariante de l’application de Gauss.Cette application contient énormément d’informations sur la géométrie deS.
 Commençons par quelques exemples simples :
 Exemple 2.4.2. - si S est un plan, elle coïncide avec son plan tangenten tout point et l’application de Gauss est donc constante ;
 - si S est un cylindre droit, l’application de Gauss est constante le longde toute droite parallèle à l’axe du cylindre. L’application de Gaussenvoie donc le cylindre sur un grand cercle.
 - lorsque S = S2 est la sphère unité, l’application de Gauss est l’identité.
 Exemple 2.4.3. Considérons l’hélicoïde paramétré par
 φ(u, v) = (u cos v, u sin v, bv)
 avec b > 0 fixé, (u, v) ∈ R+ × R. Alors
 φu ∧ φv = (b sin v,−b cos v, u),
 doncN(φ(u, v)) =
 1√u2 + b2
 (b sin v,−b cos v, u).
 21 mars 2019Rappelons que pour une application F : S → R3 et x ∈ TpS, nous
 pouvons calculer la dérivée directionnelle DFp(x) en choissisant une courbeα :]− ε, ε[→ S telle que α(0) = p et α′(0) = x et en calculant
 DFp(x) = (F α)′(0) ∈ R3.
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 Cette formule ne dépend pas de la courbe choisie. Nous pouvons donc consi-dérer DFp : TpS → R3 qui est une application linéaire.
 Pour comprendre l’allure de la surface S au voisinage d’un point p ∈ S, ona envie de considérer la courbure en p de toutes les courbes sur S qui passentpar p. Il nous faut pour cela calculer et interpréter les dérivées directionnellesde l’application de Gauss : l’application de Gauss nous donne le vecteurnormal à une telle courbe et sa dérivé directionnelle dans le repère de Freneta une composante égale à la courbure.
 Lemme 2.4.4. Pour tout x ∈ TpS la dérivée directionnelle Dpn(x) de l’ap-plication de Gauss N : S → S2 est un vecteur tangent à S en p.
 Démonstration. Soit α :]− ε, ε[→ S une courbe telle que α(0) = p et α′(0) =x. Observons que N α est toujours un vecteur unitaire, donc
 0 = 2〈N α(0), (N α)′(0)〉 = 2〈N(p), DNp(x)〉.
 Exemple 2.4.5. Nous allons analiser le point p = (0, 0, 0) de la surface deR3 définie par z = y2 − x2. On considère la carte
 φ(u, v) = (u, v, v2 − u2),
 et on calcule le vecteur n(u, v). On a
 φu = (1, 0,−2u)
 φv = (0, 1, 2v)
 N(u, v) =
 (u√
 u2 + v2 + 1/4,
 −v√u2 + v2 + 1/4
 ,1
 2√u2 + v2 + 1/4
 ).
 On remarque que si u = v = 0 alors φu = (1, 0, 0) et φv = (0, 1, 0), doncles vecteurs unitaires dans les axes Ox et Oy respectivement. Nous avonsdonc que N(p) = (0, 0, 1). Nous intéressons maintenant à la differentielledirectionelle de l’application n.
 Soit α(t) = φ(u(t), v(t)) une courbe avec α(0) = p. Le vecteur tangent àcette courbe en p est en R3 le vecteur (u′(0), v′(0), 0). En prenant la restric-
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 tion de n à cette courbe on obtient N(t) = N(α(t)) et
 N ′(0) =d
 dt
 (u√
 u2 + v2 + 1/4,
 −v√u2 + v2 + 1/4
 ,1
 2√u2 + v2 + 1/4
 )∣∣∣t=0
 =1
 (u2 + v2 + 1/4)3/2((v2 + 1/4)u′(t)− uvv′(t),
 uvu′(t) + (−u2 − 1/4)v′(t),−uu′(t)− vv′(t)
 4)∣∣∣t=0
 = (2u′(0),−2v′(0), 0).
 Donc DN(u′(0), v′(0), 0) = (2u′(0),−2v′(0), 0). Ceci implique que les vec-teurs (1, 0, 0) et (0, 1, 0) sont des vecteurs propes de Dn avec des valeurspropres 2 et −2 respectivement.
 Nous pouvons alors définir
 Fp : TpS → TpS
 x 7→ −DNp(x) = −DN(x),
 où on oublié le point p dans la notation. Il s’agit d’une application linéaire,et on a un fait remarquable :
 Proposition 2.4.6. L’application Fp est linéaire et auto-adjointe, c’est-à-dire pour tout x, y ∈ TpS on a
 〈Fp(x), y〉 = 〈x, Fp(y)〉.
 Démonstration. Comme Fp est linéaire, il suffit de vérifier que 〈Fp(x), y〉 =〈x, Fp(y)〉 pour une base x, y de TpS. Soit φ(u, v), φ : U → S, une carte etprenons comme base de TpS les vecteurs φu, φv. Si α(t) = φ(u(t), v(t)) estune courbe paramétrée sur S avec α(0) = p, on a
 DN(α′(0)) = DN(φuu′(0) + φvv
 ′(0))
 =d
 dtN(u(t), v(t))|t=0
 = Nuu′(0) +Nvv
 ′(0),
 en particulier, DN(φu) = Nu et DN(φv) = Nv. Alors pour montrer que Fpest auto-adjoint il suffit montrer que 〈Nu, φv〉 = 〈φu, Nv〉. Prenons l’égalité〈n, φv〉 = 0 que nous dérivons ensuite par rapport à u, alors
 0 = 〈DN(φu), φv〉+ 〈n, ∂2φ
 ∂u∂v〉.
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 Comme ∂2φ∂u∂v = ∂2φ
 ∂v∂u on obtient que
 〈Fp(φu), φv〉 = −〈DN(φu), φv〉 = 〈N, ∂2φ
 ∂u∂v〉 = 〈N, ∂
 2φ
 ∂v∂u〉 = 〈φu, Fp(φv)〉.
 Le fait que Fp soit auto-adjoint nous permet de lui associer une formequadratique définie comme 〈Fp(x), x〉 pour x ∈ TpS.
 Définition 2.4.7. La forme quadratique IIp = 〈Fp(x), x〉 est la deuxièmeforme fondamentale de la surface S.
 Exemple 2.4.8. Soit f une fonction de R2 qui s’annule avec ses deux déri-vées partielles en (0, 0). Soit
 S = (x, y, f(x, y)) ∈ R3 | (x, y) ∈ R2,
 le graphe de f . C’est une surface dont le plan tangent en (0, 0, 0) est le planOxy. La fonction f admet un développement limité à l’ordre 2 en (0, 0) dela forme
 f(x, y) = px2 + 2qxy + ry2 + o(x2 + y2).
 La forme quadratique px2 + 2qxy + ry2 sur le plan tangent est la deuxièmeforme fondamentale IIO.
 Nous étudions maintenant la relation entre la courbure d’une courbecontenue dans une surface et la courbure de la surface.
 Définition 2.4.9. Soit Γ une courbe regulière sur S qui passe par un pointp ∈ S, κ la courbure de Γ en p et cos θ = 〈n,N, 〉 où n est le vecteur normalà la courbe en p etn N est le vecteur normal à la surface en p. Le nombreκn = k cos θ est la courbure normale de Γ ⊂ S en p.
 Observons que κn est la longueur de la projection du vecteur κn sur ladirection normale à la surface (engendré par N), avec le signe qui comparela projection avec la direction de N .
 Remarque 2.4.10. La courbure normale de Γ ne dépend pas de l’orientationde Γ, mais elle change de signe si on change l’orientation (locale) de lasurface.
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 Pour donner une interprétation de la deuxiéme forme fondamentale, consi-dérons une courbe Γ ⊂ S paramétrée par longuer d’arc par α(t) et α(0) = p.Soit N(t) = N(α(t) le vecteur normal à S, alors 〈α′(t), N(t)〉 = 0 et donc〈α′′(t), N(t)〉 = −〈α′(t), N ′(t)〉. Nous avons
 IIp(α′(0)) = −〈α′(0), DNp(α′(0))〉
 = −〈α′(0), N ′(0)〉 = 〈α′′(0), N(0)〉= 〈N(p), κ(p)n(p) = κn(p).
 C’est-à-dire la valeur de la deuxième forme fondamentale sur un vecteurtangent x ∈ TpS est égale à la courbure normale d’une courbe qui passe parp et est tangente à x. Nous avons donc le résultat suivant.
 Proposition 2.4.11. La courbure normale d’une courbe dans une surfacedans un point p dépend que du vecteur tangent à la courbe dans ce point.
 2.4.1 Orientation
 Soit S une surface regulière. On dit que S est orientable si on peut choisirde façon continue une orientation de ses plans tangents. Lorsque on recouvreS avec un atlas, il faut que les choix d’orientation en chaque carte soientcompatibles avec les autres.
 Fixons φ : U → S une carte avec coordonnées (u, v) ∈ U . On fixe ainsiune orientation de TpS pour p ∈ φ(U) en décretant que (φu, φv) est une basedirecte de TpS. Si p est aussi dans ψ(V ) pour une autre carte ψ : V → S,on obtient le même choix d’orientation si et seulement si le jacobien duchangement de cartes φ−1 ψ est positif.
 Définition 2.4.12. Une surface est dite orientable s’il est possible de couvrirpar un atlas tel que le jacobien des changements de cartes est toujours positif.Le choix d’un tel atlas est appelée une orientation de S.
 Lorsqu’un tel choix n’est pas possible, on dit que S est non-orientable.
 Il s’agit clairement d’une propiété globale de la surface, à l’intérieur d’unecarte nous pouvons toujours choisir une orientation.
 Proposition 2.4.13. Une surface S est orientable si et seulement si il existeune application continue N : S → S2 telle qu’en chaque point p le vecteurN(p) est un vecteur unitaire.
 On peut imposer à N d’être différentiable, dans ce cas il s’agit d’uneapplication de Gauss globale.
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 Démonstration. Supposons S orientable. On la recouvre par un atlas tel queles jacobiens des changements de cartes sont positifs. Soient (φ,U) et (ψ, V )deux cartes d’un tel atlas, où (u, v) sont les coordonnées de U et (u, v) cellesde V , telles que φ(U) ∩ ψ(V ) 6= ∅. On considère l’application
 NU (φ(u, v)) =φu ∧ φv‖φu ∧ φv‖
 .
 Soit p = φ(u, v) = ψ(u, v), alors
 NV (p) =ψu ∧ ψv‖ψu ∧ ψv‖
 =Jac(φ−1 ψ)(p)
 |Jac(φ−1 ψ)(p)|· φu ∧ φv‖φu ∧ φv‖
 = NU (p),
 puisque le jacobien est positif. Ainsi N définit une application continue surtoute la surface.
 Réciproquement supposons qu’une telle application N existe. Les ouvertsU sont connexes et on note NU le vecteur normal unitaire construit locale-ment. Observons que
 p 7→ fU (p) = 〈N(p), NU (p)〉 ∈ −1, 1,
 est une fonction continue sur l’ouvert connexe φ(U). Elle est donc identique-ment 1 ou −1, quitte à changer les rôles de u et v, nous pouvons supposerque fU (p) = 1 pour tout p. C’est-à-dire N(p) = NU (p). En faisant ceci danschaque carte de l’atlas, nous obtenons que le jacobien des changements decartes doit être positif. Donc S est orientable.
 Remarque 2.4.14. Toute surface compacte sans bord S ⊂ R3 est orientable,mais il y a des exemples de telles surfaces plongées dans R4. Un exemple estla bouteille de Klein.
 Exemple 2.4.15. Une surface qui est couverte par une seule carte est orien-table. C’est le cas en particulier de toutes les surfaces qui sont les graphes defonctions différentiables, comme dans l’exemple 2.4.8.
 Exemple 2.4.16. (Le ruban de Möbius.) On considère la surface S de R3
 définie par l’image de l’application
 f : [0, 2π]×]− 1/2, 1/2[ → R3
 (v, t) 7→ ((1 + t cos v) cos(2v), (1 + t cos v) sin(2v), t sin v).
 Il s’agit d’une surface connexe à bord connexe
 ∂S = f(v, 1/2) | 0 ≤ v ≤ 2π = f(v,−1/2) | 0 ≤ v ≤ 2π.
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 Cette surface est une réalisation en R3 de la surface obtenue comme le quo-tient
 S ' R× [−1, 1]/ ∼,
 où(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ ∃k ∈ Z, x′ = x+ k et y′ = (−1)ky.
 Exercice. Décomposer l’application f pour trouver un atlas, il s’agit doncde diviser le domaine de f en ouverts telles que leur image dans le ruban deMöbius soit un ouvert contractile.
 Montrer que le ruban de Möbius n’est pas orientable. Montrer que si unesurface contient un ouvert difféomorphe à un ruban de Möbius, alors ellen’est pas orientable.
 2.4.2 Courbures
 Nous allons introduire la courbure de Gauss et la courbure moyenne.Nous commençons par citer un résultat des opérateurs auto-adjoints (vouspouvez consulter l’appendice du chapitre 3 du livre de Do Carmo [] pour unepreuve).
 Théorème 2.4.17. Soit A : R2 → R2 un opérateur linéaire auto-adjoint.Alors il existe une base de vecteur orthogonaux e1, e2 de R2 telle que A(e1) =λ1e1 et A(e2) = λ2e2. Les valeurs λ1 ≥ λ2 sont le maximum et le minimumrespectivement des valeurs de la forme quadratique 〈x,Ax〉 pour x dans lecercle unité.
 Le théorème implique qu’il existe donc une base e1(p), e2(p) de TpS danslaquelle Fp(e1) = −DNp(e1) = k1e1 et Fp(e2) = −DNp(e2) = k2e2. Deplus k1 ≥ k2 sont les valeurs maximum et minimum de la deuxième formefondamentale restreinte au cercle unité de TpS. Cette à dire il s’agit desvaleurs extremaux de la courbure normale au point p (voir la définition 2.4.9).
 Définition 2.4.18. La courbure normale maximale k1 et la courbure nor-male minimale k2 sont les courbures principales de S en p, et les directionscorrespondates e1, e2 son les directions principales.
 On dit qu’une courbe tracée sur S est une ligne de courbure si ses vecteurstangents sont tous des directions principales.
 Exercice. Soit α : I → S une courbe paramétrée sur S. Montrer que α(I)est une ligne de courbure si et seulement si N ′(t) = λ(t)α′(t), où N(t) =N(α(t)) est le vecteur normal à S. Dans ce cas, −λ(t) est une des courburesprincipales.
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 Proposition 2.4.19. Soient e1, e2 des vecteurs unitaires dans les direc-tions principales et k1, k2 les courbures principales correspondantes. Si x =cos θe1 + sin θe2 est un vecteur dans le cercle unitaire de TpS alors
 IIp(x) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ.
 Démonstration. Il s’agit d’un calcul directe, par linéarité
 IIp(x) = 〈cos θe1 + sin θe2, k1 cos θe1 + k2 sin θe2〉 = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ,
 car F (ei) = kiei.
 Cette expresion pour la deuxième forme fondamentale s’appelle Formuled’Euler.
 Définition 2.4.20. Le produit des courbures principales Kp s’appelle la cour-bure de Gauss
 Kp = det(Fp) = k1(p)k2(p),
 et la moyenne des courbures principales Hp s’appelle la courbure moyenne
 Hp =1
 2Tr(Fp) =
 k1(p) + k2(p)
 2.
 Il est important de souligner que la courbure de Gauss est invariante parisométries, mais ce n’est pas le cas de courbure moyenne.
 L’annulation de la courbure moyenne caractérise les surfaces minimales,qui modélisent les films de savon.
 Exemple 2.4.21. Pour la sphère unité S2, l’application de Gauss est l’iden-tité et donc Fp est moins l’identité. Ceci implique que la courbure de Gaussest 1 et la courbure moyenne est −1. Pour une sphère de rayon r, l’applica-tion de Gauss est 1/r fois l’identité et donc la courbure de Gauss est 1/r2 etla courbure moyenne est 1/r.
 Les courbures d’un plan sont zéro, la courbure de Gauss d’un cylindre derayon r est zéro, mais sa courbure moyenne est 1/2r.
 La pseudosphère fournit un exemple de surface de révolution à courburede Gauss constante égale à -1 (voir l’exercice 2.15).
 22 mars 2019
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 2.4.3 Deuxième forme fondamentale et courbure en coordon-nées locales
 Le résultat suivant donne une expression en coordonnées locales.
 Proposition 2.4.22. Soit φ : U → S avec coordonnées (u, v) ∈ U . Ladeuxième forme fondamentale IIp de S au point p = φ(u, v) est la formequadratique donnée par
 IIp(aφu + bφv) = a2P + 2abQ+ b2R,
 où
 P =det(φuu, φu, φv)
 ‖φu ∧ φv‖, Q =
 det(φuv, φu, φv)
 ‖φu ∧ φv‖, R =
 det(φvv, φu, φv)
 ‖φu ∧ φv‖.
 Démonstration. Rappelons que
 N(p) =φu ∧ φv‖φu ∧ φv‖
 .
 On dérive la relation 0 = 〈N,φu〉 par rapport au vecteur φu pour obtenir−〈DN(φu), φu〉 = 〈N,φuu〉 et donc
 P = IIp(φu) = −〈DN(φu), φu〉 = 〈N,φuu〉
 =〈φu ∧ φv, φuu〉‖φu ∧ φv‖
 =det(φuu, φu, φv)
 ‖φu ∧ φv‖.
 Les autres relations s’obtiennent de façon analogue.
 Exemple 2.4.23. Considérons la surface φ : R2 → R3 telle que φ(x, y) =(x, y, xy), qui est le graphe de la fonction xy. On va calculer les deux formesfondamentales en un point p = φ(x, y). Observons que φx = (1, 0, y) etφy = (0, 1, x), dans cette base on a
 Ip =
 (E FF G
 )=
 (1 + y2 xyxy 1 + x2
 ).
 On a aussi que N(p) = 1√1+x2+y2
 (−y,−x, 1). Par ailleurs,
 P = 0
 Q =1√
 1 + x2 + y2
 R = 0
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 et donc
 IIp =1√
 1 + x2 + y2
 (0 11 0
 ).
 D’après la preuve de la proposition suivante,
 Fp = I−1p IIp =
 1
 (1 + x2 + y2)3/2
 (−xy 1 + x2
 1 + y2 −xy
 ).
 Cette matrice n’est pas symétrique ! La raison est que φx et φy ne formentpas une base orthogonale. Finalement,
 K = detFp =−1
 (1 + x2 + y2)2
 H = TrFp =−xy
 (1 + x2 + y2)3/2.
 On pourrait aussi calculer les valeurs propres de Fp (que ne dépendent pasde l’orthogonalité de la base).
 Les formules ci-dessus peuvent se déduire de formules générales qui per-mettent d’exprimer l’opérateur Fp et la courbure de Gauss dans la base (nonnécessairement orthogonale) déterminée par une carte.
 Proposition 2.4.24. Soit φ : U → S une carte avec coordonnées (u, v) dansU . Les deux formes fondamentales IP , IIp de S au point p = φ(u, v) donsdes formes quadratiques sur le plan tangent TpS engendré par φu et φv. Danscette base sa forme matricielle est
 Ip =
 (E FF G
 ), IIp =
 (P QQ R
 ).
 L’endomorphisme Fp dans cette base est donné par
 Fp = I−1p IIp =
 (E FF G
 )−1(P QQ R
 ).
 La courbure de Gauss vaut donc
 K =PR−Q2
 EG− F 2,
 et la courbure moyenne
 H =ER+GP − 2FQ
 2(EG− F 2).
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 Démonstration. Une base de TpS est φu, φv. On note Ip, IIp, Fp les matricesdans cette base, en faisant un petit abus de notation. Par définition cesmatrices dons reliées par les identités :
 txIIpx = IIp(x) = 〈Fpx, x〉p =t xIp(Fpx),
 valable pour tout x ∈ TpS. On en déduit que IIp = IpFp. Pour la courburede Gauss, on a
 K = detFp =detIIpIp
 =PR−Q2
 EG− F 2.
 Pour la courbure moyenne, il faut inverser la matrice Ip, donc
 Fp =1
 EG− F 2
 (G −F−F E
 )−1(P QQ R
 )=
 1
 EG− F 2
 (GP − FQ GQ− FREQ− FP ER− FQ
 ),
 d’oùH =
 1
 2TrFp =
 ER+GP − 2FQ
 2EG− F 2.
 2.4.4 Autres notions classiques
 Définition 2.4.25. Si x ∈ TpS est tel que la courbure dans cette direction estnulle, c’est-à-dire IIp(x) = 0, on dit que x est une direction asymptotique.
 Il existe une direction asymptotique en un point p ∈ S si et seulementsi le produit des courbures principales est négatif ou nul, c’est-à-dire lorsqueKp ≤ 0.
 Définition 2.4.26. Soient k1, k2 les courbures principales d’une surface Sdans le point p. On dit que :
 - p est planaire lorsque k1 = k2 = 0 ;- p est ombilic lorsque k1 = k2 6= 0 ;- p est parabolique lorsque K = k1k2 = 0 et p n’est pas planaire ;- p est elliptique lorsque K > 0 ;- p est hyperbolique lorsque K < 0.
 Les notions de point parabolique, elliptique et hyperbolique sont reliéesà la position de la surface par rapport à son plan tangent.
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 Proposition 2.4.27. Les courbures principales k1 ≥ k2 dépendent conti-nuement de p ∈ S et sont lisses au voisinage d’un point qui n’est pas unombilic.
 Idée de démonstration. Il faut calculer les racines du polynôme caractéristiquede Fp. Celles-ci dépendent continuement des paramètres car elles s’exprimentà l’aide de la racine carrée du discriminant. Elles sont en plus lisses là où lediscriminant ne s’annule pas, c’est-à-dire loin des point ombilics.
 Elles ne sont pas lisses, en général, au voisinage d’un ombilic comme lemontre l’exemple de la matrice
 S(t) =
 (1 tt 1
 ),
 pour laquelle k1(t) = 1 + |t| ≥ 1− |t| = k2(t).
 2.5 Theorema Egregium de Gauss
 Euler publie en 1767 Recherches sur la courbure des surfaces, une étudedes surfaces qui dépend de la façon dont celles-ci sont plongées dans R3.Soixante ans plus tards, Gauss publie en 1828 le mémoire Disquisitiones ge-nerales circa superficies curvas 2. Gauss y entreprend l’étude des propriétésintrinsèques des surfaces et démontres le résultat remarquable (egregium enlatin) que la courbure de Gauss ne dépend pas du plongement, mais seule-ment des coefficients de la première forme fondamentale (et leurs dérivées).
 Nous allons suivre l’approche moderne à ce résultat, donc nous n’allonspas demontrer directement la formule de Gauss. Pour ceci on va travailleravec les symboles de Christoffel, qui jouent un rôle essentiel dans la géométrieriemannienne actuelle.
 2.5.1 Symboles de Christoffel
 Soit S une surface regulière, (φ,U) une carte au voisinage d’un pointp ∈ S. Les vecteurs φu, φv, N forment une base de R3. On peut exprimer
 2. Recherches générales sur les surfaces courbes
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 leurs dérivées partielles dans cette base :
 φuu = Γ111φu + Γ2
 11φv + L1N
 φuv = Γ112φu + Γ2
 12φv + L2N
 φvu = Γ121φu + Γ2
 21φv + L′2N
 φvv = Γ122φu + Γ2
 22φv + L3N (2.1)Nu = a11φu + a21φv
 Nv = a12φu + a22φv.
 Nous avons déjà calculé les coefficients Li, en prennant le produit scalaireavec N on a que
 L1 = 〈N,φuu〉 = P, L2 = L′2 = Q, L3 = R.
 On commence par la valeur des coefficients aij .
 Proposition 2.5.1.
 a11 =QF − PGEG− F 2
 a12 =RF −QGEG− F 2
 a21 =PF −QEEG− F 2
 a22 =QF −REEG− F 2
 .
 Démonstration. Comme N est orthogonal à φu on a
 0 =∂〈N,φu〉∂u
 = 〈Nu, φu〉+ 〈N,φuu〉 = 〈Nu, φu〉+ P.
 On en déduita11E + a21F = −P.
 On obtient de même a11F + a21G = −Q et donc
 a11 =QF − PGEG− F 2
 , a21 =PF −QEEG− F 2
 .
 Les deux autres équations d’obtiennent de façon similaire.
 Définition 2.5.2. Les coefficientes Γijk s’appellent symboles de Christoffel.
 Comme φuv = φvu, on a tout de suite que Γ112 = Γ1
 21 et Γ212 = Γ2
 21.En prenant le produit scalaire des dérivées secondes de φ avec φu et φv on
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 obtient
 Γ111E + Γ2
 11F = 〈φuu, φu〉 =1
 2Eu
 Γ111F + Γ2
 11G = 〈φuu, φv〉 = Fu −1
 2Ev
 Γ112E + Γ2
 12F = 〈φuv, φu〉 =1
 2Ev (2.2)
 Γ112F + Γ2
 12G = 〈φuv, φv〉 =1
 2Gu
 Γ122E + Γ2
 22F = 〈φvv, φu〉 = Fv −1
 2Gu
 Γ122F + Γ2
 22G = 〈φvv, φv〉 =1
 2Gv.
 Comme ces six équations linéaires forment trois systèmes de deux équationsinversibles (puisque EG− F 2 6= 0), on en déduit que les symboles de Chris-toffel ne dépendent que de la première forme fondamentale.28 mars 2019
 Nous considérons maintenant les expressions
 (φuu)v − (φuv)u = 0
 (φvv)u − (φvu)v = 0
 Nuv −Nvu = = 0.
 Avec les valeurs dans (2.1) on obtien des équations de la forme
 A1φu +B1φv + C1N = 0
 A2φu +B2φv + C2N = 0
 A3φu +B3φv + C3N = 0,
 où les fonctions Ai, Bi, Ci dépendent de E,F,G, P,Q et R et leurs dérivées.Comme les vecteurs φu, φv et N sont linéairement indépendents, on a quepour i = 1, 2, 3
 Ai = Bi = Ci = 0.
 Comme exemple, nous allons determiner ces relations pour i = 1. De (φuu)v =(φuv)u on obtient
 Γ111φuv + Γ2
 11φvv + PNv + (Γ111)vφu + (Γ2
 11)vφv + PvN
 = Γ112φuu + Γ2
 12φuv +QNu + (Γ112)uφu + (Γ2
 12)uφv +QuN
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 On remplace à nouveau à l’aide de (2.1) et on isole les coefficients de φv pourobtenir
 Γ111Γ2
 12 + Γ211Γ2
 22 + Pa22 + (Γ211)v = Γ1
 12Γ211 + Γ2
 12Γ212 +Qa21 + (Γ2
 12)u.
 Avec les valeurs de a22 et a21 on obtient
 (Γ212)u − (Γ2
 11)v + Γ112Γ2
 11 + Γ212Γ2
 12 − Γ111Γ2
 12 − Γ211Γ2
 22 =
 = Pa22 −Qa21
 =E(Q2 − PR)
 EG− F 2
 = −EK. (2.3)
 Nous avons donc une expression de la courbure de Gauss qui ne dépend quede la première forme fondamentale.
 Théorème 2.5.3 (Gauss). La courbure de Gauss est invariante par isomé-tries locales.
 2.5.2 Invariance par isométries globales
 Dans cette section nous donnons le théorème, sans preuve, du fait queles deux formes fondamentales classifients les surfaces à isométrie près. Lelivre de Do Carmo [] donne une preuve de ce fait.
 Théorème 2.5.4. Deux surfaces de R3 son l’image l’une de l’autre parune isométrie directe de R3 si et seulement si elles ont même première etdeuxième forme fondamentale.
 2.5.3 Exemples
 Surfaces de révolution
 On considère une courbe plane C et on la fait tourner autour d’une droiteD du plan qui la contient. La droite D on l’appelle l’axe de révolution. Nouspouvons supposer que le plan de référence est Oxz et l’axe est Oz. Prenonsdonc une courbe paramétrée par longueur d’arc
 s ∈ I 7→ (f(s), 0, h(s)) ∈ R3,
 avec f ′(s)2 + h′(s)2 = 1. La surface de révolution est donc paramétrée par
 φ : I×]0, 2π[ → R3
 (s, θ) 7→ (f(s) cos θ, f(s) sin θ, h(s)).
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 Lemme 2.5.5. Lorsque f > 0, la courbure de Gauss est
 K(s, θ) = −f′′(s)
 f(s).
 Démonstration. Le vecteur normal est donné par
 N(s, θ) = (−h′(s) cos θ,−h′(s) sin θ, f ′(s)).
 Par ailleurs φs = (f ′(s) cos θ, f ′(s) sin θ, h′(s)) et φθ = (−f(s) sin θ, f(s) cos θ, 0).Nous avons donc que E = 1, F = 0, G = f2, P = h′′(s)f ′(s) − h′(s)f ′′(s),Q = 0 et R = h′(s)f(s). On en déduit que
 K =PR−Q2
 EG− F 2=h′(h′′f ′ − f ′′h′)
 f= −f
 ′′
 f,
 car f ′2 + h′2 = 1 et donc h′h′′ = −f ′f ′′.
 Nous pouvons donc écrire dans la base φs, φθ les matrices de Ip, IIp etFp. On a que
 Ip =
 (1 00 f2
 ), IIp =
 (h′′f ′ − h′f ′′ 0
 0 h′f
 ),
 et donc
 Fp = I−1p IIp =
 (h′′f ′ − h′f ′′ 0
 0 h′
 f
 ).
 Il s’ensuit que les directions propres sont données par les vecteurs φs et φθ,qui sont donc les directions principales.
 Exercice. Décrire pour ces surfaces les courbures principales et les pointsparaboliques.
 Exemple 2.5.6. Un tore de révolution est la surface obtenue quand la courbe(f, h) est un cercle. Prenons
 f(s) = R+ r cos(s/r), h(s) = r sin(s/r)
 avec R > r (il s’agit donc d’une carte similaire à celle de l’exemple 2.3.11).Ici s ∈]0, 2πr[. Observons que le cercle est donc paramétrée par longueurd’arc. Le calcul préc’edent donne donc
 K(s, θ) =cos s
 r(R+ r cos(s/r)).
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 Observons que dans ce cas f(s) est toujours positive et r > 0, donc le signede K est déterminé par le signe de cos s. Alors la courbure est nulle pours = π
 2 ,3π2 qui correspondent aux cercles ou la coordonnée z est extremale,
 puis K est positive à l’«extérieur» du tore et négative à l’«intérieur» dutore.
 Nous nous intéressons à présent aux surfaces de révolution à courbure deGauss constante.
 Courbure constante nulle
 Proposition 2.5.7. Si K est toujours nulle, alors S est un plan, un cylindreou un cône.
 Démonstration. Dans ce cas f ′′ = 0 ce qui implique f ′ constante et donch′ aussi constante. Il s’ensuit que f et h sont des fonctions affines de s etdonc que C est un moreceau de droite. On en déduit que S est une des troissurfaces dans l’enoncé en fonction de la position de la droite par rapport àl’axe de révolution.
 Plus précisement, si f(s) = as + b alors h(s) = ±√
 1− a2s + c où a ∈]−1, 1[ et b, c ∈ R. Quitte à faire une translation, on se ramène aux trois cassuivants :
 1. f(s) = s, h(s) constante, dans ce cas S est un plan ;2. f(s) = as avec a 6= 0,±1 et h(s) = ±
 √1− a2s, alors S est un cône ;
 3. f(s) = b, h(s) = s et a = 0, dans ce cas S est un cylindre.
 Courbure constante positive
 Les sphères sont des surfaces de révolution à courbure constante positive.Supposons que K est une constante positive. La fonction f vérifie donc f ′′+Kf = 0. Nous avons une équation différentielle simple dont les solutions (àtranslation près dans le plan et dans le domaine des s) sont de la forme
 f(s) = a cos(√Ks) et h(s) =
 ∫ s
 0±√
 1− a2K sin2(√Ku)du.
 L’intégrale d’efinissant h est une intégrale elliptique de deuxième espèce. Sia2K = 1 on obtient
 f(s) =1√K
 cos(√Ks) et h(s) =
 1√K
 sin(√Ks),
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 donc une sphère.
 Courbure constante négative
 Si K est une constante négative, de l’équation f ′′ +Kf = 0 on a que
 f(s) = a exp(±√−Ks)+b exp(±
 √−Ks) = c cosh(±
 √−Ks)+d sinh(±
 √−Ks).
 La surface qui corrrespond à f(s) = e−s et
 h(s) =
 ∫ s
 0
 √1− e−2tdt,
 est la pseudosphère (le premier modèle de la géométrie hyperbolique).
 Surfaces réglées
 Ce sont des surfaces obtenues en faisant passer par tout point d’unecourbe lisse C une droite qui dépend de façon lisse du point de C. Si lacourbe C est paramétrée par α(t) ∈ R3 avec t ∈ I, la droite passant par α(t)peut être définie par son vecteur directeur β(t) ∈ R3. La surface admet ainsila paramétrisation
 (s, t) 7→ α(t) + sβ(t) = φ(t, s)
 pour (s, t) ∈ I × R.Un exemple important est la surface obtenue en considérant β(t) = α′(t).
 Proposition 2.5.8. Les surfaces réglées sont à courbure de Gauss négativeou nulle.
 Autrement dit, tous les points d’une surface réglée sont hyperboliques ouparaboliques (ou dans le cas où C est un droite, planaires).
 Démonstration. On a φt = α′(t) + sβ′(t), φs = β(t), φtt = α′′(t) + sβ′′(t),φst = β′(t) et φss = 0. Comme
 K =PR−Q2
 EG− F 2
 et EG−F 2 > 0 toujours (dans les points réguliers), pour déterminer le signede la courbure il faut déterminer le signe du numérateur. Or φss = 0 ce quiimplique P = 0 et
 K =−Q2
 EG− F 2
 qui est négative ou nulle (elle est nulle si les vecteurs (β′, β, α′) ne sont pasune base de R3).
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 2.6 Distance géodésique
 2.6.1 Dérivée covariante et transport parallèle
 Soit S une surface régulière et φ : U → S une carte au voisinage de p ∈ S.Soit X un champ de vecteurs tangent à S,
 X = aφu + bφv,
 où a, b dépendent de p et sont des fonctions lisses en φ(U). Rappelons qu’unvecteur tangent x ∈ TpS peut être défini par l’intermediare d’une courbelisse γ :]− ε, ε[→ S telle que γ(0) = p et γ′(0) = x.
 Définition 2.6.1. La dérivée covariante du champ de vecteurs X par rapportà x est
 Dx(X)(p) = πp
 (d
 dtX γ
 )t=0
 ,
 où πp est la projection orthogonale sur le plan TpS.
 Si φ(u(t), v(t)) = γ(t) et X γ(t) = (a(t), b(t)) ∈ S, l’expression de ladérivée covariante de X par rapport à x dans la carte est donnée par
 Lemme 2.6.2.
 Dx(X)(p) = (a′ + Γ111au
 ′ + Γ112av
 ′ + Γ112bu
 ′ + Γ122bv
 ′)φu
 +(b′ + Γ211au
 ′ + Γ212av
 ′ + Γ212bu
 ′ + Γ222bv
 ′)φv.
 Démonstration. Il suffit écire X(γ(t)) = a(t)φu(u(t), v(t)) + b(t)φv(u(t) +v(t)) dériver par rapport à t et utiliser les équations (2.1).
 L’expression dans le lemme implique que la dérivée covariante est indé-pendante du choix de la curve γ et dépend seulement du vecteur x = (u′, v′).En plus, comme tous les éléments de l’expression dépendent seulement de lapremière forme fondamentale, on conclut que cette dérivée est donc intrin-sèque à la surface.
 Définition 2.6.3. Soit S une surface régulière et γ : I → S une courbe lisserégulière. On dit qu’un champ de vecteurs tangent X défini le long de γ estparallèle si
 Dγ′(t)X(γ(t)) = 0
 pour tout t ∈ I.
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 SiX est une champ de vecteurs parallèle le long d’une courbe γ, la dérivéeddtX(γ(t)) est orthogonale au plan tangent Tγ(t)S. On en déduit que
 t 7→ ‖X(γ(t))‖2
 est une fonction constante.
 Proposition 2.6.4. Soient X et Y deux champs de vecteurs parallèles lelong d’une courbe γ : I → S. Alors 〈X(t), Y (t)〉 est constant, en particulierl’angle entre les deux vecteurs est constant.
 Démonstration. Par définition, on a que 〈X(t), Y ′(t)〉 = 0 = 〈X ′(t), Y (t)〉.Alors
 〈X(t), Y (t)〉′ = 〈X(t), Y ′(t)〉+ 〈X ′(t), Y (t)〉 = 0.
 Soit x0 ∈ Tγ(0)S un vecteur tangent. Il existe un unique champs devecteurs X parallèle le long de γ tel que X(γ(0)) = x0. Cela résulte duthéorème de Cauchy-Lipschitz sur l’existence et l’unicité des solutions deséquations différentielles, car X(t) = X(γ(t)) = a(t)φu + b(t)φv doit vérifierles conditions
 a′ + (Γ111u′ + Γ1
 12v′)a+ (Γ1
 12u′ + Γ1
 22v′)b = 0
 b′ + (Γ211u′ + Γ2
 12v′)a+ (Γ2
 12u′ + Γ2
 22v′)b = 0.
 Définition 2.6.5. On appelle transport parallèle de x0 le long de γ le champde vecteurs X.
 2.6.2 Géodésiques
 Définition 2.6.6. Une courbe lisse régulière γ : I → S est une géodésiquesi le champ de vecteurs γ′(t) est parallèle le long de γ.
 Autrement dit une courbe est une géodésique si et seulement si son accéle-ration est orthogonale à la surface en tout point, c’est-à-dire πγ(t)(γ
 ′′(t)) = 0pour tout t. Comme noté précédement, ceci implique que ‖γ′(t)‖ est constante.Si nous prénons ‖γ′(t)‖ = 1, alors la courbe est paramétrée par longueurd’arc et γ′′(t) = κn(t) (avec n(t) la normale principale à la courbe) doit êtreparallèle à la normal de la surface N . Dit d’une autre façon, une courbe estune géodésique si la normale principale est parallèle à la normale à la surfaceen tout point.
 En particulier, toute ligne droite contenue dans une surface est une géo-désique (car pour une paramétrisation par longueur d’arc γ′′(t) = 0).
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 Exemple 2.6.7. Les segments de droites sont des géodésiques du plan. Eneffet dans ce cas la projection πp est la projection orthogonale au plan, l’équa-tion se réduit donc à γ′′(t) = 0 ce qui implique que γ(t) est une fonction affinede t.
 Les géodésiques de la sphère sont les grands cercles. Il s’ensuit du fait quela normal principale à un grand cercle dans un point p est dans la directiondu vecteur p (qui rélie l’origine à p) et que ceci coïncide avec la normale àla sphère (car on est dans un grand cercle).
 Exemple 2.6.8. Pour le cylindre (x, y, z) |x2 + y2 = 1, c’est simple devoir que les cercles avec z constante sont des géodésiques. De même pour leslignes verticales avec x et y constantes sont aussi des géodésiques.
 Il y a d’autres. Prénons la carte φ(u, v) = (cosu, sinu, v) pour v ∈ R etu ∈]0, 2π[. Soit p = φ(0, 0). Le plan et ce cylindre sont localement isomé-triques, donc une géodésique qui passe par p doit correspondre à une géodé-sique qui passe par (0, 0) dans le domaine de la carte et celle-ci doit être unedroite. Notons la (u(t), v(t)). Les cas déjà considérés sont u ou v constantes.Nous avons aussi les cas
 u(t) = at, v(t) = bt, a2 + b2 = 1.
 Donc une courbe sur le cylindre est une géodésique si localement elle est dela forme (cos at, sin at, bt) et donc c’est une hélice.
 Proposition 2.6.9. Soit γ : I → S une géodésique, alors ‖γ′(t)‖ est constante.
 L’existence et unicité en temps court des géodésiques est garantie par lethéorème de Cauchy-Lipschitz.
 Théorème 2.6.10. Soit p ∈ S et x ∈ TpS\0. Il existe ε > 0 et une uniquegéodésique γ :]− ε, ε[→ S telle que γ(0) = p et γ′(0) = x.
 Quand les géodésiques existen pour tout temps, on dit que la variétée estcomplète. C’est le cas par example de la sphère. Ceci est liée au théorème deHopf-Rinow.
 Démonstration. Soit (φ,U) une carte régulière de S et γ : I → S une courbequ’on note comme γ(t) = φ(u(t), v(t)) ∈ S. La courbe γ est une géodésiquesi et seulement si γ′′(t) est orthogonal à Tγ(t)S pour tout t. Nous avons queγ′(t) = u′(t)φu(u(t), v(t)) + v′(t)φv(u(t), v(t) et
 γ′′(t) = u′′(t)φu + +(u′(t))2φuu + 2u′(t)v′(t)φvu + v′′(t)φv + (v′(t))2φv.
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 En utilissant les expression des vecteurs φuu, φvu, φvv en symboles de Chris-toffel on décompose γ′′ dans la base φu, φv, N. Le vecteur est orthogonalà Tγ(t)S si et seulement si les coefficients de φu et φv sont zéro, c’est-à-diresii
 u′′ + (u′)2Γ111 + 2u′v′Γ1
 12 + (v′)2Γ122 = 0 (2.4)
 v′′ + (u′)2Γ211 + 2u′v′Γ2
 12 + (v′)2Γ222 = 0 (2.5)
 L’équation des géodésiques est (localement) une équation différentielle nonlinéaire d’ordre deux. Si on note Z = (u′, v′) elle peut s’écrire sout la formeZ ′ = F (Z) pour une fonction F lisse. Il résulte du théorème de Cauchy-Lipschitz qu’elle admet des solutions en temps court pour tout donnée ini-tiales (p, x) ∈ S × TpS.
 Exercice. On va utiliser les équations précedentes pour étudier quelques unesdes géodésiques d’une surface de révolution, paramétrée par
 φ :]0, 2π[×I → R3
 (θ, s) 7→ (f(s) cos θ, f(s) sin θ, h(s)).
 1. Montrer que les symboles de Christoffel sont Γ111 = Γ2
 12 = Γ122 = 0,
 Γ211 = − ff ′
 (f ′)2 + (h′)2
 Γ112 =
 ff ′
 f2
 Γ222 =
 f ′f ′′ + h′h′′
 (f ′)2 + (h′)2.
 2. Écrire les équations (2.4) et (2.5) avec ces valeurs.3. Montrer que les méridians avec θ constante paramétrés par longueur
 d’arc sont des géodésiques.4. Nous allons déterminer quels parallèles (avec s constante et θ = θ(t)
 non constante) sont des géodésiques.(a) Montrer que les équations (2.4) et (2.5) impliquent θ′(t) est constante
 etff ′
 (f ′)2 + (h′)2(θ′)2 = 0.
 (b) En déduire que f ′ = 0. Conclure : un parallèle est une géodésiquesi et seulement si la tangente à la courbe qui engendre la surface derévolution dans le point correspondant à la géodésique est parallèleà l’axe de rotation.
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 Fixons p. Pour 0 6= x ∈ TPS on note γ(t, x) l’unique géodésique quipasse par p, a comme direction x et le temps t est dans un certain intervale.Observons que pour λ 6= 0 on a γ(t, λx) = γ(λt, x). Donc pour un vecteurx petit nous pouvons dire que la géodésique est définie sur un intervalle delongueur au moins 2. En tout cas, que γ(1, x) est défini.
 Définition 2.6.11. Pour x ∈ TPS de longueur suffisament petite, on définit
 expp(x) = γ(1, x).
 Proposition 2.6.12. L’application exponentielle réalise un difféomorphismelocal d’un voisinage de 0 dans TpS sur un voisinage de p dans S.
 Démonstration. Le fait que expp soit lisse résulte du théorème de Cauchy-Lipschitz : la solution γ(t, v) dépend de façon lisse des données initiales.Pour montrer que c’est un difféomorphisme local, il suffit vérifier que sadifférentielle en p est l’identité. Comme
 expp(tx) = γ(1, tx) = γ(t, x) = γ(0, x) + tγ′(0, x) + o(t) = p+ tv + o(t)
 on obtient que sa différentielle en p est l’identité.
 2.7 Théorème de Gauss - Bonnet
 Le théorème de Gauss - Bonnet relie, dans le cas des surfaces fermées(compactes et sans bord), la topologie de la surface (en termes de sa carac-téristique d’Euler) avec l’intégrale de la courbure sur la surface.
 2.7.1 Caractéristique d’Euler
 Définition 2.7.1. Un polyèdre convexe de R3 est un ensemble convexe com-pact de R3 dont le bord est constitué d’un nombre fini de polygones (Pi)1≤i≤Ftels que pour tout i 6= j l’intersection Pi ∩ Pj est soit vide soit une arête encommun.
 On note S le nombre de sommets du polyèdre, A le nombre d’arêtes etF le nombre des faces.
 Proposition 2.7.2. Pour tout polyèdre convexe de R3 on a S −A+F = 2.
 Exercice. Un polyèdre convexe est régulier si :- toutes ses faces sont des polygones réguliers convexes superposables ;- le même nombre de faces se rencontrent en chacun des sommets.
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 Soit p le nombre de sommets en chanque face et q le nombre de faces serencontrant en chaque sommet. Alors pF = 2A = qS.
 Utiliser cette formule et la proposition 2.7.2 pour montrer qu’il y a exac-tement cinq polyèdres convexes.
 Définition 2.7.3. Soit S une surface. On appelle décomposition cellulaire C(lisse) de S la donnée d’un ensemble fini d’arcs lisses γi tracés sur S appelésarêtes tel que
 - deux arêtes sont disjointes ou partagent une extremité ;- l’adhérence de toute composante connexe de S \ ∪γi est difféomorpheà un polygône ;
 - si S a un bord, alors une face a au plus une arête dans le bord de S.Une triangulation est une décomposition cellulaire où tous les polugônes
 sont des triangles.La caractéristique d’Euler de C est
 χ(C) = S −A+ F.
 On admettra le résultat important suivant :
 Théorème 2.7.4. Soit S une surface compacte. Elle admet des décomposi-tions cellulaires. Celles-ci on toutes la même caractéristique d’Euler, notéeχ(S) et appelée caractéristique d’Euler de S.
 La caractéristique d’Euler est un invariant topologique.
 Exercice. Pour S1 et S2 deux surfaces connexes sans bord, on a que
 χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2)− 2.
 2.7.2 Courbure géodésique
 Soit α : I → S une courbe orientée sur une surface orientée S, qui estdéfinie au voisinage d’un point p ∈ S et paramétrée par longueur d’arc.Si α(0) = p, le vecteur Dα′(0)
 dt = πp(α′′(0)) est orthogonal à α′(0) et donc
 parallèle à N ∧ α′(0).
 Définition 2.7.5. La courbure géodésique de kg de α en p est le nombre réeltel que
 Dα′(0)
 dt= πp(α
 ′′(0)) = kg(N ∧ α′(0)).
 On note [Dα′(0)
 dt
 ]= kg.
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 On remarque que kg = 〈α′′(0), N ∧ α′(0)〉 et que cette quantité est nullequand α est une géodésique.
 Soit X un champ de vecteurs unitaire défini le long d’une courbe α. Onnote X(t) = X(α(t)) et
 [DXdt
 ]le nombre λ tel que
 Dα′(0)
 dt= λ(N ∧ α′(0)).
 Soient X et Y deux champs de vecteurs unitaires différentiables définisle long d’une courbe α. Soit φ(t) l’angle de X(t) à Y (t) orienté. PrenonsX(t) = Nα(t) ∧X(t) de sorte que X, X est une base directe orthonorméede Tα(t)S pour tout t. Alors il existe des fonctions a, b : I → R telles que
 Y (t) = a(t)X(t) + b(t)Y (t),
 avec a+b2 = 1 pour tout t ∈ I.
 Lemme 2.7.6. Soit φ0 tel que a(0) = cosφ0 et b(0) = sinφ0. Alors l’angleφ(t) est donné par
 φ(t) = φ0 +
 ∫ t
 0(ab′ − a′b)ds.
 De plus, a(t) = cosφ(t) et b(t) = sinφ(t) pour tout t ∈ I.
 Démonstration. Si φ(t) satisfait que a(t) = cosφ(t) et b(t) = sinφ(t) alors ils’agit bien de l’angle entre X et Y , car X, X est une base directe ortho-normée de Tα(t)S. Il suffit donc montrer que
 0 = (a− cosφ)2 + (b− sinφ)2 = 2− 2(a cosφ+ b sinφ).
 Ceci est equivalent à montrer que A = a cosφ = b sinφ = 1 pour tout t ∈ I.Comme aa′ = −bb′ on a que
 aφ′ = a2b′ − aa′b = (a2 + b2)b′ = b′
 bφ′ = abb′ − b2a′ = −(a2 + b2)a′ = −a′.
 Il s’ensuit
 A′ = −a(sinφ)φ′ + b(cosφ)φ′ + a′ cosφ+ b′ sinφ
 = −b′ sinφ− a′ cosφ+ a′ cosφ+ b′ sinφ
 = 0,
 et A(0) = 1. Nous avons donc A(t) = 1 pour tout t ∈ I.
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 Lemme 2.7.7. [DY
 dt
 ]−[DX
 dt
 ]= φ′.
 Démonstration. Soient X = N ∧ X et Y = N ∧ Y . Nous avons alors queY = cosφX + sinφX et donc
 Y = cosφ(N ∧X) + sinφ(N ∧ X) = cosφX − sinφX.
 Rappelons que[DYdt
 ]= 〈Y ′, Y 〉. Nous calculons donc
 Y ′ = −(sinφ)φ′X + cosφX ′ + (cosφ)φ′X + sinφX ′,
 et alors en utilisant que X, X est une base orthonormée on a
 〈Y ′, Y 〉 = (sin2 φ)φ′ + cos2 φ〈X ′, X〉+ (cos2 φ)φ′ − sin2 φ〈X ′, X〉= φ′ + cos2 φ〈X ′, X〉 − sin2 φ′〈X ′, X〉.
 Comme 〈X, X〉 = 0, nous avons que 〈X ′, X〉 = −〈X, X ′〉 et donc 〈Y ′, Y 〉 =φ′ + 〈X ′, X〉.
 Observons que comme α est paramétrée par longueur d’arc, si X estparallèle le long de α alors en prennant Y (t) = α′(t) on conclut que
 kg(t) =
 [Dα′(t)
 dt
 ]= φ′,
 où φ est l’angle entre une direction parallèle et α′(t).
 Proposition 2.7.8. Soit Ψ : U → S une carte orthogonale (F = 0) d’unesurface orientée S. Soit Y (t) une champ de vecteurs unitaires le long d’unecourbe α(t) = Ψ(u(t), v(t)). On a que[
 DY
 dt
 ]=
 1
 2√EG
 (Guv′ − Evu′) + φ′,
 où φ(t) est l’angle entre le vecteur Ψu et Y .
 Démonstration. Soient e1 = Ψu√E
 et e2 = Ψv√E
 une base orthonormée del’espace tangent, donc N = e1 ∧ e2. Par le lemme précédent nous avons[DYdt
 ]=[De1dt
 ]+ φ′. Mais[
 De1
 dt
 ]= 〈de1
 dt,N ∧ e1〉
 = 〈de1
 dt, e2〉
 = 〈(e1)u, e2〉u′ + 〈(e1)v, e2〉v′.
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 Comme F = 0, on a des équations (2.2) que 〈Ψuu,Ψv〉 = Γ211 = −1
 2Ev etdonc
 (e1)u =
 (Ψu√E
 )u
 =ΨuuE − 1
 2ΨuEu
 E3/2,
 et donc 〈(e1)u, e2〉 = − Ev2√EG
 . De même, 〈(e1)v, e2〉 = Gu2√EG
 . Alors[DY
 dt
 ]=
 1
 2√EG
 (Guv′ − Evu′) + φ′.
 4 avril 2019
 2.7.3 Théorème de Gauss-Bonnet local
 Une courbe α : [0, `] → S est une courbe fermée simple et différentiablepar morceaux si
 - α(0) = α(`) ;- si α(s) = α(t) pour t < s, alors t = 0 et s = ` ;- il existent 0 = t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 = ` tel que α est différen-tiable sur [ti, ti+1] pour i = 0, 1, . . . , k.
 On dit que les points α(ti) sont les sommets de α. En ti nous pouvons définirdeux vecteurs dans Tα(ti)S
 ai = limt→t+i
 α′(t) et bi = limt→t−i
 α′(t).
 Si S est munie d’une orientation, on prend 0 < |θi| < π le plus petit angle deai à bi et on lui donne le signe qui correspond à l’orientation de S (c’est-à-direle signe du déterminant de la matrice (ai, bi, N)). On appelle θi ∈] − π, π[l’angle externe en α(ti).
 Il y a un cas où cet angle n’est pas bien défini, c’est quand |θi| = π etle sommet est un cusp. Il faut lui donner un signe. Dans ce cas on prend lesvecteurs α′(ti− ε) et α′(ti+ ε) et on prend le signe de l’angle plus petit entreces deux vecteurs. Pour ε petit, le signe reste contstant.
 Soit Psi : U → S une carte de la surface compatible avec l’orientationde S et telle que U est homéomorphe à un disque ouvert de R2. On suppose,pour cette version locale du théorèm de Gauss-Bonnet, que α ⊂ Ψ(U). Soient
 φi : [ti, ti+1]→ R
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 les fonctions différentiables qui mesurent l’angle positif de Ψu à α′(t). Ob-servons que dans les extremités de l’intervalle cette fonction est bien définieet que φ(ti+1) 6= φi+1(ti+1).
 Nous utiliserons le résultat suivant, que nous admettons sans preuve
 Théorème 2.7.9. Avec les notations introduites,
 k∑i=0
 (φi(ti+1)− φi(ti)) +
 k∑i=0
 θi = ±2π.
 C’est-à-dire la variation totale de l’angle par rapport à la direction Ψu lelong de la courbe fermée simple α est égale à ±2π. Si on change la directionde α, le signe de la somme dans le théorème change.
 On dit que une region R ⊂ S est simple si elle est homéomorphe àun disque, dit d’une autre façon si elle est contractible. Nous demanderonsaussi que le bord ∂R = α soit une courbe fermée simple différentiable parmorceaux et orientée positive. Ceci veut dire que si on marche le long de α,avec la tête qui pointe dans la direction de N , alors R est sur la gauche. Ditd’une autre façon, le vecteur N ∧ α′(t) doit pointer vers R.
 Si on suppose R ⊂ Ψ(U) et f : S → R est une fonction différentiable,alors ∫ ∫
 Ψ−1(R)f(u, v)√EG− F 2dudv,
 ne dépend pas de la carte (la preuve est la même que pour la définition del’aire, Section 2.3.3). Nous écrivons alors∫
 Rfdσ =
 ∫ ∫Ψ−1(R)f(u, v)
 √EG− F 2dudv.
 Théorème 2.7.10 (Gauss-Bonnet local). Soit Ψ : U → S une carte ortho-gonale (F = 0) d’une surface orientée S, telle que U est homéomorphe àun disque et Ψ est compatible avec l’orientation. Soit R ⊂ Ψ(U) une regionsimple et α = ∂R. Si α est orientée positive et paramétrée par longueur d’arc,on a
 k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 kg(s)ds+
 ∫RKdσ +
 k∑i=0
 θi = 2π,
 où kg est la courbure géodésique de α et K est la courbure de Gauss de S.
 On remarque, que pour toute plongement de la sphère dans R3 (aussitordu qu’on puisse imaginer), le théorème implique que si α est une géo-désique fermée simple qui borde une region R (qui est automatiquementsimple) on a que
 ∫RKdσ = 2π.
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 Démonstration. On note α(t) = Ψ(u(t), v(t)). Par la proposition 2.7.8 on aque
 kg(t) =
 [Dα′(t)
 dt
 ]=
 1
 2√EG
 (Guv′ − EV u′) + φ′i.
 On intégre sur chaque intervalle [ti, ti+1].
 k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 kg(s)ds =k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 (Guv′ − EV u′)
 2√EG
 ds+k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 φ′i(s)ds.
 Nous allons utiliser le théorème de Green qui nous dit que pour des fonctionsdifférentiables P,Q on a
 k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 (Pu′ −Qv′)ds =
 ∫ ∫Ψ−1(R)
 (Qu − Pv)dudv.
 On a donc,
 k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 kg(s)ds =
 ∫ ∫Ψ−1(R)
 [(Ev
 2√EG
 )v
 +
 (Gu
 2√EG
 )u
 ]dudv
 +k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 φ′i(s)ds.
 D’après la formule de Gauss (2.3) avec F = 0, on a que[(Ev
 2√EG
 )v
 +
 (Gu
 2√EG
 )u
 ]= −K
 √EG,
 et alorsk∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 kg(s)ds =
 ∫ ∫Ψ−1(R)
 [(Ev
 2√EG
 )v
 +
 (Gu
 2√EG
 )u
 ]dudv
 +
 k∑i=0
 ∫ ti+1
 ti
 φ′i(s)ds
 = −∫ ∫
 Ψ−1(R)K√EGdudv +
 k∑i=0
 (φi(ti+1)− φi(ti))
 = −∫RKdσ + 2π −
 k∑i=0
 θi,
 ce qui permet de conclure.
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 2.7.4 Théorème de Gauss-Bonnet global
 Nous admettons le résultat suivant. Soit S une surface orientée et (Ψi, Uii∈Iun atlas compatible avec l’orientation. Soit R ⊂ S une region compacte ré-gulaire de S, munie d’une triangulation finie telle que chaque triangle Tj estcontenu dans l’image d’une carte (Ψi, Ui), pour tout j (1 ≤ j ≤ n). Chaquetriangle est donc orienté et deux triangles qui partagent une arête induisentdes orientations opposées sur l’arête en commun. Considérons une fonctionf : S → R différentiable.
 Proposition 2.7.11.
 n∑j=1
 ∫ ∫Ψ−1i (Tj)
 f(ui, vi)√EiGi − F 2
 i duidvi,
 ne dépend pas de la triangulation, ni de l’atlas.
 On défini donc∫Rfdσ =
 n∑j=1
 ∫ ∫Ψ−1i (Tj)
 f(ui, vi)√EiGi − F 2
 i duidvi.
 Théorème 2.7.12 (Gauss-Bonnet). R ⊂ S une region régulaire compacteet nottons α1, α2, . . . , αn les composantes de bord. Alros chaque αi est unecourbe fermée simple et différentiable par morceaux, orientée positive. Soientθ1, θ2, . . . , θk tous les angles externes des courbes dans ∂R. Alors
 n∑i=1
 ∫αi
 kgds+
 ∫RKdσ +
 k∑`=1
 θ` = 2πχ(R).
 5 avril 2019
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 2.8 Exercices
 Exercice* 2.1. Soit S ⊂ R3 une surface régulière et F : R3 → R2 unefonction lisse. Montrer que la restriction f de F à S est lisse et que pourtout p ∈ S on a
 Dfp = D(F |S)p = (DFp)|Tp(S).
 Exercice 2.2. Vérifier qu’une carte est conforme si dans son image on aE = G et F = 0.
 Exercice 2.3. Vérifier que les cartes du plan 2.3.2 et du cylindre 2.3.3 sontconformes, et que celle de l’hélicoïde 2.3.4 ne l’est pas.
 Exercice 2.4. On pose U = (a, b) ∈ R2 | 0 < a < π, 0 < b < 2π et
 φ(a, b) = (sin a cos b, sin a sin b, cos a) ∈ R3.
 1. Montrer que (φ,U) est une carte regulière d’une partie de la sphèreunité S2. Decrire de quelle partie il s’agit.
 2. Donner une deuxième carte (ψ, V ) de sorte que la réunion de φ(U)et ψ(V ) soit toute la sphère.
 3. Calculer l’aire de la sphère unité.
 Exercice 2.5. Si on enlève un point à une sphère on obtient un plan. Pourvisualer ceci, considérons la projection stéréographique définie comme suit :la droite passant par un point (x, y, z) ∈ S2 de la sphère unité et par le pôlenord N = (0, 0, 1) coupe le plan Oxy en un unique point (u, v, 0).
 Montrer que le système de coordonnées (u, v) permet de paramétrer lasphère par
 φ(u, v) =1
 u2 + v2 + 1(2u, 2v, u2 + v2 − 1).
 Montrer que cette paramétrisation est conforme.
 Exercice* 2.6. On considère le cône droit
 C = (x, y, z) ∈ R3 | z2 = x2 + y2.
 Montrer que c’est une surface regulière sauf en (0, 0, 0).
 Exercice 2.7. Montrer que la quadrique définie par S = (x, y, z) ∈ R3 |xy+yz = 1 est un cylindre et donner ses principales caractéristiques.
 Exercice* 2.8. (Parapluie de Whitney.) On considère la surface paramétréepar φ(u, v) = (uv, v, u2) pour (u, v) ∈ R2.
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 1. Montrer que la demi-droite x = y = 0 et z > 0 est une ligne de pointsdoubles et que l’origine est un point singulier.
 2. Montrer que pour v 6= 0 le vecteur
 N(u, v) =
 (−2u
 v,2u2
 v, 1
 )est normal (pas unitaire) à la surface et qu’il n’admet pas de limitequand (u, v) tend vers (0, 0). Ceci implique que les plans tangentsn’ont pas de limite au point singulier.
 Exercice 2.9. On considère une fonction C∞, f : R → R et la surfaceregulière
 S = (x, y, z) ∈ R∗ × R2 | z = xf(y/z).Montrer que tous les plans tangents à S contiennent l’origine de R3.
 Exercice 2.10. Soit N : S → S2 l’application de Gauss d’une surface regu-lière S. Décrire l’image dans les cas suivants :
 1. S = (x, y, z) ∈ R3 | (x/a)2 + y2 + z2 = 1, a > 0 ;2. S = (x, y, z) ∈ R3 | z = 0 ;3. S = (x, y, z) ∈ R3 | z = x2 + y2 ;4. S = (x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 − z2 = 1.
 Exercice* 2.11. Montrer que le ruban de Möbius n’est pas orientable. Mon-trer que si une surface contient un ouvert difféomorphe à un ruban de Möbius,alors elle n’est pas orientable.
 Exercice 2.12. Soit α : I → S une courbe paramétrée sur S. Montrerque α(I) est une ligne de courbure si et seulement si N ′(t) = λ(t)α′(t), oùN(t) = N(α(t)) est le vecteur normal à S. Dans ce cas, −λ(t) est une descourbures principales.
 Exercice* 2.13. Soient a, b, c > 0. On considère l’ellipsoide
 E =
 (x, y, z) ∈ R3
 ∣∣∣ x2
 a2+y2
 b2+z2
 c2= 1
 .
 Pour p ∈ E on note d la distance de 0 au plan tangent TpE (le plan tangentqui contient p). Montrer que la courbure de Gauss de E au point p est donnéepar
 K =d4
 a2b2c2.
 Montrer qu’un ellipsoide a quatre points ombilics.
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 Exercice 2.14. On dit que deux surfaces S1, S2 ⊂ R3 ont un point de contactd’ordre k en p ∈ S1∩S2, lorsqu’il existe un difféomorphisme local f envoyantS1 sur S2 qui admet le développement limité f(q) = f(p) + o(‖q − p‖k) auvoisinage de p.
 1. Montrer que S1 et S2 ont un point de contact d’ordre 1 en p si etseulement si elles ont le même plan tangent en p.
 2. Montrer que S1 et S2 ont un point de contact d’ordre 2 en p si etseulement si elles ont le même plan tangent et la même deuxièmeforme fondamentale en p.
 Exercice 2.15. On considère la pseudosphère définie par la paramétrisation
 φ(s, θ) = (f(s) cos θ, f(s) sin θ, h(s))
 où f(s) = es et h(s) =∫ s
 0
 √1− e2tdt. Essayer de la dessiner en R3 et
 montrer que K = −1.
 Exercice 2.16. Soit S une surface regulière et p ∈ S. On suppose que toutesles courbes tracées sur S et passant par p ont une courbure au moins égal àc > 0. Montrer que la courbure de Gauss de S en p est au moins égale à c2.
 Exercice* 2.17. Montrer que l’ellipsoide
 E =
 (x, y, z) ∈ R3
 ∣∣∣ x2
 4+y2
 9+z2
 25= 1
 ,
 et la sphère unité sont difféomorphes mais pas isométriques.
 Définition 2.8.1. On dit qu’une surface est minimale si sa courbure moyenneest partout nulle.
 Exercice 2.18. Soit a > 0. Montrer que la caténoïde définie par les points(a cosh s cos t, a cosh s sin t, as) ∈ R3 avec (s, t) ∈ R2 est une surface mini-male.
 Exercice 2.19. On souhaite montrer que la surface d’Enneper
 φ : R2 → R3
 (u, v) 7→(u− u3
 3+ uv2, v − v3
 3+ vu2, u2 − v2
 )est une surface minimale.
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 1. Montrer que les coefficients de la première forme fondamentale sont
 E = G = (1 + u2 + v2)2 et F = 0.
 2. Montrer que les coefficients de la seconde forme fondamentale sontP = 2, Q = −2 et R = 0.
 3. Montrer que les courbures principales sont
 k1 =2
 (1 + u2 + v2)2, k2 = − 2
 (1 + u2 + v2)2,
 et conclure.
 Exercice 2.20. Soient S1, S2 ⊂ R3 deux surfaces regulières et f : S1 → S2
 une application différentiable qui est un difféomorphisme local en tout point.Montrer que S2 est orientable si et seulement si S1 est orientable.
 Exercice* 2.21. Soit S une surface régulière et p ∈ S un point qui n’est pasombilic. Montrer qu’il existe une carte au voisinage de p telle que F = Q = 0.
 Exercice 2.22. On considère le tore de révolution donné par
 φ(u, v) = ((R+ r cosu) cos v, (R+ r cosu) sin v, r sinu),
 avec R > r et u, v ∈]0, 2π[. On considère la courbe paramétrée tracée sur letore
 γ(t) = φ(at, bt),
 avec t ∈ R et a, b ∈ R deux constantes. Montrer que :1. Γ = γ(R) est fermée si b/a est rationnel,2. Γ = γ(R) est dense dans le tore si b/a est irrationnel.
 Exercice 2.23. Soit φ : I → R3 une courbe Γ. On note κ(s) et τ(s) lacourbure et la torsion au point φ(s) pour s ∈ I. On suppose que κ(s) 6= 0 etτ(s) 6= 0. Soit R(s) = 1/κ(s) et δ(s) = 1/τ(s).
 1. Montrer que si Γ est contenue dans une sphère alors
 R2 + (R′)2δ2
 est constante. On pourra supposer que la sphère est centrée à l’origine.2. On suppose réciproquement que R2 + (R′)2δ2 est constante. Montrer
 queφ(s) +R(s)N(s)−R′(s)δ(s)B(s)
 est constant et en déduire que Γ est contenue dans une sphère.
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 Exercice* 2.24. Soit S une surface et γ une courbe tracée sur S. Soient Xet Y deux champs de vecteurs tangents à S, parallèles le long de γ. Montrerque
 t 7→ 〈X γ(t), Y γ(t)〉,
 est une fonction constante. En déduire que le transport parallèle préserve leslongueurs et les angles.
 Exercice 2.25. Soit N le vecteur normal à une surface régulière S ⊂ R3.Soit γ : I → S une courbe paramétrée à vitesse constante. Montrer que γ estune géodésique si et seulement si
 det(N, γ′, γ′′) = 0.
 Exercice* 2.26. La distance entre deux points d’une surface régulière S ⊂R3 est définie par
 dS(p, q) = inf`(γ) | γ une courbe sur S telle que γ(0) = p, γ(1) = q.
 Vérifier que dS est une distance.
 Exercice* 2.27. Soit T un triangle sur la sphère unité S2 ⊂ R3 d’anglesα, β, γ. Montrer que son aire est égale à α+ β + γ − π.
 Exercice* 2.28. Calculer la caractéristique d’Euler d’une somme connexede n-tores.
 Exercice 2.29. Admettons que topologiquement les surfaces compactes sansbord orientables sont la sphère, le tore, la somme connexe de 2 tores, lasomme connexe de 3 tores, etc. Montrer qu’une surface orientée compactesans bord de courbure positive est homéomorphe à la sphère.
 Conclure qu’un ellipsoide est homéomorphe à la sphère.
 Exercice 2.30. Soit S une surface de courbure négative ou nulle. Soient γ1,γ2 deux géodésiques distinctes qui partent d’un même point p. Montrer quesi elles s’intersectent à nouveau, elle ne bordent pas un disque.
 Exercice 2.31. Soit S une surface homéomorphe à un cylindre infini (S1×R), munie d’une métrique à courbure négative. Montrer qu’il y a au plus unegéodésique fermée sur S.
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Chapitre 3
 Variétés abstraites
 Dans ce chapitre nous introduissons les variétés abstraites, avec des atlascomme dans le cas de surfaces. Nous définisons aussi l’espace tangent à unevariété et montrons que celui-ci est une variété.
 Définition 3.0.1. Soit M un espace topologique séparé, métrisable et sépa-rable 1. On dit que M est une variété différentiable de dimension n s’il existeun recouvrement ouvert V = Vii∈A de M et des application φi : Bn → Vi,avec Bn la boule unité ouverte de Rn, telles que
 1. φi est une homéomorphisme, pour toute i ∈ A ;
 2. φij = φ−1j φi : φ−1
 i (Vi ∩ Vj)→ φ−1j (Vi ∩ Vj) est un difféomorphisme
 de classe C∞ (son inverse est φji).
 (Vi, φi)i∈A est un atlas de M , (Vi, φi) est une carte qui donne un sys-tème de coordonnées locales et les applications φij sont les changements decartes.
 Remarque 3.0.2. Un espace topoligique est σ-compact si il est l’union dé-nombrable de sous-ensembles compacts. Si X est un espace topologique sé-paré, X est métrisable et séparable si et seulement si X est σ-compact.
 Si (Vi, φi)i∈A est un atlas de M et si U ⊂ M est un ouvert ho-méomorphe à la boule unité ouverte de Rn via un homémorphirme ψ :Bn → U et si ψ−1 φi est un difféomorphisme C∞ pour tout i ∈ A, alors(U,ψ) ∪ (Vi, φi)i∈A est un atlas de M . Un atlas est maximal si on ajoutetous ces (U,ψ).
 1. Un espace topologique est séparé si tout pair de points admettent des voisinagesdisjoints, il est séparable s’il existe un sous-ensemble dense et au plus dénombrable.
 81
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 Définition 3.0.3. Une structure différentielle surM est la donnée d’un atlasmaximal.
 Comme exemples nous avons Rn, les surfaces que nous avons étudie dansle chapitre précédent, les produits des variétés, Sn.
 Proposition 3.0.4. Deux atlas (Vi, φi)i∈A et Ui, ψii∈I définissent lamême structure si et seulement si φ−1
 i ψj : ψ−1j (Vi ∩ Uj) → φ−1
 i (Vi ∩ Uj)est de classe C∞ pour tout i, j.
 Démonstration. S’ils définissent la même structure il y a un atlas maximalqui contient les deux, et donc on conclut. Si les applications φ−1
 i ψj sontlisses, nous pouvons ajouter tous les (Uj , ψj) au premier atlas pour obtenirun atlas maximal.
 3.0.1 Applications différentiables
 Définition 3.0.5. Soient M et N deux variétés avec des atlas maximauxV = (Vi, φi)i∈A et U = Ui, ψii∈I respectivement. Une application f :M → N est de classe Ck si pour tout paire de cartes (Vi, φi) et (Uj , ψj) ona ψ−1
 j f φi : Bn → Bn est de classe Ck.
 Un atlas maximal est, généralement, un ensemble très grand d’ouverts.Nous pouvons donc réduire cette définition aux voisinages des points.
 Proposition 3.0.6. Une application f : M → N est Ck si pour tout x ∈Mil existe (V, φ) ∈ V voisinage de x et (U,ψ) ∈ U voisinage de f(x) tels queψ−1 f φ est Ck. Autrement dit, si ψ−1 f φ est de classe Ck pour unecarte autour de x et f(x).
 Proposition 3.0.7. La composition de deux applications Ck entre variétésdifférentiables est de classe Ck.
 3.0.2 Exemples de variétés
 Il est clair que les sous-variétés de Rn et les produits des variétés sontdes variétés. Une autre source d’exemples sont les quotients.
 Théorème 3.0.8. Soit M une variété et G un groupe qui agit sur M avecles propriétés suivantes :
 1. l’action est lisse : pour tout g ∈ G l’application x 7→ g(x) est undifféomorphisme de M ;
 2. l’action est libre : pour tout g ∈ G différent de l’identité, Fix(g) = ∅ ;
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 3. l’action est proprement discontinue : pour tout K ⊂ M compact il yau plus un nombre fini de g ∈ G tels que K ∩ g(K) 6= ∅.
 Alors, M/G est une variété.
 Par M/G on note le quotient de M où l’on identifie deux points x, y si ilexiste g ∈ G tel que g(x) = y.
 Exemple 3.0.9. - R2/Z par l’action (1, 0) · (x, y) = (x + 1, y) donneun cylindre ;
 - K = R2/Z2 par l’action (1, 0) · (x, y) = (x + 1, y) et (0, 1) · (x, y) =(−x, y + 1) ;
 - RPn = Sn/x ∼ −x.
 3.1 Espace tangent
 Définition 3.1.1. Soit M une variété différentielle, x ∈ M et (U, φ) unecarte locale en x.
 TxM = γ :]− 1, 1[→M,C1 et γ(0) = 1/ ∼,
 où γ1 ∼ γs si (φ−1 γ1)′(0) = (φ−1 γ2)′(0).
 Proposition 3.1.2. TxM ne dépend pas de la carte choisie.
 Démonstration. Soit (V, ψ) une autre carte. Comme γ est continue, il existeε > 0 tel que γ(]− ε, ε[) ⊂ V ∩U et alors φ−1 γ(]− ε, ε[) et ψ−1 γ(]− ε, ε[)sont contenus dans la boule unité de Rn.
 Si γ1 ∼ γ2 avec φ, alors
 (ψ−1 γ1)′(0) = (ψ−1 φ φ−1 γ1)′(0)
 = d(ψ−1 φ)(φ−1γ1)′(0)
 = d(ψ−1 φ)(φ−1γ2)′(0)
 = (ψ−1 γ2)′(0).
 Proposition 3.1.3. Si f : M → N est une application de classe C1, f agitsur TxM par
 dxf : TxM → Tf(x)N
 γ 7→ f γ.
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 Démonstration. Il faut montrer que si γ1 ∼ γ2 en M , alors f γ1 ∼ f γ2
 en N . Soit φ une carte locale en x et ψ une carte locale en f(x). Alors,
 (ψ−1 f γ1)′(0) = (ψ−1 f φ φ−1 γ1)′(0)
 = d(ψ−1 f φ)(φ−1 γ1)′(0)
 = d(ψ−1 f φ)(φ−1 γ2)′(0)
 = (ψ−1 f γ2)′(0).
 Théorème 3.1.4. TxM est un espace vectoriel et dxf : TxM → TxN estlinéaire.
 Démonstration. On commence par la multiplication par scalaires. Pour λ ∈R, la transformation qu’on cherche sur les courbes est de les parcourir plusou moins vite près de zéro. On fixe ρλ :] − 1, 1[→] − 1, 1[ qui est l’identitéprès du bord et telle que ρ′λ(0) = λ et on définit λ[γ] = [γ ρλ].
 Pour l’addition, prenons une carte (U, φ) centrée en x, l’application
 Tx(φ−1) : TxM → Rn
 γ 7→ (φ−1 γ)′(0),
 est bien définie et injective. Voyons qu’elle est aussi surjective. Si v ∈ Rn,définissons γ0(t) = φ(φ−1(x) + tv) pour t ∈] − ε, ε[. Pour la définir dansl’intervalle ]− 1, 1[ il suffit de prendre ρ :]− 1, 1[→]− ε, ε[ avec ρ′(0) = 1 etγ(t) = φ(φ−1(x) + ρ(t)v). Alors
 Tx(φ−1)([γ]) = (φ−1(x) + ρ(t)v)′(0) = f ′(0)v = v.
 La structure d’espace vectoriel est donc donné par l’application Tx(φ−1)qui identifie TxM avec Rn, donc avec un espace vectoriel. C’est-à-dire,
 λ1[γ1] + λ2[γ2] = (Tx(φ−1))−1(λ1Tx(φ−1)[γ1] + λ2Tx(φ−1)[λ2]).
 Nous avons donc qu’une application L : TxM → R est linéaire si etseulement si L Tx(φ−1)−1 : Rn → R est linéaire.
 Observons que la structure ainsi définie ne dépend pas de la carte choisie,car si
 Tx(φ−1) : TxM → Rn
 Tx(ψ−1) : TxM → Rn,
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 alors f = Tx(φ−1)Tx(ψ−1)−1 = d(φ−1 ψ) : Rn → Rn est un isomorphismecar φ−1 ψ est un difféomorphisme.
 Finalement, il faut voir que si f : M → N est une application C1 alorsdxf est linéaire. Prenons φ et ψ des cartes autour de x et f(x) respectivement.Par définition, dxf est linéaire si
 Tf(x)(ψ−1)−1 dxf Tx(φ−1) : Rn → Rn
 l’est. Mais,
 (Tf(x)(ψ−1) dxf Tx(φ−1)−1)(v) =
 d(ψ−1 f φ)
 dt(φ−1(x) + ρ(t)v)|t=0
 = d(ψ−1 f φ)φ−1(x)(v),
 qui est linéaire. Donc Tf(x)(ψ−1)−1 dxf Tx(φ−1) est linéaire.
 Proposition 3.1.5. Pour f : M → N et g : N → P de classe C1, la règlede la chaîne est valable, c’est-à-dire dx(g f) = df(x)g dxf.
 Démonstration. On a f : M → N et g : N → P , donc dx(g f) : TxM →Tg(f(x))P et
 [γ] 7→ [g f γ] = df(x)g[f γ] = df(x)g dxf [γ].
 Donc pour une variété différentielleM et x ∈M nous pouvons définir uneespace vectoriel isomorphe à Rn que nous appelons l’espace tangent TxM .Nous voulons maintenant reunir tous ces espaces.
 Définition 3.1.6. Le fibré tangent TM de M est
 TM = (x, v) |x ∈M, v ∈ TxM.
 Théorème 3.1.7. TM est une variété différentielle.
 Démonstration. Soit (Ui, φi) un atlas de M . Définissons,
 TUi = (x, [γ]) |x ∈ Ui, [γ] ∈ TxM = ∪x∈UiTxM,
 et
 T (φ−1i ) : TUi → Bn × Rn
 (x, [γ]) 7→ (φ−1i (x), Tx(φ−1
 i )[γ]) = (φ−1i (x), (φ−1
 i γ)′(0)).
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 Les ouverts TUi forment un recouvrement de TM , et
 T (φij) = T (φ−1j ) Tφi : T (φ−1
 i )(TUi ∩ TUj)→ T (φ−1j )(TUi ∩ TUj).
 Observons que
 T (φ−1i )(TUi∩TUj) = (x, [γ]) |x ∈ Ui∩Uj , [γ] ∈ TxM = φ−1
 i (Ui∩Uj)×Rn.
 Donc,
 T (φij) : φ−1i (Ui ∩ Uj)× Rn → φ−1
 j (Ui ∩ Uj)× Rn
 (x, v) 7→ (φij(x), d(φ−1j φi)(v)),
 est C∞ si φij l’est. Comme T (φij)−1 = T (φ−1
 ij ) = Tφji, on conclut que T (φij)est un diffeomorphisme pour tout i, j.
 Il reste donc voir que T (φ−1i ) est un homéomorphisme, mais pour ceci il
 faut définir une topologie sur TM . On dit que (x, [γ]) est proche de (x′, [γ]′)si on a une carte φ au voisinage de x et de x′, telle que (φ−1(x), (φ−1 γ)′(0))et (φ−1(x′), (φ−1 γ′)′(0)) sont proches dans Rn × Rn. Plus précisement,
 Lemme 3.1.8. Soit X un ensemble, (Ui)i∈I un recouvrement de X et onsuppose que
 - pour tout i il existe φi : Bn → Ui une bijection ;- φij = φ−1
 j φi est continue (et donc un homéomorphisme).Alors il existe une unique topologie sur X qui les φi des homéomorphismes.
 Démonstration. Soit T = V ⊂ X |φ−1i (Ui∩V ) est un ouvert Rn pour toute i ∈
 I. Supposons pour l’instant que T est une topologie, alors- Si W ⊂ Bn est un ouvert, alors φi(W ) est ouvert, car φij est unhoméomorphisme pour tout j. Alors φi est continue pour cette topo-logie.
 - Si U ⊂ Ui est ouvert, alors U = V ∩Ui pour un certain V ∈ T . Doncφ−1i (U) = φ−1
 i (V ∩ Ui) est un ouvert de Rn par définition. Alors φ−1i
 est ouverte.On conclut que φi est un homéomorphisme (bijective, continue et ouverte).
 Il reste donc à prouver que T est une topologie. Par la bijectivité descartes, on a que
 - Si V1, V2 ∈ T alors φ−1i (Ui ∩ V1 ∩ V2) = φ−1
 i (Ui ∩ V1) ∩ φ−1i (Ui ∩ V2)
 est ouvert, donc V1 ∩ V2 est ouvert. De même pour l’intersection finid’ouverts.
 - Si Vj ∈ T pour j ∈ N, alors φ−1i (Ui ∩ (∪jVj)) = φ−1
 i (∪jUi ∩ Vj) =∪jφ−1
 i (Ui ∩ Vj), est ouvert pour tout i. Donc ∪jVj ∈ T .
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 Pour conclure la preuve du théorème il faut voir que TM est séparé etσ-compact.
 Pour la séparation prenons (x, v) 6= (x′, v′) dans TM . Si x 6= x′, alorsil y a des voisinages disjoints Ux et Ux′ de x et x′ respectivement. DoncTUx et TUx′ sont des voisinages disjoints de (x, v) et (x′, v′) dans TM . Six = x′, soit (U, φ) une carte avec x ∈ U . Alors Tφ−1(x, v) = (φ−1(x), w) etTφ−1(x, v′) = (φ−1(x), w′) avec w 6= w′ dans Rn. On a donc des ouverts V, V ′
 de Rn tels que w ∈ V , w′ ∈ V ′ et V ∩ V ′ = ∅. On conclut que Tφ(Bn × V )et Tφ(Bn × V ′) sont les voisinages que séparent (x, v) de (x′, v′).
 Finalement, M = ∪Kn et Rn = ∪K ′n avec Kn,K′n des compacts. Pour
 chaque n soit In les indices tels que ∪i∈InUi ⊂ Kn, alors In est fini (modulopasser à un recouvrement plus petit de M). Donc
 TM = ∪n∈NTKn
 = ∪n∈N(∪i∈InT (Ui ∩Kn))
 = ∪n∈N ∪i∈In ∪m∈N(Ui ∩Kn)×Km.
 Les ensembles (Ui ∩Kn)×Km sont compacts.
 Remarque 3.1.9. Même si TxM ' Rn, nous n’avons pas en général queTM 'M × Rn. Ceci n’est pas vrai pour la sphère S2.
 3.2 Théorème de Whitney
 Définition 3.2.1. Soient M,N deux variétés différentielles. f : M → Nest un plongement si f est une inmersion locale en tout point et f est unhoméomorphisme sur son image.
 Lemme 3.2.2. Si f est un inmersion injective et M est compacte, alors fest un plongement.
 Démonstration. Comme f : M → f(M) est continue, bijective et M estcompacte, alors f est un homéomorphisme.
 Proposition 3.2.3. Si f est un plongement, alors f(M) est une sous-variétéde N .
 Théorème 3.2.4. Toute variété se plonge dans RN pour N assez grand.
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 3.3 Exercices
 Exercice* 3.1. Montrer que l’action d’un groupe sur un espace localementcompact est libre et proprement discontinue si et seulement si tout pointadmet un voisinage U tel que U ∩ g(U) 6= ∅ implique g = id.
 Proposition 3.3.1. SoitM un sous-ensemble non-vide de RN et 1 ≤ d ≤ N .Les propiétés suivantes sont équivalentes :
 1. pour tout p ∈M il existe un homéomorphisme f : Bd → Vp ∩M de laboule unité de Rd sur un voisinage Vp de p ;
 2. pour tout p ∈M il existe une application h : Bp → RN−d différentiableet un voisinage ouvert Vp ∩M de p tels que
 Vp ∩M = (x, y) ∈ Bd × RN−d | y = h(x) ∩ Vp;
 3. pour tout p ∈M il existe une submersion g : Vp → RN−d définie dansun voisinage Vp ⊂ RN de p telle que
 Vp ∩M = g−1(g(p));
 4. pour tout p ∈M il existe un difféomorphisme f d’un ouvert V ⊂ RNà valeurs dans un voisinage Wp ⊂ RN de p tel que
 f(V ∩ Rd × 0) = Wp ∩M.
 Une sous-variété de RN est un sous-ensemble qui satisfait une des pro-priétés dans la proposition.
 Exercice 3.2. Montrer qu’une sous-variété de RN est une variété. En dé-duire que O(n) et SL(n,R) sont des variétés.
 Exercice* 3.3. Montrer que le produit M × N de deux variétés est unevariété.
 Exercice 3.4. Montrer que si N est homéomorphe à une variété différen-tielle M , alors N possède une structure de variété différentielle. Montrer quele graphe de de l’application x 7→ |x| pour x ∈ R possède une structure devariété différentiable, bien que ce ne soit pas une sous-variété de R2.
 Exercice* 3.5 (Variétés quotients.). Soit M une variété, G un groupe. Uneaction différentiable de G sur M est un morphisme de groupe ρ : G →Diff(M). Pour g ∈ G, on note alors g(x) := ρ(g)(x).
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 - On définit M/G := M/ ∼ où p ∼ p′ s’il existe g ∈ G, g(p) = p′ etsoit π : M → M/G la projection : π(p) = [p]. On rappelle que M/Gest muni de la topologie quotient définie comme suit : un ensembleO ⊂M/G est ouvert si et seulement si π−1(O) ⊂M est ouvert.
 - On dit que l’action est libre si ∀g ∈ G \ id, ρ(g) n’a pas de pointfixe.
 - On dit que l’action est proprement discontinue si pour tout K ⊂ Mcompact, #g | g(K) ∩K 6= ∅ < +∞.
 On supposera dans cet exercice que ρ est une action différentiable, libre, etproprement discontinue de G sur M .
 1. Montrer que G · x := g(x), g ∈ G est un ensemble discret, et queM/G est séparé.
 2. Montrer que M/G est σ-compact.
 3. Montrer que M/G admet une structure de variété différentiable, pourlaquelle π : M →M/G est un difféomorphisme local.
 4. Montrer qu’une fonction f : M/G → R est lisse si et seulement s’ilexiste F : M → R lisse, telle que F = f π.
 Exercice 3.6 (Les sphères.). On définit Sn := ∑n
 i=0 x2i = 1 ⊂ Rn+1,
 N := (1, 0, . . . , 0), S := (−1, 0, . . . , 0) les pôles nord et sud de la sphère Sn.
 1. Montrer que Sn est une sous-variété de Rn+1, donc une variété.
 2. Pour p ∈ Sn\N, on définit φN (p) := (Np)∩x0 = 0 (l’intersectionde la droite (Np) avec l’hyperplan x0 = 0). On définit φS : Sn \S → Rn de façon analogue. Calculer φN , φS et vérifier que ce sontdes difféomorphismes.
 3. Montrer que la transformation
 φNS = φS φ−1N : Rn → Rn
 est donée par φNS(x) =(1−√
 1−‖x‖2)2
 ‖x‖2 x.
 On considère dans la suite le cas n = 2, c’est-à-dire S2.
 1. Montrer que φNS renverse l’orientation.
 2. On note σ : R2 → R2 la réflexion par rapport à l’axe des abscisses.Montrer que les deux cartes φN , σ φS forment un atlas de S2, dontles changements de cartes préservent l’orientation. Autrement dit, S2
 est orientable.
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 3. * Montrer que ces changements de cartes sont holomorphes. La sphèreS2 muni de cet atlas est donc une variété holomorphe, appelée lasphère de Riemann, notée C.
 Exercice* 3.7 (Le cercle.). On définit S1 := R/Z.1. Montrer que S1 est une variété de dimension 1, et que e2iπθ : R/Z→
 S1 ⊂ C définit bien un difféomorphisme. Indication : utiliser les exercicesprécédents est possible, mais on peut aussi donner directement un atlas.
 2. Soit f une fonction différentiable de S1 dans R. Montrer qu’il existef : R → R différentiable, 1-périodique (f(x + 1) = f(x)), telle quef([x]) = f(x).
 3. Soit f : S1 → S1 une application lisse. On fixe y0 ∈ R, avec [y0] =f(0). Montrer qu’il existe une unique application F : R→ R telle quef([x]) = [F (x)] et F (0) = y0.
 4. Montrer qu’il existe un entier k tel que ∀x ∈ R, F (x+ 1) = F (x) +k.On appelle k le degré de f . Pour tout k ∈ Z, donner un exempled’application de S1 dans S1 de degré k.
 5. Montrer que f 7→ k(f) est continue en topologie C1.
 6. Montrer que si f est un difféomorphisme, k = 1. La réciproque est-ellevraie ?
 7. Montrer que pour y ∈ S1, #f−1(y) ≥ deg f .
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Chapitre 4
 Géométrie hyperbolique
 4.1 Transformations de Möbius de C
 Cette section est rédige comme une suite d’exercices autour des transfor-mations de Möbius. Soit C = C ∪ ∞ la sphère de Riemann.
 Définition 4.1.1. Une transformation de Möbius est une transformation dela forme
 f : C → C (4.1)
 z 7→ az + b
 cz + d,
 avec a, b, c, d ∈ C et ad− bc 6= 0.
 Il faut remarquer deux cas particuliers :— Pour z =∞
 f(∞) = lim|z|→∞
 az + b
 cz + d= lim|z|→∞
 a+ bz
 c+ dz
 =a
 c.
 On définit f(∞) = ac .
 — cz + d = 0 si et seulement si z = −dc , alors az + b = −ad
 c + b 6= 0. Ondit f(−d
 c ) =∞.
 Exercice 4.1. 1. Écrire explicitement l’inverse de f .2. Montrer que les transformations de Möbius forment un groupe.3. On considère l’application que à une matrice
 A =
 (a bc d
 )91

Page 92
                        

92 CHAPITRE 4. GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE
 de GL(2,C) lui associe la transformation de Möbius (4.1). Montrerqu’il s’agit d’un homomorphisme de groupes. Observer que les ma-trices A et λA pour λ ∈ C non nul définissent la même transformationde Möbius.Décrire le noyau de l’homomorphisme restreint à SL(2,C) et conclureque le groupe des transformations de Möbius est isomorphe à PSL(2,C).
 Exercice 4.2. Montrer que :
 1. l’action de PSL(2,C) sur C par transformations de Möbius est tran-sitive et elle n’est pas libre.
 2. l’action est libre et transitive sur les triplets ordonnés de points dis-tincts. C’est-à-dire montrer que pour tout paire de triplets (z1, z2, z3)et (w1, w2, w3) il existe une unique matrice A ∈ PSL(2,C) telle queA(zi) = wi et que le stabilisateur de chaque point est l’identité.
 3. On définit la raison croissée de (z0, z1, z2, z3) comme
 [z0, z1, z2, z3] =z0 − z1
 z0 − z2· z3 − z2
 z3 − z1∈ C.
 Montrer que la raison croissée est invariante sous les transformationsde Möbius.
 4. Montrer que [z0, z1, z2, z3] ∈ R si et seulement si les quatre points sontsur un cercle généralise (une droite est un cercle qui passe par ∞).
 5. Conclure que les cercles sont invariants sous les transformations deMöbius.
 4.2 La plan hyperbolique
 Le demi-plan hyperbolique est l’ouvert H = (x, y) ∈ R2 | y > 0 = z ∈C | Im(z) > 0, muni de la métrique
 dx2 + dy2
 y2.
 Nous pouvons calculer la courbure de Gauss d’une telle métrique, cardans la section 2.5 nous avons montré que celle-ci dépend que de la premièreforme fondamentale que nous obtenons de la métrique. Avec la formule (2.3)nous allons calculer la courbure de H.
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 De la définition de la métrique nous avons E = G = 1y2
 et F = 0. Avecles équations (2.1), nous avons
 Γ111 =
 y2
 2Ex = 0
 Γ211 = −y
 2
 2Ey =
 1
 y
 Γ112 =
 y2
 2Ey = −1
 y
 Γ212 =
 y2
 2Gx = 0
 Γ222 =
 y2
 2Gy = −1
 y,
 et donc (Γ212)x = 0 et (Γ2
 11)y = − 1y2. Nous avons donc
 −Ky2
 = 0 +1
 y2+
 (−1
 y
 )(1
 y
 )+ 0− 0−
 (1
 y
 )(−1
 y
 )=
 1
 y2,
 du coup K = −1.
 Nous nous intéressons maintenant à les isométries. Nous partirons destransformations de H définies par une formule simple, étudierons le groupesqu’elles forment et finalement on montrera que ce sont les seules isométries.
 Nous étudierons des actions des groupes pas bijections, c’est-à-dire ons’intérese à des homomorphismes d’un groupe G dans le groupe des bijectionsde H.
 Nous rappelons que le groupe linéaire, GL(2,R) sont les matrices 2 × 2à coefficients réels et déterminant non null. Le groupe linéaire spécial est lesous-groupe SL(2,R) = A ∈ GL(2,R) | det(A) = 1 et
 PSL(2,R) = SL(2,R)/± Id.
 Proposition 4.2.1. Le groupe PSL(2,R) agit sur H par(a bc d
 )(z) =
 az + b
 cz + d.
 Cette action est :1. fidèle : si z 7→ A(z) est l’identité sur H alors A = Id ;2. isométrique ;
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 3. transitive : H est une seule orbite, par exemple PSL(2,R).i ;4. de stabilisateur de i est
 Stab(i) = PSO(2,R) = Rθ | 0 ≤ θ < π,
 où Rθ est la rotation par θ.
 Nous rappelons que le stabilisateur d’un point est l’ensemble des élémentsdu groupe dont l’action laisse ce point fixe.
 Une matrice A ∈ GL(2,R) avec déterminant positif agit surH de la mêmefaçon, on se restreint à PSL(2,R) car A et λA pour λ ∈ R∗ définissent lamême transformation de H.
 Définition 4.2.2. L’ensemble des transformations de Möbius de H estPSL(2,R) avec l’action
 f(z) =
 (a bc d
 )(z) =
 az + b
 cz + d.
 Démonstration. Remarquons d’abord que la formule az+bcz+d est bien définie
 sur H, car cz + d = 0 si et seulement si z = − cd ∈ R qui n’est pas un point
 de H. Vérifions que toute transformation de Möbius préserve H :
 f(z) =(az + b)(cz + d)
 ‖cz + d‖2=ac‖z‖2 + adz + bcz + bd
 ‖cz + d‖2,
 et donc
 Im(f(z)) =1
 ‖cz + d‖2(adIm(z)− bcIm(z)) =
 Im(z)
 ‖cz + d‖2> 0.
 Nous avons f(H) ⊂ H.La propriété de morphisme se calcule directement, nous laissons ce calcul
 comme exercice. Pour vérifier que les transformations de Möbius sont desisométries, il suffit montrer que pour tout courbe γ : I → H on a que leslongueurs de γ et f γ sont égales. On a que
 f ′(z) =a(cz + d)− c(az + d)
 (cz + d)2=
 1
 (cz + d)2,
 donc pour un vecteur v on a que
 ‖f ′(z)v‖f(z) =
 ‖v‖z‖cz+d‖2zIm(f(z))
 =‖cz + d‖2z‖v‖z‖cz + d‖2z
 = ‖v‖z. (4.2)
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 Il s’ensuit que
 `H(f γ) =
 ∫I‖(f γ)′(t)‖fγ(t)dt =
 ∫I‖γ′(t)‖dt = `H(γ).
 La transitivité découle de la formule suivante, pour z = x+ iy ∈ H on a
 1
 y
 (x −y1 0
 )(i) = x+ iy.
 Le stabilisateur de i est par définition sont les matrices A de PSL(2,R) quifixent i, or
 i =ai+ d
 ci+ d=ac+ bd
 c2 + d2+ i
 ad− bcc2 + d2
 .
 Comme ad−bc = 1, la matrice A est dans le stabilisateur de i si et seulementsi c2 + d2 = 1 et ac + bd = 0. La deuxième condition implique que a
 d =
 − bc = λ ∈ R et dans ce cas det(A) = λ(c2 + d2) = 1 et donc λ = 1. D’où
 a = d = cos θ et b = −c = − sin θ avec θ ∈ [0, π[. On obtient donc
 A =
 (cos θ − sin θsin θ cos θ
 )= Rθ,
 comme dans l’énoncé.Il reste à vérifier que l’action est fidèle. Soit A ∈ PSL(2,R) telle que
 A(z) = z pour tout z ∈ H. Pour z = i on obtient que A = Rθ. Par ailleurs,il faut que (A(z))′ = 1 or (A(z))′ = 1/(z sin θ + cos θ)2 et donc θ = 0.
 Nous observons que le stabilisateur d’un autre point est aussi l’ensembledes Rθ avec θ ∈ [0, π[, car tous ces sous-groupes sont conjugués.
 Une transformation de H dans lui même de classe C1 est conforme sisa différentielle est une similitude, c’est-à-dire la composée d’une isométrieeuclidienne par une dilatation fixant 0. Cette transformation préserve l’orien-tation si le déterminant de sa différentielle (dans une base fixé) est positif.
 Remarquons que avec la définition précédente une transformation conformepréserve les angles.
 Lemme 4.2.3. Les transformations de Möbius sont des transformationsconformes préservant l’orientation. Elles coïncident avec le groupe des com-positions de translations réelles, dilatations fixant 0 et l’inversion i : z 7→−1/z.
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 Démonstration. Par définition une transformation de Möbius est
 f(z) =az + b
 cz + d,
 avec a, b, c, d ∈ R et ad− bc = 1. Alors f est holomorphe sans point critique,donc conforme.
 Si c 6= 0 on a
 f(z) =a
 c+ad− bcc2
 −1
 z + d/c= τa/c H i τd/c(z),
 où τ sont des translations réelles, H est l’homothétie de facteur ad−bcc2
 . Sic = 0, alors ad = 1 et f est la composition d’une homothétie de facteur a/det une translation par b/d.
 Proposition 4.2.4. Toute isométrie du plan hyperbolique est une transfor-mation de Möbius ou bien la composée d’une transformation de Möbius par laréflexion z 7→ −z. En particulier, l’ensemble des isométries de H préservantl’orientation coïncide avec l’ensemble des transformations de Möbius.
 Nous allons utiliser le lemme de Schwarz :
 Théorème 4.2.5. Soit D = z ∈ C ‖ ‖z‖ < 1 et h : D → D une bijection.Si h est holomorphe alors
 h(z) =az + b
 bz + a,
 avec a, b ∈ C et ‖a‖2 − ‖b‖2 = 1.
 Nous montrerons la proposition à l’aide du lemme de Schwars que nosadmetons.
 Démonstration. On sait qu’une transformation de Möbius est une isométriepréservant l’orientation. Il faut donc montrer la réciproque.
 Observons que
 φ(z) =z − iz + i
 est holomorphe sur C \ −i, d’inverse
 ψ(w) = i1 + w
 1− w,
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 holomorphe sur C \ 1. De plus, φ(H) ⊂ D car la condition Im(z) > 0implique ‖z − i‖ < ‖z + i‖ ; et ψ(D) ⊂ H car
 Im(ψ(w)) = Re
 (1 + w
 1− w1− w1− w
 )= Re
 (1 + w − w − ‖w‖2
 ‖1− w‖2
 )=
 1− ‖w‖2
 ‖1− w‖2> 0.
 Donc φ ψ est l’identité sur C \ 1 et ψ φ est l’identité sur C \ −i. Doncφ est une bijection entre H et D.
 Soit h : H → H une isométrie. Elle est de classe C1 par définition.Sa différentielle préserve la structure riemannienne : ‖Dzh(v)‖h(z) = ‖v‖z,c’est-à-dire
 ‖Dzh(v)‖Im(h(z))
 =‖v‖Im(z)
 ,
 pour tous z ∈ H et v ∈ C. Il s’ensuit que Dzh est une similitude pourtout v ∈ C, c’est une dilatation fixant zéro. Nous avons donc que h estholomorphe sur tout C et le même raisonnement s’applique à h−1. Alors hest biholomorphe.
 Soit g = φ h φ−1 une bijection holomorphe de D sur lui-même. Parle lemme de Schwarz on a que g(z) = az+b
 bz+a pour certains a, b ∈ C avec‖a‖2 − ‖b‖2 = 1. On a donc h = φ−1 g φ avec C ∈ GL(2,R) l’une desmatrices vérifiant que [C] ∈ PSL(2,R) et
 [C] =
 [(i i−1 1
 )(a bb a
 )(1 −i1 i
 )].
 À gauche on obtient la matrice
 2iB = 2i
 (Re(a+ b) Im(a+ b)−Im(a− b) Re(a− b)
 ),
 et det(B) = ‖a‖2 − ‖b‖2 = 1 et donc B ∈ SL(2,R). Nous avons donc que gest bien un transformation de Möbius.
 Pour traiter le cas où l’orientation n’est pas préservé, il suffit de prendre gune telle isométrie, alors gs préserve l’orientation. Par la preuve précédenteg s est une transformation de Möbius.
 Définition 4.2.6. Un cercle généralisé de H est l’intersection d’un cercleeuclidient ou d’une droite euclidienne avec H.
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 Nous avons donc comme conséquence de l’exercice 4.2,
 Proposition 4.2.7. Les transformations de Möbius préservent la classe descercles généralisés.
 4.2.1 Fibré unitaire tangent
 Par les résultats de la section précédente nous pouvons identifier H avecPSL(2,R)/Stab(i), qui n’est pas un groupe. D’une certaine façon il manqueun cercle à H pour pouvoir l’identifier à PSL(2,R). Nous allons lui ajouterce cercle : il s’agit des vecteurs tangents de norme 1.
 Définition 4.2.8. Le fibré unitaire tanget T 1H est
 T 1H = (z, v) ∈ H× C | ‖v‖z = 1.
 On le munit de la distance
 d((x, v), (y, w)) = dH(x, y) + infeiθ=v,eiγ=w|θ − γ‖2.
 Nous avons donc que T 1H est une sous-variété de dimension 3 de lavariété TH = H× C.
 Proposition 4.2.9. Le groupe PSL(2,R) agit sur T 1H par(a bc d
 )(z, v) =
 (az + b
 cz + d,
 1
 (cz + d)2v
 ).
 Cette action est libre et transitive.
 Observons que l’action sur le vecteur v est par la dérivée de la transfor-mations de Möbius. Nous commençons par enoncer un corollaire inmédiat etnous donnerons la preuve de la proposition après.
 Corollaire 4.2.10. L’action de PSL(2,R) sur T 1H permet d’identifier cesdeux espaces, modulo le choix d’un point base, par exemple p0 = (i, i) : chaquepoint est identifie avec l’unique matrice A ∈ PSL(2,R) telle que A(p0) estle point.
 Démonstration. Nous montrons d’abord que c’est une action. On note A =(a bc d
 )∈ SL(2,R). Nous avons donc,
 1. ‖1/(cz + d)2v‖2A(z) = ‖v‖z = 1 par la formule (4.2), donc l’action estbien de T 1H dans lui même.
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 2. Prenons A′ ∈ PSL(2,R) et A′′ = A′A. Alors pour w = A(z), lacompositions sur un vecteur tangent v est
 1
 (c′w + d′)2
 1
 (cz + d)2v =
 (cz + d)2
 ((ac′ + cd′)z + (bc′ + dd′))2
 1
 (cz + d)2v
 =1
 ((ac′ + cd′)z + (bc′ + dd′))2v,
 ce qui correspond à l’action de A′′ sur v. Nous avons donc
 A′(A(z, v)) =
 (A′(A(z)),
 1
 ((ac′ + cd′)z + (bc′ + dd′))2v
 )= A′′(z, v).
 3. Id(z, v) = (z, v).
 Nous avons donc une action sur T 1H.Pour vérifier la transitivité, on fixe p0 = (i, i) et on prend (z, v) ∈ T 1H.
 D’après la proposition 4.2.1, il existe B ∈ PSL(2,R) tel que B(i) = z etpour toute matrice Rθ on a que B Rθ(i) = z. On a donc B(i, i) = (z, eiθv)pour un certain θ ∈ [0, π[ et donc
 BRθ/2(p0) = B(i, e−iθ) = (z, v).
 L’action est libre si le stabilisateur d’un point quelconque est trivial.Comme elle est transitive, il suffit de vérifier cette condition pour un pointfixé. Prenons p0. Nous savons que A(i) = i implique A = Rθ, mais R′θ(i) =e−2iθ avec θ ∈ [0, π[, et donc θ doit être un multiple de π, c’est-à-dire θ = 0.
 4.2.2 Géodésiques
 Nous décrivons rapidement les géodésiques de H. Observons que chaquecouple (z, v) ∈ T 1H définie localement une géodésique, mais dans H un telpoint définie une unique géodésique infinie.
 Soit L = it ∈ H | t ∈ R.
 Lemme 4.2.11. La droite euclidienne L et tous les segments compacts[ix, iy] avec x, y ∈ R sont des géodésiques de H. De plus le segment [is, it]est l’unique géodésique joignant ix à iy.
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100 CHAPITRE 4. GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE
 Démonstration. Supposons 0 < x < y < ∞ et γ(t) = (1 − t)y + tx uneparametrage du segment [ix, iy]. Soit σ : [0, d] → H une courbe joignant ixà iy et σ(t) = σ1(t) + iσ2(t). Alors
 `H(σ) =
 ∫ d
 0‖σ′(t)‖σ(t)dt
 =
 ∫ d
 0
 √σ′1(t)2 + σ′2(t)2
 σ2(t)dt
 ≥∫ d
 0
 σ′2(t)
 σ2(t)
 = log(yx
 )= `H(γ).
 Par définition, une isométrie envoie une géodésique sur une géodésique.Nous pouvons alors montrer le résultat suivant,
 Proposition 4.2.12. Une géodésique complète sur H est— soit une droite euclidienne verticale ;— soit un demi-cercle euclidien dont le centre est sur l’axe réel (les points
 de C avec partie imaginaire zéro).
 Démonstration.
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Chapitre 5
 Suggestions pour aller plus loin
 5.1 Autour de la courbure des surfaces
 https://images.math.cnrs.fr/Surfaces-a-courbure-moyenne.html?lang=frhttp://images.math.cnrs.fr/Visualiser-la-courbure.html?lang=frhttp://images.math.cnrs.fr/Un-theoreme-et-une-part-de-pizza.htmlhttps://images.math.cnrs.fr/Espaces-courbes.html?lang=fr
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