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Structures algébriques
 I Groupe
 I.1 Définitions
 Définition 1. Soit E un ensemble non vide, une loi de composition interne est une application de EEdans E.
 Définition 2. Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne notée . On dit que pG, q est ungroupe si
 1. est associative ;
 2. admet un élément neutre : D e P G, @ x P G, e x x e x,
 3. tout élément de G admet un symétrique : @ x P G, D x1 P G, x x1 x1 x e,
 Si de plus la loi est commutative, on dit que les groupe est commutatif ou abélien.
 Soit encore :
 pG, q est un groupeô$&%
 p1q @ x, y, z P G, px yq z x py zq;p2q D e P G, @ x P G, x e e x x;p3q @ x P G, Dx1 P G, x x1 x1 x e.
 Exemples 1.
 1. pZ,q, pQ,q, pR,q, pC,q sont des groupes abéliens.2. pN,q n’est pas un groupe.
 3. pQ,q, pR,q, pC,q sont des groupes abéliens.4. pGLnpRq, q est un groupe non–commutatif. pMnpRq, q n’est pas un groupe.
 Proposition 1. Soit pG, q un groupe :
 1. l’élément neutre est unique,
 2. le symétrique de tout élément x est unique, on le note x ou x1,
 3. tous les éléments de G sont réguliers : x y x z ñ y z et y x z xñ y z.
 4. @px, yq P G2 px yq1 y1 x1.
 Remarques 1. On note :
 1. x0 e,
 2. pour n P N : xn x x x où x apparaît n fois, et xn px1qn.
 I.2 Sous-groupes
 Définition 3. Soient pG, q un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe de G si Hest stable pour et si H muni de la loi induite par est un groupe.
 Remarque 2. Si G est un groupe et H est un sous-groupe de G, ils ont même élément neutre.
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 Proposition 2. Soit pG, q un groupe et H une partie de G.
 H est un sous-groupeðñ$&%
 1. e P H pH ∅q2. @x P H x1 P H3. @px, yq P H2 x y P H
 H est un sous-groupeðñ"
 1. H ∅2. @px, yq P H2 x y1 P H
 Exemples 2.
 1. t0u, Z, Q, 2Z sont des sous-groupes de pR,q.2. t1u, t1, 1u, s0,8r sont des sous-groupes de pR,q.3. U tz P C
 |z| 1u est un sous-groupe de pC,q.4. teu et G sont des sous-groupes de G (sous-groupes triviaux).
 Par conséquent, pour montrer que pG, q est un groupe, on montre souvent que c’est un sous-groupe d’ungroupe connu.
 Exercice 1. Montrer que les sous-groupes de pZ,q sont exactement les ensembles de la forme nZ avec n P N,où nZ représente l’ensemble des multiples de n.
 Proposition 3. L’intersection de deux sous-groupes est encore un sous-groupe.
 Exemple 3. 2ZX 3Z 6Z
 Remarque 3. La réunion de deux sous-groupes n’est pas en général un sous-groupe.
 Définition 4 (Groupe engendré par un élément). Soit pG, q un groupe, on note xxy txk k P Zu. xxy estun sous–groupe de pG, q (exercice) appelé sous–groupe engendré par x.
 Remarques 4.
 1. pxxy, q est abélien.2. On dit que H est monogène s’il existe a P H tel que H xay.3. On dit que H est cyclique s’il est monogène et fini.
 Exemples 4.
 1. Z x1y et 2Z x2y sont monogènes.
 2. U4 t1, i,1,iu xiy et Un xωy où ω e2iπn (racines ne de l’unité) sont cycliques.
 I.3 Morphismes de groupes
 Définition 5. Soient pG, q et pH,T q deux groupes de lois de compositions internes distinctes. ϕ : G Ñ Hest un morphisme de groupes pG, q vers pH,T q si
 @px, yq P E2, ϕpx yq ϕpxqT ϕpyq.
 Si de plus ϕ est bijective, on dit que ϕ est un isomorphisme.Si de plus G H, on dit que ϕ est un endomorphisme.Si ϕ est à la fois un isomorphisme et un endomorphisme, on dit que ϕ est un automorphisme.
 Exemples 5.
 1. exp : pR,q ÝÑ pR,q2. automorphisme intérieur : ϕapxq axa1 pa P Gq.
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 Proposition 4. Soient ϕ un morphisme de pG, q vers pH,T q, e l’élément neutre de G et f celui de H.On a :
 1. ϕpeq f .
 2. @ x P G, ϕpx1q ϕpxq1,
 3. @ n P Z, @ x P G, ϕpxnq ϕpxqn.
 Définition 6. Soit ϕ : pG, q Ñ pH,T q un morphisme de groupes de neutres respectifs e et f .
 1. Le noyau de ϕ est l’ensemble des antécédents du neutre f dans G, i.e.
 Kerϕ tx P G | ϕpxq fu ϕ1ptfuq.
 2. L’image de ϕ est l’ensemble de toutes les images des éléments de G par ϕ :
 Imϕ ty P H | Dx P G, y ϕpxqu ϕpGq.
 Caractérisation :@x P G : x P Kerϕ ô ϕpxq f,@ y P H : y P Imϕ ô Dx P G, y ϕpxq.
 Exemple 6. exp : pR,q Ñ pR,q : Kerpexpq t0u et Impexpq s0,8r.
 Proposition 5. Soit ϕ : pG, q Ñ pH,T q un morphisme de groupes.
 1. Kerϕ est un sous-groupe de pG, q.2. Imϕ est un sous-groupe de pH,T q.
 Proposition 6. Soit ϕ : pG, q Ñ pH,T q un morphisme de groupes.
 1. ϕ est injective ô Kerϕ teu.2. ϕ est surjective ô Imϕ H.
 Définition 7. pG, q et pH,T q sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes entre G et H.
 Exemple 7. pR,q et ps0,8r,q sont isomorphes (par exp).
 II Anneau
 Définition 8. Soit A un ensemble muni de deux lois de compositions internes et . On dit que pA,,qest un anneau si
 1. pA,q est un groupe commutatif de neutre noté 0A,
 2. est associative,
 3. A admet un élément neutre pour noté 1A,
 4. est distributive par rapport à .Si de plus est commutative, l’anneau est dit commutatif.
 Exemples 8. pZ,,q, pQ,,q.Notations. x0 1A et pour n ¡ 0 : xn xxn1.
 Proposition 7. Soit pA,,q un anneau.
 1. @ x P A, 0A x x 0A 0A,
 2. @ px, yq P A2, px yq pxq y x pyq.
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 Définition 9. Soient pA,,q un anneau et B une partie de A. B est un sous-anneau de A si
 1. B est un sous-groupe de pA,q,2. B est stable par ,3. 1A P B.
 Exemples 9.
 1. Z est un sous–anneau de pQ,,q.2. RrXs est un sous–anneau de pRR,,q.3. On définit Zris ta i b | a, b P Zu. On peut vérifier (exercice) que pZris,,q est un anneau commu-
 tatif ; il s’appelle l’anneau des entiers de Gauss.
 Définition 10. Soient pA,,q, pB,,q deux anneaux. ϕ : AÑ B est un morphisme d’anneaux si :
 1. @ px, yq P A2, ϕpx yq ϕpxq ϕpyq,2. @ px, yq P A2, ϕpx yq ϕpxq ϕpyq,3. ϕp1Aq 1B.
 Définition 11. Un anneau A est dit intègre si
 @ px, yq P A2, xy 0 ñ x 0 ou y 0.
 Exemples 10.
 1. pZ,,q, pQ,,q, pR,,q, pC,,q sont des anneaux intègres.
 2. pMnpKq,,q, l’ensemble des suites réelles pRN,,q ne sont pas des anneaux intègres.
 Proposition 8. Soient a et b deux éléments d’un anneau A qui commutent (i.e. ab ba).
 1. Formule du binôme de Newton :
 @ n P N, pa bqn n
 k1
 Cknakbnk.
 2. Pour n P N :an bn pa bqpan1 an2b abn2 bn1q.
 III Corps
 Définition 12. Soit K un ensemble muni de deux lois de compositions internes et . On dit que K estun corps si :
 1. pK,,q est un anneau commutatif,
 2. tout élément non nul de K est inversible.
 Exemples 11. pR,,q, pC,,q sont des corps.
 Définition 13. Soit pK,,q un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous-corps de K si :
 1. pL,,q est un sous-anneau de pK,,q,2. pL, ,,q a une structure de corps.
 Exemples 12.
 1. Q est un sous-corps de pR,,q, lui-même un sous-corps de pC,,q .2. On note Qr?2s ta b
 ?2 | a, b P Qu. On vérifie que pQr?2s,,q est un sous-corps de pR,,q.
 Proposition 9. Tout anneau intègre fini est un corps.
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 IV Espace vectoriel
 Dans toute la suite K R ou C.
 IV.1 Définition
 Définition 14. Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée et d’une loi de compositionexterne notée , c’est à dire une application de KE dans E. On dit que le triplet pE,, q est un K-espacevectoriel si les propriétés suivantes sont vérifiées :(i) pE,q est un groupe abélien,(ii) @ x P E, 1 x x,(iii) @ α P K, @ px, yq P E2, α px yq α x α y,(iv) @ pα, βq P K2, @ x P E, pα βq x α x β x,(v) @ pα, βq P K2, @ x P E, α pβ xq pαβq x,Les éléments de E sont appelés des vecteurs et ceux de K des scalaires.
 Exemples 13.1. pRn,, q est un R-espace vectoriel.2. ApX,Rq tapplications d’un ensemble X à valeurs dans Ru est un R-espace vectoriel.3. L’ensemble des suites complexes est un C-espace vectoriel.4. KrXs est un K-espace vectoriel.
 Proposition 10. Soient E et E1 deux K-espaces vectoriels, on définit sur E E1 une loi interne etune loi externe par :(i) @ px, x1q, py, y1q P E E1, px, x1q py, y1q px y, x1 y1q,(ii) @ α P K, @ px, x1q P E E1, α px, x1q pα x, α x1q.E E1 muni de ces deux lois est un K-espace vectoriel.
 Remarque 5. On peut généraliser cette proposition au cas du produit de n espaces vectoriels.
 IV.2 Sous-espace vectoriel
 Définition 15. Soit F une partie non vide de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si(i) F est stable pour les lois et , c’est à dire : @ α P K, @ px, yq P F, x y P F et α x P F ,(ii) les restrictions des lois à F F et K F munissent F d’une structure de K-espace vectoriel.
 Remarque 6. Si F est un sous-espace vectoriel alors 0E P F .
 Proposition 11. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si1. 0E P F ,2. @ px, yq P F 2, x y P F,3. @ α P K, @ x P F, α x P F .
 Remarque 7. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si1. 0E P F ,2. @ pα, βq P K2, @ px, yq P F 2, α x β y P F .
 Exemples 14.1. E : F t0Eu, F E,2. E R2 : F tpx, yq P R2 | 2x 3y 0u,
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 3. E KrXs : F KnrXs, n P N.
 Proposition 12. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors FXG est un sous-espace vectorielde E.
 Remarque 8. On peut généraliser ce résultat à l’intersection d’une famille quelconque de sous-espaces vecto-riels de E.
 Proposition 13. La réunion de deux sous-espaces vectoriels F et G de E est un sous-espace vectoriel siet seulement F G ou G F .
 IV.3 Sous-espaces supplémentaires
 Soit E un K-espace vectoriel.
 Définition 16. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G notée F Gle sous-espace vectoriel
 F G tx y, x P F, y P Gu.
 Proposition 14. F G est le sous-espace vectoriel engendré par F YG :
 F G VectpF YGq.
 Définition 17. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont dit supplémentaires ou ensomme directe si tout vecteur de E peut s’écrire de manière unique comme somme d’un vecteur de F et d’unvecteur de G. On note E F `G.
 Proposition 15.E F `Gðñ
 #E F G,
 F XG t0Eu.
 Exemples 15.1. R2 Vectp1, 0q `Vectp0, 1q Vectp1, 0q `Vectp1, 1q.2. ApR,Rq tapplications pairesu ` tapplications impairesu.
 Remarque 9. Un sous-espace vectoriel peut admettre beaucoup de supplémentaires.
 IV.4 Applications linéaires
 Dans toute la suite, E, F et G sont des K-espaces vectoriels.
 Définition 18. Soit f une application de E dans F . On dit que f est linéaire si
 @ pα, βq P K2, @ px, yq P E2, fpαx βyq αfpxq βfpyq.
 On note L(E,F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F .
 Remarques 10.
 1. f P LpE,F q ðñ#@ px, yq P E2, fpx yq fpxq fpyq,@ α P K, @ x P E, fpαxq αfpxq.
 2. f P LpE,F q ðñ @pα1, . . . , αnq P Kn, @ px1, . . . , xnq P En, f
 n
 k1
 αkxk
 n
 k1
 αkfpxkq.
 3. f P LpE,F q ùñ fp0Eq 0F .
 Définition 19. Si f P LpE,Eq, on dit que f est un endomorphisme de E et on note LpE,Eq LpEq. Sif P LpE,Rq, on dit que f est une forme linéaire sur E et on note LpE,Rq E, appelé l’espace dual de E.
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 Exemples 16.
 1. @ λ P K, λ id P LpEq (homothéties),
 2. f : px, yq P R2 ÞÝÑ p2x y, 3x 5yq P R2,
 Proposition 16.LpE,F q,, est un K-espace vectoriel.
 IV.5 Image et noyau
 Proposition 17. Soit f P LpE,F q.U est un sous-espace vectoriel de E ùñ fpUq est un sous-espace vectoriel de F .V est un sous-espace vectoriel de F ùñ f1pV q est un sous-espace vectoriel de E.
 Définition 20. Soit f P LpE,F q. On appelle noyau de f l’ensemble des antécédents de 0F et on le noteKer f . On appelle image de f l’ensemble des images des éléments de E et on le note Im f .
 Ker f tx P E | fpxq 0F uIm f ty P F | D x P E tel que y fpxqu tfpxq, x P Eu.
 Corollaire 1. Soit f P LpE,F q, Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement.
 Théorème 1. Soit f P LpE,F q : f injective ðñ Ker f t0u.
 Remarque 11. Soit f P LpE,F q : f surjective ðñ Im f F .
 IV.6 Composée d’applications linéaires
 Proposition 18. Si f P LpE,F q et g P LpF,Gq, alors g f P LpE,Gq.
 Théorème 2. Soit f P LpE,F q, si f est bijective alors f1 P LpF,Eq. On dit alors que f est un isomor-phisme de E sur F .
 Définition 21. Tout isomorphisme de E dans E est appelé automorphisme, l’ensemble des automorphismesde E est noté GLpEq.
 Théorème 3. GLpEq muni de la loi est un groupe appelé groupe linéaire.
 IV.7 Projecteurs et symétries
 Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vectoriel E.
 Définition 22. On appelle projection sur E1 parallèlement à E2 l’application p1 qui à tout vecteur x de Etel que x x1 x2 avec px1, x2q P E1 E2 associe le vecteur x1.
 Proposition 19. On a les résultats suivants :
 (i) pi P LpEq, (ii) p2i pi,
 (iii) Im p1 E1 et Ker p1 E2, (iv) p1 p2 id et p1 p2 p2 p1 0.
 Remarque 12. Im p1 tx P E | p1pxq xu Kerpp1 idq.
 Définition 23. Soit p P LpEq, on dit que p est un projecteur si p2 p.
 Théorème 4. p est un projecteur si et seulement si il existe deux sous-espaces vectoriels E1 et E2 tels quep soit la projection sur E1 parallèlement à E2.
 Proposition 20. Soient p1 et p2 des projecteurs tels que p1 p2 id, alors on a Im p1 Ker p2 etIm p2 Ker p1.
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 Définition 24. On appelle symétrie par rapport à E1 parallèlement à E2 l’application s1 qui à tout vecteurx de E tel que x x1 x2 avec px1, x2q P E1 E2 associe le vecteur x1 x2.
 Proposition 21. On a les résultats suivants :
 (i) s1 P LpEq,(ii) s1 p1 p2 2p1 id,
 (iii) s21 id.
 Définition 25. Soit s P LpEq, on dit que s est une symétrie si s2 id.
 Théorème 5. Soit s une symétrie, en posant E1 Kerps idq et E2 Kerps idq, s est la symétrie parrapport à E1 parallèlement à E2.
 Proposition 22. s symétrie ðñ p 1
 2ps idq projecteur.
 V Algèbre
 Définition 26. Soient K un corps et A un ensemble non vide muni de deux lois de compositions internesnotées et et d’une loi de composition externe notée . On dit que pA,,, q est une K-algèbre si :
 1. pA,, q est un K-espace vectoriel,
 2. pA,,q est un anneau,
 3. @ px, yq P A2, @α P K, pα aq b a pα bq α pa bq.
 Exemples 17.
 1. FpX,Rq ensemble des fonctions d’un ensemble X dans R.2. pLpEq,, , q où E est un K-espace vectoriel.
 3. RrXs et CrXs.
 Définition 27. Soient pA,,, q une K-algèbre et B une partie de A, on dit que B est une sous-algèbrede A si
 1. 1A P B,
 2. @ px, yq P B2, @ pα, βq P K2, αx βy P B,
 3. @ px, yq P B2, x y P B.
 Définition 28. Soient A et B deux K-algèbres, on appelle morphisme d’algèbres de A dans B touteapplication linéaire ϕ qui est un morphisme d’anneaux :
 1. ϕp1Aq 1B,
 2. @ px, yq P A2, @ pα, βq P K2, ϕpαx βyq αϕpxq βϕpyq,3. @ px, yq P A2, ϕpx yq ϕpxq ϕpyq.
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 Travaux DirigésRévisions algèbre générale - Polynômes
 Exercice 1
 1. Soit pG, q un groupe dans lequel tout élément est involutif : @ x P G, x x e. Montrer que G estabélien. Donner un exemple d’un tel groupe.
 2. Soit pG, q un groupe, on introduit l’ensemble ZpGq, appelé centre de G :
 ZpGq tx P G | @ y P G, x y y xu.
 Montrer que ZpGq est un sous-groupe de G.
 3. Quels sont les sous-groupes de R ?
 4. Montrer que s 1, 1r est un groupe pour la loi définie par : x y x y
 1 xy.
 5. pFpR,Rq,, q est-il un anneau ?
 6. Montrer que Zris est un anneau commutatif.
 7. Pour α P Q tel que?α R Q, on note Qr?αs ta b
 ?α, pa, bq P Q2u.
 (a) Montrer que Qr?αs est corps pour les lois usuelles et .(b) Les corps Qr?2s et Qr?3s sont-ils isomorphes ?
 8. L’ensemble AnpRq des matrices antisymétriques est-il une algèbre ? Même question pour l’ensembleTnpRq des matrices triangulaires supérieures.
 Exercice 2Soit pPkq0¤k¤n une famille de polynômes à coefficients dans K tels que pour tout k P t0, . . . , nu, degPk k.Montrer qu’il s’agit d’une base de KnrXs.
 Exercice 3On considère l’application suivante :
 ∆n : KnrXs ÝÑ KrXsP ÞÝÑ P pX 1q P pXq
 1. (a) Exprimer le degré du polynôme ∆npP q en fonction du degré de P .
 (b) Quel est le noyau de ∆n ? son image ?
 2. Soit H tP P KnrXs, P p0q 0u.(a) Montrer que H est un espace vectoriel, donner sa dimension.
 (b) Montrer que ∆n réalise un isomorphisme de H sur son image.
 3. Soit m P N, pour k P t0, . . . , n 1u, on note Pk ∆1n pXkq.
 (a) Montrer quem
 i1
 ik Pkpm 1q.
 (b) En déduire une expression dem
 i1
 i3.
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 Exercice 4Trouver les couples pa, bq P R2 tels que :
 1. a et b sont racines de X2 aX b 0,
 2. a et b sont les racines de X2 aX b 0.
 Exercice 5Soit P pXq X3 aX2 bX c, pa, b, cq P R3.
 1. Déterminer pp, qq P R2 tels que P a le même nombre de racines réelles que le polynôme Q défini par :QpXq X3 pX q.
 2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p et q pour que P ait trois racines réelles distinctes.
 Exercice 6Soit P pXq pX 1qn e2inθ, n P N, θ P R.
 1. Calculer de deux manières différentes le produit des racines de P .
 2. En déduire une expression simple den1¹k0
 sin
 θ kπ
 n
 .
 Exercice 71. Montrer que pour tout n P N, il existe un unique polynôme Pn P RrXs tel que :
 @ θ P R, sinpnθq sin θ Pnpcos θq.
 2. Déterminer les racines de Pn.
 3. En déduire la valeur de cos
 3π5
 .
 Exercice 8Soit P un polynôme scindé de RrXs.
 1. Montrer que son polynôme dérivé P 1 est lui-même scindé.
 2. Plus généralement, montrer que pour tout réel λ, le polynôme P 1 λP est scindé.
 Exercice 9 (Polynômes interpolateurs de Lagrange)Soient pa0, . . . , anq P Cn1 des nombres complexes distincts. On introduit l’application suivante :
 ϕ : CnrXs ÝÑ Cn1
 P ÞÝÑ pP pa0q, . . . , P panqq.
 1. Montrer que ϕ est un isomorphisme.
 2. Calculer Li ϕ1peiq, où pe0, . . . , enq est la base canonique de Cn1.
 3. Soit f P FpC,Cq dont on connait les valeurs en a0, . . . , an. Donner le polynôme interpolateur Pf de fde degré n tel que :
 @ i P t1, . . . , nu, Pf paiq fpaiq.
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 Travaux DirigésRévisions suites
 Exercice 1
 Définition. Soit punqnPN une suite à valeurs dans K R ou C. On dit que punqnPN est une suite deCauchy dans K si :
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @ p, q P N, p, q ¥ n0 ùñ |up uq| ¤ ε.
 1. Montrer que punqnPN est une suite de Cauchy dans K si et seulement si :
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @ p ¥ n0, @ n P N, |unp up| ¤ ε.
 2. Montrer que toute suite punqnPN convergente à valeurs dans K est de Cauchy dans K.
 Remarques. En fait, pour punqnPN à valeurs dans K, on a même l’équivalence entre :
 (i) punq est convergente,(ii) punq est une suite de Cauchy.
 L’implication piiq ñ piq fera ultérieurement l’objet d’une démonstration.Attention : ce résultat n’est pas vrai pour une suite à valeurs dans un espace E quelconque. Lesespaces tels que R et C vérifiant cette propriété sont appelés espaces complets.Ainsi, pour montrer qu’une suite converge, on pourra montrer qu’elle est de Cauchy en majorantconvenablement la quantité |up uq|. Cette méthode s’avère particulièrement utile pour les suites (engénéral non-explicitées) dont la limite éventuelle n’est pas connue.
 3. Donner la négation de la définition d’une suite de Cauchy.
 4. Exemple : montrer que la série° 1
 n
 est divergente.
 Exercice 2 (Intégrales de Wallis)On considère les intégrales suivantes :
 @ n P N, In » π2
 0sinn x dx.
 1. Chercher une relation de récurrence sur In. Indication : on pourra intégrer par parties.
 2. Calculer In pour tout n P N.3. Montrer que la suite pnInIn1qn¥1 est constante.
 4. Monter que le rapport In1
 Intend vers 1 en l’infini.
 5. En déduire un équivalent de In.
 6. En déduire la formule de Wallis 1 :
 limnÑ8
 p2nq!!p2n 1q!!?2n 1
 cπ
 2.
 1. Par commodité, pour n P N, on introduit la notation : n!! npn 2q...
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Séries numériques
 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Définitions et premières propriétés
 I.1 Définitions
 Définition 1. Soit punqnPN une suite d’éléments de K, pour tout n P N, on pose
 Sn n
 k0
 uk.
 La quantité Sn est appelée somme partielle à l’ordre n de la série de terme général un, que l’on note°un ou
 °n¥0 un.
 Remarques 1.
 1. la structure de K-espace vectoriel de KN muni l’ensemble de séries à termes dans K d’une structure deK-espace vectoriel dont les lois sont les suivantes. Si
 °un et
 °vn sont des séries à termes dans K et
 si λ P K, on pose : ¸un
 ¸vn
 ¸pun vnq, λ
 ¸un
 ¸pλunq.
 2. Lorsque le terme général un d’une série n’est défini qu’à partir d’un certain rang strictement positifn0, on peut se ramener au cas précédent en posant u0 un01 0.
 3. Etant donnée une série°un, on peut étudier la série tronquée à partir du rang n0. Cette série est
 notée°n¥n0
 un et sa somme, quand elle existe,°8nn0
 un.
 Définition 2. Soit punqnPN une suite d’éléments de K. On dit que la série
 °un converge si la suite pSnqnPN de ses sommes partielles est convergente dans
 K. Dans le cas contraire, on dit que la série°un diverge.
 On appelle somme de la série convergente°un et on la note
 °8n0 un, la limite de la suite des sommes
 partielles :8
 n0
 un limnÑ8Sn lim
 nÑ8
 n
 k0
 uk.
 Exemples 1.
 1. Une série de terme général nul à partir d’un certain rang est convergente (somme finie).
 2. La série de terme constant égal à 1 est divergente. On a effectivement Sn n 1.
 Proposition 1. Pour qu’une série à termes complexes°un converge il faut et il suffit que les séries°
 Repunq et°
 Impunq convergent. Dans ce cas, on a :¸un
 ¸Repunq i
 ¸Impunq.
 I.2 Séries convergentes
 Proposition 2. Le terme général d’un série convergente tend vers zéro.
 Remarques 2.
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 Ce résultat permet de prouver rapidement que certaines séries sont divergentes. On parle dans ce casde divergence grossière. Par exemple la série
 °p1qn diverge grossièrement.
 Attention, la réciproque de cette proposition est fausse : il existe des séries divergentes qui ne sontpas grossièrement divergentes. Monter que le terme général d’une série tend vers zéro ne suffit pas àassurer sa convergence.A titre de contre-exemple, on considère la série harmonique de terme général 1n, n ¥ 1, tendant verszéro. En notant pSnqnPN les sommes partielles, on a :
 S2n Sn 2n
 kn1
 1
 k¥
 2n
 kn1
 1
 2n n 1
 2n 1
 2.
 Proposition 3. Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites d’éléments de K identiques à partir d’un certainrang. Les séries
 °un et
 °vn sont de même nature.
 Corollaire 1. Soient punqnPN une suite d’éléments de K et n0 un entier naturel. Les séries°n¥0 un et°
 n¥n0un sont de même nature.
 Définition 3. Soient°un une série convergente et p un entier naturel. Le reste d’ordre p de la série de
 terme général un est la somme de la série tronquée°n¥p1 un, c’est-à-dire la quantité définie par :
 Rp 8
 np1
 un.
 Remarque 3. Si on appelle S la somme de la série entière convergente°un, on a :
 @p P N S Sp Rp.
 Proposition 4. La suite des restes d’une série convergente tend vers zéro.
 Remarque 4. La suite des restes permet d’apprécier la vitesse de convergence d’une série convergente vers sasomme.
 Proposition 5. Soient punqnPN et pvnqnPN les termes généraux de deux séries convergentes de sommesnotée S et S1. Soit λ un réel quelconque. Alors les séries
 °pun vnq et °λun sont convergentes, de sommesS S1 et λS respectivement.
 Corollaire 2. L’ensemble des séries convergentes à termes dans K est un sous-espace vectoriel de l’espacevectoriel des séries à termes dans K et l’application :
 °un ÞÝÑ
 °n¥0 un, est une forme linéaire.
 Remarque 5. Attention, on ne peut conclure quant à la nature d’une somme de séries divergentes. Il peuttrès bien y avoir compensation des termes.
 I.3 Exemples et applications
 Séries télescopiques
 On considère les séries dont le terme général peut s’écrire sous la forme un xn1xn. Les sommes partiellesvalent : Sn xn1 x0. On en déduit que la série
 °un est de même nature que la suite pxnqnPN.
 Exemple 2. Convergence et somme de la série¸n¥1
 1
 npn 1q .
 Remarque 6. Il arrivera que pour une suite donnée pxnqnPN, c’est l’étude de la série associée°pxn1 xnq
 par des méthodes ad hoc qui permettra de déterminer le comportement de la suite.
 Séries géométriques°an, a P C
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 Pour |a| ¥ 1, la série diverge grossièrement.
 Pour |a| 1, on a :
 @n P N, Sn n
 k0
 ak 1 an1
 1 aÝÑnÑ8
 1
 1 a.
 La série est convergente, de somme S 1
 1 aet le reste d’ordre n vaut Rn an1
 1 a.
 En général on ne peut toutefois pas toujours calculer directement les sommes.
 II Séries à termes réels positifs
 II.1 Convergence - Règles de comparaison
 Théorème 1. Soit°un une série à terme général réel positif. La série
 °un converge si et seulement si
 la suite pSnqnPN des sommes partielles est majorée. Alors,
 8
 n0
 un limnÑ8Sn sup
 nPNSn.
 Proposition 6. Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites réelles telles qu’à partir d’un certain rang, 0 ¤un ¤ vn. Si
 °vn converge alors
 °un converge.
 Exemple 3. La série harmonique° 1
 n2converge.
 En effet on a@n ¥ 2, 0 ¤ 1
 n2¤ 1
 npn 1q ,
 où1
 npn 1q est le terme général d’un série (télescopique) convergente.
 Proposition 7. Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites réelles strictement positives telles qu’à partir d’uncertain rang, 0 ¤ un1
 un¤ vn1
 vn. Si
 °vn converge alors
 °un converge.
 Proposition 8. Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites réelles positives telles que un Opvnq.(i) Si
 °vn converge, alors
 °un converge.
 (ii) Si°un diverge, alors
 °vn diverge.
 Remarque 7. Ce résultat s’applique bien sûr au cas où punqnPN et pvnqnPN deux suites réelles positives tellesque un opvnq.
 Proposition 9. Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites réelles positives telles que un vn.Alors les séries
 °un et
 °vn sont de même nature.
 Exemples 4.
 1. La série harmonique° 1
 n diverge.On étudie la série de terme général
 ln
 1 1
 n
 lnpn 1q lnn.
 C’est une série télescopique divergente.
 2. Constante d’Euler γ :n
 k1
 1
 k lnn γ op1q.
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 Séries de Riemann° 1
 nα, α P R
 On a déjà montré que la série converge pour α 2 et diverge pour α 1.
 Si α ¤ 1 :1
 n¤ 1
 nαet par comparaison la série diverge.
 Si α ¡ 1 : la fonction définie sur R par x ÞÑ 1
 xαétant décroissante, on a
 1
 pn 1qα ¤» n1
 n
 dx
 xα¤ 1
 nα.
 On en déduit que1
 α 1¤
 8
 n1
 1
 nα¤ 1 1
 α 1,
 c’est-à-dire que la série converge.
 II.2 Comparaison aux séries de référence
 Théorème 2 (Comparaison aux séries géométrique ou Règle de d’Alembert - 1ère version). Soit punqnPNune suite de réels strictement positifs.
 S’il existe k P r0, 1r tel que un1
 un¤ k à partir d’un certain rang, alors
 °un converge.
 Si un1
 un¥ 1 à partir d’un certain rang, alors
 °un diverge.
 Proposition 10 (Comparaison aux séries géométrique ou Règle de d’Alembert - 2de version). Soit punqnPNune suite de réels strictement positifs telle que un1
 unadmet une limite l P r0,8s.
 Si l 1, alors°un converge,
 Si l ¡ 1 alors°un diverge.
 Remarque 8. Lorsque l 1, on ne peut en général pas conclure sauf si un1
 untend vers 1 par valeurs
 supérieures. Exemple : séries de Riemann.
 Exemple 5. 1.¸n¥1
 nαxn, α P R x ¡ 0.
 2.¸n¥1
 en n!
 nn.
 Proposition 11 (Comparaison aux séries de Riemann). Soit punqnPN une suite de réels positifs. S’il existe α ¡ 1 et M ¡ 0 tel que nαun ¤M à partir d’un certain rang, alors
 °un converge.
 S’il existe α ¤ 1 et k ¡ 0 tel que nαun ¥ k à partir d’un certain rang, alors°un diverge.
 Remarque 9. Cette règle de comparaison s’applique notamment lorsque la suite nαun tend vers l avec l ¡ 0pour le premier cas et l ¡ 0 ou l 8 dans le second cas.
 Exemple 6. Nature de la série¸n¥0
 tan
 an
 sin
 an
 α.
 Remarque 10. Ces deux règles de comparaisons fournissent des conditions suffisantes de convergence oudivergence. Elles ne permettent donc pas toujours de conclure.
 II.3 Développement décimal
 Définition 4. Soit x un réel positif, on appelle développement décimal de x toute suite pdnqnPN d’entiersnaturels telle que :(i) @ n P N, 0 ¤ dn ¤ 9,
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 (ii) x 8
 n0
 dn10n
 .
 On écrit alors : x d0 0, d1 . . . dn . . .On dit que le développement décimal est propre s’il n’existe pas de rang à partir duquel la suite pdnq estconstante égale à 9.
 Proposition 12. Soit x un réel positif, on pose :
 @ n P N, xn Ep10nxq10n
 et yn Ep10nxq10n
 1
 10n.
 Les suites pxnq et pynq sont adjacentes et ont pour limite x.
 Théorème 3. Soit x un réel positif.
 (i) x admet un unique développement décimal propre.
 (ii) Si x est décimal, alors x admet deux développements décimaux : pour l’un la suite pdnq est nulle àpartir d’un certain rang, pour l’autre elle est constante égale à 9 à partir d’un certain rang.
 (iii) x est rationnel ðñ pdnq est périodique à partir d’un certain rang.
 III Séries à termes quelconques
 III.1 Convergence absolue
 Définition 5. Soit punqnPN une suite à termes dans K. On dit que la série°un est absolument conver-
 gente si la série à termes réels positifs° |un| est convergente.
 Proposition 13.
 (i) L’ensemble des séries absolument convergentes à termes dans K est un sous-espace vectoriel de l’espacevectoriel des série à termes dans K.
 (ii) Pour qu’une série à termes complexes°un converge absolument il faut et il suffit que les séries°
 Repunq et°
 Impunq convergent absolument.
 Théorème 4. Toute série absolument convergente est convergente.
 Remarque 11. Le critère de Cauchy pour les suites à valeurs dans K s’étend à l’étude des séries à termesdans K. En effet la série
 °un converge dans K si et seulement si la suite des sommes partielles converge
 dans K, soit encore si elle vérifie le critère de Cauchy :
 @ε ¡ 0 Dn0 P N @p, q P N, q ¡ p ¥ n0, |Sq Sp|
 q
 np1
 un
 ¤ ε.
 Remarque 12. Ce théorème assure que la convergence d’une série°un à termes dans K peut s’obtenir en
 étudiant la convergence de la série à termes réels positifs° |un| pour laquelle on a développé plusieurs
 critères au paragraphe précédent.
 Proposition 14. Soit°un une série absolument convergente. Pour tout N P N, on a :
 8
 nNun
 ¤8
 nN|un| .
 Exemples 7. Soit z P C.1. La série
 °zn converge absolument si et seulement si |z| 1.
 2. La série°znn! est convergente.
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32 Chapitre 1 - Séries numériques
 Définition 6. On appelle exponentielle complexe notée exp : CÑ C la fonction définie par :
 exp z 8
 n0
 zn
 n!.
 Proposition 15 (Formule de Stirling). On a :
 n! 8?
 2πnn
 e
 n.
 III.2 Séries alternées
 Nous avons montré qu’une série absolument convergente est convergente. Il existe cependant des sériesconvergentes non absolument convergentes.
 Définition 7. On appelle série semi-convergente toute série convergente non absolument convergente.
 Définition 8. On appelle série alternée une série réelle dont le terme général un est successivement positifet négatif. Il existe dans ce cas une suite panq de signe constant telle que pour tout entier n, un p1qnan.
 Théorème 5 (Critère spécial des séries alternées ou critère de Leibniz). Soit°un une série alternée. Si
 la suite p|un|qnPN est décroissante et tend vers 0, alors la série°un est convergente.
 Exemple 8. Convergence de¸n¥0
 p1qnn 1
 et¸n¥2
 ln
 1 p1qn?
 n
 .
 Remarque 13. Cette condition n’est pas nécessaire :¸n¥2
 p1qnn p1qn est une série alternée convergente ne
 vérifiant pas le critère spécial.
 Théorème 6 (Encadrement du reste). Soit°un une série alternée vérifiant le critère spécial. On note S
 sa somme.(i) S est comprise entre deux sommes partielles consécutives quelconques.(ii) S est du signe de u0 et |S| ¤ |u0|.(iii) Pour tout n P N, le reste Rn d’ordre n est du signe de un1 et vérifie : |Rn| ¤ |un1|.
 III.3 Produit de séries
 Définition 9. Soient°un et
 °vn deux séries à termes dans K. On appelle produit de Cauchy des deux
 séries°un et
 °vn, la série de terme général wn défini par :
 wn n
 k0
 ukvnk ¸
 pqnupvq.
 Théorème 7. Soient°un et
 °vn deux séries absolument convergentes et
 °wn leur produit de Cauchy.
 La série°wn est absolument convergente donc convergente et sa somme vérifie
 8
 n0
 wn 8
 n0
 un
 8
 n0
 vn
 .
 Remarque 14. Le résultat est faux si les séries ne sont pas supposées absolument convergentes. On considèreen effet la série de terme général un p1qn?n 1. Le produit de Cauchy de cette série par elle-mêmediverge grossièrement.
 Exemple 9. Soient z et z1 deux complexes. Le produit de Cauchy permet de retrouver la formule :
 exppz z1q exp z exp z1.
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 Proposition 16.
 (i) La somme de deux séries, la multiplication d’une série par un scalaire et le produit de Cauchy de deuxséries munissent l’ensemble des séries à termes dans K d’une structure de K-algèbre commutative.
 (ii) L’application qui à une série absolument convergente associe sa somme est un morphisme de K-algèbres.
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 Travaux DirigésSéries numériques
 Exercice 1Déterminer a et b pour que la série de terme général
 un lnn a lnpn 1q b lnpn 2q
 converge et dans ce cas, calculer sa somme.
 Exercice 2Etudier la nature des séries
 °un suivantes :
 1. un ln
 chpπnqcospπnq
 ,
 2. un ln
 pn 1qpn 2qnpn 3q
 , somme ?
 3. un n!
 nn,
 4. un 1
 n2 4, somme ?
 5. un an
 a2n b2n, pa, bq P R2ztp0, 0qu,
 6. un 1
 n3 n, somme ?
 7. un in
 n2,
 8. un e
 1 1
 n
 n,
 9. un 8
 kn1
 1
 k2,
 10. un sin
 2n2π
 n 1
 ,
 11. un sin
 n2π
 n 1
 ,
 12. un p1qnn23 cosn
 ,
 13. un p1qnn 1
 , somme ?
 14. un p1qnn p1qn , somme ?
 15. un p1qn?n p1qn ,
 Exercice 3Nature de la série de terme général un définie par :
 u1 P R et un1 1
 neun .
 Exercice 4Soit
 °an une série convergente à termes positifs. Etudier la nature des séries
 °a2n et
 ° an1 an
 .
 Exercice 5Soit
 °an une série à termes positifs. On pose bn ?
 anan1. Montrer que si°an converge, il en est de
 même pour°bn. Etudier la réciproque.
 Exercice 6Soit
 °un une série convergente à termes positifs. On pose vn 1
 n
 n
 k1
 kuk et wn vnn 1
 . Montrer que
 vn Ñ 0 et que la série°wn converge. Comparer les sommes des séries
 °un et
 °wn.
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 Exercice 7Soit
 °un une série convergente à termes strictement positifs.
 1. Etudier la nature de la série de terme général :
 vn unpRnqα , avec Rn
 8
 kn1
 uK .
 2. En déduire que si°un est une série convergente de réels strictement positifs, il existe une suite pvnq
 qui tend vers 8 telle que°unvn soit une série convergente.
 Exercice 8Soit panqnPN une suite de réels strictement positifs qui décroît vers 0. Etudier la nature de la série
 ¸ an an1
 an.
 Exercice 9Soit a Ps0, 1r, punqn¥0 une suite de réels positifs et pvnqn¥0 la suite définie par :
 v0 ¡ 0 et vn1 avn p1 aqaun v2
 n.
 Montrer que la suite pvnqn¥0 a une limite finie si et seulement si la série°un converge.
 Exercice 10Soit j e
 2iπ3 , on pose :
 @ n P N, un jn
 net Sn
 n
 k1
 uk.
 1. Etudier la convergence absolue de la série°un.
 2. Pour p P N, calculer les parties réelle et imaginaire de u3p2 u3p1 u3p.
 3. Montrer que la suite pS3nq converge. En déduire la nature de°un.
 Exercice 11On pose an
 n
 k1
 p1qk1?k.
 1. Montrer que la suitean p1qn
 ?n
 2
 a une limite finie l.
 2. Montrer que l P R.
 3. Quelle est la nature de la série¸ 1
 an?
 Exercice 12
 Donner un équivalent de8
 kn
 p1qk2k 1
 .
 Exercice 13Soit
 °zn une série de nombres complexes. On suppose que pour tout n P N, la partie réelle de zn est positive
 et que les séries°zn et
 °z2n convergent. Montrer que la série
 ° |zn|2 est convergente.
 Exercice 14 (Règle de Raabe-Duhamel)Soient α P R et punqnPN une suite de réels strictement positifs telle que :
 un1
 un 1 α
 nO
 1
 n2
 .
 1. Donner un condition nécessaire et suffisante sur α pour que la série°un converge. On pourra montrer
 qu’il existe une constante c telle que un c
 nα.
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 2. Déterminer les valeurs de a ¡ 0 pour lesquelles la série° n!
 apa1q...panq converge.
 3. Soit punq une suite définie par :
 u0 ¡ 0 et @ n P N,un1
 un n a
 n b, a, b ¡ 0.
 Etudier la nature de la série°un en fonction de a et b et calculer sa somme dans les cas de convergence.
 Exercice 15 (Transformation d’Abel)Soient pαnqnPN une suite réelle et pbnqnPN une suite complexe. On note an αnbn et Bn
 n
 k0
 bk.
 1. Vérifier quen
 k1
 ak n
 k1
 pαk αk1qBk αn1Bn α1B0.
 2. On suppose que la suite pBnqnPN est bornée et que la suite pαnqnPN décroît et tend vers 0. Montrer quela série
 °an converge.
 3. Montrer qu’on peut remplacer l’hypothèse de décroissance de pαnqnPN par l’hypothèse suivante : lasérie
 ° |αn αn1| converge.
 4. Etudier la nature des séries° einθ
 nαpα, θ P Rq et ° sin
 sinn?n
 .
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 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Bases - Sommes directes
 I.1 Définitions
 Soit E un K-espace vectoriel.
 Définition 1. Soit A une partie de E. On appelle combinaison linéaire des éléments de A tout élément de
 E de la formen
 k1
 αkek où pα1, . . . , αnq P Kn et pe1, . . . , enq P An.
 Remarque 1. Attention : même si A est infinie, le nombre d’éléments de la somme doit être fini.
 Proposition 1. Soit A une partie non vide de E. L’ensemble des combinaisons linéaires des éléments deA est un sous-espace vectoriel de E. On l’appelle sous-espace vectoriel engendré par A et on le noteVectpAq.
 Proposition 2. VectpAq est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.
 Définition 2. On dit que la famille peiqiPI est libre si toute sous-famille finie est libre. Dans le cas contraire,on dit que la famille est liée.
 Exemples 1. Dans l’espace vectoriel des applications de R dans lui-même,
 la famille pfnqnPN, avec fnpxq xn, est une famille libre,
 la famille pfλqλPR, avec fλpxq eλx, est une famille libre.
 Remarque 2. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
 Définition 3. On dit que la famille peiqiPI est génératrice si tout vecteur x P E s’écrit comme une combi-naison linéaire des vecteurs de cette famille.
 Définition 4. On appelle base de E toute famille à la fois libre et génératrice de E.
 Exemples 2.
 les vecteurs p1, 0, . . . , 0q, p0, 1, 0, . . . , 0q, . . . , p0, . . . , 0, 1q forment une base de Kn dite canonique.
 la famille pXnqnPN est une base de l’espace vectoriel KrXs, appelée base canonique.
 Remarque 3. Attention : la famille e1 p1, 0, . . . q, e2 p0, 1, 0, . . . q, e3 p0, 0, 1, 0, . . . q, . . . n’est pas unefamille génératrice de l’espace vectoriel KN des suites d’éléments de K. En effet la suite constante égale à 1,notée p1, 1, . . . q, ne s’écrit pas comme combinaison linéaire finie de vecteurs ui.
 Théorème 1. La famille peiqiPI est une base de E si et seulement si pour tout vecteur x P E il existe uneunique famille de scalaires pαiqiPI presque tous nuls (sauf un nombre fini) telle que
 x ¸iPIαiei.
 Les pαiqiPI sont appelés composantes ou coordonnées du vecteur x dans la base peiqiPI .
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 Théorème 2. On considère une famille B peiqiPI de vecteurs de E. Les trois assertions sont équivalentes :(i) B est une base de E,(ii) B est une famille génératrice minimale de E,(iii) B est une famille libre maximale de E.
 Définition 5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E. On appellebase adaptée à F toute base de E obtenue par complétion d’une base de F .
 I.2 Lien avec les applications linéaires
 Proposition 3. Soient E et F deux K-espace vectoriels, f : E Ñ F une application linéaire et peiqiPI unefamille de vecteurs de E.(i) si peiqiPI est une famille génératrice, alors pfpeiqqiPI est une famille génératrice de Im f ,(ii) si peiqiPI est une famille liée, alors pfpeiqqiPI est une famille liée,(iii) si f est injective et si peiqiPI est une famille libre, alors pfpeiqqiPI est une famille libre.
 Théorème 3. Soient E et F deux K-espace vectoriels, peiqiPI une base de E et pxiqiPI une famille devecteurs de F .
 Il existe une application linéaire f : E Ñ F et une seule telle que fpeiq xi pour tout i P I. De plus,(i) f est injective si et seulement si pxiqiPI est une famille libre de F ,(ii) f est surjective si et seulement si pxiqiPI est une famille génératrice de F ,(iii) f est bijective si et seulement si pxiqiPI est une base de F .
 I.3 Somme de sous-espaces vectoriels
 Définition 6. Soit E1, . . . , Ep p sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de E1, . . . , Ep le sous-espacevectoriel de E égal à :
 F tx1 xp | px1, . . . , xpq P E1 Epu.
 Cette somme est notée F E1 Ep p
 i1
 Ei.
 Remarque 4.p
 i1
 Ei est en fait le sous-espace vectoriel de E engendré parp¤i1
 Ei.
 Définition 7. La somme de p sous-espaces vectoriels E1, . . . , Ep de E est dite directe si tout vecteur decette somme se décompose de manière unique comme somme de vecteurs des sous-espaces vectoriels Ei. Lasomme s’écrit alors : p
 i1
 Ei E1 ` ` Ep pài1
 Ei.
 Proposition 4. Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels de E.
 E1 E2 E1 ` E2 ðñ E1 X E2 t0u.
 Remarque 5. Attention : soient E1, . . . , Ep des sous-espaces vectoriels de E (p ¥ 3), il ne suffit pas des’assurer que EiXEj t0u si i j pour que la somme soit directe. Contre-exemple : trois droites vectoriellesdistinctes dans R2.
 Proposition 5. Soient E1, . . . , Ep des sous-espaces vectoriels de E. Les propositions suivantes sont équi-valentes :
 (i)p
 i1
 Ei pài1
 Ei,
 (ii) @px1, . . . , xpq P E1 Ep, x1 xp 0 ùñ @i P t1, . . . , pu, xi 0,
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 (iii) @i P t1, . . . , pu, Ei X¸ji
 Ej t0u.
 Définition 8. On dit que les sous-espaces vectoriels E1, . . . , Ep de E sont supplémentaires si leur sommeest directe et égale à E : p
 i1
 Ei pài1
 Ei E.
 Exemples 3.
 1. MnpRq SnpRq `AnpRq,2. Pour P P KrXs avec d pP q n 1, on a : KrXs PKrXs `KnrXs.
 Proposition 6 (admis). Tout sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E admet un supplémentaire.
 Proposition 7. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et E1, . . . , Ep des sous-espaces vectorielssupplémentaires de E. Si pour i P t1, . . . , pu, Bi est une base de Ei, alors B pB1, . . . ,Bpq est une base de E.
 Définition 9. Une telle base est appelée base adaptée à la décomposition de E en somme directe :
 E E1 ` ` Ep.
 Proposition 8. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et E1, . . . , Ep des sous-espaces vecto-riels de E dont la somme est directe. Alors,
 (i) dim
 pài1
 Ei
 p
 i1
 dimEi, (ii)pài1
 Ei E ðñp
 i1
 dimEi E.
 Proposition 9. Soient E1, . . . , Ep des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, F un K-espace vec-toriel, et pour tout i P t1, . . . , pu, fi P LpEi, F q. Il existe une unique application linéaire f P LpE,F q telleque pour tout i P t1, . . . , pu, fi est la restriction de f à Ei : fi f|Ei .
 Application : famille de projecteurs associés à une somme directe
 Définition 10. Soient E1, . . . , Ep des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Pour tout i P t1, . . . , pu,on note pi la projection sur Ei parallèlement à
 ÀjiEj. La famille ppiq1¤i¤p est appelée famille de pro-
 jecteurs associée à la décomposition E E1 ` ` Ep.
 Proposition 10. Soit ppiq1¤i¤p la famille de projecteurs associée à la décomposition E E1 ` ` Ep.On a les relations suivantes :
 (i) p2i pi, (ii) pi pj 0 si j i, (iii)
 p
 i1
 pi idE.
 II Applications linéaires
 II.1 Image et noyau
 Théorème 4 (Théorème du rang). Soient E et F des K-espaces vectoriels et f P LpE,F q. f réalise unisomorphisme de tout supplémentaire de Ker f sur Im f .
 Corollaire 1. Si f P LpE,F q et si E est de dimension finie, alors on a la formule du rang :
 dim Ker f rg f dimE.
 Remarque 6. Par définition, rg f dim Im f .
 Exemple 4. Soient f P LpE,F q et G un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. La formule du rangappliquée à f|G donne : dim fpGq dimG dimpGXKer fq.
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 Proposition 11. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f P LpE,F q. Si de plusdimE dimF , alors les assertions suivantes sont équivalentes :
 (i) f est injective,(ii) f est surjective,(iii) f est bijective.
 Remarques 7. Attention : ce résultat est faux en dimension infinie. Exemple : l’opérateur de dérivation sur KrXs
 est surjectif sans être injectif. Pour E de dimension finie n et f P LpEq : f isomorphisme ðñ rg f n.
 Proposition 12. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, f P LpE,F q, g P GLpEq eth P GLpF q. Alors,
 rgpf gq rg f et rgph fq rg f.
 Application : interpolation de Lagrange
 Soit pa0, . . . , anq P Kn1 deux à deux distincts. On définit une application φ de KrXs dans Kn1 :
 φ : KrXs ÝÑ Kn1
 P ÞÝÑ pP pa0q, . . . , P panqq
 Proposition 13. L’application φ est linéaire de KrXs dans Kn1. De plus, la restriction de φ à KnrXsréalise un isomorphisme de KnrXs sur Kn1.
 On montre que : Kerφ n¹i0
 pX aiqKrXs et on utilise le résultat 2. des exemples 3.
 La codimension
 Proposition 14. Soit E1 un sous-espace vectoriel de E admettant deux supplémentaires F1 et F2 dans E.La projection sur F1 parallèlement à E1 réalise un isomorphisme de F2 sur F1.
 Définition 11. Soit E1 un sous-espace vectoriel de E. On dit que E1 est de codimension finie si E1 admetun supplémentaire de dimension finie.
 Exemple 5. Soit P P KrXs avec d pP q n 1, PKrXs est de codimension finie et codimPKrXs n 1.
 Proposition 15. Si E est de dimension finie, et E1 sous-espace vectoriel : dimE dimE1 codimE1.
 II.2 Formes linéaires et hyperplans
 Définition 12. Si f P LpE,Rq, on dit que f est une forme linéaire sur E et on note E LpE,Rql’espace dual de E.
 Exemples 6.
 1. P ÞÝÑ P p1q est une forme linéaire sur KrXs,2. M ÞÝÑ trM est une forme linéaire sur MatnpKq,
 3. f ÞÝÑ» baf est une forme linéaire sur Cpra, bs,Rq.
 Définition 13. Une partie H de E est un hyperplan de E si codimH 1.
 Remarque 8. Si E est de dimension finie n, les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de dimensionn 1.
 Proposition 16. H est un hyperplan si et seulement si H est le noyau d’une forme linéaire ϕ non nulle.

Page 45
                        

Lycée Henri BERGSON - PSI 45
 Exemple 7. H tP P KrXs | P p1q 0u est un hyperplan de KrXs.
 Proposition 17. Soient ϕ une forme linéaire non nulle et ψ une forme linéaire qui s’annule sur Kerϕ.Alors ψ est proportionnelle à ϕ.
 Corollaire 2. Soient H et K deux hyperplans, noyaux respectifs des formes linéaires non nulles ϕ et ψ.H K ðñ pϕ,ψq est liée.
 Définition 14. On appelle équation de l’hyperplan H toute équation de la forme ϕpxq 0, où ϕ est uneforme linéaire non nulle telle que H Kerϕ.
 II.3 Dualité en dimension finie
 On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n ¥ 1.
 Proposition 18. Soit e un vecteur non nul de E, il existe une forme linéaire ϕ sur E telle que ϕpeq 1.
 Remarque 9. Le vecteur nul est le seul vecteur sur lequel toute forme linéaire s’annule.
 Définition 15. Soit B pe1, . . . , enq une base de E. Pour tout i P t1, . . . , nu, on note ϕi la forme linéairesur E suivante :
 ϕi : x n
 k1
 xkek ÞÝÑ xk.
 On dit que pϕ1, . . . , ϕnq sont les formes linéaires coordonnées associées à la base B.
 Proposition 19. Les formes linéaires coordonnées pϕ1, . . . , ϕnq associées à la base B pe1, . . . , enq consti-tuent une base B de E, appelée base duale.
 Remarque 10. @i, j P t1, . . . , nu, ϕipejq δij (symbole de Kronecker : δij 1 si j i et δij 0 sinon).
 Corollaire 3. Pour E de dimension finie, on a : dimE dimE.
 Exercice 1. Soient E un espace vectoriel de dimension n, B pe1, . . . , enq une base de E et B pϕ1, . . . , ϕnqla base duale associée. Pour x P E et ϕ P E, on note :
 Φ MatBpϕq et X MatBpxq.
 Comment exprime-t-on ϕpxq à l’aide de Φ et X ?
 Proposition 20. Etant donnée une base L de E, il existe une base B de E appelée base anté-duale deL, telle que L B.
 Proposition 21. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p. L’ensemble F0 des formes linéairess’annulant sur F est un sous-espace vectoriel de E de dimension n p.
 Proposition 22. Soient H1, . . . ,Hp des hyperplans de E, F p£
 k1
 Hk, et pour chaque k P t1, . . . , pu,ϕk forme linéaire non nulle sur E telle que Hk Kerϕk. Alors F est un sous-espace vectoriel de E dedimension n rgpϕ1, . . . , ϕpq. Toute forme linéaire s’annulant sur F est combinaison linéaire de ϕ1, . . . , ϕp.
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 Travaux DirigésEspaces vectoriels et applications linéaires
 Exercice 1On considère la famille de fonctions pfaqaPR définies sur R par : fapxq |x a|.Montrer que cette famille est libre.
 Exercice 2Soient F,G,H des sous-espaces vectoriels d’un espace E tels que :
 F XG H X pF Gq t0u.Montrer que la somme F GH est directe.
 Exercice 3Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soient f et g deux endomorphismes de E. Montrer que :
 1. Montrer que : Ker g Kerpf gq et Impf gq Im f .
 2. Montrer que : rgpfq rgpgq n ¤ rgpf gq ¤ minprgpfq, rgpgqq.3. Montrer les inégalités : | rgpfq rgpgq| ¤ rgpf gq ¤ rgpfq rgpgq.
 Exercice 4Soit E un espace vectoriel de dimension finie n ¡ 0 et soient f et g deux endomorphismes de E tels que :
 E Ker f Ker g Im f Im g.
 Montrer que ces deux sommes sont directes.
 Exercice 5 (Centre de LpEq)Soit E un espace vectoriel.
 1. Soit f P LpEq telle que pour tout x P E, px, fpxqq est liée. Montrer que f est une homothétie.
 2. Montrer que si f P Z pLpEqq, alors f est une homothétie.
 Exercice 6Soit E un espace vectoriel de dimension n ¥ 1. On considère deux endomorphisme de E tels que :
 f g f g et g f g f.1. Montrer que Kerpfq et Kerpgq sont égaux.2. Montrer que f , g, f g, et g f sont de même rang.
 3. Montrer que Impfq Impf gq.
 Exercice 7Soient E un espace vectoriel et p1 et p2 deux projecteurs. On note q p1 p2 p2 p1. On supposeImpp2q Kerpp1q.
 1. Montrer que p1 p2 0.
 2. Montrer que q est un projecteur.
 3. Montrer que Impqq Impp1q Impp2q et Kerpqq Kerpp1q XKerpp2q.
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 Exercice 8
 1. Quelle est la base duale de la base canonique de RnrXs ?
 2. Pour k P t0, . . . , nu, on définit ϕk : P ÞÝÑ» 1
 0tkP ptq dt. Montrer que pϕ0, ϕ1, . . . , ϕnq forme une base
 du dual de RnrXs.
 Exercice 9Soient n P N, a P R, on définit l’application suivante :
 δa : RnrXs ÝÑ RP ÞÝÑ P paq.
 Soit A une partie de R. A quelle condition sur A la famille pδaqaPA est-elle libre ?
 Exercice 10Soient E un K-espace vectoriel, A et B des sous-espaces vectoriels de E tels que A B E. On supposede plus que A est de codimension finie dans E.
 1. Montrer que A est de codimension finie dans B.
 2. Montrer que B est de codimension finie dans E.
 3. Montrer que : codimE A codimE B codimB A.
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Matrices - Systèmes linéaires
 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Matrices
 On rappelle que Mn,ppKq est un K-espace vectoriel de dimension np et de base canonique la famillepEi,jq 1¤i¤n
 1¤j¤p, où Ei,j est la matrice ne contenant que des 0 sauf un 1 à l’intersection de la ie ligne et de
 la je colonne.
 I.1 Représentation matricielle
 Soit E un K-espace vectoriel de dimension p et B pe1, . . . , epq une base de E.Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et C pf1, . . . , fnq une base de F .
 Définition 1. Soit f P LpE,F q, on appelle matrice de f dans les bases B et C, la matrice A P Mn,ppKqtelle que les coordonnées de fpejq dans C soient sur la je colonne de A et on note A MatB,C f . En d’autrestermes, pour tout entier j P t1, . . . , pu, on a :
 fpejq a1,jf1 an,jfn.
 Exemples 1.
 1. Matrice de la projection sur pe1, . . . , erq parallèlement à per1, . . . , epq (0 ¤ r ¤ p).
 2. Matrice d’une forme linéaire sur E.
 Théorème 1. L’application qui à une application f P LpE,F q associe sa matrice dans les bases B et C estun isomorphisme de LpE,F q sur Mn,ppKq.
 Définition 2. On appelle matrice de la famille de vecteurs pu1, . . . , umq de E dans la base B, la matricede taille pm dont la je colonne est le vecteur uj écrit dans la base B.
 Définition 3. Soit B1 pe11, . . . , e1pq une autre base de E, on appelle matrice de passage de B à B1 la matricePB1B de la famille de vecteurs B1 écrits dans la base B.
 Remarques 1. 1. PB1B MatB1,B Ip. 2.
 PB1B
 1 PB
 B1 .
 Proposition 1.1. Soient x P E, X son écriture dans la base B et X 1 sa matrice dans la base B1, P PB1
 B : X PX 1.
 2. Soient f P LpE,F q, M sa matrice dans les bases B et C et M 1 sa matrice dans les bases B1 et C1,P PB1
 B et Q P C1C : M 1 Q1MP .
 Définition 4.1. Deux matrices A et B de Mn,ppKq sont dites équivalentes s’il existe deux matrices Q P GLnpKq et
 P P GLppKq telles que : B Q1AP .
 2. Deux matrices A et B de MnpKq sont dites semblables s’il existe une matrice P de GLnpKq telleque : B P1AP .
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 I.2 Trace d’une matrice - trace d’un endomorphisme
 Définition 5. Pour A paijq PMnpKq, on appelle trace de A le scalaire
 trA n
 k1
 akk.
 Proposition 2. L’application trace : tr : MnpKq ÝÑ KA ÞÝÑ trA
 est une forme linéaire sur MnpKq.
 Proposition 3. Pour toutes matrices A,B PMnpKq, on a : trpABq trpBAq.
 Remarque 2. Attention : trpABCq trpACBq. Exemple : calculer E1,1E1,2E2,1 et E1,1E2,1E1,2 (on rappelleque Ei,jEk,l δi,kEi,l).
 Corollaire 1. Deux matrices semblables ont la même trace.
 Définition 6. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. On appelle trace de f ,notée tr f , la trace de la matrice représentative de f dans une base quelconque de E.
 Exemples 2.1. Dans un espace euclidien de dimension 2 orienté, la rotation d’angle θ P R a pour trace 2 cos θ.
 2. Dans un espace euclidien de dimension 3 orienté, toute rotation d’angle θ P R a pour trace 2 cos θ 1.
 I.3 Rang d’une matrice
 Définition 7. Soit A P Mn,ppKq, on note Cj la je colonne de A, 1 ¤ j ¤ p. On appelle rang de A, notérgA, le rang de la famille de vecteurs pC1, . . . , Cpq.
 Remarques 3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. L’application linéaire f P LpE,F q a le même
 rang que chacune des matrices qui la représente.
 2. En particulier, une matrice a le même que rang que l’application linéaire qui lui est canoniquementassociée.
 3. Le pivot de Gauss fournit une méthode de détermination pratique du rang d’une matrice.
 Proposition 4. Soient A PMn,ppKq et r P t1, . . . ,maxpn, pqu.La matrice A est de rang r si et seulement si elle est équivalente à la matrice Jr pαi,jq PMn,ppKq, où
 αi,j #
 1 si i j ¤ r,
 0 dans tous les autres cas.
 La matrice Jr s’écrit également par blocs sous la forme :
 Jr
 Ir 0r,pr0nr,r 0nr,pr
 .
 Corollaire 2. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont même rang.
 Corollaire 3. Une matrice et sa transposée ont même rang.
 Proposition 5. Soit p un projecteur, on a : tr p rg p.
 Remarque 4. Attention : la réciproque est fausse.
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 II Equations et systèmes linéaires
 II.1 Equations linéaires
 Définition 8. Soient E et F deux K-espaces vectoriels, on appelle équation linéaire toute équation de laforme
 fpxq b,
 où f P LpE,F q, b un élément de F et x est l’inconnue appartenant à E.
 Exemples 3.1. Soient I un intervalle de R, a, b, c, d quatre fonctions continues sur I et à valeurs dans K. La résolution
 sur I de l’équation différentielle :
 aptqx2 bptqx1 cptqx dptqéquivaut à la résolution de l’équation linéaire fpxq d où f est l’application linéaire de l’espacevectoriel D2pI,Kq des fonctions deux fois dérivables sur I dans l’espace FpI,Kq des applications de Idans K, définie par : fpxq ax2 bx1 cx, pour tout x P D2pI,Kq.
 2. Etant donnés a, b P K, et c pcnqnPN P KN, la recherche des suites u punqnPN vérifiant la relation derécurrence
 @ n P N, un2 aun1 bun cn
 équivaut à la résolution de l’équation linéaire fpuq c où f est l’endomorphisme de KN qui à toutesuite u punqnPN associe la suite de terme général un2 aun1 bun, n P N.
 Définition 9. Une équation linéaire fpxq b est dite compatible si elle admet au moins une solution dans E.
 Elle est dite homogène si son second membre b est nul.
 Proposition 6. L’équation fpxq b est compatible si et seulement si b P Im f et dans ce cas, l’ensemble des solutionsf1ptbuq est le sous-espace affine de E :
 f1ptbuq x0 Ker f tx0 h, h P Ker fu,
 où x0 est une solution particulière de l’équation.
 L’ensemble des solutions d’une équation homogène fpxq 0 est le sous-espace vectoriel Ker f .
 Proposition 7 (Principe de superposition). Soient b1, b2 P F tels que b b1 b2. Si pour i P t1, 2u, xiest une solution particulière de l’équation linéaire fpxq bi, alors x1 x2 est une solution particulière del’équation fpxq b.
 II.2 Systèmes linéaires
 Définition 10. On appelle système linéaire à n équations et p inconnues dans K, tout système de la forme
 pSq
 $''''&''''%
 a1,1x1 a1,2x2 a1,pxp b1
 a2,1x1 a2,2x2 a2,pxp b2...an,1x1 an,2x2 an,pxp bn
 où les pai,jq 1¤i¤n1¤j¤p
 et les pbiq1¤i¤n sont des scalaires et les pxjq1¤j¤p sont les inconnues scalaires.
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 Définition 11. Avec les notations précédentes,
 la matrice A pai,jq 1¤i¤n1¤j¤p
 PMn,ppKq est la matrice du système,
 le rang de A est appelé le rang du système.
 Remarque 5. Le système linéaire pSq admet différentes interprétations :
 AX B, avec B
 b1...bn
 et l’inconnue X
 x1...xp
 
 fpxq b, où f est l’application linéaire de Kp dans Kn canoniquement associée à A, b pb1, . . . , bnqet x px1, . . . , xpq (d’où les notions de système linéaire incompatible et système linéaire homogène).
 @ i P t1, . . . , nu, ϕipxq bi, où pour tout i P t1, . . . , nu, ϕi est la forme linéaire sur Kp définie par :
 ϕi : px1, . . . , xpq ÞÝÑ ai,1x1 ai,2x2 ai,pxp.
 Il s’agit là d’une intersection d’hyperplans affines, à supposer que les formes linéaires ϕi ne soient pasnulles.
 Proposition 8. L’ensemble des solutions du système pSq est l’ensemble f1ptbuq. Plus précisément, si lesystème est incompatible, c’est l’ensemble vide, s’il est compatible, c’est un sous-espace affine de directionKer f .
 Matrices élémentaires - opérations élémentaires
 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, A PMnpKq et λ un scalaire.
 Matrices de transvection : Λi,j In λEi,j (i j).
 Opération élémentaire associée : Λi,j A : Li ÐÝ Li λLj ,
 A Λi,j : Cj ÐÝ Cj λCi.
 Matrices de dilatation : ∆i In pλ 1qEi,i (λ 0).
 Opération élémentaire associée : ∆i A : Li ÐÝ λLi,
 A∆i : Ci ÐÝ λCi.
 Matrice de transposition : Σi,j In pEi,i Ej,jq Ei,j Ej,i (i j).
 Opération élémentaire associée : Σi,j A : Li ÐÑ Lj ,
 A Σi,j : Ci ÐÑ Cj .
 Remarque 6. Les matrices élémentaires sont inversibles : la multiplication à gauche ou à droite par unematrice élémentaire n’affecte pas le rang de la matrice initiale.
 Méthode du pivot de Gauss
 Pour étudier des systèmes linéaires, on doit déterminer si certaines équations sont redondantes ou incompa-tibles. Pour cela, on met en œuvre la méthode du pivot de Gauss. Elle permet, par une suite d’opérationsélémentaires et donc par une suite de multiplications par des matrices élémentaires, de transformer le sys-tème initial en un système triangulaire supérieur.Cette méthode fera l’objet d’un TP maple.
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 III Matrices définies par blocs
 III.1 Définition
 Il est parfois commode d’écrire une matrice en regroupant les coefficients par blocs rectangulaires. On se li-mitera au cas de matrices définies par quatre blocs pAi,jq1¤i,j¤2 tels que chaque bloc Ai,j est de taille nipj :
 A1,1 A1,2
 A2,1 A2,2
 .
 Lorsque les blocs ont des tailles qui le permettent, on peut effectuer un produit de deux matricespar blocs :
 A BC D
 A1 B1
 C 1 D1
 AA1 BC 1 AB1 BD1
 CA1 DC 1 CB1 DD1
 .
 Remarques 7.
 1. Attention à l’ordre des produits des blocs, le produit matriciel n’est pas commutatif !
 2. On généralise aisément cette écriture à des matrices présentant un nombre supérieur de blocs.
 III.2 Sous-espace stables et matrices définies par blocs
 On considère un espace vectoriel E, un endomorphisme f de E et un sous-espace vectoriel F de E.
 Définition 12. On dit que le sous-espace F est stable par f si fpF q F , en d’autres termes si :
 @ x P F, fpxq P F.
 Proposition 9. On suppose que F est un sous-espace stable par f . Alors f induit un endormorphismesur F noté fF défini par :
 fF : F ÝÑ F
 x ÞÝÑ fpxq.
 Remarque 8. Attention : si F n’est pas stable par f , on ne peut pas définir d’endomorphisme induitsur F mais simplement la restriction de f à F définie par :
 f|F : F ÝÑ E
 x ÞÝÑ fpxq
 qui est une application linéaire de F dans E.
 Exemple 4. Considérons un projecteur p :
 Im p est stable par p et l’endomorphisme induit pIm p est l’identité de Im p.
 Ker p est stable par p et l’endomorphisme induit pKer p est l’endomorphisme nul.
 Proposition 10. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, F un sous-espace vectoriel de E dedimension p et B pe1, . . . , enq une base de E adaptée à F . Alors le sous-espace F est stable par f si etseulement si la matrice de f dans la base B est défnie par blocs sous la forme :
 MatB f A B0 C
 PMnpKq,
 avec A PMppKq, B PMp,nppKq et C PMnppKq.Dans ce cas, A est la matrice dans la base pe1, . . . , epq de l’endomorphisme fF induit par f sur F .
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 Travaux DirigésMatrices - Systèmes linéaires
 Exercice 1Donner la matrice dans la base canonique de la projection sur F d’équation x y z 0, parallèlement àG défini par les équations : x y
 2 z
 3.
 Exercice 2Soient E un espace vectoriel de dimension finie, p, q et r des projecteurs de E.L’endomorphisme p q
 ?2 r
 ?3 peut-il être un projecteur ?
 Exercice 3Soient E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E : on dit que f est nilpotent s’ilexiste un entier k tel que fk 0. On appelle alors indice de nilpotence le plus petit entier k pour lequelfk 0.
 1. Soit f un endomorphisme nilpotent de E dont l’indice de nilpotence est k. Montrer que l’on a : k ¤ n.Indication : on pourra exhiber à l’aide de f une famille libre de E de taille k.
 2. Existe-t-il A PM3pCq telle que A2 0 0 0
 1 0 00 1 0
 ?
 3. On suppose que l’indice de nilpotence de f est n.(a) Montrer que pour tout j P t1, . . . , nu, dim Ker f j j.(b) Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p qui est stable par f . Montrer, en utilisant
 la restriction de f à F que F Ker fp.
 Exercice 4
 1. Soit pEi,jq1¤i,j¤n la base canonique de MnpKq. Montrer le résultat suivant :
 @ i, j, k, l P t1, . . . , nu, Ei,jEk,l δj,kEi,l.
 2. Soit f une forme linéaire sur MnpKq telle que pour toutes matrices A et B de MnpKq : fpABq fpBAq. Montrer qu’il existe λ P K tel que f λ tr.Indication : on pourra s’intéresser à l’image par f de la base canonique pEi,jq1¤i,j¤n.
 Exercice 5Soient A PMnpKq telle que rgA r et F tB PMnpKq |ABA 0u.Montrer que F est un sous-espace vectoriel de MnpKq et déterminer sa dimension.
 Exercice 6Soit f une application multiplicative de MnpKq dans K, c’est-à-dire telle que :
 @A,B PMnpKq, fpABq fpAqfpBq.
 On suppose que f n’est pas contante. Montrer qu’on a l’équivalence :
 fpAq 0 ô A R GLnpKq.

Page 58
                        

58 Chapitre 3 - TD Matrices - Systèmes linéaires
 Exercice 7
 1. On note T l’ensemble des matrices de MnpCq de trace nulle.
 (a) Montrer que T est un sous-espace vectoriel de MnpCq et déterminer sa dimension.
 (b) Montrer par récurrence sur n que toute matrice de T est semblable à une matrice dont la diagonaleest nulle. Indication : on pourra étudier séparément le cas des homothéties.
 2. Soit D diagpd1, d2, . . . , dnq une matrice diagonale de MnpCq dont les éléments di de la diagonalesont supposés deux à deux distincts. On considère l’application suivante :
 ϕ : MnpCq ÝÑ MnpCqM ÞÝÑ DM MD.
 (a) Vérifier que ϕ est bien un endomorphisme.
 (b) Déterminer Kerϕ et Imϕ.
 (c) En déduire que pour A PMnpCq, on a équivalence entre :
 piq trA 0,
 piiq DX,Y PMnpCq, A XY Y X.
 Exercice 8Soient un entier n ¥ 2 et a1, . . . , an des complexes. On considère le système linéaire pSq suivant :
 pSq
 $'''''''&'''''''%
 x2 x3 xn1 xn a1
 x1 x3 xn1 xn a2
 x1 x2 xn1 xn a3
 ...x1 x2 x3 xn1 an.
 1. Quel est le rang du système pSq ?2. Résoudre pSq.
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Déterminants
 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Groupe des permutations
 Définition 1. On note Sn l’ensemble des permutations de l’ensemble t1, . . . , nu, c’est-à-dire des bijectionsde t1, . . . , nu dans lui-même.
 Proposition 1. L’ensemble Sn muni de la composition est un groupe de cardinal n!, appelé groupe sy-métrique d’ordre n.
 Définition 2. Soient p P t2, . . . , nu et a1, . . . , ap des éléments deux à deux distincts de t1, . . . , nu. On notepa1, . . . , apq la permutation qui envoie a1 sur a2, . . . , ap1 sur ap, ap sur a1 en laissant fixe les autres élé-ments.Une telle permutation est appelée pcycle, où p est la longueur du cycle. Les 2cycles sont appelés trans-positions.
 Exemples 1.1. p1, 2q, p1, 3q, p2, 3q sont les transpositions de S3.2. p1, 4, 2q est un 3cycle de S4, mais aussi de Sn pour n ¥ 4.
 Proposition 2. Si n ¥ 3, Sn n’est pas commutatif.
 Proposition 3. Toute permutation de Sn peut s’écrire comme produit de tranpositions.
 Exemple 2. pa1, . . . , apq pa1, a2qpa2, a3q . . . pap1, apq.
 Définition 3. Soient σ P Sn et i, j P t1, . . . , nu, i j. On dit que le couple pi, jq, présente une inversionsi i j et σpiq ¡ σpjq. On note Ipσq le nombre d’inversions de σ.
 Définition 4. On appelle signature d’une permutation σ le nombre εpσq p1qIpσq. On appelle permu-tation paire (resp. impaire) une permutation de signature 1 (resp. 1).
 Proposition 4. Soient i, j P t1, . . . , nu, i j : εpi, jq 1.
 Théorème 1. La signature est un morphisme de pSn, q dans pt1, 1u,q.
 Proposition 5. Si σ τ1 . . . τp est un produit de p transpositions, alors εpσq p1qp.
 Exemple 3. εpa1, . . . , apq
 p1qp1.
 Définition 5. On appelle groupe alterné, noté An, le noyau de la signature :
 An Ker ε tσ P Sn, εpσq 1u.Proposition 6. Soit δ P Snz An, l’application suivante est une bijection :
 An ÝÑ Snz An
 σ ÞÝÑ σ δ.
 Corollaire 1. CardAn n!
 2.
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 II Déterminants
 II.1 Déterminant de n vecteurs
 Définition 6. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application ϕ : En ÝÑ F est dite n-linéaireou encore miltilinéaire si en tout point de En ses n applications partielles sont linéaires, c’est-à-dire :
 @pa1, . . . , anq P En, @k P t1, . . . , nu, E ÝÑ Fx ÞÝÑ ϕpa1, . . . , ak1, x, ak1, . . . , anq est linéaire.
 On note LnpE,F q l’ensemble de applications n-linéaires de E dans F . On appelle forme n-linéaire touteapplication de LnpE,Kq.
 Remarques 1.
 1. LnpE,F q est un K-espace vectoriel.
 2. Attention : il ne faut pas confondre application n-linéaire de E dans K et application linéaire de En
 dans K.
 Définition 7. Soit ϕ P LnpE,F q. On dit que ϕ est une forme n-linéaire alternée si l’image de tout n-upletdont deux vecteurs sont égaux est nul :
 D i j, xi xj ùñ ϕpx1, . . . , xnq 0.
 On note AnpEq l’ensemble des formes n-linéaires alternées.
 Proposition 7. Soit ϕ P AnpEq.1. Di P t1, . . . , nu, xi 0 ùñ ϕpx1, . . . , xnq 0,
 2. px1, . . . , xnq liée ùñ ϕpx1, . . . , xnq 0,
 3. ϕpx1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xnq ϕpx1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xnq pour i j,
 4. ϕpx1, . . . , xi °ji λjxj , . . . , xnq ϕpx1, . . . , xi, . . . , xnq.
 Exercice 1. dimE 2, dans B pe1, e2q, on note x1 x1,1
 x2,1
 et x2
 x1,2
 x2,2
 .
 Déterminer ϕpx1, x2q en fonction de ϕpe1, e2q.
 Théorème 2. On suppose que E est de dimension n. Soient ϕ P AnpEq, B pe1, . . . , enq une base de Eet x1, . . . , xn n vecteurs de E. On note MatBpx1, . . . , xnq pxi,jq1¤i,j¤n. On a :
 ϕpx1, . . . , xnq ¸σPSn
 εpσqn¹k1
 xσpkq,k
 ϕpe1, . . . , enq.
 Remarque 2. ϕ est donc entièrement déterminée par ϕpe1, . . . , enq.
 Théorème 3. On suppose que E est de dimension n. Soient B pe1, . . . , enq une base de E et x1, . . . , xnn vecteurs de E. On note MatBpx1, . . . , xnq pxi,jq1¤i,j¤n. L’application :
 detBpx1, . . . , xnq ¸σPSn
 εpσqn¹j1
 xσpjq,j ¸σPSn
 εpσqn¹i1
 xi,σpiq
 est l’unique forme n-linéaire alternée valant 1 en pe1, . . . , enq.
 Définition 8. Cette application notée detB est appelée déterminant dans la base B .
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 Corollaire 2. AnpEq est une K-espace vectoriel de dimension 1 de base detB.
 Propriétés 1. Soient B et B1 deux bases de E. On a les résultats suivants :
 1. detB1px1, . . . , xnq detB1pe1, . . . , enq detBpx1, . . . , xnq,2. detB1B detBB1 1,
 Proposition 8. La famille px1, . . . , xnq est une base de E si et seulement si detBpx1, . . . , xnq 0.
 Application. Orientation de R2 et R3 :
 Dans R2 ou R3, le choix d’une base B oriente le plan ou l’espace.En effet, pour toute autre base B1 on a : detBB1 0.
 Définition 9. Si detBB1 ¡ 0 (resp. 0), la base B1 est dite directe (resp. indirecte).
 II.2 Déterminant d’un endomorphisme
 Proposition 9. Soient f P LpEq, B pe1, . . . , enq et B1 pe11, . . . , e1nq deux bases de E.
 detBpfpe1q, . . . , fpenqq detB1pfpe11q, . . . , fpe1nqq.
 Définition 10. Ce scalaire, indépendant de la base choisie est appelé déterminant de f et noté detpfq.
 Propriétés 2.
 1. det id 1,
 2. detBpfpx1q, . . . , fpxnqq detpfq detBpx1, . . . , xnq,3. f, g P LpEq, detpf gq detpfq detpgq,4. f P GLpEq ðñ detpfq 0 et dans ce cas : detpf1q 1
 detpfq .
 Exercice 2. Calculer le déterminant d’un projecteur, d’une symétrie.
 II.3 Déterminant d’une matrice carrée
 Définition 11. Soit A pai,jq PMnpKq, on appelle déterminant de la matrice A le déterminant de sesvecteurs colonnes dans la base canonique et on note
 detA
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣a1,1 a1,2 . . . a1,n
 a2,1 a2,2 . . . a2,n...
 ......
 an,1 an,2 . . . an,n
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ P K.
 Proposition 10. Le déterminant d’un endomorphisme f de E est égal au déterminant de chacune desmatrices qui le représente dans une base de E.
 Propriétés 3.
 1. det In 1,
 2. detpABq detA detB detpBAq,3. detA 0 ðñ A P GLnpKq et dans ce cas : detA1 1
 detA ,
 4. deux matrices semblables ont même déterminant.
 Proposition 11. Pour A PMnpKq, det tA detA.
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 III Calcul de déterminants - Applications
 III.1 Calcul de déterminants
 Proposition 12.
 1. On ne change pas le déterminant si on ajoute à une colonne (resp. ligne) une combinaison linéaire desautres colonnes (resp. lignes).
 2. Le déterminant est multiplié par 1 si on échange deux colonnes (resp. lignes).
 3. La multiplication d’une colonne (resp. ligne) par un scalaire λ multiplie le déterminant par λ.
 Exemple 4. detpdiagpλ1, . . . , λnqq λ1 λn.
 Définition 12. Soit A pai,jq1¤i,j¤n P MnpKq, on appelle mineur d’indice pi, jq, noté ∆i,j, le détermi-nant de la matrice carrée de taille n 1 obtenue à partir de A en supprimant la ligne i et la colonne j.
 Proposition 13 (Développement d’un déterminant par rapport à une ligne ou une colonne).Soit k P t1, . . . , nu, on a :
 detA n
 i1
 p1qikai,k∆i,k pdéveloppement par rapport à la ke colonneq,
 n
 j1
 p1qkjak,j∆k,j pdéveloppement par rapport à la ke ligneq.
 Remarque 3. Cas n 2 et n 3 (on retrouve la règle de Sarrus).
 Proposition 14. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments de sa diago-nale.
 Exercice 3. Calculer P pXq ∣∣∣∣∣∣X 1 11 X 11 1 X
 ∣∣∣∣∣∣.Proposition 15. Soient M PMnpKq et p P t1, . . . , n 1u tels que la matrice M s’écrit par blocs sous laforme :
 M A C0 B
 , A PMppKq, B PMnppKq.
 Alors, detM detA detB.
 Corollaire 3. Plus généralement, si M est définie par blocs sous la forme :
 M
 A1 0
 . . .0 Ap
 ,
 où les Ai sont des matrices de carrées quelconques, alors : detM p¹i1
 detAi.
 III.2 Calcul de l’inverse d’une matrice
 Définition 13. Soit A pai,jq1¤i,j¤n PMnpKq, on appelle cofacteur du coefficient ai,j le scalaire
 Ai,j p1qij∆i,j .
 Définition 14. Soit A P MnpKq, on appelle comatrice de A ou encore matrice des cofacteurs, lamatrice notée ComA ayant pour coefficients : ComA pAi,jq1¤i,j¤n
 p1qij∆i,j
 1¤i,j¤n.
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 Proposition 16. Soit A PMnpKq, alors
 ptComAqA AptComAq pdetAqIn.
 Si de plus A P GLnpKq, alors ComA P GLnpKq et
 A1 1
 detAtComA.
 Corollaire 4. Pour n ¥ 2, detpComAq pdetAqn1.
 III.3 Formules de Cramer
 On considère un système linéaire écrit sous forme matricielle :
 pSq AX B, A PMnpKq, X,B PMn,1pKq.
 On note C1, . . . , Cn les colonnes de A et x1, . . . , xn les coordonnées de X.
 Définition 15. On dit qu’un système est de Cramer s’il admet une unique solution.
 Remarque 4. Le système pSq est de Cramer si et seulement si A est inversible.
 Proposition 17. Si pSq est un système de Cramer, alors la solution X est telle que ses coordonnées sontdonnées par :
 xi detpC1, . . . , Ci1, B,Ci1, . . . , CnqdetA
 .
 Exemple 5. Etudier le système pSq suivant :
 pSq
 $'&'%
 2x y 3z 1
 x y z 5
 x y 4z 2
 .
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 Travaux DirigésDéterminants
 Exercice 1Montrer que les déterminants suivants sont nuls :
 D1 ∣∣∣∣∣∣
 1 1 1a b c
 b c c a a b
 ∣∣∣∣∣∣ et D2 ∣∣∣∣∣∣
 1 cos a cos 2acos a cos 2a cos 3acos 2a cos 3a cos 4a
 ∣∣∣∣∣∣ .Exercice 2Calculer le déterminant de la matrice A pai,jq1¤i,j¤n avec ai,j suppi, jq, puis ai,j |i j|.
 Exercice 3Soient n un nombre impair et A PMnpKq une matrice antisymétrique. Montrer que detA 0.
 Exercice 4 (Déterminant de Vandermonde)Soient x0, x1, . . . , xn des réels et V px0, . . . , xnq le déterminant suivant :
 V px0, . . . , xnq
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 1 1 . . . 1x0 x1 . . . xnx2
 0 x21 . . . x2
 n...
 ......
 xn0 xn1 . . . xnn
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
 1. Calculer V px0, . . . , xnq.2. Retrouver l’existence et l’unicité des polynômes de Lagrange.
 Exercice 5Calculer en fonction de a, b et c (b c) le déterminant D :
 D
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a c . . . c
 b. . . . . .
 ......
 . . . . . . cb . . . b a
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
 Indication : on pourra introduire le déterminant suivant :
 P pXq
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣aX cX . . . cX
 bX. . . . . .
 ......
 . . . . . . cXbX . . . bX aX
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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 Exercice 6Calculer en fonction des valeurs de a le déterminant suivant :
 ∆n
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 1 a2 a 0 . . . 0
 a 1 a2 . . . . . ....
 0 a. . . a 0
 .... . . . . . 1 a2 a
 0 . . . 0 a 1 a2
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
 Exercice 7Pour des réels a1, . . . , an, calculer le déterminant :
 P pXq
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 X 0 . . . 0 a0
 1 X . . .... a1
 0. . . . . . 0
 ......
 . . . . . . X an2
 0 . . . 0 1 an1 X
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
 Exercice 8Dans R3, on considère deux droites d’équations :
 pD1q#a1x b1y c1z d1
 a2x b2y c2z d2
 et pD2q#a3x b3y c3z d3
 a4x b4y c4z d4
 .
 Montrer que D1 et D2 sont coplanaire si et seulement si :∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1 c1 d1
 a2 b2 c2 d2
 a3 b3 c3 d3
 a4 b4 c4 d4
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ 0.
 Exercice 9Pour a et b des réels, résoudre le système :
 pSq
 $''''&''''%
 ax y z t 1
 x ay z t b
 x y az t b2
 x y z at b3
 .
 Exercice 10
 1. Soient A et B deux matrices de MnpCq, montrer que :
 det
 A BB A
 detpA iBq detpA iBq.
 2. Soient A,B,C,D des matrices de MnpRq telles que A P GLnpRq et AC CA, montrer que :
 det
 A BC D
 detpAD BCq.
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Réduction
 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Sous-espaces stables - Polynômes d’endomorphismes
 I.1 Sous-espaces stables
 On considère un espace vectoriel E, un endomorphisme u de E.
 Définition 1. On dit que le sous-espace F est stable par u si upF q F , en d’autres termes si :
 @ x P F, upxq P F.
 Exemple 1. Tout sous-espace vectoriel est stable par une homothétie.
 Proposition 1. On suppose que F est un sous-espace stable par u. Alors u induit un endormorphismesur F noté uF défini par :
 uF : F ÝÑ F
 x ÞÝÑ upxq.
 Proposition 2. On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie n, F un sous-espacevectoriel de E de dimension p et B pe1, . . . , enq une base de E adaptée à F . Alors le sous-espace F eststable par u si et seulement si la matrice de u dans la base B est défnie par blocs sous la forme :
 MatB u A B0 C
 PMnpKq,
 avec A PMppKq, B PMp,nppKq et C PMnppKq.Dans ce cas, A est la matrice dans la base pe1, . . . , epq de l’endomorphisme uF induit par u sur F .
 Proposition 3. Soient u, v P LpEq tels que u v v u. Alors, Imu et Keru sont stables par v.
 Corollaire 1. Soient u, v P LpEq tels que u v v u et λ P K. Alors, Impuλidq et Kerpuλidq sontstables par v.
 Proposition 4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, E1, . . . , Ep des sous-espaces vecto-riels de E tels que :
 E pài1
 Ei,
 et B1, . . .Bp des bases de E1, . . . , Ep respectivement. Alors les sous-espaces E1, . . . , Ep sont stables par u si etseulement si la matrice de u dans la base B pB1, . . . ,Bpq de E adaptée à cette décomposition est diagonalepar blocs :
 MatB u
 A1 0 0
 0 A2. . .
 ......
 . . . . . . 00 0 Ap
 PMnpKq,
 où Ai est une matrice carrée de taille dimEi pour tout i P t1, . . . , pu.Dans ce cas, Ai est la matrice représentative dans la base Bi de l’endomorphisme uEi induit par u sur Ei.
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 Remarques 1.
 1. Un tel endomorphisme u est alors complètement défini par les endomorphismes uEi qu’il induit sur lessous-espaces vectoriels Ei.
 2. En particulier, il admet une matrice diagonale si les endomorphismes induits uEi sont des homothéties.
 Proposition 5. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, u P LpEq et B pe1, . . . , enq unebase de E.
 1. La matrice de u dans la base B est diagonale si et seulement si pour tout k P t1, . . . , nu, la droiteVectpekq est stable par u.
 2. La matrice de u dans la base B est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout k P t1, . . . , nu,le sous-espace vectoriel Ek Vectpe1, . . . , ekq est stable par u.
 Remarque 2. L’ensemble TnpKq des matrices triangulaires supérieures de taille n est un sous-espace vectorielde MnpKq de dimension npn1q
 2 .
 I.2 Polynômes d’endomorphismes
 Définition 2. On appelle idéal de l’anneau pKrXs,,q toute partie I de KrXs telle que :
 (i) I est un sous-groupe de pKrXs,q,(ii) @ P P I, @ P P KrXs, A P P I.
 Exemples 2.
 1. t0u, KrXs sont des idéaux de KrXs.2. Soit pa0, . . . , anq P Kn1 deux à deux distincts. Alors I
 n¹i0
 pX aiqKrXs est un idéal de KrXs.L’idéal I est l’ensemble des polynômes admettant a0, . . . , an pour racines, c’est aussi le noyau de l’iso-morphisme permettant de définir les polynômes de Lagrange :
 φ : KrXs ÝÑ Kn1
 P ÞÝÑ pP pa0q, . . . , P panqq.
 Théorème 1. Pour P P KrXs, l’ensemble PKrXs des multiples de P est un idéal de KrXs. Réciproque-ment, pour tout idéal I de KrXs non réduit à t0u, il existe un unique polynôme unitaire P tel que I PKrXs.
 Définition 3. Soient u P LpEq et P P KrXs tel que P pXq d
 k0
 akXk. On définit l’endomorphisme P puq
 par :
 P puq d
 k0
 akuk a0id a1u a2u u adu
 d.
 Remarque 3.
 1. u0 id et pour tout k ¥ 1, uk uk1 u u uk1.
 2. Pour p, q P N, on a : up uq upq uq up.
 Théorème 2. Soit u P LpEq, l’application ϕu : KrXs ÝÑ LpEq est un morphisme d’algèbres.P ÞÝÑ P puq
 Remarques 4.
 1. En particulier, pour P,Q P KrXs, on a : P puq Qpuq Qpuq P puq.2. Soient u P LpEq et P P KrXs. Alors, ImP puq et KerP puq sont stables par u.
 Définition 4. Soient u P LpEq et P P KrXs. On dit que P est un polynôme annulateur de u si P puq 0.
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 Proposition 6.1. Kerϕu est un idéal de KrXs appelé idéal des polynômes annulateurs de u.
 2. Imϕu tP puq, P P KrXsu Krus, où Krus est l’algèbre des polynômes en u.
 Définition 5. Si Kerϕu t0u, on appelle polynôme minimal annulateur de u, noté Mu, le polynômeunitaire annulateur de u tel que Kerϕu MuKrXs.
 Remarque 5. Si E est de dimension finie n, Kerϕu t0u, et donc Mu existe.
 II Eléments propres
 II.1 Eléments propres d’un endomorphisme
 Définition 6. Soit E un K-espace vectoriel et u P LpEq. On dit que λ P K est une valeur propre de u s’il existe un vecteur non nul x P E tel que upxq λx.
 On appelle spectre de u, noté Sppuq, l’ensemble des valeurs propres de u.
 On dit que x P E est un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ P K si x est non nulet tel que upxq λx.
 On appelle sous-espace propre de u associé à la valeur propre λ P K, le sous-espace vectorielEλ tx P E, upxq λxu Kerpu λidq.
 Remarques 6.1. Attention : 0 n’est jamais vecteur propre !
 2. En dimension finie :λ P K est valeur propre de uðñ uλid n’est pas injectifðñ uλid R GLpEq ðñ detpuλidq 0.
 3. x P E est vecteur propre ðñ la droite vectorielle engendrée par x, Kx Vectpxq, est stable par u.
 Exercice 1. Soit E C8pR,Rq et D l’endormorphisme de E qui à une fonction f associe sa dérivée f 1.Chercher les éléments propres de D.
 Proposition 7. Soient u, v P LpEq tels que u v v u et λ P K. Alors, Impu λidq et Kerpu λidqsont stables par v.
 Proposition 8.1. Soient λ1, . . . , λp des valeurs propres deux à deux distinctes. Alors la somme des sous-espaces propres
 Eλ1 , . . . , Eλp est directe : Eλ1 Eλp Eλ1 ` ` Eλp .
 2. Toute famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes deux à deux est libre.
 Corollaire 2. Si E est de dimension finie n, alors u P LpEq a au plus n valeurs propres.
 Proposition 9. Soient u P LpEq et P P KrXs.1. Si λ P Sppuq, alors P pλq P Sp pP puqq.2. Si P est un polynôme annulateur de u, ie. P puq 0 : @ λ P Sppuq, P pλq 0.
 Remarques 7.1. Si P est un polynôme annulateur de u, les valeurs propres de u sont à chercher parmi les racines de P .
 2. L’endomorphisme nul admet 0 pour unique valeur propre.
 Exemples 3.
 1. Cas d’une homothétie : P pXq X λ est un polynôme annulateur de l’homothétie u λid. λ estl’unique valeur propre et Eλ E.
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 2. Cas d’un projecteur : P pXq X2 X XpX 1q est un polynôme annulateur dont les racinessont 0 et 1. On a : 0 est valeur propre sauf si u id, 1 est valeur propre sauf si u 0. En outre,E1 Imu et E0 Keru.
 3. Cas d’une symétrie : P pXq X2 1 pX 1qpX 1q est un polynôme annulateur dont lesracines sont 1 et 1. 1 est valeur propre sauf si s id, 1 est valeur propre sauf si s id. De plus,E1 Kerps idq et E1 Kerps idq.
 4. Cas d’une affinité : soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E F `G.On dit que u est une affinité sur F parallèlement à G de rapport λ si :
 @ x P F, upxq x
 @ x P G, upxq λx.
 Le polynôme P pXq pX 1qpX λq est annulateur de l’affinité u. Si F t0u, alors 1 est valeurpropre, si G t0u, λ est valeur propre et leurs sous-espaces propres associés sont E1 F et Eλ G.
 Exercice 2. Soient u P LpEq et f P GLpEq. Montrer que Sppf u f1q Sppuq.
 II.2 Eléments propres d’une matrice
 On suppose que l’espace vectoriel E est de dimension finie n. Soient u P LpEq, B la base canonique de E etM MatB u.
 Définition 7. Les éléments propres de la matrice M sont ceux de l’endomorphisme u qui lui est canonique-ment associé.
 On dit que λ P K est une valeur propre de M s’il existe X PMn,1pKqzt0u tel que MX λX. On appelle spectre de M , noté SppMq, l’ensemble des valeurs propres de M . On dit que X P Mn,1pKq est un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ P K si X estnon nul et tel que MX λX.
 On appelle sous-espace propre de M associé à la valeur propre λ P K, le sous-espace vectorielEλ tX PMn,1pKq, MX λXu KerpM λInq.
 Remarque 8. On a l’inclusion MnpRq MnpCq : pour une matriceM à coefficients réels, on peut rechercherses valeurs propres complexes. On a d’autre part l’inclusion suivante : SpRM SpCM .
 Exemple 4. La matrice A
 0 11 0
 est telle que : SpRtAu ∅ et SpCtAu ti, iu.
 Remarques 9.1. Deux matrices semblables ont le même spectre. C’est une conséquence de l’exercice 2., appréciable
 dans la mesure où elles représentent le même endomorphisme dans des bases différentes.2. λ P K est valeur propre de M ðñ M λIn R GLnpKq ðñ detpM λInq 0.
 II.3 Polynôme caractéristique
 Définition 8. Soit A PMnpKq, on appelle polynôme caractéristique de A le polynôme χA P KrXs définipar : χApXq det pAXInq .
 Remarques 10. Important : λ P K valeur propre de A ðñ detpA λInq 0 ðñ χApλq 0.Les valeurs propres de A sont exactement les racines du polynôme caractéristique.
 Exercice 3. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice :
 A
 2 2 0 127 0 13 215 2 3 110 4 0 5
 .
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 Proposition 10. Soit A PMnpKq, le polynôme caractéristique χA est de degré n, avec :
 χApXq p1qnXn p1qn1ptrAqXn1 detA.
 Proposition 11.1. Deux matrices carrées semblables ont même polynôme caractéristique.
 2. Une matrice carrée et sa transposée ont même polynôme caractéristique.
 Le premier résultat de cette proposition permet de définir le polynôme caractéristique d’un endomorphisme.
 Définition 9. Soit u P LpEq, on appelle polynôme caractéristique de u, noté χu, le polynôme caracté-ristique d’une matrice qui le représente dans une base quelconque.
 Définition 10. Soit u P LpEq, on appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre λ de u, notée mpλq,l’ordre de multiplicité de λ en tant que racine du polynôme caractéristique χu.
 Remarque 11. On a une définition analogue pour les valeurs propres d’une matrice A PMnpKq.
 Exemple 5. Une matrice triangulaire T de coefficients diagonaux d1, . . . , dn a pour polynôme caractéristique
 χT pXq n¹i1
 pdi Xq,
 il est scindé de racines d1, . . . , dn répétées avec multiplicité. Par conséquent, une matrice triangulaire a sesvaleurs propres sur la diagonale, chacune figurant autant de fois que son ordre de multiplicité.
 Proposition 12. Soient u P LpEq dont le polynôme caractéristique est scindé sur K et λ1, . . . , λn lesvaleurs propres de u répétées avec multiplicité :
 χu n¹i1
 pλi Xq.Alors,
 tru n
 i1
 λi et detu n¹i1
 λi.
 Proposition 13. Soient u P LpEq et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors χuF divise χu.
 Corollaire 3.1. Soient u P LpEq et λ une valeur propre de u. Alors, dimEλ ¤ mpλq.2. Si mpλq 1, alors l’espace propre associé est une droite : dimEλ 1.
 Théorème 3 (Cayley-Hamilton).Soit u P LpEq. Le polynôme caractéristique de u est un polynôme annulateur de u : χupuq 0.
 Remarque 12. En particulier, le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique : Mu | χu.
 III Réduction en dimension finie
 Dans toute cette partie, l’espace vectoriel E est de dimension finie n.
 III.1 Endomorphismes diagonalisables
 Définition 11. Un endomorphisme u de E est dit diagonalisable s’il existe une base de E dans laquellela matrice représentative de u est diagonale.
 Exemples 6. Les homothéties, projecteurs et symétries sont des endomorphismes diagonalisables.
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 Proposition 14. Soit u P LpEq, les assertions suivantes sont équivalentes :1. u est diagonalisable,2. il existe une base de E formée de vecteurs propres de u,3. E à
 λPSppuqEλ,
 4.¸
 λPSppuqdimEλ dimE,
 5. E pài1
 Ei tel que : @ i P t1, . . . , pu, Ei est un sous-espace vectoriel stable et uEi est une homothétie.
 Remarque 13. Pour u P LpEq diagonalisable, on a la relation : u ¸
 λPSppuqλpλ, où pλ est la projection sur
 Eλ parallèlement àà
 µPSppuq,µλEµ.
 Théorème 4. Soit u P LpEq, u est diagonalisable si et seulement si son polynôme caractéristique χu estscindé sur K et, pour chaque valeur propre, la dimension de l’espace propre associé est égale à la multiplicitéde cette valeur propre :
 u diagonalisable ðñ#χu est scindé,@ λ P Sppuq, mpλq dimEλ.
 Corollaire 4. Soit u P LpEq. Si χu est scindé à racines simples, alors u est diagonalisable.
 Théorème 5. Soit u P LpEq. Les assertions suivantes sont équivalentes :1. u est diagonalisable,2. u annule un polynôme scindé dont toutes les racines sont simples,3. u annule le polynôme
 ¹λPSppuq
 pX λq.
 Remarque 14. Le polynôme¹
 λPSppuqpX λq est dans ce cas le polynôme minimal Mu.
 Proposition 15. Soient u P LpEq et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors, si u estdiagonalisable, uF est aussi diagonalisable.
 III.2 Endomorphismes trigonalisables
 Définition 12. Un endomorphisme u de E est dit trigonalisable s’il existe une base E dans laquelle lamatrice représentative de u est triangulaire supérieure.
 Théorème 6. Soit u P LpEq. Les assertions suivantes sont équivalentes :1. u est trigonalisable,2. le polynôme caractérisque χu est scindé,3. u annule un polynôme scindé.
 Remarque 15. Ainsi, d’après le théorème de d’Alembert-Gauss, tout endomorphisme d’un C-espace vectorielest trigonalisable.
 III.3 Réduction des matrices
 Définition 13. Un matrice A PMnpKq est dite diagonalisable si l’endomorphisme qui lui est canonique-ment associé est diagonalisable.
 Proposition 16. Une matrice A P MnpKq est diagonalisable si et seulement si elle est semblable à unematrice diagonale.
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 Remarque 16. Lorsque A est diagonalisable, A s’écrit PDP1 où D est une matrice diagonale et P désignela matrice de passage de la base canonique de Kn dans une base de vecteurs propres de A.
 Exercice 4. La matrice M 0 0 1
 0 0 11 1 1
 est-elle diagonalisable sur R ?
 Définition 14. Un matrice A P MnpKq est dite trigonalisable si l’endomorphisme qui lui est canonique-ment associé est trigonalisable.
 Proposition 17. Une matrice A P MnpKq est trigonalisable si et seulement si elle est semblable à unematrice triangulaire supérieure.
 Remarques 17.
 1. Les éléments diagonaux sont les valeurs propres de A répétées avec multiplicité.
 2. Toute matrice diagonalisable est trigonalisable.
 IV Applications
 IV.1 Calcul des puissances d’une matrice
 Formule du binôme de Newton
 Proposition 18. Soient A et B deux matrices de MnpCq qui commutent, AB BA, et p P N, on a laformule du binôme de Newton :
 pABqp p
 k0
 pk
 AkBpk.
 Exemples 7.
 1. A
 0 1 1
 1. . . . . .
 ......
 . . . . . . 11 1 0
 .
 2. A D N , où D est diagonale, N est nilpotente (d’ordre au plus n) et DN ND.
 Utilisation de la réduction
 On suppose qu’il existe P P GLnpKq telle que P1AP ∆, où ∆ est une matrice diagonale ou triangulairesupérieure. Alors,
 @ p P N, Ap P∆pP1.
 Il reste à calculer ∆p : si ∆ est diagonale, ∆ diagpλ1, . . . , λnq : ∆p diagpλp1, . . . , λpnq. si ∆ est triangulaire supérieure : ∆ D N où D est diagonale et N est nilpotente. Dans le cas oùDN ND, on utilise la formule du binôme de Newton.
 Exemple 8. A 3 2 21 0 11 1 0
 .
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 Utilisation d’un polynôme annulateur
 Soit P un polynôme annulateur de A. On effectue la division euclidienne de Xp par P :
 DQp, Rp P KrXs, Xp PQp Rp, avec degpRpq degpP q.
 Dans ce cas,Ap RppAq.
 Exemple 9. A 3 2 21 0 11 1 0
 .
 IV.2 Suites récurrentes
 Suites récurrentes linéaires doubles
 Proposition 19. Soient a,b P C. L’ensemble des suites punqnPN à valeurs dans C vérifiant :
 @ n P N, un2 aun1 bun,
 est un espace vectoriel complexe de dimension 2 :
 si X2 aX b admet deux racines distinctes λ et µ :l’espace des solutions est engendré par les deux suites géométriques pλnqnPN et pµnqnPN.
 si X2 aX b n’admet qu’une racine λ :l’espace des solutions est engendré par les deux suites pλnqnPN et pnλnqnPN.
 Autres suites récurrentes linéaires
 Soit A une matrice de M3pCq. Pour tout n P N, on pose Xn xnynzn
 vérifiant :
 Xn1 AXn.
 L’objectif est de déterminer l’expression de Xn en fonction de X0. Pour tout n P N, on a :
 Xn AnX0.
 Ce problème consiste alors en le calcul des puissances de la matrice A.
 Exemple 10. Déterminer en fonction de x0, y0 et z0, les suites pxnqnPN, pynqnPN et pznqnPN satisfaisant ausystème d’équations : $'&
 '%xn1 13xn 12yn 6zn
 yn1 6xn 5yn 3zn
 zn1 18xn 18yn 8zn
 .
 IV.3 Systèmes différentiels linéaires
 Leur résolution passe par le calcul de l’exponentielle de la matrice A représentative du système. A nouveau,ce calcul nécessite la connaissance des puissances de la matrice A.
 cf. Chapitre 15 - Équations Différentielles.
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 Travaux DirigésRéduction
 Exercice 1Calculer le polynôme caractéristique de la matrice :
 M
 a b . . . b
 b. . . . . .
 ......
 . . . . . . bb . . . b a
 .
 Exercice 2
 On considère la matrice A 1 0 33 2 30 0 2
 .
 1. Trouver une valeur propre évidente de A et déterminer l’espace propre associé.
 2. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.
 3. Déterminer tM PM3pRq, AM MA 0u.
 Exercice 3Soient U et V deux matrices colonnes non nulles de taille n.
 1. Montrer que U tV est de rang 1.
 2. En déduire les éléments propres de U tV .
 3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur U et V pour que U tV soit diagonalisable.
 Exercice 4
 Montrer que la matrice A
 1 2 1 22 1 2 11 2 1 22 1 2 1
 est diagonalisable et donner ses éléments propres.
 Exercice 5Résoudre dans M2pRq :
 1. X2
 2 11 2
 ,
 2. X2
 2 14 2
 ,
 3. X2 X
 1 11 1
 .
 Exercice 6Soit M P GLnpCq telle que M2 est diagonalisable. Montrer que M est aussi diagonalisable.
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 Exercice 7Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, u et v deux endomorphismes de E tels que uvvu u.
 1. Montrer que pour tout n P N : un v v un nun.2. Montrer que u est un endomorphisme nilpotent.
 Exercice 8
 Soit ϕ l’endomorphisme de M2pKq qui associe à la matricea bc d
 la matrice
 b cd a
 .
 1. Trouver un polynôme annulateur de ϕ.2. Montrer que ϕ est diagonalisable sur C mais pas sur R.3. Préciser les sous-espaces propres dans le cas K R.
 Exercice 9Soient A et B dans MnpCq. On suppose qu’il existe P 0 dans MnpCq telle que AP PB. Montrer queA et B ont une valeur propre commune.
 Indication : on commencera par étudier le cas où P est la matrice Jr Ir 00 0
 , r ¥ 1.
 Exercice 10Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables d’un espace vectoriel E de dimension finie n. Montrerque si u et v commutent, alors ils possèdent une base de diagonalisation commune.
 Exercice 11
 Montrer que A 1 3 32 6 131 4 8
 est semblable à B
 1 1 0
 0 1 10 0 1
 .
 Exercice 12Déterminer les sous-espaces stables par u P LpR3q dont la matrice dans la base canonique est :
 A 1 1 1
 1 1 11 1 1
 .
 Exercice 13
 Soit B A 0A A
 PM2npCq.
 1. Pour P P CrXs, calculer P pBq.2. Que dire de la matrice A si B est diagonalisable ?
 Exercice 14Soient A,B PMnpRq deux matrices semblables dans MnpCq. Montrer qu’elles sont semblables dans MnpRq.
 Exercice 15
 1. Montrer queA 2 1 13 1 32 1 1
 est semblable à une matrice triangulaire de la forme T
 a 0 0
 0 b 10 0 b
 .
 2. Calculer les puissances de A.
 Exercice 16Soit a un réel non nul.
 1. Chercher les éléments propres de l’endomorphisme ϕa de RrXs défini par : ϕapP qpXq P pX aq.2. Chercher les éléments propres de l’endomorphisme ψa de RrXs défini par : ψapP qpXq P paXq.
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Espaces vectoriels normés
 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Normes et distances
 I.1 Norme sur un espace vectoriel
 Définition 1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application N : E ÝÑ R est une norme sur E si ellevérifie :
 1. @ x P E, Npxq 0 ùñ x 0 (séparation),
 2. @ x P E, @ λ P K, Npλxq |λ|Npxq (homogénéité),
 3. @ x, y P E, Npx yq ¤ Npxq Npyq (inégalité triangulaire).
 Exemples 1.1. La valeur absolue est une norme sur R, le module est une norme sur C.2. Pour E espace vectoriel réel ou complexe muni d’un produit scalaire px, yq ÞÝÑ px|yq (E espace pré-
 hilbertien), x ÞÝÑ x apx|xq est une norme associée au produit scalaire.
 Propriétés 1. Soit E un K-espace vectoriel et N une norme sur E.
 1. Np0q 0,
 2. @ x P E, Npxq Npxq,3. @x, y P E, |Npxq Npyq| ¤ Npx yq,
 Remarque 1. On utilisera également la notation pour désigner une norme sur un espace vectoriel.
 Définition 2. On appelle espace vectoriel normé tout couple pE,Nq où E est un K-espace vectoriel etN une norme sur E.
 I.2 Exemples d’espaces vectoriels normés
 Normes sur Kn
 Soit x px1, . . . , xnq P Kn, on définit les applications suivantes :
 x1 n
 i1
 |xi|, x2 gffe n
 i1
 |xi|2 et x8 max1¤i¤n
 |xi|.
 Proposition 1. Les applications 1, 2, 8 définissent des normes sur Kn.
 Remarque 2. Plus généralement, si E est un espace vectoriel de dimension finie n et B pe1, . . . , enq est unebase de E, les applications N1, N2 et N8 définies pour x x1e1 xnen par :
 N1pxq n
 i1
 |xi|, N2pxq gffe n
 i1
 |xi|2 et N8pxq max1¤i¤n
 |xi|,
 sont des normes sur E.
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 Normes sur des espaces de fonctions
 Soit C pra, bs,Kq l’espace vectoriel des fonctions continues de l’intervalle ra, bs à valeurs dans K. Pourf P C pra, bs,Kq, on définit les applications suivantes :
 f1 » ba|fptq|dt, f2
 d» ba|fptq|2dt et f8 sup
 ra,bs|f |.
 Proposition 2. Les applications 1, 2, 8 définissent des normes sur C pra, bs,Kq.
 Définition 3. 1 est appelée norme de la convergence en moyenne sur ra, bs, 2 est appelée norme de la convergence en moyenne quadratique sur ra, bs, 8 est appelée norme de la convergence uniforme sur ra, bs.
 Normes sur des espaces de suites
 Proposition 3.1. L’ensemble l8pKq des suites punqnPN bornées à valeurs dans K est un espace vectoriel normé pour la
 norme : u8 supnPN
 |un|.
 2. L’ensemble l1pKq des suites punqnPN P KN telles que°un converge absolument est un espace vectoriel
 normé pour la norme :u1
 8
 n0
 |un|.
 3. L’ensemble l2pKq des suites punqnPN P KN telles que° |un|2 converge est un espace vectoriel pour la
 norme :
 u2 gffe 8
 n0
 |un|2.
 Autres exemples
 Normes sur KnrXs, sur MnpKq.
 I.3 Distances, boules
 On considère pE, || ||q un espace vectoriel normé.
 Définition 4. On appelle distance associé à la norme , l’application d : E E ÝÑ R définie par :
 @ x, y P E, dpx, yq x y.
 Propriétés 2. La distance d associée à la norme . vérifie :1. @ x, y P E, dpx, yq 0 ðñ x y (séparation),2. @ x, y P E, dpx, yq dpy, xq (symétrie),3. @ x, y, z P E, dpx, zq ¤ dpx, yq dpy, zq (inégalité triangulaire).
 Définition 5. Soient x P E et r P R, on appelle boule fermée de centre x et de rayon r l’ensemble : B1px, rq ty P E, dpx, yq ¤ ru, boule ouverte de centre x et de rayon r l’ensemble : Bpx, rq ty P E, dpx, yq ru, sphère de centre x et de rayon r l’ensemble : Spx, rq ty P E, dpx, yq ru.
 Exemples 2.1. Boules dans R.
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 2. Boules unités dans R2.
 Remarque 3. Toute boule ouverte (resp. fermée) est incluse dans une boule fermée (resp. ouverte).
 Définition 6. Une partie A de E est bornée s’il existe M P R tel que : @ x P A, x ¤M , autrement ditsi A est incluse dans une boule centrée en l’origine.
 Remarques 4.1. Toute boule est bornée.
 2. Les parties bornées de E sont celles qu’ont peut inclure dans une boule.
 Proposition 4.1. Une partie incluse dans une partie bornée est bornée.
 2. Toute intersection de parties bornées est bornée.
 3. Toute réunion finie de parties bornées est bornée.
 Définition 7. Un vecteur x P E est dit unitaire ou normé si x 1, c’est-à-dire si x est un élément dela sphère unité Sp0, 1q.
 Remarque 5. Si x est non nul, xx est le vecteur unitaire associé à x.
 Définition 8. Soit X un ensemble non vide. Une application f : X ÝÑ E est bornée si fpXq est une partiebornée de E.
 Exemple 3. Suites bornées.
 Proposition 5. Soit X un ensemble non vide. L’ensemble BpX,Eq des applications bornées de X dansE, muni de la norme
 f8 supxPX
 fpxq,
 appelée norme de la convergence uniforme, est un espace vectoriel normé.
 I.4 Suites dans un espace vectoriel normé
 On considère pE, || ||q un espace vectoriel normé et d la distance associée.
 Définition 9. Soit u punqnPN une suite d’éléments de E et l P E. On dit que u admet l pour limite sila suite de réels positifs pun lqnPN tend vers 0 :
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @ n ¥ n0, un l ¤ ε.
 On dit que la suite u est convergente si elle admet une limite l P E, sinon on dit qu’elle est divergente.
 Remarque 6. On dispose d’énoncés équivalents :
 limnÑ8 dpun, lq 0,
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @ n ¥ n0, un P B1pl, εq.
 Remarque 7. Attention : la notion de convergence dépend de la norme choisie. Exemple : E C pr0, 1s,Rq,convergence de la suite de fonctions pfnq définie par fnpxq xn pour les normes 1 et 8.
 Proposition 6. La limite d’une suite u, si elle existe, est unique.
 Proposition 7. Une suite convergente est bornée.
 Proposition 8. Soient u et v deux suites d’éléments de E convergeant respectivement vers des vecteurs let m de E. Alors, pour tous α, β P K, la suite αu βv converge vers αl βm.
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 Définition 10. Soit u punqnPN une suite d’éléments de E et φ : N ÝÑ N une application strictementcroissante. La suite puφpnqqnPN est appelée suite extraite de punqnPN ou encore sous-suite de punqnPN.
 Remarque 8. On utilise également la notation punkqkPN, où pnkqkPN est une suite d’entiers strictement crois-sante.
 Exemple 4. pu2nqnPN est une suite extraite de la suite punqnPN.
 Proposition 9. Une suite extraite d’une suite u convergeant vers l P E converge aussi vers l.
 II Normes équivalentes
 II.1 Comparaison de normes
 Soient N1 et N2 deux normes sur un espace vectoriel E.
 Définition 11. On dit que N2 domine N1 s’il existe k P R tel que : N1pxq ¤ kN2pxq, @ x P E.
 Proposition 10. Si N2 domine N1, alors toute suite convergente de pE,N2q converge dans pE,N1q versla mÍme limite.
 Définition-Proposition 12. Deux normes N1 et N2 sont dites équivalentes si l’une des assertions équi-valentes est vérifiée :
 1. Chacune des normes domine l’autre : D k1, k2 ¡ 0 tels que N1 ¤ k1N2 et N2 ¤ k2N1,
 2. D α, β ¡ 0 tels que αN1 ¤ N2 ¤ βN1,
 3. D α1, β1 ¡ 0 tels que α1N2 ¤ N1 ¤ β1N2,
 4. Les fonctions N1N2 et N2N1 sont bornées sur Ezt0u.
 Proposition 11. Si N1 et N2 sont deux normes équivalentes, alors une suite u de E converge dans pE,N1qsi et seulement si elle converge dans pE,N2q.
 Remarque 9. Cette caractérisation séquentielle est bien utile pour montrer que deux normes ne sont paséquivalentes.
 Exemple 5. Pour f P C pra, bs,Kq, on a : f1 ¤?b a f2 ¤ pb aqf8.
 Ces normes ne sont toutefois pas équivalentes.
 II.2 Cas des espaces vectoriels normés de dimension finie
 Théorème 1. Sur un espace E de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
 Exemple 6. Sur Kn toutes les normes sont équivalentes, en particulier pour tout x P Kn, on a :x8 ¤ x2 ¤ x1 ¤ nx8.
 III Suites dans un espace vectoriel normé de dimension finie
 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, une norme sur E et d la distance associée.
 III.1 Convergence
 Définition 13. Soient u punqnPN une suite d’éléments de E et B pe1, . . . , epq une base de E. Pouri P t1, . . . , pu, on définit les suites coordonnées puinqn de punqn par :
 un p
 i1
 uinei, @ n P N.
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 Proposition 12. La suite u converge si et seulement si ses suites coordonnées convergent. Dans ce cas,si on note li la limite de la ie suite coordonnée, la limite l de u vaut :
 l p
 i1
 liei.
 Exemple 7. Une suite pAkqkPN de matrices converge si et seulement si elle converge terme à terme. La limiteest alors la matrice dont les coefficients sont les limites des coefficients de matrices Ak.
 III.2 Suites de Cauchy
 Définition 14. Soit u punqnPN une suite d’éléments de E. On dit que u est une suite de Cauchy si
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @m,n P N, m, n ¥ n0, um un ¤ ε.
 Remarques 10.1. On dispose d’un énoncé équivalent :
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @ n ¥ n0, @ q P N, unq un ¤ ε.
 2. La notion de suite de Cauchy est indépendante de la norme choisie.
 3. Si u est une suite de Cauchy d’éléments de E, alors les suites coordonnées sont de Cauchy dans K.
 Proposition 13.1. Toute suite convergente est de Cauchy.
 2. Toute suite de Cauchy est bornée.
 Théorème 2. Toute suite de Cauchy de nombres réels converge.
 Théorème 3. Toute suite de Cauchy d’un espace vectoriel normé de dimension finie est convergente.
 Remarque 11. En particulier, toute suite de Cauchy de nombres complexes converge.
 III.3 Relations de comparaison
 Définition 15. Soit punqnPN une suite d’éléments de E et pαnqnPN une suite de nombres réels. On dit que :
 punq est dominée par pαnq et on note un Opαnq, si la suite réelle punq est dominée par pαqn :
 DM ¡ 0, D n0 P N, @ n ¥ n0 un ¤M |αn|.
 punq est négligeable devant pαnq et on note un opαnq, si la suite réelle punq est négligeable devantpαqn :
 @ ε ¡ 0, D n0 P N, @ n ¥ n0 un ¤ ε|αn|.
 Remarque 12. Dans la pratique, si la suite pαnq est telle que tous ses termes sont non nuls à partir du rangn0, on utilise les caractérisations suivantes :
 un Opαnq si et seulement si la suite punαnqn¥n0 est bornée,
 un opαnq si et seulement si la suite punαnqn¥n0 converge vers 0.
 Définition 16. Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites de nombres réels ou complexes. On dit que punq etpvnq sont equivalentes, et on note un vn, si un vn op|vn|q.
 Remarque 13. Dans la pratique, si la suite pvnq est telle que tous ses termes sont non nuls à partir du rangn0, on utilise la caractérisation suivante :
 un vn si et seulement si la suite punvnqn¥n0 converge vers 1.
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 IV Topologie d’un espace vectoriel normé de dimension finie
 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, une norme sur E et d la distance associée.
 IV.1 Ouverts, fermés
 Définition 17. Soit U une partie de E, on dit que U est ouverte ou encore U est un ouvert de E si pourtout x P U , il existe r ¡ 0 tel que Bpx, rq U .
 Exemples 8. Toute boule ouverte est un ouvert.
 Les intervalles ouverts de R sont des ouverts.
 Proposition 14.1. H et E sont des ouverts.
 2. Toute réunion d’ouverts est un ouvert.
 3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
 Exemple 9. Attention : une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert :£nPN
 1
 n,
 1
 n
 t0u.
 Définition 18. Soit F une partie de E. On dit que F est fermée ou encore F est un fermé de E si soncomplémentaire est un ouvert.
 Exemples 10. Toute boule fermée est un fermé.
 Les intervalles fermés de R sont des fermés.
 Tout singleton est un fermé.
 Proposition 15.1. H et E sont des fermés.
 2. Toute intersection de fermés est un fermé.
 3. Toute réunion finie de fermés est un fermé.
 Exemples 11. Toute partie finie est un fermé.
 Toute sphère est un fermé.
 Exemple 12. Attention : Une réunion quelconque de fermés n’est pas nécessairement un fermé :¤n¥2
 1
 n, 1 1
 n
 s0, 1r.
 Remarques 14. H et E sont à la fois ouverts et fermés.
 Une partie de E n’est pas nécessairement ouverte ou fermée : r0, 1r n’est ni ouvert ni fermé dans R.
 IV.2 Point adhérent à une partie
 Définition 19. Soient A une partie de E et a P E. On dit que a est adhérent à A si toute boule centrée ena rencontre A :
 @ r ¡ 0, AX Bpa, rq H.
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 Exemples 13. Tout point de A est adhérent à A.
 0 est adhérent à s0, 1r. Si A est une partie de R non vide majorée, supA est adhérent à A.
 Proposition 16. Soient A une partie de E et a P E. Le point a est adhérent à A si et seulement s’il estlimite d’une suite panqnPN de points de A.
 Exercice 1. Soient a P E et r ¡ 0, l’ensemble des points adhérents à la boule ouverte Bpa, rq est la boulefermée B1pa, rq.
 Proposition 17 (Caractérisation séquentielle des fermés). Soit F une partie de E. F est fermée si etseulement si toute suite convergente d’éléments de F a sa limite dans F .
 Exemple 14. Tout sous-espace vectoriel de E est un fermé de E.
 Définition 20. Une partie A de E est dite dense dans E si tout point de E est adhérent à A, c’est-à-direlimite d’une suite de points de A.
 Exemples 15. Q et RzQ sont denses dans R. GLnpKq est dense dans MnpKq.
 IV.3 Compacts
 Définition 21. Soit C une partie de E. On dit que C est compacte ou encore C est un compact de E sielle est fermée et bornée.
 Exemples 16. H est compact.
 Tout segment de R est compact.
 Toute boule fermée est compacte.
 Tout singleton est compact.
 Toute partie finie est compacte.
 V Etude locale d’une application
 Soient E et F des espaces vectoriels normés de dimension finie, A une partie de E, f : A ÝÑ F et a P E unpoint adhérent à A. On utilise la notation pour désigner à la fois une norme quelconque sur E ou surF et d la distance associée.
 V.1 Définitions
 Définition 22. On dit que f admet b P F pour limite au point a, et on note limxÑa
 fpxq b ou limaf b, si :
 @ ε ¡ 0, Dα ¡ 0, @ x P A : x a ¤ α ùñ fpxq b ¤ ε,
 ou encore@ ε ¡ 0, Dα ¡ 0, @ x P A : dpx, aq ¤ α ùñ dpfpxq, bq ¤ ε.
 Remarque 15. La notion de limite en un point a un caractère local.
 Proposition 18. Si f admet une limite en a, alors elle est unique.
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 Définition 23. Pour a P A, on dit que f est continue au point a si f admet fpaq pour limite au point a :
 @ ε ¡ 0, Dα ¡ 0, @ x P A : x a ¤ α ùñ fpxq fpaq ¤ ε.
 Définition 24. Pour a R A, on dit que f est prolongeable par continuité en a si f admet une limite ben a. On appelle prolongement par continuité de f en a, l’application définie par :
 f : AY tau ÝÑ F
 x P A ÞÝÑ fpxqa ÞÝÑ b.
 V.2 Cas E R ou F R
 Si E R (resp. F R), on étend les définitions aux cas a 8 (resp. b 8).
 Définition 25. On suppose E R.Si A n’est pas majorée, on dit que f a pour limite b en 8 si :
 @ ε ¡ 0, DM P R, @ x P A : x ¥M ùñ fpxq b ¤ ε.
 Si A n’est pas minorée, on dit que f a pour limite b en 8 si :@ ε ¡ 0, DM P R, @ x P A : x ¤M ùñ fpxq b ¤ ε.
 Définition 26. On suppose F R.On dit que f a pour limite 8 en a si :
 @M P R, Dα ¡ 0, @ x P A : x a ¤ α ùñ fpxq ¥M.
 On dit que f a pour limite 8 en a si :@M P R, Dα ¡ 0, @ x P A : x a ¤ α ùñ fpxq ¤M.
 Remarque 16. Dans un souci d’unification, on convient que pour une partie A de R :
 8 est adhérent à A si A n’est pas majorée,
 8 est adhérent à A si A n’est pas minorée.
 V.3 Caractérisation séquentielle
 Proposition 19. L’application f admet une limite b P F en a si et seulement si pour toute suite pxnqnPNd’éléments de A convergeant vers a, la suite pfpxnqqnPN converge vers b.
 Corollaire 1 (Caractérisation séquentielle). Pour a P A, f est continue en a si et seulement si pourtoute suite pxnqnPN d’éléments de A convergeant vers a, la suite pfpxnqqnPN converge vers fpaq.
 V.4 Opérations sur les limites
 Définition 27. Une propriété portant sur une fonction f définie sur A est dite vraie au voisinage d’unpoint a si elle est vraie sur l’intersection de A avec :
 une boule de centre a lorsque a P E est adhérent à A,
 un intervalle sc,8r lorsque E R et a 8,
 un intervalle s 8, cr lorsque E R et a 8.
 Proposition 20. Soient f, g : A ÝÑ F et α, β P K. Si f et g admettent des limites finies en a, alorsαf βg aussi, et on a :
 limapαf βgq α lim
 af β lim
 ag.
 Proposition 21. Si f admet une limite finie b en a, alors f est bornée au voisinage de a.
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 Proposition 22. Soient f : A ÝÑ F et g : A ÝÑ K et a un point adhérent à A.
 1. Si f et g ont des limites finies en a, alors fg admet une limite en a et :
 limapfgq lim
 af lim
 ag.
 2. Si l’une des deux fonctions tend vers 0 en a et que l’autre est bornée au voisinage de a, alors fg tendaussi vers 0.
 3. Si g admet une limite c non nulle en a, alors1
 gest bien définie au voisinage de a et lim
 a
 1
 g 1
 b.
 4. Si de plus f admet une limite b en a, alors :
 lima
 f
 g b
 c.
 Proposition 23. Soient E, F , G des espaces vectoriels normés de dimension finie, A une partie de E,B une partie de F . Soient f : A ÝÑ F et g : B ÝÑ G des applications telles que fpAq B. Soient a unpoint adhérent à A et b un point adhérent à B.Si f admet b pour limite au point a et g admet c pour limite au point b, alors g f admet c pour limite aupoint a :
 limaf b et lim
 bg c ùñ lim
 ag f c.
 V.5 Utilisation des fonctions coordonnées
 On munit F d’une base B pe1, . . . , enq dans laquelle on peut décomposer f :
 @ x P A, fpxq n
 i1
 fipxqei,
 où les fi sont les applications coordonnées de f .
 Proposition 24. Soit b n
 i1
 biei P F . L’application f admet b pour limite en a si et seulement si pour
 tout i P t1, . . . , nu l’application coordonnée fi admet bi pour limite en a :
 limaf b ðñ lim
 afi bi @ i P t1, . . . , nu.
 V.6 Relations de comparaison
 Définition 28. Soient f : A ÝÑ F et ϕ : A ÝÑ R et a un point adhérent à A. On dit que :
 f est dominée par ϕ au voisinage de a et on note f Oapϕq ou fpxq Oapϕpxqq, si :
 DM ¡ 0, f ¤M |ϕ| au voisinage de a.
 f est négligeable devant ϕ au voisinage de a et on note f oapϕq ou fpxq oapϕpxqq, si :
 @ ε ¡ 0, f ¤ ε|ϕ| sur un voisinage de a.
 Remarque 17. Attention : le voisinage de a sur lequel f ¤ ε|ϕ| dépend du choix de ε.
 Remarque 18. Dans la pratique, si la fonction ϕ ne s’annule pas au voisinage de a, on utilise les caractérisa-tions suivantes :
 f Oapϕq si et seulement l’applicationf
 ϕest bornée au voisinage de a,
 f oapϕq si et seulement si l’applicationf
 ϕadmet 0 pour limite en a.
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 VI Applications continues
 Soient E et F des espaces vectoriels normés de dimension finie et A une partie de E. On utilise la notation pour désigner à la fois une norme quelconque sur E ou sur F et d la distance associée.
 VI.1 Définitions
 Définition 29. On dit qu’une application f : A ÝÑ F est continue si elle est continue en tout point de A.On note CpA,F q ou C0pA,F q l’ensemble des applications continues de A dans F .
 Définition 30. Soient f : A ÝÑ F et B une partie de A, on dit que f est continue sur B si la restrictionf|B de f à B est continue.
 Remarque 19. Attention : f continue sur B ne signifie pas que f est continue en tout point de B. Parexemple, l’application x ÞÝÑ Epxq, où Epxq est la partie entière de x, est continue sur r0, 1r mais ne l’est pasen 0.
 Proposition 25. Soient f : A ÝÑ F et B une partie de A. Si f est continue, alors f|B est continue.
 Proposition 26 (Opérations sur les applications continues).1. Si f, g P CpA,F q et α, β P K, alors αf βg P CpA,F q.2. Si f P CpA,F q et g P CpA,Kq, alors fg P CpA,F q.3. Si g P CpA,Kq et ne s’annule pas, alors
 1
 gP CpA,Kq.
 4. Si f P CpA,F q, g P CpB,Gq et fpAq B, alors g f P CpA,Gq.
 Remarque 20. CpA,F q est un espace vectoriel, CpA,Kq est une algèbre.
 Exemples 17. Soient pα1, . . . , αnq P Nn, l’application : x px1, . . . , xnq P Kn ÞÝÑ xα1
 1 . . . xαnn est continue. Toute fonction polynômiale est continue. Le déterminant est une application continue sur MnpKq.
 VI.2 Applications lipschitziennes
 Définition 31. On dit que l’application f : A ÝÑ F est lipschitzienne s’il existe une constante k P Rtelle que : @ x, y P A, fpxq fpyqF ¤ kx yE .Dans ce cas on dit que f est k-lipschitzienne ou encore lipschitzienne de rapport k.
 Remarques 21.1. Cette condition s’écrit également : @ x, y P A, dpfpxq, fpyqq ¤ kdpx, yq.2. Soient f une application k-lipschitzienne et g une application k1-lipschitzienne. Lorsque cela a un sens
 l’application f g est kk1-lipschitzienne.3. Attention : les normes étant équivalentes (car E et F sont de dimensions finies), le caractère lip-
 schitzien d’une application ne dépend pas du choix des normes, mais la constante de Lipschitz k endépend.
 Exemple 18. Soit B pe1, . . . , enq une base de E. L’application πk : x n
 i1
 xiei ÞÝÑ xk est lipschitizienne.
 Proposition 27. Toute application lipschitzienne est continue.
 Proposition 28. Une norme N sur un espace vectoriel E est lipschitzienne, donc continue.
 Corollaire 2. Si f est continue, alors f l’est également.
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 VI.3 Continuité des applications linéaires et bilinéaires
 Soient pE, Eq, pF, F q, pG, Gq des espaces vectoriels normés de dimensions finies.
 Proposition 29. Soit u P LpE,F q, il existe k P R tel que :
 @ x P E, upxqF ¤ kxE .
 Proposition 30. Toute application linéaire u de E dans F est continue.
 Remarque 22. L’application linéaire u est en fait même lipschitzienne.
 Exemples 19. La trace est une application linéaire sur MnpKq, donc continue. px, yq P E E ÞÝÑ x y P E est continue.
 Définition-Proposition 32. L’application ||| ||| définie pour u P LpE,F q par :
 |||u||| supxPEzt0u
 upxqFxE sup
 xE1upxqF sup
 xE¤1upxqF ,
 est une norme sur LpE,F q appelée norme subordonnée aux normes E de E et F de F .
 Proposition 31. Soit u P LpE,F q, on a :1. @ x P E, upxqF ¤ |||u||| xE,2. |||u||| inf tk P R | @ x P E, upxqF ¤ kxEu.
 Proposition 32. Soient u P LpE,F q et v P LpF,Gq, alors : |||u v||| ¤ |||u||| |||v|||.
 Définition-Proposition 33. L’application u ÞÝÑ |||u||| est une norme sur LpEq vérifiant l’inégalité :
 @ u, v P LpEq, |||u v||| ¤ |||u||| |||v|||.On dit que pLpEq, ||| |||q est une algèbre normée.
 Proposition 33. Soit B une application bilinéaire de E F dans G, il existe k P R tel que :
 @ px, yq P E F, Bpx, yqG ¤ kxEyF .
 Proposition 34. Toute application bilinéaire B de E F dans G est continue.
 Exemples 20. Le produit scalaire sur E espace vectoriel euclidien est continu. Le produit vectoriel sur K3 est continu. L’application définie sur K E par : pλ, xq ÞÝÑ λx P E, est continue. L’application définie sur LpEq LpEq par : pu, vq ÞÝÑ u v P LpEq, est continue.
 VI.4 Liens avec la topologie
 Proposition 35. Soit f P CpE,Kq, alors :1. @ U ouvert de K, f1pUq est un ouvert de E.2. @ F fermé de K, f1pF q est un fermé de E.
 Remarque 23. Attention : f1pUq désigne l’image réciproque de U .
 Corollaire 3. Soient f P CpE,Rq et α P R, alors :1. tx P E, fpxq ¡ αu et tx P E, fpxq αu sont des ouverts de E,2. tx P E, fpxq ¥ αu, tx P E, fpxq αu et tx P E, fpxq ¤ αu sont des fermés de E.
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 Exemples 21. Toute boule fermée est fermée.
 tP P RrXs, P p1q 2u est un fermé de RrXs.!f P Cpr0, 1s,Rq, ³1
 0 fpxqdx ¥ 0)est un fermé de Cpr0, 1s,Rq.
 GLnpRq est un ouvert de MnpRq.
 Théorème 4. L’image d’un compact par une application continue est un compact.
 Corollaire 4. Si f P CpK,Rq et K est un compact non vide de E, alors f est bornée et atteint ses bornes.
 Corollaire 5. Si f P CpK,F q et K est un compact non vide de E, alors f est bornée et :
 Da P K, fpaq supxPK
 fpxq.
 Exemples 22. Soit f : K ÞÝÑ R continue telle que : @ x P K, fpxq ¡ 0. Alors,
 Da ¡ 0, @ x P K, fpxq ¥ a ¡ 0.
 Soit K un compact non vide de E, alors la distance d’un point de E à K est atteinte. Le résultat estencore vrai pour F fermé non vide de E.
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 Travaux DirigésEspaces vectoriels normés
 Exercice 1Soient pE, q un espace vectoriel normé, a et b P E.
 1. Montrer que si a et b sont distincts, alors il existe r ¡ 0 tel que les boules Bpa, rq et Bpb, rq soientdisjointes.
 2. On suppose qu’il existe x0 P E et R ¡ 0 tel que a P Bpx0, Rq et b R B1px0, Rq.(a) Montrer qu’il existe r ¡ 0 tel que Bpa, rq Bpx0, Rq.(b) Montrer qu’il existe r ¡ 0 tel que les boules Bpb, rq et Bpx0, Rq soient disjointes.
 Exercice 2Soit E l’espace vectoriel des applications lipschitziennes de r0, 1s dans R. Pour f P E, on note kpfq la borneinférieure des k ¥ 0 tels que f soit k-lipschitzienne.
 1. Montrer que pour f P E, kpfq est bien définie.
 2. L’application k : f P E ÞÝÑ kpfq est-elle une norme sur E ?
 3. Soit N : f P E ÞÝÑ kpfq f8. Montrer que N est une norme sur E.
 4. Les normes N et 8 sont-elles équivalentes ?
 Exercice 3Soit E
 f P C1r0, 1s,R, fp0q 0
 (. Pour f P E, on note Npfq f 18.
 1. Montrer que pE,Nq est un espace vectoriel normé.
 2. N et 8 sont-elles équivalentes ?
 Exercice 4Soient pE, q un espace vectoriel normé de dimension finie, A et B deux parties non vides de E.
 1. Pour x P E, montrer que l’ensemble tx a, a P Au admet une borne inférieure, appelée distancede x à A et notée dpx,Aq.
 2. Montrer que l’application x P E ÞÝÑ dpx,Aq est 1-lipschitzienne.
 3. On suppose que A est fermée. Quels sont les x P E tels que dpx,Aq 0 ?
 4. On suppose que A et B sont des parties fermées disjointes. Montrer qu’il existe des ouverts U et Vdisjoints tels que A U et b V .
 Exercice 5Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, A et B deux parties de E. On rappelle que :
 AB ta b, pa, bq P ABu.
 A-t-on les implications :
 1. A ouvert ou B ouvert ñ AB ouvert ?
 2. A fermé et B fermé ñ AB fermé ?
 3. A compact et B compact ñ AB compact ?
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 Exercice 6Soit E l’espace vectoriel des suites réelles u punqnPN bornées et telles que u0 0. On définit sur E lesdeux normes :
 u8 supnPN
 |un| et u1 supnPN
 |un1 un|.
 1. Vérifier que 8 et 1 sont bien des normes.2. Sont-elles équivalentes ?
 Exercice 7 (Théorème du point fixe)
 Théorème. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, une norme sur E et f une applicationde E dans E contractante, c’est-à-dire : il existe k P r0, 1r telle que :
 @ x, y P E, fpxq fpyq ¤ kx y.Alors il existe un unique point a P E tel que fpaq a.
 1. Montrer que si f admet un point fixe, alors il est unique.2. Soit pxnqnPN une suite d’éléments de E définie par :
 x0 P E et xn1 fpxnq.(a) Montrer que : @ n P N, xn1 xn ¤ knx1 x0.(b) En déduire que la suite pxnq est de Cauchy. On note x sa limite.(c) Montrer que x est un point fixe de f .
 3. Application : on considère l’application
 f : R2 ÝÑ R2
 px, yq ÞÝÑ 1
 5p2 sinx cos y, cosx 3 sin yq.
 Montrer que f admet un unique point fixe.
 Exercice 8Soit a ¡ 0, étudier la suite punqnPN telle que :
 u0 a et un1 lnp3 unq @ n P N.
 Exercice 9Soit une norme dans Mn,1pRq Pour A PMnpRq, on définit :
 ~A~ suptAX | X PMn,1pRq, X 1u.1. Montrer que l’application A ÞÝÑ ~A~ est une norme sur MnpRq telle que :
 @A,B PMnpRq, ~AB~ ¤ ~A~~B~.
 2. Expliciter ~A~ lorsque la norme est définie pour X
 x1...xn
 par X sup
 1¤i¤n|xi|.
 3. Même question pour X n
 i1
 |xi|.
 Exercice 10On considère E RnrXs muni de la norme N définie par :
 NpP q max0¤k¤n
 |ak| où P n
 k0
 akXk.
 Soient A l’ensemble des polynômes non nuls de E dont le coefficient dominant est strictement positif et
 P n
 k0
 akXk un élément de E.
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 1. Montrer que P est adhérent à A si et seulement si an ¥ 0.
 2. L’application ϕ : E ÝÑ R qui à P non nul associe son coefficient dominant et telle que ϕp0q 0est-elle continue ?
 3. Soit α P R, on considère les deux applications linéaires suivantes
 D : E ÝÑ E et Eα : E ÝÑ RP ÞÝÑ P 1 P ÞÝÑ P pαq.
 Calculer les normes subordonnées de D et Eα.
 Exercice 11Soient θ un réel et Rθ la rotation d’angle θ dans le plan euclidien R2.Calculer la norme subordonnée de Rθ pour les trois normes usuelles sur R2.
 Exercice 12On considère l’application f : R2 ÝÑ R définie par :
 fpx, yq $&%
 x2y
 x4 y2si px, yq p0, 0q,
 0 sinon.
 Montrer que la restriction à f suivant toute droite passant par l’origine est continue en 0 mais que f ne l’estpas.
 Exercice 13
 1. Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et pfnqnPN une suite d’éléments de LpEq. Montrerqu’on a équivalence entre :
 piq pfnq converge vers f ,
 piiq @ x P E, pfnpxqq converge vers fpxq.2. Soit RrXs muni de la norme sup N8 des modules des coefficients. Pour tout n P N, on note fn la
 projection sur Vectp1, X, . . . ,Xnq parallèlement à VectpXk, k ¡ nq.Etudier, pour P P RrXs, la convergence de la suite pfnpP qq.
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Suites et séries de fonctions
 Dans ce chapitre, on considère pfnqnPN une suite d’éléments de FpI,Kq, où FpI,Kq est l’espace vectoriel desfonctions définies sur un intervalle non trivial I de R et à valeurs dans K R ou C.On note BpI,Kq le sous-espace vectoriel de FpI,Kq constitué des fonctions bornées, munit de la norme 8 :
 @ f P BpI,Kq, f8 supxPI
 |fpxq|.
 I Suites de fonctions
 I.1 Convergence simple, convergence uniforme
 Définition 1. On dit que la suite pfnqnPN converge simplement vers f P FpI,Kq sur I, si pour tout x P I,la suite pfnpxqqnPN d’éléments de K converge vers fpxq :
 limnÑ8 fnpxq fpxq.
 Exemple 1. I r0, 1s : fnpxq xnp1 xq, @ n P N, @ x P I. La suite pfnqnPN converge simplement vers 0.
 Remarque 1. La convergence simple s’écrit :
 @ ε ¡ 0, @ x P I, D n0 P N, @ n ¥ n0, |fnpxq fpxq| ¤ ε,
 où le rang n0 dépend a priori du choix de ε et de x P I.
 Définition 2. On dit que la suite pfnqnPN converge uniformément vers f P FpI,Kq sur I, si :@ ε ¡ 0, D n0 P N, @ n ¥ n0, @ x P I, |fnpxq fpxq| ¤ ε,
 Remarque 2. Le rang n0 convient pour tous les points x P I.
 Proposition 1. La suite pfnqnPN converge uniformément vers f P FpI,Kq sur I si et seulement s’il existeun rang n0 à partir duquel les fonctions fn f sont bornées sur I et :
 limnÑ8 fn f8 0.
 Remarques 3.
 La convergence uniforme d’une suite de fonctions de BpI,Kq correspond à la convergence usuelle ausens de la norme 8 définie sur BpI,Kq.
 Cette proposition donne un critère séquentiel pour montrer qu’une suite pfnqnPN ne converge pas uni-formément vers f :
 D pxnqnPN P IN, pfn fqpxnq ÝÑnÑ8
 0.
 Exemple 2. I r0, 1s : fnpxq xnp1 xq, @ n P N, @ x P I.
 Proposition 2. Si pfnqnPN converge uniformément vers f sur I, alors pfnqnPN converge simplement versf sur I.
 Remarques 4.
 En pratique, pour prouver la convergence uniforme, on montre d’abord que la suite de fonctions pfnqnPNconverge simplement vers une fonction f à déterminer.
 Attention : la réciproque est fausse. Exemple : fnpxq nxnp1 xq sur r0, 1s.
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 Définition 3. On dit que la suite pfnqnPN converge uniformément sur tout segment de I vers f P FpI,Kq,si pour tout segment ra, bs I, pfnqnPN converge uniformément vers f sur ra, bs.
 Remarque 5. La convergence uniforme sur I implique la convergence uniforme sur tout segment de I.Attention : la réciproque n’est pas vraie. Exemple : fnpxq nxnp1 xq sur r0, 1r.Il s’agit donc d’un mode de convergence plus faible que la convergence uniforme sur I mais plus souventvérifié par une suite de fonctions pfnqnPN et suffisant dans la plupart des cas.
 I.2 Limite - continuité
 Théorème 1. Soient a P I et pfnqnPN une suite de fonctions continues en a. Si pfnqnPN converge unifor-mément vers f sur I, alors f est continue en a.
 Remarque 6. Attention : la convergence simple ne suffit pas à assurer la continuité de la fonction limite f .Exemple : fnpxq xn sur r0, 1s.
 Corollaire 1. Si pfnqnPN est une suite de fonctions continues sur I qui converge uniformément vers fsur I, alors la fonction f est continue sur I.
 Remarque 7. La convergence uniforme sur tout segment de I suffit à assurer la continuité de f .
 Théorème 2 (Interversion des limites). Soit a une borne de I éventuellement infinie. Si
 (i) pfnqnPN converge uniformément vers f sur I,
 (ii) @ n P N, limxÑa
 fnpxq ln P K.
 Alors,
 1. la suite plnqnPN admet une limite finie l,
 2. limxÑa
 fpxq l,
 ce que l’on écrit encore :
 limxÑa
 limnÑ8 fnpxq lim
 nÑ8 limxÑa
 fnpxq.
 Remarques 8. On peut se servir de ce résultat pour montrer que la convergence n’est pas uniforme.
 Attention : la convergence uniforme sur tout segment de I n’est pas suffisante pour intervertir leslimites.
 Proposition 3. Si pfnqnPN est une suite de fonctions bornées sur I qui converge uniformément vers fsur I, alors la fonction f est bornée sur I.
 Remarque 9. Attention : la convergence simple ne suffit pas. Exemple : fnpxq minpn, xq sur R.
 I.3 Intégration - Dérivation
 Théorème 3. Soit pfnqnPN une suite de fonctions continues sur un segment ra, bs R qui converge uni-formément vers une fonction f sur ra, bs. Alors, la fonction f est continue et on a :
 limnÑ8
 » bafnptqdt
 » bafptqdt.
 Remarque 10. La convergence simple ne suffit pas.
 Remarque 11. Une limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables n’est pas nécessairement une fonctiondérivable. Exemple :
 fnpxq cx2 1
 n2, n ¥ 1, x P R.
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 Théorème 4. Soit pfnqnPN une suite de fonctions de classe C1 sur I telle que :
 (i) pfnqnPN converge simplement vers f sur I.
 (ii) pf 1nqnPN converge uniformément vers g sur I.
 Alors, la fonction f est de classe C1 sur I et f 1 g, c’est-à-dire :
 @ x P I, f 1pxq limnÑ8 f
 1npxq.
 Remarque 12. Comme pour la continuité, la convergence uniforme de pf 1nqnPN vers g sur tout segment de Isuffit à assurer le résultat du théorème précédent.
 II Séries de fonctions
 On note Sn la suite des sommes partielles définies sur l’intervalle I par :
 @ n P N, @ x P I, Snpxq n
 k0
 fkpxq.
 II.1 Modes de convergence
 Définition 4. On dit que la série°fn converge simplement sur I si la suite de fonctions pSnqnPN converge
 simplement sur I, c’est-à-dire si la série numérique°fnpxq converge pour tout x P I.
 Définition 5. Soit pfnqnPN une suite de fonctions telles que la série°fn converge simplement sur I. On
 appelle somme de la série de fonctions, notée S, la fonction définie sur I par :
 @ x P I, Spxq 8
 n0
 fnpxq.
 On appelle reste d’ordre n, noté Rn, la fonction définie sur I par :
 Rn S Sn 8
 kn1
 fk.
 Remarque 13. Si°fn converge simplement sur I, alors la suite de fonctions pRnqnPN converge simplement
 vers la fonction nulle sur I.
 Définition 6. On dit que la série°fn converge uniformément sur I si la suite de fonctions pSnqnPN
 converge uniformément sur I.
 Remarques 14. On définit de même la convergence uniforme sur tout segment de I d’une série de fonctions.
 Comme pour les suites, la convergence uniforme sur I implique la convergence sur tout segment de I,qui implique la convergence simple sur I.
 Proposition 4. La série°fn converge uniformément sur I si et seulement si elle converge simplement
 sur I et la suite pRnqnPN des restes d’ordre n converge uniformément vers la fonction nulle sur I.
 Définition 7. On dit que la série°fn converge normalement sur I si :
 @ n P N, fn P BpI,Kq, la série numérique
 ° fn8 converge.
 Proposition 5 (Critère de convergence normale). Soit°fn une série de fonctions telle que pour tout
 entier n, fn P BpI,Kq. S’il existe une série numérique à termes positifs°un convergente telle que :
 @ n P N, @ x P I, |fnpxq| ¤ un,
 alors la série°fn est normalement convergente.
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 Proposition 6. Toute série de fonctions qui converge normalement sur I converge uniformément sur I.
 Remarque 15. En pratique, montrer la convergence normale d’une série de fonctions est un moyen rapide demontrer qu’elle converge uniformément.
 Exemple 3. La série de fonctions¸n¥1
 2x
 pn2 x2q2 converge normalement donc uniformément sur R.
 Remarque 16. Attention : La réciproque n’est pas vraie.
 Exemple : la série de fonctions¸n¥1
 p1qnn x
 converge uniformément sur R, pourtant il n’y a convergence
 normale sur aucun segment de R.
 II.2 Théorèmes de convergence
 Théorème 5. Soient a P I et°fn une série de fonctions qui converge uniformément sur I. Si pour tout
 entier n la fonction fn est continue en a, alors la somme S est continue en a :
 Spaq 8
 n0
 fnpaq.
 Théorème 6. Soit°fn une série de fonctions qui converge uniformément sur I. Si pour tout entier n la
 fonction fn est continue sur I, alors la somme S est continue sur I.
 Remarque 17. La convergence uniforme sur tout segment de I suffit à assurer la continuité de S sur I.
 Exemple 4. Soit fnpxq enx?n
 , n ¥ 1. La série de fonctions°fn converge et sa somme notée S est continue
 sur R.
 Théorème 7 (Interversion des limites). Soit a une borne de I éventuellement infinie. Si
 (i)°fn converge uniformément sur I, on note S sa somme,
 (ii) @ n P N, limxÑa
 fnpxq un P K.
 Alors,
 1. la série°un converge,
 2. limxÑa
 Spxq 8
 n0
 un,
 ce que l’on écrit encore :
 limxÑa
 8
 n0
 fnpxq 8
 n0
 limxÑa
 fnpxq.
 Remarques 18.
 On peut se servir de ce résultat pour montrer que la convergence n’est pas uniforme.
 Attention : la convergence uniforme sur tout segment de I n’est pas suffisante pour intervertir leslimites.
 Exemple 5. Soit fnpxq enx?n
 , n ¥ 1. Calcul des limites en 0 et 8 de la somme S.
 Théorème 8. Soit°fn une série de fonctions continues sur un segment ra, bs R qui converge unifor-
 mément sur ra, bs. Alors, la somme S de la série de fonctions est continue et on a :
 » baSptqdt
 » ba
 8
 n0
 fnptqdt
 8
 n0
 » bafnptqdt.
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 Théorème 9. Soit°fn une série de fonctions de classe C1 sur I telle que :
 (i)°fn converge simplement vers sur I, on note S sa somme.
 (ii)°f 1n converge uniformément sur I, on note T sa somme.
 Alors, la fonction S est de classe C1 sur I et S1 T , c’est-à-dire :
 @ x P I, S1pxq 8
 n0
 f 1npxq.
 Remarque 19. Comme pour la continuité, la convergence uniforme de°f 1n sur tout segment de I suffit à
 assurer le résultat du théorème précédent.
 Exemple 6. Soit fnpxq enx?n
 .°fn est de classe C1 sur I.
 III Approximation de fonctions
 III.1 Fonctions en escaliers, fonctions continues par morceaux
 Définition 8. Soit f : ra, bs ÝÑ K, on dit que f est une fonction en escaliers s’il existe une subdivisiona x0 x1 xn b telle que pour tout i P t0, . . . , n 1u, la restriction de f à l’intervalle sxi, xi1rest constante.On note Epra, bs,Kq l’ensemble des fonctions en escaliers sur ra, bs.
 Proposition 7. Epra, bs,Kq est un espace vectoriel.
 Définition 9. On dit que f : R ÝÑ K est une fonction en escaliers s’il existe un segment ra, bs tel que :
 la restriction de f à ra, bs est une fonction en escaliers,
 f est nulle en dehors de ra, bs.
 Exemples 7.
 x ÞÝÑ Epxq est une fonction en escaliers sur n’importe quel segment ra, bs mais n’est pas une fonctionen escaliers sur R.
 La fonction définie sur r0, 1s par : x 0 ÞÝÑ Ep 1xq et 0 ÞÝÑ 0 n’est pas une fonction en escaliers sur
 r0, 1s.
 Définition 10. Soit f : ra, bs ÝÑ K, on dit que f est une fonction continue par morceaux s’il existeune subdivision a x0 x1 xn b telle que pour tout i P t0, . . . , n 1u, la restriction de f àl’intervalle sxi, xi1r est continue et se prolonge en une fonction continue sur rxi, xi1s.On note CPM pra, bs,Kq l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur ra, bs.
 Proposition 8. CPM pra, bs,Kq est un espace vectoriel.
 Remarque 20. Epra, bs,Kq CPM pra, bs,Kq.
 Définition 11. Soit I un intervalle réel et f : I ÝÑ K. On dit que f est continue par morceaux sur I sipour tout segment ra, bs I, la restriction de f au segment ra, bs est continue par morceaux sur ra, bs.On note CPM pI,Kq l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I.
 III.2 Théorèmes d’appromixation
 Théorème 10. Soit f P CPM pra, bs,Kq, f est limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers surra, bs :
 D pϕnqnPN P Epra, bs,KqN, ϕnCUÝÑ f sur ra, bs.
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 Théorème 11 (Théorème de Weierstrass). Soit f P Cpra, bs,Kq, f est limite uniforme sur ra, bs d’unesuite de fonctions polynomiales :
 D pPnqnPN P KrxsN, PnCUÝÑ f sur ra, bs.
 Définition 12. On appelle polynôme trigonométrique toute fonction p : R ÝÑ C qui s’écrit comme combi-naison linéaire des fonctions en : x ÞÝÑ einx, n P Z.
 Théorème 12 (Théorème de Weierstrass trigonométrique). Soit f P CpR,Kq 2π-périodique, f est limiteuniforme sur R d’une suite de polynômes trigonométriques ppnqnPN :
 pnCUÝÑ f sur R.
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 Travaux DirigésSuites et séries de fonctions
 Exercice 1Etudier les convergences simple et uniforme sur I des suites de fonctions suivantes :
 1. I R, fnpxq x
 x2 n, n P N,
 2. I R, fnpxq nx2 enx, n P N,
 3. I R , fnpxq infpn, x2n q, n P N.
 4. I r0, 1s, fnpxq n exx2
 n x, n P N,
 5. I r0, 1s, fnpxq nxn sinpπxq, n P N.6. I R, fnpxq exn , n P N.
 Exercice 2On considère la suite de fonctions pfnqn¥2 définies sur le segment r0, 1s par :
 fnptq
 $''&''%n2t si t P 0, 1
 n
 ,
 n2t 2n si t P 1n ,
 2n
 ,
 0 si t P 2n , 1
 .
 1. La suite de fonctions pfnqn¥2 converge-t-elle simplement ? uniformément ?
 2. Pour tout n ¥ 2, on pose : gnptq fnptq sin2 t, @ t P r0, 1s.La suite de fonctions pgnqn¥2 converge-t-elle simplement ? uniformément ?
 Exercice 3Etudier suivant les valeurs de α les convergences simple et uniforme sur r0, 1s de la suite de fonctions pfnqnPNdéfinie par : fnpxq nαx
 1 n2x2.
 Exercice 4
 On considère la suite de fonctions punqnPN définie sur R par : unpxq p1qnn x
 .
 Etudier les convergences simple, absolue, uniforme et normale de la série°un.
 Exercice 5On considère la suite de fonctions pfnqnPN définie sur R par :
 fnpxq $&%
 1
 nsi x n,
 0 si x n.
 Etudier les convergences simple, absolue, uniforme et normale de la série°fn.
 Exercice 6
 On considère la suite de fonctions pfnqnPN définie sur R par : fnpxq 1
 narctan
 xn
 .
 1. Montrer que°fn converge simplement. On note S sa somme.
 2. Montrer que S est de classe C1 sur R et étudier les variations de S.
 3. Montrer que limxÑ8Spxq 8.
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 Exercice 7
 On considère la fonction zêta de Riemann définie par : ζpxq 8
 n1
 1
 nx.
 1. Quel est le domaine de définition I de ζ ?
 2. Montrer que ζ est continue sur I.
 3. Montrer que limxÑ8 ζpxq existe et la calculer.
 4. Montrer que limxÑ1
 ζpxq 8.
 5. Montrer que ζ est de classe C8 sur I et donner ζpkq pour k P N.6. En déduire que ζ est décroissante et convexe, puis tracer sa courbe représentative.
 Exercice 8On considère la suite de fonctions pfnqnPN définie sur R par : fnpxq en2x.
 1. Sur quel ensemble la série°fn est-elle convergente ? On appelle f sa somme.
 2. Quelle est la monotonie de f ?
 3. Montrer que : @ x ¡ 0,1
 2
 cπ
 x 1 ¤ fpxq ¤ 1
 2
 cπ
 x.
 4. Trouver des équivalents simples de f en 0 et en 8.
 5. Montrer que f est continue.
 6. On pose : Fnpxq en2x
 n2.
 (a) Montrer que°Fn converge normalement sur R. On note F sa somme.
 (b) Calculer : limxÑ0
 F pxq π2
 6et lim
 xÑ8F pxq 0.
 (c) Montrer que pour tout segment ra, bs R,» bafptqdt F paq F pbq.
 (d) En déduire que :» 8
 0fpxqdx existe et donner sa valeur.
 7. Montrer que f est de classe C1.
 Exercice 9
 Calculer pour tout n P Z : In » 2π
 0
 einθ
 1 2 eiθdθ.
 Exercice 10
 Soient pa, bq P R2 tels que a b, et f : ra, bs ÝÑ C continue telle que :» bafpxqdx 0. Montrer qu’il existe
 une suite de polynômes pPnqnPN telle que :$'&'%Pn
 CUÝÑn8 f sur ra, bs,
 @ n P N,» baPnpxqdx 0.
 Exercice 11
 1. Soient pa, bq P R2 tels que a b, et f : ra, bs ÝÑ K continue telle que : @ n P N,» baxnfpxqdx 0.
 Montrer que f est nulle.
 2. Montrer que, dans le cas où f n’est que continue par morceaux, f est nulle sauf en un nombre fini depoints.
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Fonctions d’une variable réelle
 Dans ce chapitre, E, F et G désignent des espaces vectoriels de dimension finie sur R ou C.On note FpI, Eq l’espace vectoriel des fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans E.
 I Dérivation des fonctions à valeurs vectorielles
 I.1 Dérivée en un point
 Définition 1. Soient f : I ÝÑ E et x0 P I. On dit que f est dérivable en x0 si la fonction :
 x P Iztx0u ÞÝÑ fpxq fpx0qx x0
 admet une limite finie en x0.
 Cette limite est appelée vecteur dérivé de f en x0 et notée f 1px0q, D fpx0q ou df
 dxpx0q.
 Proposition 1. On a les équivalences suivantes :(i) f est dérivable en x0,(ii) il existe une fonction ϕ : I ÝÑ E continue en x0 telle que :
 @ x P I, fpxq fpx0q px x0qϕpxq,(iii) f admet au voisinage de x0 un développement limité à l’ordre 1 :
 fpxq fpx0q αpx x0q opx x0q.
 Proposition 2. Si f est dérivable en x0 P I, alors f est continue en x0.
 Remarque 1. La réciproque est bien évidemment fausse. Exemple : la fonction valeur absolue en 0.
 Définition 2. Soient f : I ÝÑ E et x0 P I. Si x0 n’est pas la borne supérieure (resp. inférieure) de I, ondit que f est dérivable à droite (resp. à gauche) en x0 si la fonction :
 x P Iztx0u ÞÝÑ fpxq fpx0qx x0
 admet une limite à droite (resp. à gauche) finie en x0, appelée vecteur dérivé à droite (resp. à gauche)de f en x0 et notée f 1dpx0q (resp. f 1gpx0q).
 Proposition 3. Soient f : I ÝÑ E, x0 P I qui n’est pas une borne de I. La fonction f est dérivable enx0 si et seulement si elle est dérivable à droite et à gauche en x0 et f 1gpx0q f 1dpx0q.
 Proposition 4. Soient x0 P I, B pe1, . . . , epq une base de E, f : I ÝÑ E une fonction et pfiq1¤i¤p sesfonctions coordonnées. La fonction f est dérivable en x0 si et seulement si les pfiq1¤i¤p sont dérivables enx0 et dans ce cas, on a :
 f 1px0q p
 i1
 f 1ipx0q.
 Exemples 1. f : I ÝÑ C est dérivable en x0 P I si et seulement si Repfq et Impfq le sont. A : I ÝÑMnpRq, Apxq pai,jpxqq1¤i,j¤n.A est dérivable en x0 si et seulement si les fonctions ai,j le sont et dans ce cas : A1pxq
 a1i,jpxq
 1¤i,j¤n
 .
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 Définition 3. Soit f : I ÝÑ E, on dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de I. Dans ce
 cas, on appelle fonction dérivée de f , notée f 1, Df ou encoredf
 dx, la fonction définie par :
 f 1 : I ÝÑ E
 x ÞÝÑ f 1pxq.On note DpI, Eq l’ensemble des fonctions dérivable de I dans E.
 Remarque 2. Interprétation cinématique (E R2 ou R3) : soit t ÞÝÑMptq le paramétrage du mouvementsupposé dérivable d’un mobile assimilable à un point. Pour t t0, le vecteur :
 Mptq Mpt0qt t0
 1
 t t0
 ÝÝÝÝÝÝÝÑMpt0qMptq
 représente le vecteur vitesse moyen du mobile entre les temps t0 et t. Sa limite lorsque t tend vers t0 est levecteur de coordonnées M 1pt0q, appelé vecteur vitesse instantané du mobile au temps t0.
 Si M 1pt0q 0, le point Mpt0q est stationnaire. Si M 1pt0q 0, M 1pt0q dirige la tangente à la trajectoire au point Mpt0q.
 Définition 4. Soient f : I ÝÑ E et J un intervalle de I. On dit que f est dérivable sur J si sa restrictionà J est dérivable.
 Proposition 5. Soit f : I ÝÑ E une fonction continue sur I et dérivable sur l’intérieur de I. La fonctionf est constante sur I si et seulement si sa fonction dérivée f 1 est nulle sur l’intérieur de I.
 I.2 Opérations sur les fonctions dérivables
 Les résultats suivants concernent la dérivabilité en un point x0 et peuvent facilement être étendu à ladérivabilité sur un intervalle I.
 Proposition 6. Soient f, g : I :ÝÑ E deux fonctions dérivables en x0 P I et α, β P K. Alors, la fonctionαf βg est dérivable en x0 et on a :
 pαf βgq1px0q αf 1px0q βg1px0q.
 Remarque 3. En particulier, cela signifie que l’ensemble DpI, Eq est un sous-espace vectoriel de C0pI, Eq etque l’application f ÞÝÑ f 1 est linéaire.
 Proposition 7. Soit f : I ÝÑ E une fonction dérivable en x0 P I et u : E ÝÑ F une application linéaire.La fonction u f : I ÝÑ F est dérivable en x0 et on a :
 pu fq1px0q uf 1px0q
 .
 Exemples 2. Soit A : I ÝÑMnpKq une fonction dérivable en x0 P I. La fonction f : x ÞÝÑ tr
 Apxq est dérivable en x0 et f 1px0q tr
 A1px0q
 .
 La fonction M : x ÞÝÑ P1ApxqP , où P P GLnpKq, est dérivable en x0 et M 1px0q P1A1px0qP .
 Proposition 8. Soient f : I ÝÑ E et g : I ÝÑ F deux fonctions dérivables en x0 P I et B : EF ÝÑ Gune application bilinéaire. La fonction ϕ : I ÝÑ G définie par ϕpxq B pfpxq, gpxqq est dérivable en x0 eton a :
 ϕ1px0q Bf 1px0q, gpx0q
 Bfpx0q, g1px0q
 .
 Remarque 4. Ce résultat s’étend au cas des applications multilinéaires : soient E1, . . . , En et F des espacesvectoriels de dimension finie et M : E1 En ÝÑ F une application multilinéaire. On suppose que pourtout i P t1, . . . , nu, fi : I ÝÑ Ei est dérivable en x0.Alors l’application ϕ : x ÝÑM pf1pxq, . . . , fnpxqq est dérivable en x0 et on a :
 ϕ1px0q n
 i1
 Mf1px0q, . . . , f 1ipx0q, . . . , fnpx0q
 .
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 Exemple 3. Soit A : I ÝÑ MnpKq une fonction dérivable en x0. Pour tout x P I, on note C1pxq, . . . , Cnpxqles colonnes de la matrice Apxq. Alors, la fonction ϕ : x ÞÝÑ det pApxqq est dérivable en x0 et on a :
 ϕ1px0q n
 i1
 detC1px0q, . . . , C 1
 ipx0q, . . . , Cnpx0q.
 Corollaire 1. Soient f : I ÝÑ K et g : I ÝÑ E deux fonctions dérivables en x0 P I. Alors le produit fgest dérivable en x0 et on a :
 pfgq1px0q f 1px0qgpx0q fpx0qg1px0q.
 Corollaire 2. SoientE, p|q un espace vectoriel euclidien et f, g : I ÝÑ E deux fonctions dérivables
 en x0 P I. Alors :
 (i) pf | gq : I ÝÑ R, définie par pf | gqpxq pfpxq|gpxqq est dérivable en x0 et on a :
 pf | gq1px0q f 1px0q
 gpx0q
 fpx0qg1px0q
 .
 (ii) En particulier, f22 est dérivable en x0 et on a :f221 px0q 2f 1px0q
 fpx0q.
 Exemple 4. Soient f, g : I ÝÑ R3 deux fonctions dérivables en x0, alors f ^ g est dérivable en x0 et on a :pf ^ gq1px0q f 1px0q ^ gpx0q fpx0q ^ g1px0q.
 Proposition 9. Soient f : I ÝÑ R dérivable en x0 P I et g : J ÝÑ E dérivable en fpx0q telles quefpIq J . Alors, la fonction g f est dérivable en x0 et on a :
 pg fq1px0q f 1px0qg1pfpx0q
 .
 Exemple 5. SoientE, p|q un espace vectoriel euclidien et f : I ÝÑ E dérivable en x0 P I telle que
 fpx0q 0. Alors, f2 est dérivable en x0 et on a :
 f12px0q f 1px0q
 fpx0q
 fpx0q2 .
 Corollaire 3. Soient I et J deux intervalles de R d’intérieurs non vides, f : I ÝÑ J une bijectioncontinue de I dans J . Si f est dérivable en x0 P I et f 1px0q 0, alors f1 : J ÝÑ I est dérivable eny0 fpx0q et on a :
 f11 py0q 1
 f 1 pf1py0qq 1
 f 1px0q .
 I.3 Dérivées d’ordre supérieur - fonctions de classe Ck
 Définition 5. Soit f : I ÝÑ E. On définit par récurrence les dérivées successives de f : on note f p0q fet pour k P N, on dit que f est k fois dérivable sur I si elle est k 1 fois dérivable sur I et si f pk1q estdérivable sur I.
 On appelle dérivée ke de f et l’on note f pkq, Dkf ou encoredkf
 dxkla dérivée de la fonction f pk1q.
 On note DkpI, Eq l’ensemble des fonctions k fois dérivables de I dans E.
 Définition 6. Soit f : I ÝÑ E.
 Pour k P N, on dit que f est de classe Ck sur I si elle est k fois dérivable sur I et si sa dérivée ke
 est continue sur I. On note CkpI, Eq l’ensemble des fonctions de classe Ck de I dans E.
 On dit que f est de classe C8 si f est de classe Ck pour tout k P N. On note C8pI, Eq l’ensemble desfonctions de classe C8 de I dans E.
 Exemple 6. Soit z P C, la fonction f : t ÞÝÑ exppztq est de classe C8 sur R.Pour tout k P N, on a : f pkq : t ÞÝÑ zk exppztq.
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 Proposition 10. Soit k P N Y t8u. L’ensemble CkpI, Eq est un sous-espace vectoriel de CpI, Eq et pourtout k P N, l’application f ÞÝÑ f pkq est linéaire de CkpI, Eq dans CpI, Eq.
 Remarque 5. Si f est de classe C8, alors pour tout n P N, f pnq est de classe C8.
 Proposition 11. Soient k P N Y t8u, B pe1, . . . , epq une base de E et f : I ÝÑ E. La fonction f estde classe Ck si et seulement si ses fonctions coordonnées pfiq1¤i¤p le sont. Dans ce cas, on a :
 @ n P t1, . . . , ku, f pnq p
 i1
 fpnqi ei.
 Théorème 1 (Formule de Leibniz). Soient k P N Y t8u, f P CkpI, Eq, g P CkpI, F q et B : E F ÝÑ Gune application bilinéaire. Alors, la fonction Bpf, gq est de classe Ck sur I et on a :
 @ n ¤ k,Bpf, gqpnq n
 j1
 nj
 Bpf pjq, gpnjqq.
 Exemples 7. La proposition précédente s’applique notamment dans les cas suivants :
 le produit fg si f est une fonction numérique,
 pf | gq si F E est un espace euclidien.
 Proposition 12. Soient f P CkpI,Rq et g P CkpJ,Eq telles que fpIq J . Alors g f P CkpI, Eq.
 Définition 7. Soient k P N Y t8u et I et J deux intervalles de R d’intérieurs non vides.On appelle Ck-difféomorphisme de I sur J toute bijection f de I sur J qui est de classe Ck sur I et dontla réciproque est de classe Ck sur J .
 Théorème 2. Soient k P N Y t8u et f : I ÝÑ R. La fonction f réalise un Ck-difféomorphisme de I surson image J fpIq si et seulement si elle est de classe Ck sur I et si sa dérivée ne s’annule pas sur I.
 Exemples 8.
 La fonction tan réalise un C8-difféomorphisme de s π2, π2r sur R. la fonction x ÞÝÑ x3 n’est pas un difféomorphisme de R sur lui-même.
 II Intégration sur un segment des fonctions à valeurs vectorielles
 Dans cette partie, J désigne le segment ra, bs, a b.
 II.1 Intégrale d’une fonction en escaliers
 Définition-Proposition 8. Soient ϕ P Epra, bs, Eq et σ pxiq0¤i¤n une subdivision adaptée à ϕ, c’est-à-dire telle que : @ i P t0, . . . , n 1u, @x Psxi, xi1r, ϕpxq βi P E. On pose :
 Ipϕ, σq n1
 i0
 pxi1 xiqβi.
 Alors, le vecteur Ipϕ, σq ne dépend pas du choix de la subdivision adaptée à ϕ. On l’appelle intégrale de ϕ
 sur J ra, bs et on note»Jϕ,
 »ra,bs
 ϕ ou encore» baϕ.
 Proposition 13. Soient B pe1, . . . , epq une base de E et ϕ : ra, bs ÝÑ E. La fonction ϕ est en escaliersur ra, bs si et seulement si ses fonctions coordonnées pϕiq1¤i¤p le sont et on a :» b
 aϕ
 p
 i1
 » baϕiptqdt
 ei.
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 Proposition 14. L’application : ϕ P Epra, bs, Eq ÞÝÑ» baϕ est linéaire.
 Proposition 15 (Relation de Chasles). Soient ϕ P Epra, bs, Eq et c Psa, br, alors :» baϕ
 » caϕ|ra,cs
 » bcϕ|rc,bs
 » caϕ
 » bcϕ (abus de langage).
 Proposition 16.
 1. Positivité : soit ϕ P Epra, bs,Rq. Si ϕ ¥ 0, alors» baϕ ¥ 0.
 2. Croissance : soient ϕ,ψ P Epra, bs,Rq telles que ϕ ¤ ψ, alors» baϕ ¤
 » baψ.
 Proposition 17. Soient ϕ P Epra, bs, Eq et une norme sur E. Alors ϕ P Epra, bs,Rq et on a :» baϕ
 ¤» baϕ ¤ pb aq sup
 tPra,bsϕptq.
 II.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux
 On rappelle le théorème suivant :
 Théorème 3. Soit f P CPM pra, bs, Eq, f est limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers sur ra, bs :D pϕnqnPN P Epra, bs, EqN, ϕn
 CUÝÑ f sur ra, bs.
 Définition-Proposition 9. Si pϕnqnPN une suite de fonctions en escaliers qui converge uniformément
 vers f sur ra, bs, alors la suite de vecteurs» b
 aϕn
 nPN
 converge dans E. Sa limite ne dépend que de f et
 est appelée intégrale de f sur J ra, bs, on la note»Jf ,
 »ra,bs
 f ou encore» baf .
 Proposition 18. Soient B pe1, . . . , epq une base de E, f P CPMpra, bs, Eq et pfiq1¤i¤p ses fonctionscoordonnées. Alors, on a : » b
 af
 p
 i1
 » bafiptqdt
 ei.
 Proposition 19. Soit f P CPMpra, bs,Cq, alors» baf
 » ba
 Repfq i» ba
 Impfq. En particulier,» baf
 » baf .
 Proposition 20. L’application : f P CPMpra, bs, Eq ÞÝÑ» baf est linéaire.
 Proposition 21. Soient f P CPMpra, bs, Eq et u P LpE,F q, alors la fonction uf appartient à CPMpra, bs, F qet on a : » b
 au f u
 » baf
 .
 Exemples 9. Soient E un espace vectoriel euclidien, f P CPMpra, bs, Eq et v P E.
 On a : » bapv|fptqq dt
 v » bafptqdt
 .
 Si E R3, alors : » bapv ^ fptqq dt v ^
 » bafptqdt
 .
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 Proposition 22. Soient f, g P CPMpra, bs, Eq deux fonctions qui coïncident sur ra, bs sauf sur une partiefinie. Alors : » b
 af
 » bag.
 Remarque 6. On peut ainsi définir l’intégrale d’une fonction f définie sur ra, bs privé d’une subdivisionσ pxiq0¤i¤n de ra, bs lorsque la restriction de f à chacun des intervalles ouverts sxi, xi1r est prolongeableen une fonction continue sur rxi, xi1s.
 Proposition 23 (Relation de Chasles). Soient f P CPMpra, bs, Eq et c Psa, br, alors :» baf
 » caf
 » bcf.
 Proposition 24.
 1. Positivité : soit f P CPMpra, bs,Rq. Si f ¥ 0, alors» baf ¥ 0.
 2. Croissance : soient f, g P CPMpra, bs,Rq telles que f ¤ g, alors» baf ¤
 » bag.
 Proposition 25. Soit f P Cpra, bs,Rq telle que f ¥ 0. Alors, on a l’équivalence :
 f 0 sur ra, bs ðñ» baf 0.
 Remarque 7. Si f P CPMpra, bs,Rq et» baf 0, alors f est nulle en tout point où elle est continue.
 Proposition 26 (Inégalité de la moyenne). Soient f P CPMpra, bs, Eq et une norme sur E, alors lafonction f appartient à CPMpra, bs,Rq et on a :
 » baf
 ¤» baf ¤ pb aq sup
 tPra,bsfptq.
 Notation. Soient I un intervalle quelconque de R, f P CPMpI, Eq et pa, bq P I2.
 Si b a, on note» bafptqdt
 » abfptqdt.
 Si a b, on pose» bafptqdt 0.
 Proposition 27 (Relation de Chasles). Soient I un intervalle quelconque de R et f P CPMpI, F q. Si a, bet c sont trois éléments de I, on a : » b
 af
 » caf
 » cbf.
 II.3 Intégration sur un segment des suites de fonctions continues
 Proposition 28. L’application pf, gq ÞÝÑ» bafg définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel Cpra, bs,Kq.
 Théorème 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f, g P Cpra, bs,Kq, alors» bafg
 ¤» b
 a|f |2
 12 » ba|g|2
 12.
 L’égalité a lieu si et seulement si f et g sont liées, c’est-à-dire f 0 ou D λ P K, g λf .
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 Corollaire 4 (Inégalité de Minkovski). Soient f, g P Cpra, bs,Kq, alorsd» ba|f g|2 ¤
 d» ba|f |2
 d» ba|g|2.
 Définition-Proposition 10. On munit Cpra, bs,Kq des trois normes suivantes :
 f P Cpra, bs,Kq, f1 » ba|fptq|dt, f2
 » ba|fptq|2dt
 12et f8 sup
 tPra,bs|fptq|.
 Définition 11. Soient f P Cpra, bs,Kq et pfnqnPN une suite de fonctions continues sur ra, bs. On dit que :
 pfnqnPN converge en moyenne vers f lorsque : limnÑ8fn f1 0,
 pfnqnPN converge en moyenne quadratique vers f lorsque : limnÑ8fn f2 0.
 Remarque 8. Rappel : pfnqnPN converge uniformément vers f sur ra, bs lorsque : limnÑ8fn f8 0.
 Proposition 29. Pour toute fonction f P Cpra, bs,Kq, on a :
 1.» baf
 ¤ f1 ¤ pb aqf8 : la convergence uniforme implique la convergence en moyenne,
 2. f2 ¤?b a f8 : la convergence uniforme implique la convergence en moyenne quadratique,
 3. f1 ¤?b a f2 : la convergence en moyenne quadratique implique la convergence en moyenne.
 II.4 Sommes de Riemann
 Définition 12. Soient f P CPMpra, bs, Eq et σ pxiq0¤i¤n une subdivision de ra, bs. On appelle somme deRiemann pour f associée à σ toute expression de la forme :
 Spf, σq n1
 i0
 pxi1 xiqfpciq P E,
 où ci P rxi, xi1s,@ i P t0, . . . , n 1u.
 Remarque 9. Si σn est la subdivision régulière de ra, bs : xi a ib a
 n, @ i P t1, . . . , nu, alors
 Spf, σnq b a
 n
 n1
 i0
 fpxiq
 est une somme de Riemann pour f associée à σn.
 Définition 13. Soit σ pxiq0¤i¤n une subdivision, on appelle pas de la subdivision σ le réel
 µpσq max0¤i¤n1
 pxi1 xiq.
 Théorème 5. Si f P CPMpra, bs, Eq, alors pour tout réel ε ¡ 0, il existe un réel δ ¡ 0 tel que pour toutesubdivision σ de ra, bs de pas inférieur ou égal à δ, toute somme de Riemann Spf, σq associée à σ on ait :
 » baf Spf, σq
 ¤ ε.
 Remarques 10.
 Par abus, on dit que les sommes de Riemann tendent vers l’intégrale de f lorsque le pas de la subdivisiontend vers zéro.
 Méthode des rectangles : si σn est la subdivision régulière de ra, bs et f est de classe C1, alors :» baf Spf, σq
 ¤ pb aq22n
 f 18.
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 III Lien entre dérivation et intégration
 III.1 Primitives et intégrales d’une fonction continue
 Soit I un intervalle de R non trivial.
 Définition 14. Soit f : I ÝÑ E une fonction continue, on appelle primitive de f sur I toute fonctionF : I ÝÑ E de classe C1 telle que F 1 f .
 Proposition 30. Deux primitives d’une même fonction diffèrent d’une constante.
 Théorème 6 (Théorème fondamental). Soient f : I ÝÑ E une fonction continue et a P I. La fonction
 F : x P I ÞÝÑ» xafptqdt P E
 est l’unique primitive de f qui s’annule au point a. Pour toute primitive G de f sur I, on a :
 @ x P I,» xafptqdt Gpxq Gpaq
 Gptqxa.
 Corollaire 5. Soient f : I ÝÑ E de classe C1 et a P I. Alors, on a :
 @ x P I, fpxq fpaq » xaf 1ptqdt.
 Proposition 31. Soient f : I ÝÑ K de classe C1 et ra, bs I, alors sur ra, bs :
 N8pfq ¤ |fpaq| N1pf 1q ¤ |fpaq| pb aqN8pf 1q.
 Remarque 11. Sous les hypothèses du théorème de dérivation de la limite d’une suite pfnqnPN de fonctionsde classe C1 sur ra, bs, la convergence de la suite pfnqnPN vers f est en fait uniforme sur ra, bs.
 Théorème 7 (Intégration par parties). Soient f : I ÝÑ K et g : I ÝÑ E deux fonctions de classe C1.Alors, on a :
 @ pa, bq P I2,
 » baf 1ptqgptqdt
 fptqgptqba» bafptqg1ptqdt.
 Exercice 1. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f P C1pra, bs,Cq, alors : limnÑ8
 » bafptq eint dt 0.
 Théorème 8 (Changement de variable). Soient f : I ÝÑ E une fonction continue et ϕ : rα, βs ÝÑ R unefonction de classe C1 telle que ϕpra, bsq I. Alors, on a :» ϕpβq
 ϕpαqfptqdt
 » βαfϕpuqϕ1puqdu.
 Théorème 9 (Changement de variable). Soient f : I ÝÑ E une fonction continue par morceaux etϕ : rα, βs ÝÑ R une fonction de classe C1 strictement monotone telle que ϕpra, bsq I. Alors, on a :» ϕpβq
 ϕpαqfptqdt
 » βαfϕpuqϕ1puqdu.
 Corollaire 6. Soient a P R et f : ra, as ÝÑ E une fonction continue par morceaux.
 Si f est paire :» aafptqdt 2
 » a0fptqdt.
 Si f est impaire :» aafptqdt 0.
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 Corollaire 7. Soit f : I ÝÑ E une fonction continue par morceaux T -périodique, alors :» bTaT
 fptqdt » bafptqdt et
 » aTa
 fptqdt » bTb
 fptqdt.
 Corollaire 8. Soient f : I ÝÑ E de classe C1 et ra, bs I, alors :» bafptqdt pb aq
 » 1
 0fp1 tqa tb
 dt.
 Exercice 2. Trouver un équivalent de In » 1
 0
 xn
 1 xndx lorsque n tend vers 8.
 III.2 Etude globale des fonctions de classe C1
 Théorème 10 (Inégalité des accroissements finis). Soient a, b deux réels distincts et f : ra, bs ÝÑ E unefonction continue sur ra, bs, de classe C1 sur sa, br. S’il existe M ¥ 0 tel que pour tout x Psa, br, f 1pxq ¤M ,alors :
 fpbq fpaq ¤M |b a|.
 Remarque 12. L’existence de M est assurée lorsque f est de classe C1 sur ra, bs.
 Corollaire 9. Soient k P R et f : I ÝÑ E continue sur I et de classe C1 sur l’intérieur de I. Alors fest k-lipschitzienne si et seulement si f 1pxq ¤ k pour tout point x de l’intérieur de I.
 Théorème 11 (Prolongement des applications de classe C1). Soit f : ra, bs ÝÑ E continue sur ra, bs etde classe C1 sur sa, bs. Si f 1 admet une limite finie l P E au point a, alors f est de classe C1 sur ra, bs etf 1paq l.
 Théorème 12 (Prolongement des applications de classe Ck). Soit f : ra, bs ÝÑ E continue sur ra, bs et declasse Ck sur sa, bs, k ¥ 1. Si pour tout i P t1, . . . , ku, f piq admet une limite finie li P E au point a, alors fest de classe Ck sur ra, bs et pour tout i P t1, . . . , ku, f piqpaq li.
 III.3 Fonctions de classe Ck par morceaux
 Définition 15. Soient k P N Y t8u et f : ra, bs ÝÑ E, on dit que f est de classe Ck par morceaux surra, bs s’il existe une subdivision σ pxiq0¤i¤n de ra, bs telle que pour tout i P t0, . . . , n 1u, la restriction def à l’intervalle sxi, xi1r se prolonge en une fonction de classe Ck sur rxi, xi1s.On note CPM
 kpra, bs, Eq l’ensemble des fonctions de classe Ck par morceaux sur l’intervalle ra, bs.
 Définition 16. Soient k P NY t8u, I un intervalle réel et f : I ÝÑ E. On dit que f est de classe Ck parmorceaux sur I si la restriction de f à tout segment ra, bs inclus dans I est de classe Ck par morceaux surra, bs.On note CPM
 kpI, Eq l’ensemble des fonctions de classe Ck par morceaux sur l’intervalle I.
 Exemple 10. La fonction x ÞÝÑ | sinx| est continue et de classe C1 par morceaux sur R.
 Proposition 32. La fonction f : ra, bs ÝÑ E est de classe Ck par morceaux si et seulement si il existeune subdivision σ pxiq0¤i¤n de ra, bs telle que :
 @ i P t0, . . . , n 1u, la fonction f est de classe Ck sur sxi, xi1r, la fonction f et ses dérivées successives f 1, f2, . . . , f pkq admettent une limite finie à droite en x0, àdroite et à gauche en xi, i P t0, . . . , n 1u, et à gauche en xn.
 Proposition 33. Soit f : I ÝÑ E une fonction continue sur I et de classe C1 par morceaux sur I. Lafonction f est constante sur I si et seulement si, en tout point x de dérivabilité de f on a f 1pxq 0.
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 III.4 Formules de Taylor
 Théorème 13 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : I ÝÑ E une fonction de classe Cn sur Iet de classe Cn1 par morceaux sur I. Pour tout a, b P I, on peut écrire :
 fpbq n
 k0
 pb aqkk!
 f pkqpaq » ba
 pb tqnn!
 f pn1qptqdt.
 Théorème 14 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f : I ÝÑ E une fonction de classe Cn sur I et declasse Cn1 par morceaux sur I. Pour tout a, b P I, on a :fpbq
 n
 k0
 pb aqkk!
 f pkqpaq ¤ |b a|n1
 pn 1q! suptPra,bs
 f pn1qptq .
 Théorème 15 (Formule de Taylor-Young). Soient f : I ÝÑ E une fonction de classe Cn et a P I. Pourtout x P I, x au voisinage de x0, on a :
 fpxq n
 k0
 px x0qkk!
 f pkqpx0q opx x0qn
 .
 Remarques 13. Contrairement aux deux premières formules de Taylor, la formule de Taylor-Young a un caractère local.
 Les fonctions de classe Cn et de classe Cn1 par morceaux sont des fonctions moins "régulières" queles fonctions de classe Cn1 pour lesquelles on peut néanmoins généraliser des propriétés connues pourles fonctions de classe Cn1.
 Proposition 34. Soient f : I ÝÑ E une fonction continue, F une primitive de f sur I et x0 P I. Si fadmet le développement limité à l’ordre n en x0 :
 fpxq n
 k0
 akpx x0qk opx x0qn
 ,
 alors F admet le développement limité à l’ordre n 1 en x0 de la forme :
 fpxq F px0q n
 k0
 akk 1
 px x0qk1 opx x0qn1
 .
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 Travaux DirigésFonctions d’une variable réelle
 Exercice 1Soit f : R ÝÑ E de classe C8, montrer que pour tout x 0 et pour tout n P N, on a :
 dn
 dxn
 xn1f
 1
 x
 p1qn
 xn1f pnq
 1
 x
 .
 Exercice 2
 Soit f : R ÝÑ R définie par fpxq 1
 1 x2. Montrer que la dérivée ne de f est de la forme :
 f pnqpxq Pnpxqp1 x2qn1
 @ x P R,
 où Pn est un polynôme scindé de RrXs dont les racines sont simples.
 Exercice 3Trouver une condition nécessaire et suffisante sur pα, βq P R2 pour que la fonction :
 fα,β : R ÝÑ Rx ÞÝÑ exα exβx
 soit un C1-difféomorphisme de R sur R.
 Exercice 4 (Théorème de Darboux)Soit f une fonction dérivable sur un segment ra, bs à valeurs dans R.
 1. On suppose que f 1paqf 1pbq ¤ 0. Montrer qu’il existe α P ra, bs tel que f 1pαq 0.2. Dans le cas général, montrer que f 1 possède la propriété des valeurs intermédiaires :
 @ α P rf 1paq, f 1pbqs, Dc P ra, bs, f 1pcq α.
 Exercice 5Soient E tf P Cpra, bs,Rq | f ¡ 0u et ϕ la fonction de E dans R définie par :
 ϕpfq » b
 af
 » ba
 1
 f
 .
 1. Déterminer inftϕpfq | f P Eu.2. Montrer que l’ensemble ϕpEq n’est pas majoré.
 Indication : on pourra considérer les fonctions fnpxq enx, n P N.
 Exercice 6Déterminer la limite suivante :
 limnÑ8
 1
 n2
 n¹k1
 pn2 k2q 1n .
 Exercice 7Montrer que la fonction f : R ÝÑ R définie comme suit, est constante :
 @ x P R, fpxq » sin2 x
 0arcsin
 ?t dt
 » cos2 x
 0arccos
 ?t dt.
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 Exercice 8Trouver les fonctions f : R ÝÑ R continues telles que :
 @ x P R, fpxq 1» x
 0
 et2
 1 f2ptqdt.
 Exercice 9Étude de la fonction définie par :
 @ x P R, F pxq » 2x
 xet
 2dt.
 1. Déterminer le domaine de définition de F . Étudier la parité de F .
 2. Montrer que F est de classe C1 et calculer F 1. Étudier les variations de F .
 3. Déterminer un développement limité à l’ordre de 5 de F en 0.
 4. Déterminer la limite de F quand x tend vers l’infini.
 5. Construire le graphe de F .
 6. Montrer que F pxq o8
 1
 xn
 pour tout n P N.
 Exercice 101. Déterminer toutes les fonctions de classe C1 de R dans C vérifiant la propriété :
 @ px, yq P R2, fpx yq fpxq fpyq fpxqfpyq. p1q2. Soit f une fonction continue de R dans C vérifiant la propriété p1q. En intégrant l’égalité par rapport
 à x sur r0, as, à y fixé, montrer que f est de classe C1 sur R.En déduire toutes les fonctions continues de R dans C vérifiant la propriété p1q.
 Exercice 11
 Pour x P R, on définit la fonction : F pxq » x
 0
 et
 x tdt.
 1. Montrer que F est de classe C1 sur R et calculer sa dérivée.
 2. En utilisant un encadrement, montrer que F se prolonge par continuité en 0 et calculer limxÑ¡
 0F pxq.
 3. Montrer qu’ainsi prolongée, la fonction F est dérivable en 0 et calculer F 1p0q.
 Exercice 12 (Formules des accroissements finis généralisés)Soient f, g : ra, bs ÝÑ R continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br. Montrer qu’il existe c Psa, br tel que :
 gpbq gpaqf 1pcq fpbq fpaqg1pcq.
 Exercice 13
 1. Déterminer une constante M telle que : @ x P r0, 1s, sin2 x x2 ¤Mx3.
 2. En déduire : limnÑ8
 n
 k1
 sin2
 1?k n
 .
 Exercice 14Soit f P C2pR,Rq telle que f et f2 sont bornées.
 1. Montrer que f 1 est bornée. Pour i P t1, 2, 3u, on note Mi suptPR
 |f piqptq|.
 2. Montrer que : @ a ¡ 0, @ x P R, |f 1pxq| ¤ 1
 aM0 aM2.
 Indication : on pourra utiliser une formule de Taylor pour x et x 2h.
 3. En déduire que : M1 ¤ 2?M0M2.
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Séries entières
 I Rayon de convergence d’une série entière
 I.1 Définitions
 Définition 1. Soit panqnPN une suite de nombres complexes. On appelle série entière associée à la suitepanqnPN la série de fonctions
 °un où pour tout z P C, unpzq anz
 n.Dans la suite, on notera par abus
 °anz
 n une telle série et f sa somme, définie pour tout z P C pour lequella série numérique
 °anz
 n converge par :
 fpzq 8
 n0
 anzn.
 Remarque 1. Si panqnPN est une suite réelle, on notera°anx
 n la série entière associée.
 Exemples 1.
 °zn,
 ° zn
 n!sont des séries entières.
 Toute fonction polynomiale est une série entière associée à une suite panqnPN nulle à partir d’un certainrang.
 °p1qnz2n est une série entière lacunaire : la suite panqnPN est en effet telle que pour tout n P N,a2n p1qn et a2n1 0.
 Proposition 1 (Lemme d’Abel). Soient°anz
 n une série entière et r un réel strictement positif tel quela suite panrnqnPN est bornée. Alors, pour tout complexe z tel que |z| r, la série numérique
 °anz
 n estabsolument convergente.
 Remarque 2. On note Dp0, rq tz P C, |z| ru.
 Définition 2. On appelle rayon de convergence de la série entière°anz
 n, l’élément de RYt8u définipar :
 R sup tr P R | panrnqnPN est bornée u .
 Remarque 3. On note E tr P R | panrnqnPN est bornée u. E est non vide : 0 P E, Si E est majoré, alors R P R, sinon R 8, E est un intervalle.
 Théorème 1. Soient°anz
 n une série entière de rayon de convergence R tel que 0 R 8 et z P C.1. Si |z| R alors la série entière
 °anz
 n est absolument convergente.2. Si |z| ¡ R, alors la série entière
 °anz
 n est grossièrement divergente.
 Remarques 4. Si R 0 :
 °anz
 n converge ðñ z 0. Si R 8 :
 °anz
 n converge pour tout z P C.
 Définition 3. Soit°anz
 n une série entière de rayon de convergence R.Si la variable est complexe, le disque Dp0, Rq est appelé disque ouvert de convergence.Si la variable est réelle, l’intervalle s R,Rr est appelé intervalle ouvert de convergence.
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 Remarque 5. Si |z| R, on ne peut rien conclure de manière générale.
 Exemples 2. Comportement des séries entières°zn,
 °nzn,
 ° zn
 n,° zn
 n2,°n!zn et
 ° zn
 n!.
 I.2 Détermination pratique du rayon de convergence
 Proposition 2. Soient°anz
 n une série entière de rayon de convergence R et z0 P C.1. Si la suite panzn0 qnPN est bornée, alors R ¥ |z0|.2. Si la série
 °anz
 n0 diverge, alors R ¤ |z0|.
 Remarque 6. Il n’est pas toujours possible de trouver un tel z0 satisfaisant à ces deux conditions.
 Caractérisation importante.La détermination du rayon de convergence R de la série entière
 °anz
 n ne dépend que du comportement dela série numérique
 ° |anzn| :R est l’unique réel tel que
 ° |an|rn converge si 0 r R et diverge grossièrement si r ¡ R. On se ramènealors à l’étude de séries à terme réels positifs.En pratique, on pourra entre autres utiliser :
 un équivalent de |an|, la règle de d’Alembert pour les séries numériques à termes réels positifs.
 Remarque 7. Attention : la règle de d’Alembert ne permet pas toujours d’aboutir et doit être utilisée avecprudence.
 Exemples 3.
 Rayon de convergence de la série entière° n!
 nnzn.
 Rayon de convergence de la série entière°
 2nz2n. Rayon de convergence de la série entière
 °anz
 n où pour tout n P N, an est la ne décimale de?
 2.
 Proposition 3. Soient°anz
 n et°bnz
 n deux séries entières de rayons de convergence respectifs Ra etRb.
 1. Si an λbn, λ P C, alors Ra Rb.
 2. Si an bn, alors Ra Rb.
 3. Si |an| ¤ |bn|, alors Ra ¥ Rb.
 4. Si an nbn, alors Ra Rb.
 Exemples 4. Rayon de convergence de la série
 °fpnqzn, où f est une fonction rationnelle non nulle.
 Rayon de convergence de la série entière¸ n3 3n
 n2 lnnanz
 n en fonction de celui de°anz
 n.
 I.3 Opérations sur les séries entières
 Proposition 4. Soient°anz
 n et°bnz
 n deux séries entières de rayons de convergence respectifs Ra etRb. Alors, le rayon de convergence Rabde la série entière
 °pan bnqzn vérifie :
 Rab ¥ min pRa, Rbq .Si Ra Rb, alors Rab min pRa, Rbq.De plus, pour tout z P C tel que |z| min pRa, Rbq, on a :
 8
 n0
 pan bnqzn 8
 n0
 anzn
 8
 n0
 bnzn.
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 Définition 4. Soient°anz
 n et°bnz
 n deux séries entières, on appelle produit de Cauchy de ces deuxséries entières la série entière
 °cnz
 n où la suite pcnqnPN est définie par :
 cn n
 k0
 akbnk ¸
 pqnapbq.
 Proposition 5. Le rayon de convergence Rab du produit de Cauchy de deux séries entières°anz
 n et°bnz
 n vérifie :Rab ¥ min pRa, Rbq .
 De plus, pour tout z P C tel que |z| min pRa, Rbq, on a :8
 n0
 cnzn
 8
 n0
 anzn
 8
 n0
 bnzn
 .
 Remarque 8. Attention : Si Ra Rb, on n’a pas forcément Rab min pRa, Rbq.
 Exemples 5. Produit de Cauchy de la série entière
 °zn par elle-même.
 @ z, z1 P C, exppz z1q exppzq exppz1q.
 II Somme d’une série entière
 II.1 Nature de la convergence - continuité
 Théorème 2. Soit°anz
 n une série entière de rayon de convergence R ¡ 0. La série entière°anz
 n
 converge normalement sur tout disque fermé D1p0, rq, 0 r R, inclus dans le disque ouvert de convergence.
 Remarque 9. Attention : en général, il n’y a pas convergence normale sur le disque ouvert de convergencetout entier.
 Exemple 6. Convergence des séries°zn,
 ¸n¥1
 xn
 nα, α P R.
 Proposition 6. Soit°anz
 n une série entière de rayon de convergence R ¡ 0. Alors, la somme de lasérie entière est une fonction continue sur le disque ouvert de convergence Dp0, Rq.
 Remarques 10. Si R 8, alors la fonction somme est continue sur C tout entier.
 Dans le cas d’une série entière à variable réelle, la fonction somme est continue sur l’intervalle sR,Rret sur R tout entier si R 8.
 II.2 Intégration et dérivation terme à terme
 Dans ce paragraphe, on se limite aux séries entières à variable réelle.
 Proposition 7. Soit°anx
 n une série entière de rayon de convergence R. Les séries entières¸ an
 n 1xn1
 et°nanz
 n1 ont le même rayon de convergence R.
 Théorème 3. Soient°anx
 n une série entière de la variable réelle et de rayon de convergence R ¡ 0 et fsa somme.
 1. On peut intégrer terme à terme sur tout segment ra, bs s R,Rr :» ba
 8
 n0
 antn
 dt
 8
 n0
 an
 » batndt.
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 2. En particulier, on a :@ x Ps R,Rr,
 » x0fptqdt
 8
 n0
 ann 1
 xn1.
 Exercice 1.
 En utilisant la série entière¸n¥0
 p1qnx2n, montrer que : @ x Ps 1, 1r, arctanx 8
 n0
 p1qn x2n1
 2n 1.
 En utilisant la série entière¸n¥0
 xn, montrer que : @ x Ps 1, 1r, lnp1 xq 8
 n1
 p1qn1
 nxn.
 Théorème 4. Soient°anx
 n une série entière de la variable réelle et de rayon de convergence R ¡ 0 et fsa somme. La fonction f est de classe C1 sur l’intervalle sR,Rr et la dérivée est obtenue sur cet intervalleen dérivant terme à terme :
 @ x Ps R,Rr, f 1pxq 8
 n1
 nanxn1
 8
 n0
 pn 1qan1xn.
 Corollaire 1. Soient°anx
 n une série entière de la variable réelle et de rayon de convergence R ¡ 0 etf sa somme. La fonction f est de classe C8 sur l’intervalle s R,Rr et :
 @ k P N, @ x Ps R,Rr, f pkqpxq 8
 nknpn 1q . . . pn k 1qanxnk
 8
 n0
 pn kqpn k 1q . . . pn 1qan1xn.
 En particulier, pour tout k P N, on a f pkqp0q k!ak.
 Remarques 11. Toutes ces séries admettent R pour rayon de convergence.
 La somme f de la série entière°anx
 n de rayon de convergence R ¡ 0 admet un développement limitéà tout ordre :
 @ n P N, @ x Ps R,Rr, fpxq n
 k0
 akxk opxnq.
 Exemple 7. On considère la série entière°xn. On trouve :
 @ k P N, @ x P R, |x| 1,1
 p1 xqk1
 8
 n0
 n kk
 xn.
 II.3 Unicité d’une série entière
 Proposition 8. Soient°anz
 n et°bnz
 n deux séries entières qui convergent sur un disque Dp0, rq, r ¡ 0et dont les sommes coïncident sur sr, rr. Alors les suites panqnPN et pbnqnPN sont égales.
 Corollaire 2. Soit°anx
 n une série entière de rayon de convergence R et de somme f .
 f est paire ðñ a2n1 0 @ n P N. f est impaire ðñ a2n 0 @ n P N.
 III Développements en série entière
 III.1 Fonctions développables en série entière
 Définition 5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et à valeurs dans C. On dit que f estdéveloppable en série entière en 0 s’il existe r ¡ 0 et une suite de complexes panqnPN tels que :
 s r, rr I et @ x Ps r, rr, fpxq 8
 n0
 anxn.
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 Remarques 12.
 f est de classe C8 sur s r, rr et an f pnqp0qn!
 pour tout n P N.
 Le rayon de convergence de la série ainsi obtenue vérifie : 0 r ¤ R.
 Définition 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et à valeurs dans C. On dit que f estdéveloppable en série entière en x0 si la fonction x ÞÝÑ fpxx0q est développable en série entière en 0.
 Définition 7. Soit f une fonction de classe C8 sur un intervalle s r, rr avec r ¡ 0. On appelle série de
 Taylor de f la série entière¸ f pnqp0q
 n!xn.
 Proposition 9. Si f est développable en série entière en 0, ce développement est unique : c’est la sériede Taylor de f .
 Remarque 13. Attention : il existe des fonctions de classe C8 qui ne sont pas développables en série entière(un exemple sera vu en TD).
 Théorème 5. Soit f une fonction définie sur un intervalle s r, rr avec r ¡ 0. La fonction f est dévelop-pable en série entière sur s r, rr si et seulement si f est de classe C8 sur s r, rr et
 @ x Ps r, rr, limnÑ8
 » x0
 px tqnn!
 f pn1qptqdt 0.
 Remarques 14. Souvent, l’inégalité de Taylor-Lagrange suffira à montrer ce résultat.
 En résumé, une fonction f est développable en série entière sur s r, rr, r ¡ 0 si et seulement si :
 1. f est de classe C8,2. la série de Taylor de f est convergente sur s r, rr,3. f est la somme de sa série de Taylor (le reste d’ordre n tend vers 0).
 III.2 Méthodes de développement en série entière
 Etude du reste d’ordre n de la série de Taylor
 Exemple 8. Développement en série entière en 0 de :
 fα : x Ps 1,8r ÞÝÑ p1 xqα. Intégration ou dérivation de développements connus
 Exemples 9. Développements en série entière de lnp1 xq, arcsinx, arccosx, arctanx, . . .
 Produit de Cauchy de développements connus
 Utilisation d’une équation différentielle
 Exemple 10. Développement en série entière en 0 de :
 fα : x Ps 1,8r ÞÝÑ p1 xqα. Cas des fonctions rationnellesOn commence par décomposer la fonction rationnelle en éléments simples : elle est alors combinaison linéaire
 de termes de la forme :1
 pz aqk . Pour a 0, on écrit :1
 pz aqk 1
 paqk 1
 1 z
 a
 k ,puis on utilise les séries dérivées de la série
 °zn (cf. exemple 7 : formules valables pour z P C également).
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 Proposition 10. Toute fonction rationnelle n’admettant pas 0 pour pôle est développable en série entièreet son rayon de convergence est le plus petit des modules des pôles.
 Exercice 2. Soient a et b deux complexes non nuls distincts, développer en série entière la fonction :
 f : z P Czta, bu ÞÝÑ 1
 pz aqpz bq .
 III.3 Développements en série entière classiques
 Exponentielle complexe
 Définition 8. On pose : @ z P C, exp z 8
 n0
 zn
 n!.
 Proposition 11. Soit z P C, la fonction t P R ÞÝÑ exp tz est égale à la fonction t P R ÞÝÑ etz. On obtientainsi un développement en série entière de t ÞÝÑ etz de rayon de convergence R 8.
 Corollaire 3. Soit z x iy P C, on a : exp z expcos y i sin yq.
 Corollaire 4. On a les développements en série entière avec rayon de convergence R 8 suivants :
 @ x P R, chx 8
 n0
 x2n
 p2nq! et shx 8
 n0
 x2n1
 p2n 1q! ,
 @ x P R, cosx 8
 n0
 p1qn x2n
 p2nq! et sinx 8
 n0
 p1qn x2n1
 p2n 1q! .
 Quelques développements en série entière classiques
 1
 1 z
 8
 n0
 zn R 1
 1
 1 z
 8
 n0
 p1qnzn R 1
 lnp1 xq 8
 n1
 p1qn1xn
 nR 1
 exppzq 8
 n0
 zn
 n!R 8
 cosx 8
 n0
 p1qn x2n
 p2nq! R 8
 sinx 8
 n0
 p1qn x2n1
 p2n 1q! R 8
 chx 8
 n0
 x2n
 p2nq! R 8
 shx 8
 n0
 x2n1
 p2n 1q! R 8
 arctanx 8
 n0
 p1qn x2n1
 2n 1R 1
 Argthx 8
 n0
 x2n1
 2n 1R 1
 p1 zqα 18
 n1
 αpα 1q . . . pα n 1qn!
 zn R 1
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 Travaux DirigésSéries entières
 Exercice 1Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :
 1.¸n¥1
 chn
 sh2 nzn,
 2.¸n¥1
 zn2
 n,
 3.¸n¥1
 p2nq!n!nn
 zn,
 4.¸n¥0
 sinnzn,
 5.¸n¥1
 cos2 n
 nzn,
 6.¸n¥0
 1
 1?n
 nzn,
 7.¸n¥1
 p1qnπn lnnn 2?2n 3
 zn,
 8.¸n¥1
 anzn,
 où an 8
 kn1
 1
 k3 1.
 Exercice 2Déterminer le rayon de convergence ainsi que la somme des séries entières suivantes :
 1.¸n¥1
 1
 np2n 1qx2n1,
 2.¸n¥0
 x3n
 p3nq! ,
 3.¸n¥0
 xn
 2n 1,
 4.¸n¥1
 nxn
 p2n 1q! ,
 5.¸n¥0
 n3
 n!xn,
 6.¸n¥1
 n2 n 1
 nxn.
 Exercice 3Soit
 °anz
 n une série entière de rayon de convergence Ra. Pour n P N, on note b2n an et b2n1 0. Quelest le rayon de convergence Rb de la série entières
 °bnz
 n ?
 Exercice 4Soient
 °an et
 °bn deux séries entières de rayons de convergence respectifs Ra et Rb. Montrer que le rayon
 de convergence R de la série°anbnz
 n vérifie R ¥ RaRb lorsque ce produit a un sens.
 Exercice 5
 1. Donner un équivalent simple en 8 de : an sin
 1
 p1qn ?n
 .
 2. Donner le rayon de convergence R de la série°anx
 n.
 3. Y a-t-il convergence en x R et x R ?
 Exercice 6Soit panqnPN une suite à termes réels positifs bornée et telle que
 °an est divergente.
 1. Déterminer le rayon de convergence de la série entière°anx
 n.
 2. Si f désigne la somme de cette série entière, montrer que :
 limxÑ1
 fpxq 8.
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 Exercice 7Soit f la fonction définie par :
 fpxq #
 e1x2 si x 0,
 0 sinon.
 1. Montrer que la fonction f est de classe C8 sur R et que pour tout n P N, f pnqp0q 0.
 2. La fonction f est-elle développable en série entière au voisinage de 0 ?
 Exercice 8Calculer le rayon de convergence de la série entière
 °n3xn ainsi que sa somme.
 Exercice 9Développer en série entière au voisinage de 0 les fonctions suivantes :
 1. fpxq lnp1 x 2x2q,
 2. fpxq sinpα arcsinxq, α P R,
 3. fpxq ex sinx,
 4. fpxq c
 1 x
 1 x.
 Exercice 10Donner un développement en série entière de la fonction arctan au voisinage de
 ?3.
 Exercice 11Déterminer les solutions développables en série entière de l’équation différentielle :
 xpx 1qy2 px 4qy1 y 0.
 Exercice 12
 Calculer la somme8
 n0
 1
 p4n 2q2n .
 Exercice 13Soit panqnPN la suite définie par pa0, a1, a2q P C3 :
 @ n ¥ 3, an an1 an2 an3.
 1. Sans calculer an, montrer qu’il existe M P R telle que :
 @ n P N, |an| ¤M2n.
 2. En déduire que le rayon de convergence de la série entière°anz
 n est non nul.
 3. Calculer sa somme : fpzq 8
 n0
 anzn.
 4. En déduire l’expression de an dans le cas a0 1, a1 0 et a2 3.
 Indication : on déterminera des constantes a, b et c telles que fpzq a
 1 z bz c
 p1 zq2 .
 Exercice 14Résoudre dans C l’équation : cos z ch z.
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Espaces préhilbertiens
 I Formes bilinéaires symétriques - formes quadratiques
 Soit E un R-espace vectoriel.
 Définition 1. On appelle forme bilinéaire sur E toute application ϕ : E E ÝÑ R telle que :
 pour tout y P E, l’application x P E ÞÝÑ ϕpx, yq est linéaire :
 @ x1, x2 P E, @ α1, α2 P R, ϕpα1x1 α2x2, yq α1ϕpx1, yq α2ϕpx2, yq, pour tout x P E, l’application y P E ÞÝÑ ϕpx, yq est linéaire :
 @ y1, y2 P E, @ α1, α2 P R, ϕpx, α1y1 α2y2q α1ϕpx, y1q α2ϕpx, y2q.
 Définition 2. Une forme bilinéaire ϕ sur E est symétrique si :
 @ x, y P E, ϕpy, xq ϕpx, yq.
 Proposition 1. L’ensemble S2pEq des formes bilinéaires symétriques sur E est un R-espace vectoriel.
 Définition 3. On appelle forme quadratique sur E toute application q : E ÝÑ R s’écrivant sous la formeqpxq ϕpx, xq où ϕ est une forme bilinéaire symétrique. On dit aussi que q est la forme quadratiqueassociée à ϕ.
 Exemples 1. Les applications q1 : px, yq ÞÝÑ x2 2xy 2y2 et q2 : px, yq ÞÝÑ x2 2xy y2 sont des formes
 quadratiques sur R2.
 Les applications q3 : A ÞÝÑ tr
 tAAet q4 : A ÞÝÑ tr
 A2
 sont des formes quadratiques sur MnpRq.
 Proposition 2 (Identités de polarisation). Etant données une forme bilinéaire symétrique ϕ et q sa formequadratique associée, on a les identités suivantes :
 1. @ x, y P E, qpx yq qpxq 2ϕpx, yq qpyq,2. @ x, y P E, qpx yq qpxq 2ϕpx, yq qpyq,3. @ x, y P E, ϕpx, yq 1
 4
 qpx yq qpx yq.
 Définition-Proposition 4. Si q est une forme quadratique, il existe une unique forme bilinéaire symétriqueϕ telle que qpxq ϕpx, xq. On l’appelle forme polaire de q.
 Proposition 3. L’ensemble QpEq des formes quadratiques sur E est un R-espace vectoriel isomorpheà S2pEq via l’application qui à toute forme bilinéaire symétrique ϕ sur E associe sa forme quadratiqueassociée q.
 Définition 5. Soient ϕ P S2pEq et q la forme quadratique associée. On dit que ϕ ou q est : positive si : @ x P E, qpxq ¥ 0,
 négative si : @ x P E, qpxq ¤ 0,
 définie positive si : @ x P Ezt0u, qpxq ¡ 0,
 définie négative si : @ x P Ezt0u, qpxq 0.
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 Exemples 2. q1 est définie positive, q2 est positive mais n’est pas définie positive. q3 est définie positive, q4 n’est ni positive ni négative.
 Proposition 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit q une forme quadratique positive de forme polaire ϕ.On a :
 @ x, y P E, |ϕpx, yq| ¤aqpxq
 aqpyq.
 Si la famille px, yq est liée, cette inégalité est une égalité.Réciproquement, s’il y a égalité et si q est définie positive, alors la famille px, yq est liée, c’est-à-dire x 0ou D λ P R tel que y λx.
 Proposition 5 (Inégalité de Minkovski). Soit q une forme quadratique positive. On a :
 @ x, y P Eaqpx yq ¤
 aqpxq
 aqpyq.
 Si de plus q est définie positive, l’égalité a lieu si et seulement si la famille px, yq est positivement liée,c’est-à-dire x 0 ou D λ P R tel que y λx.
 II Espaces préhilbertiens réels
 Soit E un R-espace vectoriel.
 II.1 Produit scalaire
 Définition 6. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.On le note en général p | q ou | ¡.
 Remarque 1. En pratique, pour montrer qu’une application ϕ est un produit scalaire, on vérifie qu’elle estlinéaire par rapport à la première composante, symétrique et définie positive. La linéarité par rapport à laseconde composante est alors une simple conséquence.
 Définition 7. On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire p | q. On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.
 II.2 Exemples d’espaces préhilbertiens réels
 Produit scalaire canonique sur Rn :
 @ x, y P Rn, px | yq n
 k1
 xkyk.
 Produit scalaire canonique sur Mn,1pRq :
 @X,Y PMn,1pRq, pX | Y q tXY n
 k1
 xkyk.
 Produit scalaire canonique sur MnpRq :
 @A,B PMnpRq, pA |Bq trptABq ¸
 1¤i,j¤nai,jbi,j .
 Produits scalaires sur Cpra, bs,Rq :
 @ f, g P Cpra, bs,Rq, pf | gq » bafptqgptqdt.

Page 137
                        

Lycée Henri BERGSON - PSI 137
 Si w est un élément de Cpra, bs,Rq à valeurs strictement positives sur ra, bs :
 @ f, g P Cpra, bs,Rq, pf | gq » bafptqgptqwptqdt.
 Produits scalaires sur RrXs :
 @ P,Q P RrXs, P pXq p
 k0
 akXk, QpXq
 q
 k0
 bkXk, pP |Qq
 maxpp,qq¸k0
 akbk.
 @ P,Q P RrXs, pP |Qq » baP ptqQptqdt.
 @ P,Q P RrXs, pP |Qq » 8
 0P ptqQptq et dt.
 Produit scalaire sur E punqnPN P RN | °u2n converge
 (:
 @ u, v P E, pu | vq 8
 n0
 unvn.
 II.3 Norme euclidienne
 Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tout x P E, on note x apx | xq.
 Proposition 6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace préhilbertien réel, on a :
 @ x, y P E, |px | yq| ¤ x y.De plus, il y a égalité si et seulement si la famille px, yq est liée, c’est-à-dire x 0 ou Dλ P R tel que y λx.
 Proposition 7 (Inégalité de Minkovski). Soit E un espace préhilbertien réel, on a :
 @ x, y P E x y ¤ x y.De plus, il y a égalité si et seulement si la famille px, yq est positivement liée, c’est-à-dire x 0 ou D λ P Rtel que y λx.
 Définition-Proposition 8. Soit E un espace préhilbertien réel. L’application
 x P E ÞÝÑ x apx | xq P R
 est une norme sur E appelée norme euclidienne associée au produit scalaire p | q.
 Proposition 8 (Identités de polarisation). Soit E un espace préhilbertien réel, on a les identités suivantes :
 1. @ x, y P E, x y2 x2 2px | yq y2,
 2. @ x, y P E, x y2 x2 2px | yq y2,
 3. @ x, y P E, px | yq 1
 4
 x y2 x y2.Proposition 9 (Identité du parallélogramme). Soit E un espace préhilbertien réel, on a :
 @ x, y P E, x y2 x y2 2x2 y2 .
 Définition 9. Soit E un espace préhilbertien réel, on appelle distance associée au produit scalaire, ladistance : px, yq ÞÝÑ x y.
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 III Espaces préhilbertiens complexes
 Soit E un C-espace vectoriel.
 III.1 Produit scalaire
 Définition 10. On appelle forme sesquilinéaire sur E toute application ϕ : E E ÝÑ C telle que :
 pour tout y P E, l’application x P E ÞÝÑ ϕpx, yq est semi-linéaire :
 @ x1, x2 P E, @ α1, α2 P C, ϕpα1x1 α2x2, yq α1ϕpx1, yq α2ϕpx2, yq, pour tout x P E, l’application y P E ÞÝÑ ϕpx, yq est linéaire :
 @ y1, y2 P E, @ α1, α2 P C, ϕpx, α1y1 α2y2q α1ϕpx, y1q α2ϕpx, y2q.
 Définition 11. Une forme sesquilinéaire ϕ sur E est hermitienne si :
 @ x, y P E, ϕpy, xq ϕpx, yq.
 Définition 12. On dit qu’une forme sesquilinéaire hermitienne ϕ est définie positive si :
 @ x P Ezt0u, ϕpx, xq ¡ 0.
 Remarque 2. Pour tout x P E, on a ϕpx, xq ϕpx, xq, si bien que ϕpx, xq P R.
 Définition 13. On appelle produit scalaire (hermitien) sur E toute forme sesquilinéaire hermitienne dé-finie positive sur E. On le note en général p | q ou | ¡.
 Remarque 3. En pratique, pour montrer qu’une application ϕ est un produit scalaire, on vérifie qu’elle estlinéaire par rapport à la seconde composante, hermitienne et définie positive. La semi-linéarité par rapportà la première composante est alors une simple conséquence.
 Définition 14. On appelle espace préhilbertien complexe tout C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire p | q. On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien complexe de dimension finie.
 III.2 Exemples d’espaces préhilbertiens complexes
 Produit scalaire canonique sur Cn :
 @ x, y P Cn, px | yq n
 k1
 xkyk.
 Produit scalaire canonique sur Mn,1pCq :
 @X,Y PMn,1pCq, pX | Y q tXY
 n
 k1
 xkyk.
 Produit scalaire canonique sur MnpRq :
 @A,B PMnpCq, pA |Bq trptABq ¸
 1¤i,j¤nai,jbi,j .
 Produits scalaires sur Cpra, bs,Cq :
 @ f, g P Cpra, bs,Cq, pf | gq » bafptqgptqdt.
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 Si w est un élément de Cpra, bs,Cq à valeurs strictement positives sur ra, bs :
 @ f, g P Cpra, bs,Cq, pf | gq » bafptqgptqwptqdt.
 Produit scalaire sur C2πpR,Cq :
 @ f, g P C2πpR,Cq, pf | gq 1
 2π
 » 2π
 0fptqgptqdt.
 Produits scalaires sur CrXs :
 @ P,Q P CrXs, P pXq p
 k0
 akXk, QpXq
 q
 k0
 bkXk, pP |Qq
 maxpp,qq¸k0
 akbk.
 @ P,Q P CrXs, pP |Qq » baP ptqQptqdt.
 @ P,Q P CrXs, pP |Qq » 8
 0P ptqQptq et dt.
 Produit scalaire sur E punqnPN P CN | ° |un|2 converge(:
 @ u, v P E, pu | vq 8
 n0
 unvn.
 III.3 Norme hermitienne
 Soit E un espace préhilbertien complexe. Pour tout x P E, on note x apx | xq.
 Proposition 10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace préhilbertien complexe, on a :
 @ x, y P E, |px | yq| ¤ x y.De plus, il y a égalité si et seulement si la famille px, yq est liée, c’est-à-dire x 0 ou Dλ P C tel que y λx.
 Proposition 11 (Inégalité de Minkovski). Soit E un espace préhilbertien complexe, on a :
 @ x, y P E x y ¤ x y.De plus, il y a égalité si et seulement si la famille px, yq est positivement liée, c’est-à-dire x 0 ou D λ P Rtel que y λx.
 Définition-Proposition 15. Soit E un espace préhilbertien complexe. L’application de E dans R définiepar x ÞÝÑ x
 apx | xq est une norme sur E appelée norme hermitienne associée au produit scalaire
 p | q.
 Proposition 12 (Identités de polarisation). Soit E un espace préhilbertien complexe, on a les identitéssuivantes :
 1. @ x, y P E, x y2 x2 2 Re px | yq y2,2. @ x, y P E, x iy2 x2 2 Im px | yq y2,3. @ x, y P E, px | yq 1
 4
 x y2 x y2 ix iy2 ix iy2.Proposition 13 (Identité du parallélogramme). Soit E un espace préhilbertien complexe, on a :
 @ x, y P E, x y2 x y2 2x2 y2 .
 Remarque 4. L’identité du parallélogramme reste inchangée dans le cas des espaces préhilbertiens complexes.
 Définition 16. Soit E un espace préhilbertien complexe, on appelle distance associée au produit sca-laire, la distance : px, yq ÞÝÑ x y.
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 IV Orthogonalité
 E désigne un espace préhilbertien réel ou complexe muni d’un produit scalaire noté p | q.
 IV.1 Vecteurs orthogonaux
 Définition 17. Un vecteur de norme égale à 1 est dit unitaire.
 On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux et on note x K y, si px | yq 0.
 On dit qu’une famille pxiqiPI est orthogonale si elle est composée de vecteurs deux à deux orthogonaux :
 @ i, j P I, i j ùñ pxi | xjq 0.
 On dit qu’une famille pxiqiPI est orthonormale si elle est orthogonale et composée de vecteurs uni-taires :
 @ i, j P I, pxi | xjq δi,j .
 Exemple 3. Dans C2πpR,Cq, la famille pfnqnPN, définie par fnpxq cosnx, est orthogonale.
 Proposition 14. Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.
 Remarque 5. Le résultat reste vrai pour une famille orthonormale.
 Proposition 15 (Théorème de Pythagore). Pour toute famille orthogonale finie px1, . . . , xnq, on a :n
 k1
 xk
 2
 n
 k1
 xk2.
 Remarques 6. Dans le cas où x et y sont deux vecteurs d’un espace préhilbertien réel, on a l’équivalence :
 x K y ðñ x y2 x2 y2. Dans le cas complexe ou pour une famille d’au moins 3 vecteurs, il n’y a pas équivalence en général.
 IV.2 Sous-espaces orthogonaux
 Définition 18. On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonaux et on note F K G,si :
 @ px, yq P F G, px | yq 0.
 Définition 19. Soit A une partie de E, on appelle orthogonal de A, noté AK, l’ensemble :
 AK tx P E, @ a P A, pa | xq 0u.
 Proposition 16. On a :
 1. t0uK E, 2. EK t0u.
 Proposition 17. Soit A une partie de E.
 1. L’orthogonal AK d’une partie A de E est un sous-espace vectoriel de E.
 2. On a l’inclusion : A pAKqK.
 Proposition 18. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
 1. Si F G alors GK FK.
 2. F et FK sont en somme directe (mais pas nécessairement supplémentaires).
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 Définition-Proposition 20. Si F et G sont orthogonaux, F et G sont en somme directe. On parle desomme directe orthogonale et on note :
 F G FK`G.
 Remarque 7. Si F1, . . . , Fp sont des sous-espaces de E deux à deux orthogonaux, alors ils sont en sommedirecte orthogonale :
 F1 Fp F1
 K` K` Fp.
 Définition 21. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, on dit que F et G sont supplémentairesorthogonaux s’ils sont à la fois supplémentaires et orthogonaux et on note :
 E FK`G.
 Remarques 8. Deux sous-espaces vectoriels orthogonaux F et G de E sont supplémentaires si et seulement si E F G.
 Si E FK`G, alors G FK.
 Définition 22. Un projecteur p de E est dit orthogonal si E Im pK`Ker p, c’est-à-dire Im p pKer pqK
 ou encore Ker p pIm pqK.
 IV.3 Bases orthonormales
 Définition 23. On appelle base orthonormale de E toute famille orthonormale qui est une base de E.
 Remarques 9. Toute famille orthonormale étant libre, il suffit de montrer qu’elle est génératrice pour montrer qu’il
 s’agit d’une base. Si dimE n, toute famille othonormale de n vecteurs est une base orthonormale.
 Théorème 1. Tout espace préhilbertien de dimension finie non réduit à t0u, c’est-à-dire tout espace eucli-dien ou hermitien non réduit à t0u, possède des bases orthonormales.
 Proposition 19. Toute famille orthonormale d’un espace préhilbertien de dimension finie peut être com-plétée en une base orthonormale.
 Proposition 20. Soient E un espace préhilbertien de dimension finie et peiq1¤i¤n une base orthonormalede E. Pour tous x, y P E tels que x x1e1 xnen et y y1e1 ynen, on a :
 1. px | yq n
 k1
 xkyk x1y1 xnyn,
 2. x2 n
 k1
 |xk|2 |x1|2 |xn|2,
 3. dpx, yq2 x y2 n
 k1
 |xk yk|2.
 Proposition 21. Soient E un espace préhilbertien de dimension finie et peiq1¤i¤n une base orthonormalede E. On a :
 @ x P E, x n
 k1
 pei | xq ei.
 Corollaire 1. Soient E un espace préhilbertien de dimension finie et B peiq1¤i¤n une base orthonor-male de E. Si u est un endomorphisme de E et A pai,jq1¤i,j¤n sa matrice dans la base B, alors on a :
 @ i, j P t1, . . . , nu, ai,j ei | upejq
 .
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 V Projections orthogonales et applications
 Soit E un espace préhilbertien réel ou complexe muni d’un produit scalaire noté p | q.
 V.1 Supplémentaire orthogonal et projections orthogonales
 Théorème 2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Les sous-espaces vectoriels F etFK sont supplémentaires orthogonaux :
 E FK` FK.
 Si de plus E est de dimension finie, on a :
 dimFK dimE dimF.
 Corollaire 2. Soient E un espace préhilbertien de dimension finie et F un sous-espace vectoriel. On a :
 pFKqK F.
 Définition 24. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, on appelle projection orthogonalesur F notée pF , la projection sur F parallèlement à FK.
 Proposition 22. Soient E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel E de dimension finiemuni d’une base orthonormale pe1, . . . , enq. Alors, la projection orthogonale d’un vecteur x sur F s’écrit :
 pF pxq n
 k1
 pek | xq ek.
 Remarque 10. Le théorème de Pythagore assure que :
 @ x P E, x2 pF pxq2 x pF pxq2.
 Exemples 4. La projection orthogonale sur la droite D Ra est définie par :
 @ x P E, pDpxq pa | xqa2 a.
 Soit H un hyperplan d’un espace euclidien E tel que la droite HK est dirigée par le vecteur a. Leprojection orthogonale sur H est définie par :
 @ x P E, pHpxq x pa | xqa2 a
 V.2 Distance à un sous-espace vectoriel de dimension finie
 Définition 25. Pour x P E, on appelle distance de x à F le réel positif défini par :
 dpx, F q infyPF
 x y.
 Proposition 23 (Théorème de projection). Pour x P E, pF pxq est l’unique vecteur réalisant la distancede x à F :
 dpx, F q x pF pxq.
 Remarque 11. Pour x P E, pF pxq est l’unique vecteur vérifiant :
 #pF pxq P Fx pF pxq K F
 .
 Proposition 24 (Inégalité de Bessel). Soit pekq1¤k¤n une famille orthonormale de E. Alors, on a :
 @ x P E,n
 k1
 |pek | xq|2 ¤ x2
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 V.3 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
 Théorème 3 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit peiqiPI une famille libre d’un espace préhilber-tien E, avec I N ou I t0, . . . , nu. Il existe une famille orthonormale pεiqiPI telle que :
 @ k P I, Vectpε0, ε1, . . . , εkq Vectpe0, e1, . . . , ekq.
 Remarque 12. Si E est un espace préhilbertien réel, pour tout k P I, εk est unique au signe près, si bien quela famille pεiqiPI est unique si on ajoute la condition : @ k P I, pεk | ekq ¡ 0.
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 Travaux DirigésEspaces préhilbertiens
 Exercice 1Soit E C1pra, bs,Cq. Montrer que l’application p|q définie par :
 @ f, g P E, pf | gq » baf 1ptqg1ptqdt fpaqgpaq
 est un produit scalaire sur E.
 Exercice 2Montrer que la famille px ÞÝÑ einxqnPN est libre dans C2πpR,Cq.
 Exercice 3Soit n P N, déterminer les n-uplets px1, . . . , xnq P Rn tels que :
 x1 xn x21 x2
 n n.
 Exercice 4On considère l’espace vectoriel CrXs muni du produit scalaire canonique et on note :
 F Vectp1X, 1X2, . . . , 1Xn, . . . q.1. Montrer que F est un hyperplan et en donner un supplémentaire.
 2. Montrer que F n’a pas de supplémentaire orthogonal.
 3. Que dire de pFKqK ?
 Exercice 5Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E.
 1. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si :
 @ x P E, ppxq ¤ x.2. En déduire que p est orthogonal si et seulement si p est continu et de norme subordonnée 1.
 Exercice 6Soient E un espace préhilbertien réel et B pe1, . . . , enq une famille de vecteurs unitaires de E tels que :
 @ x P E, x2 n
 k1
 px | ekq2
 1. Montrer que E est de dimension finie, au plus égale à n.
 2. Montrer que B est une base orthonormale de E.
 Exercice 7Soient E un espace préhilbertien, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
 1. Montrer que pF GqK FK XGK.
 2. Montrer que si de plus E est de dimension finie, alors pF XGqK FK GK.

Page 146
                        

146 Chapitre 10 - TD Espaces préhilbertiens
 Exercice 8On munit R5 de sa structure euclidienne usuelle. Pour tout couple pa, bq P R2 déterminer la distance duvecteur A pa, 0, b, 0, bq au sous-espace vectoriel
 F tpx1, . . . , x5q P R5 | x1 x2 0 et x1 x4 x5 0u.Indication : on pourra chercher une base orthonormale de FK.
 Exercice 9On munit R4 de sa structure euclidienne usuelle et on note F le sous-espace vectoriel de R4 engendré parles vecteurs :
 u1 p1, 1, 0, 1q, u2 p1, 1, 1, 0q et u3 p1, 1,2, 1q.1. Déterminer l’orthogonal FK de F et en déduire la dimension de F .2. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F .
 Exercice 10On définit une application de R3 dans R en posant :
 fpa, b, cq » 8
 0etpt3 at2 bt cq2dt.
 Déterminer infpa,b,cqPR3
 fpa, b, cq.
 Indication : on pourra montrer et utiliser l’identité :» 8
 0et tndt n! @ n P N.
 Exercice 111. Montrer que l’application
 pP,Qq ÞÝÑ» 1
 1P ptqQptqdt
 définit un produit scalaire sur RrXs.2. Montrer qu’il existe une unique suite pPnqnPN de polynômes formant une famille orthogonale de RrXs
 telle que pour tout n P N, Pn est de degré n et de coefficient dominant égal à 1.3. Montrer que Pn possède n racines distinctes α1, . . . , αn dans s 1, 1r.4. (a) Quelle est la parité de Pn. Indication : on pourra considérer le polynôme p1qnPnpXq.
 (b) Montrer que le polynôme Pn1 XPn est orthogonal à Rn2rXs.Indication : on regardera pXPn | Pkq , 0 ¤ k ¤ n 1.
 (c) En déduire une relation entre Pn1, Pn et Pn1.
 5. Pour tout n P N, on pose : QnpXq pX2 1qnpnq.
 (a) Montrer que pour tout n P N, Pn n!
 p2nq!Qn.(b) Calculer Pnp1q.(c) Pour tout n P N, on pose : Ln Pn
 Pnp1q (polynômes de Legendre). Montrer que :
 @ n P N, pn 1qLn1 p2n 1qXLn nLn1 0.
 Exercice 12Soit E R3rXs muni du produit scalaire défini dans l’exercice précédent.
 1. Déterminer la base pP0, P1, P2, P3q obtenue par orthonormalisation de Gram-Schmidt de la base cano-nique p1, X,X2, X3q de E.
 2. Montrer que pour tout i P t0, 1, 2, 3u, |Pipxq| atteint son maximum en 1 et 1.
 3. Soit P P E tel que» 1
 1P 2ptqdt 1. Montrer que : sup
 xPr1,1s|P pxq| ¤ 2
 ?2.
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 Exercice 13On munit RrXs du produit scalaire canonique. Soit pPnqnPN une suite de polynômes telle que pour toutn P N, degPn n. Qu’obtient-on en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt si onimpose la condition supplémentaire garantissant l’unicité ?
 Exercice 14 (Matrices de Gram) Soient E un espace euclidien de dimension n et px1, . . . , xpq P Ep. Onappelle matrice de Gram de la famille pxiq la matrice suivante :
 Gpx1, . . . , xpq pxi|xjq1¤i,j¤p.
 1. Soient pe1, . . . , enq une base orthonormée de E et M la matrice de px1, . . . , xpq dans cette base.Montrer que : Gpx1, . . . , xnq tMM .
 2. Montrer que : rg tMM rgM .
 3. En déduire que : px1, . . . , xpq est liée si et seulement si detGpx1, . . . , xpq 0.
 4. On suppose que la famille px1, . . . , xpq est libre. Soient F Vectpx1, . . . , xpq et x P E. Montrer que :
 dpx, F q2 detGpx1, . . . , xp, xqdetGpx1, . . . , xpq .
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Séries de Fourier
 I Fonctions 2π-périodiques
 I.1 Préliminaires
 Proposition 1. Soient f : I ÝÑ C une fonction continue par morceaux et a P I. Alors, la fonction
 F : x P I ÞÝÑ» xafptqdt
 est continue sur I et dérivable en tout point x de continuité de f et telle que F 1pxq fpxq.
 Remarques 1. La fonction F est la primitive généralisée de f qui s’annule en a. Deux primitives généralisées de f diffèrent d’une constante.
 Proposition 2. Soit f : I ÝÑ C une fonction continue et de classe C1 par morceaux. Alors, pour toutsegment ra, bs inclus dans I, on a : » b
 af 1ptqdt fpbq fpaq.
 Proposition 3 (Intégration par parties). Soient f : I ÝÑ C et g : I ÝÑ C deux fonctions continues etde classe C1 par morceaux. Alors, pour tout segment ra, bs inclus dans I, on a :» b
 af 1ptqgptqdt
 fptqgptqba» bafptqg1ptqdt.
 Proposition 4. Soient a P R et f : ra, a 2πs une fonction de classe Ck par morceaux pk P N Y t8uq.Si fpaq fpa 2πq, alors f est prolongeable sur R de manière unique en une fonction de classe Ck parmorceaux et 2π-périodique.Si de plus f est continue sur ra, a 2πs, alors ce prolongement est continu.
 Proposition 5. L’ensemble des fonctions de R dans C continues par morceaux et 2π-périodiques est unespace vectoriel noté C PM2πpR,Cq.On rappelle les résultats suivants :
 Proposition 6. Soit f : R ÝÑ C une fonction continue par morceaux 2π-périodique. Alors, pour tousréels a et b, on a : » b
 afptqdt
 » b2π
 a2πfptqdt et
 » a2π
 afptqdt
 » b2π
 bfptqdt.
 I.2 L’espace préhilbertien C2π
 On utilise la notation C2π pour désigner l’ensemble C2πpR,Cq des fonctions de R dans C qui sont continueset 2π-périodiques.
 Proposition 7. L’application p|q définie pour f, g P C2π par :
 pf | gq 1
 2π
 » 2π
 0fptqgptqdt
 munit C2π d’une strcuture d’espace préhilbertien complexe.
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 Définition 1. La norme hermitienne associée à ce produit scalaire est appelée norme de la convergenceen moyenne quadratique et notée :
 f2 d
 1
 2π
 » 2π
 0|fptq|2dt, f P C2π .
 Remarques 2. L’application p | q n’est pas un produit scalaire sur l’espace vectoriel C PM2πpR,Cq : étant donnéef P C PM2πpR,Cq, l’implication pf | fq 0 ùñ f 0 n’est plus vérifiée.Toutefois, pour f, g P C PM2πpR,Cq, on utilise de manière abusive les notations pf | gq et f2. Onpeut montrer que les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkovski restent vraies.
 Pour f P C PM2πpR,Cq, on note : f1 1
 2π
 » 2π
 0|fptq|dt.
 I.3 L’espace préhilbertien D2π
 Définition 2. Soit f P C PM2πpR,Cq, on appelle régularisée de f la fonction f définie par :
 @ x P R, fpxq 1
 2
 fpxq fpxq.
 On note D2π le sous-espace vectoriel de C PM2πpR,Cq formé des fonctions égales à leur régularisée.
 Exemple 1. Régularisée de la fonction f :
 #x P r0, πr ÞÝÑ 1
 x P rπ, 0r ÞÝÑ 1.
 Proposition 8. L’application p|q définie pour f, g P D2π par :
 pf | gq 1
 2π
 » 2π
 0fptqgptqdt
 munit D2π d’une strcuture d’espace préhilbertien complexe.
 II Polynômes et séries trigonométriques
 II.1 Polynômes trigonométriques
 Pour tout n P Z, on pose en : t ÞÝÑ eint.
 Proposition 9. La famille penqnPZ est orthonormale de l’espace C2π.
 Proposition 10. La famille pt ÞÑ 1, t ÞÑ cos t, t ÞÑ sin t, . . . , t ÞÑ cospntq, t ÞÑ sinpntq, . . . q est une familleorthogonale de l’espace C2π.
 Définition 3. Soit n P N, on appelle polynôme trigonométrique de degré au plus n toute combinaisonlinéaire de la famille pekqn¤k¤n. On note :
 Pn l’espace vectoriel des polynômes trigonométriques de degré au plus n,
 P ¤nPN
 Pn l’espace vectoriel des polynômes trigonométriques.
 Remarques 3.1. On a : dimC Pn 2n 1.
 2. Tout élément p P Pn s’écrit de manière unique sous la forme :
 @ x P R, ppxq n
 knck eikt .
 3. Pn est également engendré par la famille pt ÞÑ 1, t ÞÑ cos t, t ÞÑ sin t, . . . , t ÞÑ cospntq, t ÞÑ sinpntqq.
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 Théorème 1 (Théorème de Weierstrass trigonométrique). Soit f P C2π, f est limite uniforme sur R d’unesuite de polynômes trigonométriques ppnqnPN :
 D ppnq P PN, pnCUÝÑ f sur R.
 II.2 Séries trigonométriques
 Définition 4. On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de la forme :¸nPZ
 cn eint c0 ¸n¥1
 cn eintcn eint (forme exponentielle),
 ou encorea0
 2
 ¸n¥1
 an cospntq bn sinpntq (forme trigonométrique).
 La suite complexe pcnqnPN est appelée la famille des coefficients exponentiels de la série trigonométrique.Les suites panqnPN et pbnqnPN sont appelées les suites des coefficients trigonométriques de la série.
 Remarque 4. On a les relations suivantes :
 c0 a0
 2et @ n ¥ 1,
 $'&'%cn an ibn
 2,
 cn an ibn2
 ou encore
 $&%an cn cn,
 bn ipcn cnq
 Proposition 11. La somme d’une série trigonométrique qui converge simplement sur R est 2π-périodique.
 Proposition 12. Soit°n¥0 un une série trigonométrique. On a équivalence entre :
 (i)°n¥0 un converge normalement sur R,
 (ii)°n¥1 an et
 °n¥1 bn convergent absolument,
 (iii)°n¥1 cn et
 °n¥1 cn convergent absolument.
 Théorème 2. Soit°n¥0 un une série trigonométrique qui converge uniformément sur R. Alors, sa somme
 f est une fonction continue et :
 @ n P Z, cn 1
 2π
 » 2π
 0fptq eint dt,
 @ n P N, an 1
 π
 » 2π
 0fptq cospntqdt et bn 1
 π
 » 2π
 0fptq sinpntqdt.
 Remarques 5. On verra que dans ce cas, la série trigonométrique est la série de Fourier de sa somme f .
 Si une série trigonométrique converge uniformément et a une somme nulle, tous ses coefficients sont nuls.
 III Coefficients de Fourier
 III.1 Définitions
 Définition 5. Soit f P C PM2πpR,Cq.1. On appelle coefficients de Fourier exponentiels de f , les complexes notés cnpfq, définis pour n P Z
 par :cnpfq pen | fq 1
 2π
 » 2π
 0fptq eint dt.
 2. On appelle coefficients de Fourier trigonométriques de f , les réels notés anpfq et bnpfq, définispar :
 @ n P N, anpfq 1
 π
 » 2π
 0fptq cospntqdt et bnpfq 1
 π
 » 2π
 0fptq sinpntqdt.
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 Définition 6. Soit f P C PM2πpR,Cq. On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique dont lescoefficients sont les coefficients de Fourier de f :¸
 cnpfq einx a0
 2
 ¸n¥1
 anpfq cospnxq bnpfq sinpnxq.
 Pour tout N P N, on note :
 @ x P R, SN pfqpxq N
 nNcnpfq einx a0
 2
 N
 n1
 anpfq cospnxq bnpfq sinpnxq.
 Remarque 6. Les coefficients de Fourier vérifient bien les relations de la Remarque 4. liant les coefficientsexponentiels et trigonométriques d’une série trigonométrique.
 III.2 Propriétés
 On considère une fonction f P C PM2πpR,Cq.
 Proposition 13. On a :
 1. @ n P Z, cnpfq cnpfq.2. Si f est à valeurs réelles, alors les coefficients anpfq et bnpfq sont réels pour tout n P N et on a :
 cnpfq cnpfq, pour tout n P Z.
 Proposition 14. Soit g : x ÞÝÑ fpxq. Alors, ses coefficients de Fourier vérifient les relations suivantes :
 @ n P Z, cnpgq cnpfq,@ n P N, anpgq anpfq et bnpfq bnpfq.
 Corollaire 1.1. Si f est paire, alors : @ n P Z, cnpfq cnpfq,
 @ n P N, anpfq 2
 π
 » π0fptq cospntqdt et bnpfq 0.
 2. Si f est impaire, alors : @ n P Z, cnpfq cnpfq,@ n P N, anpfq 0 et bnpfq 2
 π
 » π0fptq sinpntqdt.
 Remarque 7. Le résultat est encore vrai si la restriction de f à sπ, πr ou sπ, πrzt0u est paire ou impaire.
 Exemple 2. Coefficients de Fourier de la fonction f : x P rπ, πr ÞÝÑ x.
 Proposition 15. Soit a P R, les coefficients de Fourier de la fonction fa : x ÞÝÑ fpx aq vérifient :@ n P Z, cnpfaq eina cnpfq.
 Proposition 16. Soient f, g P C PM2πpR,Cq et α, β P C. Alors, on a :
 @ n P Z, cnpαf βgq αcnpfq βcnpgq,@ n P N, anpαf βgq αanpfq βanpgq et bnpαf βgq αbnpfq βbnpgq.
 Proposition 17. On a :
 @ n P Z, |cnpfq| ¤ f1 ¤ f8,@ n P N, |anpfq| ¤ 2f1 ¤ 2f8 et |bnpfq| ¤ 2f1 ¤ 2f8.
 Proposition 18. Les suites panpfqqnPN, pbnpfqqnPN, pcnpfqqnPN et pcnpfqqnPN tendent vers 0 quand ntend vers l’infini.
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 III.3 Coefficients de Fourier et dérivation
 Proposition 19.1. Soit f une fonction 2π-périodique, continue et de classe C1 par morceaux. Alors, on a :
 @ n P Z, cnpf 1q incnpfq.
 2. Plus généralement, pour p ¥ 1, si f est de classe Cp1 et de classe Cp par morceaux, alors on a :
 @ n P Z, cnf ppq
 pinqpcnpfq.
 Corollaire 2. Soient p ¥ 1 et f une fonction 2π-périodique, de classe Cp1 et de classe Cp par morceaux,alors on a :
 cnpfq o
 1
 np
 quand n ÝÑ 8.
 Remarque 8. Les coefficients de Fourier convergent d’autant plus rapidement vers 0 que la fonction estrégulière.
 IV Convergence en moyenne quadratique
 IV.1 Cas des fonctions continues
 Proposition 20. Soit f P C2π, alors pour tout N P N, la somme partielle SN pfq est le projeté orthogonalde f sur le sous–espace vectoriel PN .
 Corollaire 3. Soit f P C2π, alors pour tout N P N, on a :(i) dpf,PN q f SN pfq2,(ii) f22 SN pfq22 f SN pfq22.
 Corollaire 4 (Inégalité de Bessel). Soit f P C2π, alors on a :
 @N P N,N
 nN|cnpfq|2 ¤ f22.
 Théorème 3. Soit f P C2π, alors la suite des sommes partielles pSN pfqqNPN converge vers en moyennequadratique f , c’est-à-dire :
 limNÑ8
 f SN pfq2 0.
 Corollaire 5 (Formule de Parseval). Soit f P C2π, alors on a l’égalité :
 1
 2π
 » 2π
 0|fptq|2dt
 8
 n8|cnpfq|2 |a0pfq|2
 4 1
 2
 8
 n1
 |anpfq|2 |bnpfq|2.
 Corollaire 6. Soient f, g P C2π, telles que f et g ont les mêmes coefficients de Fourier :
 @ n P Z, cnpfq cnpgq.Alors, on a f g.
 Exemple 3. Étude de la série de Fourier de la fonction f : x P rπ, πs ÞÝÑ x2.
 IV.2 Extension au cas des fonctions continues par morceaux
 Proposition 21. Soit f P C PM2πpR,Cq, alors pour tout N P N, la somme partielle SN pfq est le projetéorthogonal de la régularisée f de f sur le sous-espace vectoriel PN dans l’espace préhilbertien D2π.
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 Remarque 9. L’espaceD2π étant préhilbertien, on peut retrouver tous les résultats obtenus dans le paragrapheprécédent pour la régularisée f d’une fonction f P C PM2πpR,Cq. Ainsi, pour f P C PM2πpR,Cq, on atoujours :
 l’inégalité de Bessel :@N P N,
 N
 nN|cnpfq|2 ¤ f22,
 la convergence en moyenne quadratique :
 limNÑ8
 1
 2π
 » 2π
 0|fptq SN pfqptq|2 dt,
 la formule de Parseval :
 1
 2π
 » 2π
 0|fptq|2dt
 8
 n8|cnpfq|2 |a0pfq|2
 4 1
 2
 8
 n1
 |anpfq|2 |bnpfq|2.
 Exemple 4. Étude de la série de Fourier de la fonction f : x P rπ, πr ÞÝÑ x.
 Proposition 22. Soient f, g P C PM2πpR,Cq. Alors, la série :¸n¥1
 cnpfqcnpgq cnpfqcnpgq
 converge et l’on a :
 1
 2π
 » 2π
 0fptqgptqdt
 8
 n8cnpfqcnpgq.
 Remarque 10. On dispose d’un résultat analogue pour les coefficients trigonométriques.
 V Convergence ponctuelle
 Définition 7. Soit f P C PM2πpR,Cq. On dit que f est développable en série de Fourier si sa série deFourier converge simplement sur R et admet pour somme f .
 Théorème 4. Soit f une fonction 2π-périodique, continue et de classe C1 par morceaux. Alors, la série deFourier de f converge uniformément vers f sur R.
 Exemple 5. Étude de la série de Fourier de la fonction f : x P rπ, πs ÞÝÑ x2.
 Théorème 5 (Dirichlet). Soit f une fonction 2π-périodique et de classe C1 par morceaux. La série deFourier de f converge simplement sur R et admet pour somme la régularisée de f .En particulier, en tout point x où f est continue, la somme de la série de Fourier de f est fpxq.
 Exemple 6. Étude de la série de Fourier de la fonction f :
 #x P r0, πr ÞÝÑ 1
 x P rπ, 0r ÞÝÑ 1.
 VI Fonctions périodiques de période quelconque
 On peut généraliser la théorie des séries de Fourier pour les fonctions 2π-périodiques aux cas des fonctionspériodiques de période T ¡ 0 quelconque.Étant donnée une fonction T -périodique continue par morceaux f , on se ramène en effet au cas d’une fonc-tion 2π-périodique continue par morceaux g en posant :
 g : x P R ÞÝÑ f
 T
 2πx
 .
 Le formules font alors intervenir la quantité ω 2π
 Tappelée pulsation.

Page 157
                        

Lycée Henri BERGSON - PSI 157
 Travaux DirigésSéries de Fourier
 Exercice 11. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2π-périodique f définie pour x P rπ, πs par fpxq |x|.
 2. Montrer que8
 n0
 1
 p2n 1q2 π2
 8et en déduire la valeur de ζp2q.
 3. Retrouver la valeur de ζp4q.
 Exercice 21. Soit a un réel non entier, calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2π-périodique f définie par :
 @ x P rπ, πs, fpxq cospaxq.2. En déduire que :
 @ t P RzπZ, cotan t 1
 t 2t
 8
 n1
 1
 t2 n2π2.
 Exercice 31. Donner le développement en série de Fourier de la fonction définie par fpxq maxpsinx, 0q, @ x P R.
 2. Calculer8
 n1
 p1qn4n2 1
 .
 Exercice 41. Donner le développement en série de Fourier de la fonction f P D2π telle que fpxq ex, @ x Ps π, πr.
 2. Calculer8
 n1
 p1qnn2 1
 et8
 n1
 1
 n2 1.
 Exercice 5 (Inégalité de Wirtinger)
 Soit f une application 2π-périodique et de classe C1 de R dans C telle que» 2π
 0fptqdt 0.
 1. Montrer que : » 2π
 0|fptq|2dt ¤
 » 2π
 0|f 1ptq|2dt.
 2. Pour quelles fonctions a-t-on l’égalité ?
 Exercice 6Montrer que :
 @ x P r0, 2πs, π
 8pπ xq
 8
 n0
 cospn 1
 2qx
 p2n 1q2 .
 Exercice 7
 Soit f P Cpr0, πs,Rq telle que pour tout n P N, on a» π
 0fptq cospntqdt 0.
 Montrer que f est la fonction nulle.
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 Exercice 81. Soit α P R, montrer à l’aide d’un développement en série entière que la fonction x ÞÝÑ eα eix est
 développable en série de Fourier sur R et donner sa série de Fourier.2. En déduire que : » 2π
 0e2 cos t dt
 8
 n0
 2π
 pn!q2 .
 Exercice 91. Soit f P C2π, on note g la fonction définie sur R par gpxq fp2xq. Déterminer les coefficients de
 Fourier exponentiels de g en fonction de ceux de la fonction f .2. Déterminer toutes les fonctions f P C2π telles que :
 @ x P R, 2fpx 1q fpxq fp2xq.
 Exercice 10Soient a P R et b P C tel que |b| 1. Montrer que l’équation différentielle :
 y1 ay 1
 1 b eix
 admet une unique solution 2π-périodique sur R notée f dont on déterminera la série de Fourier.
 Exercice 11Soit f P C2pr0, πs,Cq telle que fp0q fpπq 0.
 1. Montrer qu’il existe une suite complexe pbnqn¥1 telle que :
 @ t P r0, πs, fptq 8
 n1
 bn sinpntq et2
 π
 » π0|f2ptq|2dt
 8
 n1
 n4|bn|2.
 2. Montrer que si l’on note :
 f8 suptPr0,πs
 |fptq| et f22 d
 1
 π
 » π0|f2ptq|2dt,
 alors on a : f8 ¤ π2
 3?
 5f22.
 Exercice 12
 Soit f P C PM2πpR,Cq, montrer que la série¸n¥1
 bnpfqn
 converge et que :
 8
 n1
 bnpfqn
 1
 2π
 » 2π
 0pπ tqfptqdt.
 Exercice 13
 On note g la fonction définie sur R par gptq 1
 2 cos t.
 1. Montrer que si l’on note z eit et b ?3 2, alors pour tout réel t, on a :
 gptq 1?3p1 bzq
 b?3pz bq .
 En déduire la série de Fourier de g.2. A toute fonction f P C2π on associe la fonction F définie sur R par :
 F pxq » 2π
 0
 fptq2 cospx tqdt.
 Montrer que F est développable en série de Fourier et exprimer ses coefficients exponentiels cnpF q enfonction de ceux de f et ceux de g.
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Intégration sur un intervalle quelconque
 I Intégrales impropres
 I.1 Intégrales sur un intervalle semi-ouvert
 Définition 1. Soient a P R, b P R tels que a b et f : ra, br ÝÑ K une fonction continue par morceaux.On dit que l’intégrale
 ³ba fptqdt est convergente si la fonction :
 x P ra, br ÞÝÑ» xafptqdt
 admet une limite dans K lorsque x tend vers b (par valeurs inférieures).Cette limite est appelée intégrale impropre (ou encore intégrale généralisée) de f sur ra, br et on note :» b
 afptqdt lim
 xÑb
 » xafptqdt.
 Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale est divergente.
 Remarques 1. Étudier la nature d’une intégrale, c’est déterminer si elle converge ou diverge.
 La définition comprend les deux cas b P R (l’intervalle ra, br est borné) et b 8 (l’intervalle ra, brn’est pas borné).
 La notation est cohérente avec le cas d’une fonction continue par morceaux sur un segment ra, bs.
 Exemples 1. 1.» 8
 0
 1
 1 t2dt est convergente. 2.
 » 1
 0
 1
 p1 tq2dt est divergente.
 Définition 2. Soient a P R, b P R tels que a b et f : sa, bs ÝÑ K une fonction continue par morceaux.On dit que l’intégrale
 ³ba fptqdt est convergente si la fonction :
 x P sa, bs ÞÝÑ» bxfptqdt
 admet une limite dans K lorsque x tend vers a (par valeurs supérieures).Cette limite est appelée intégrale impropre (ou encore intégrale généralisée) de f sur sa, bs et on note :» b
 afptqdt lim
 xÑa
 » bxfptqdt.
 Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale est divergente.
 Proposition 1. Soient a et b deux réels tels que a b et f : ra, brÝÑ K une fonction continue qui admetau point b une limite dans K, alors f se prolonge en une fonction continue sur ra, bs et l’intégrale ³b
 a fptqdtest convergente.
 Remarques 2. Attention : le résultat est faux si b 8. Exemple : la fonction constante égale à 1 sur r0,8r. On dispose d’un résultat analogue pour les intervalles bornés de la forme sa, bs.
 Exemple 2. L’intégrale» 1
 0
 sin t
 tdt converge.
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 Proposition 2. Soient f : ra, br ÝÑ K continue par morceaux et c P ra, br. Les intégrales³ba fptqdt et³b
 c fptqdt sont de même nature. De plus, si elles convergent, alors on a l’égalité :» bafptqdt
 » cafptqdt
 » bcfptqdt
 Remarques 3. La nature de l’intégrale ne dépend que du comportement de la fonction f au voisinage de b. On dispose de résultats analogues pour les intervalles bornés de la forme sa, bs.
 I.2 Intégrales sur un intervalle ouvert
 Soient a, b P R tels que a b.
 Définition-Proposition 3. Soient f : sa, br ÝÑ K une fonction continue par morceaux et c P sa, br. Lanature des intégrales
 ³ca fptqdt et
 ³bc fptqdt ne dépend pas du choix de c.
 On dit que l’intégrale impropre³ba fptqdt est convergente si les intégrales
 ³ca fptqdt et
 ³bc fptqdt convergent.
 Dans ce cas, on pose : » bafptqdt
 » cafptqdt
 » bcfptqdt.
 Remarque 4. La notation est cohérente avec le cas d’une fonction continue par morceaux sur un segment ra, bs.
 Exemples 3. 1.» 8
 8
 1
 1 t2dt est convergente. 2.
 » 8
 0t ln tdt est divergente.
 I.3 Exemples de référence
 Proposition 3. Soit α P R.
 1. L’intégrale de Riemann» 8
 1
 dt
 tαest convergente si et seulement si α ¡ 1.
 2. L’intégrale de Riemann» 1
 0
 dt
 tαest convergente si et seulement si α 1.
 Proposition 4. L’intégrale» 1
 0ln tdt est convergente et on a :
 » 1
 0ln tdt 1.
 Proposition 5. Soit α P R. L’intégrale» 8
 0eαt dt est convergente si et seulement si α ¡ 0.
 Dans ce cas, on a :» 8
 0eαt dt 1
 α.
 I.4 Propriétés
 Soit I un intervalle d’extrémités a, b P R tels que a b.
 Proposition 6. Soient α, β P K et f, g : I ÝÑ K deux fonctions continues par morceaux dont les intégralessur I sont convergentes. Alors l’intégrale de la fonction continue par morceaux αf βg est convergente et :» b
 apαf βgqptqdt α
 » bafptqdt β
 » bagptqdt.
 Remarques 5. L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I dont l’intégrale sur I est convergente est un
 espace vectoriel. Si f et g sont des fonctions continues par morceaux dont l’intégrale sur I n’est pas de même nature,
 alors l’intégrale sur I de f g est divergente.
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 Proposition 7. Soit f : I ÝÑ C une fonction continue par morceaux. Alors, l’intégrale³ba fptqdt est
 convergente si et seulement si les intégrales³ba Repfptqqdt et ³ba Impfptqqdt sont convergentes et on a :» b
 afptqdt
 » ba
 Repfptqqdt i
 » ba
 Impfptqqdt.
 II Intégrales des fonctions à valeurs positives
 Dans cette partie, on considère des fonctions continues par morceaux sur un intervalle ra, br, avec a P R etb P R tels que a b. On dispose de résultats analogues pour des intervalles de la forme sa, bs et sa, br.
 II.1 Généralités
 Théorème 1. Soit f : ra, br ÝÑ R une fonction continue par morceaux à valeurs positives.Alors, l’intégrale
 ³ba fptqdt est convergente si et seulement si la fonction
 F : x P ra, br ÝÑ» xafptqdt
 est majorée et dans ce cas : » bafptqdt sup
 xPra,br
 » xafptqdt.
 Corollaire 1. Soit f : ra, brÝÑ R une fonction continue par morceaux à valeurs positives dont l’intégrale³ba fptqdt est convergente. Alors » b
 afptqdt ¥ 0.
 Corollaire 2. Soit f : ra, br ÝÑ R une fonction continue à valeurs positives dont l’intégrale³ba fptqdt est
 convergente. Alors » bafptqdt 0 ðñ f 0.
 Théorème 2. Soient f, g : ra, br ÝÑ R deux fonctions continues par morceaux telles que 0 ¤ f ¤ g.
 1. Si l’intégrale» bagptqdt converge, alors
 » bafptqdt converge.
 2. Par contraposée, si l’intégrale» bafptqdt diverge, alors
 » bagptqdt diverge.
 Remarque 6. Le résultat reste vrai si l’inégalité 0 ¤ fpxq ¤ gpxq est seulement vérifiée au voisinage de b.
 Exemple 4. L’intégrale de Gauss» 8
 0et
 2dt est convergente.
 II.2 Règles de comparaison
 Proposition 8. Soient f, g : ra, br ÝÑ R deux fonctions continues par morceaux positives au voisinage deb telles que f Obpgq ou f obpgq.
 1. Si l’intégrale» bagptqdt est convergente, alors l’intégrale
 » bafptqdt est convergente.
 2. Si l’intégrale» bafptqdt est divergente, alors l’intégrale
 » bagptqdt est divergente.
 Proposition 9. Soient f, g : ra, br ÝÑ R deux fonctions continues par morceaux positives au voisinage de
 b telles que f bg. Alors les intégrales
 » bafptqdt et
 » bagptqdt sont de même nature.
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 Exemple 5. Soient pα, βq P R2, l’intégrale» 8
 2
 dt
 tαpln tqβ est convergente ssi α ¡ 1 ou α 1 et β ¡ 0.
 Corollaire 3 (Règle de Riemann en 8). Soit f : ra,8r ÝÑ R une fonction continue par morceauxet de signe constant au voisinage de 8.
 S’il existe α ¡ 1 et l P R tels que xα fpxq ÝÑxÑ8 l, alors l’intégrale
 ³8a fptqdt converge.
 S’il existe l P R, l 0 tel que x fpxq ÝÑxÑ8 l, alors l’intégrale
 ³8a fptqdt diverge.
 Exemple 6. L’intégrale» 8
 0e
 ?t dt est convergente.
 Corollaire 4 (Règle de Riemann en 0). Soit f : s0, as ÝÑ R une fonction continue par morceaux et designe constant au voisinage de 0.
 S’il existe α 1 et l P R tels que xα fpxq ÝÑxÑ0
 l, alors l’intégrale³a0 fptqdt converge.
 S’il existe l P R, l 0 tel que x fpxq ÝÑxÑ0
 l, alors l’intégrale³a0 fptqdt diverge.
 Remarque 7. Pour a, b P R, on dispose d’énoncés analogues relatifs à la comparaison aux intégrales de Rie-mann : » b
 a
 dt
 pt aqα et» ba
 dt
 pb tqα .
 II.3 Comparaison série-intégrale
 Théorème 3. Soit f : r0,8r ÝÑ R une fonction continue par morceaux décroissante et positive.
 1. La série de terme général wn » nn1
 fptqdt fpnq est convergente.
 2. En particulier, la série°n¥1
 fpnq est convergente si et seulement si» 8
 0fptqdt est convergente.
 Remarques 8. Il est souvent plus simple d’étudier la nature d’une intégrale que celle d’une série.
 Ce procédé est bien utile pour obtenir des encadrement et des estimations des sommes partielles etdes restes de la série.
 Exemple 7. La série¸n¥2
 1
 nαplnnqβ , pα, βq P R2 est convergente ssi α ¡ 1 ou α 1 et β ¡ 0.
 III Intégrales absolument convergentes - fonctions intégrables
 Soit I un intervalle d’extrémités a, b P R tels que a b.
 Définition 4. Soit f : I ÝÑ K continue par morceaux. On dit que l’intégrale³ba fptqdt est absolument
 convergente si l’intégrale³ba |fptq|dt est convergente.
 Théorème 4. Toute intégrale absolument convergente est convergente.
 Remarque 9. Attention : la réciproque est fausse.
 Définition 5. Soit f : I ÝÑ K continue par morceaux. On dit que f est intégrable sur I si l’intégrale³ba fptqdt est absolument convergente.Dans ce cas, l’intégrale
 ³ba fptqdt est convergente et on l’appelle intégrale de f sur I notée
 ³I f .
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 Proposition 10. Soit f : I ÝÑ K continue par morceaux. Alors, f est intégrable sur I si et seulements’il existe M ¡ 0 tel que pour tout segment J inclus dans I, on ait :»
 J|fptq|dt ¤M.
 Proposition 11. Soient f : I ÝÑ K continue par morceaux et g : I ÝÑ R continue par morceaux positiveet intégrable sur I telles que |f | ¤ g. Alors, f est intégrable sur I.
 Remarque 10. Pour montrer qu’une fonction f est intégrable sur I, on peut également appliquer à |f | lesrègles de comparaison énoncées pour les fonctions à valeurs positives.
 Exemple 8. Soit α P s0, 1s, l’intégrale» 8
 π
 sin t
 tαdt est convergente mais pas absolument convergente.
 Remarque 11. Si I est un intervalle borné et f est continue par morceau bornée, alors l’intégrale³ba fptqdt
 est absolument convergente donc convergente.
 IV Propriétés de l’intégrale
 IV.1 Propriétés élémentaires
 Soit I un intervalle d’extrémités a, b P R tels que a b.
 Proposition 12. Soient α, β P K et f, g : I ÝÑ K deux fonctions continues par morceaux intégrables sur I.Alors la fonction continue par morceaux αf βg est intégrable sur I et :»
 Iαf βg α
 »If β
 »Ig.
 Proposition 13. Soit f : I ÝÑ C une fonction continue par morceaux. Alors, la fonction f est intégrablesur I si et seulement si les fonctions Repfq et Impfq sont intégrables sur I et on a :»
 If
 »I
 Repfq i
 »I
 Impfq.
 Proposition 14 (Relation de Chasles). Soit f : I ÝÑ C une fonction continue par morceaux intégrablesur I.
 1. La fonction f est intégrable sur tout intervalle inclus dans I.2. Si J et K sont deux intervalles inclus dans I tels que J YK est un intervalle et J XK est vide ou
 réduit à un point, alors : »JYK
 f »Jf
 »Kf.
 Remarque 12. Soit c Psa, br, pour J ra, cs et K rc, bs, on retrouve la relation de Chasles habituelle.
 Proposition 15 (Inégalité de la moyenne). Soit f : I ÝÑ C une fonction continue par morceaux inté-grable sur I. Alors, on a :
 »If
 ¤»I|f |.
 IV.2 Outils de calcul intégral
 Théorème 5 (Changement de variable). Soient I et J deux intervalles non triviaux de R, f : I ÝÑ Cune fonction continue par morceaux et ϕ : J ÝÑ I une fonction de classe C1 et strictement monotone sur Jet telle que ϕpJq I.Alors, la fonction f est intégrable sur I si et seulement si la fonction pf ϕqϕ1 est intégrable sur J et dansce cas : »
 If
 »Jpf ϕq.|ϕ1|.
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 Remarque 13. En notant α inf J , β sup J , puis a limαϕ et b lim
 βϕ les bornes de I (dans un ordre qui
 dépend du sens de variation de ϕ), on a : » baf
 » βαpf ϕq.ϕ1.
 Remarque 14. On ne dispose pas de résultat général sur l’intégration par parties. En effet, l’intégration parparties peut transformer une fonction intégrable en une fonction non intégrable.Ainsi, on effectue en premier lieu une intégration par parties sur un segment, puis on passe à la limite lorsqueles quantités obtenues sont convergentes.
 Exemple 9. Convergence et calcul de l’intégrale» 8
 0
 ?t
 p1 tq2dt.
 IV.3 Convergence en moyenne, en moyenne quadratique
 Soit I un intervalle non trivial de R.
 Définition-Proposition 6. L’ensemble L1pIq des fonctions continues intégrables sur I à valeurs com-plexes est un sous-espace vectoriel de CpIq.L’application N1 : L1pIq ÝÑ R définie par :
 N1pfq »I|f |
 est une norme sur L1pIq appelée norme de la convergence en moyenne.
 Définition 7. On dit que f : I ÝÑ C continue par morceaux est de carré intégrable si la fonction positive|f |2 est intégrable sur I.
 Définition-Proposition 8. L’ensemble L2pIq des fonctions continues de carré intégrable sur I à valeurscomplexes est un sous-espace vectoriel de CpIq.
 Proposition 16. Le produit de deux fonctions de carré intégrable sur I est une fonction intégrable sur I.
 Théorème 6. L’application p | q définie par :
 @ f, g P L2pIq pf | gq »Ifg
 est un produit scalaire sur l’espace L2pIq.La norme associée N2, définie par :
 @ f P L2pIq, N2pfq »
 I|f |2
 12
 est appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.
 Corollaire 5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). On a :
 @ f, g P L2pIq, |pf | gq| ¤ N1pfgq ¤ N2pfqN2pgq
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 soit encore »Ifg
 ¤»I|fg| ¤
 »I|f |2
 12 »I|g|2
 12.
 Remarque 15. L’ensemble des fonctions continues par morceaux de carré intégrable sur I est aussi un espacevectoriel. L’application p | q est dans ce cas une forme sesquilinéaire hermitienne non définie. Toutefois,l’inégalité de Cauchy-Schwarz persiste.
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 Travaux DirigésIntégration sur un intervalle quelconque
 Exercice 1Déterminer la nature des intégrales suivantes :
 1.» 1
 0
 dt
 p1 tq?t ,
 2.» 1
 0
 lnpt t2qp1 tq2 dt,
 3.» 8
 0ln t et dt,
 4.» 8
 1
 dt
 tapt 1qbdt, pa, bq P R2
 5.» 8
 0sin
 1
 t2
 dt,
 6.» 8
 0
 lnp1 taqtb
 dt, pa, bq P R2.
 Exercice 2Soient a, b ¡ 0. On considère l’intégrale Ipa, bq
 » 8
 8
 dx
 px2 a2qpx2 b2q .1. Montrer que l’intégrale Ipa, bq est convergente.2. Calculer Ipa, bq pour a b.3. Calculer Ipa, aq. Indication : on pourra intégrer par parties.
 Exercice 3Existence et calcul des intégrales suivantes :
 1.» 8
 0
 x arctanx
 px2 1q2 dx, 2.» 8
 0
 dx
 pex1qpex1q .
 Exercice 4
 Pour α ¡ 0, on considère la fonction définie sur r1,8r par fαptq eit
 tα.
 1. Pour quelles valeurs de α la fonction fα est-elle intégrable sur r1,8r.2. Montrer que pour 0 α ¤ 1, l’intégrale
 » 8
 1fαptqdt est convergente.
 Exercice 5On considère les intégrales :
 I » π2
 0lnpsin tqdt et J
 » π20
 lnpcos tqdt.
 1. Montrer que les intégrales I et J sont convergentes et vérifient I J .2. En considérant I J , calculer I et J .
 Exercice 61. Pour α ¡ 1, donner un équivalent simple de Rn
 8
 kn1
 1
 kα.
 2. Montrer quen
 k2
 1
 k ln k lnplnnq.
 Exercice 7Soit f : r0,8rÝÑ R définie par fpxq eErxs.Montrer que f est intégrable sur r0,8r et calculer son intégrale.
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 Exercice 8Soient pα, βq P R2, pour tout x P s0, 1r, on pose fα,βpxq xα| lnx|β .
 1. Pour quelles valeurs de pα, βq la fonction fα,β est-elle intégrable sur s0, 1r ?
 2. Calculer» 1
 0fα,βptqdt lorsque β P N.
 Exercice 9On considère l’intégrale généralisée
 I » π2
 0cos t lnptan tqdt.
 1. En effectuant un changement de variables, montrer que I est absolument convergente si et seulementsi l’intégrale suivante l’est : » 1
 0ln
 t?
 1 t2
 dt.
 2. En déduire la valeur de I.
 Exercice 101. Soit f : r0,8rÝÑ K intégrable et qui admet une limite l en 8. Montrer que nécessairement l 0.
 2. Construire une fonction f : r0,8rÝÑ r0,8r intégrable et qui n’admet pas de limite nulle en 8.
 Exercice 11
 On souhaite calculer l’intégrale semi-convergente» 8
 0
 sinx
 xdx.
 1. Soit f P C1
 0,π
 2
 ,R
 . Montrer que : lim
 nÑ8
 » π20
 fptq sinpntqdt 0.
 2. On pose ϕpxq 1
 x 1
 sinx. Montrer que ϕ est de classe C1 sur
 0,π
 2
 .
 3. Pour n P N, on pose Jn » π2
 0
 sinpp2n 1qtqsin t
 dt.
 (a) Montrer que Jn est bien définie.
 (b) Calculer Jn pour tout n P N. Indication : on pourra calculer Jn1 Jn.
 4. Montrer que» 8
 0
 sinx
 xdx π
 2. Indication : Comparer Jn et Kn
 » π20
 sinpp2n 1qtqt
 dt.
 Exercice 12Soit f : R ÝÑ R une fonction de classe C1 telle que les fonctions x ÞÝÑ xfpxq et f 1 sont de carré intégrablesur r0,8r.
 1. Montrer que f est de carré intégrable sur r0,8r.2. Montrer que : » 8
 0f2ptqdt
 2
 ¤ 4
 » 8
 0t2f2ptqdt
 » 8
 0pf 1ptqq2dt
 .
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Intégrales dépendant d’un paramètre
 I Intégration d’une suite ou série de fonctions
 I.1 Théorème de convergence dominée
 Théorème 1 (Théorème de convergence dominée). Soit pfnqnPN une suite de fonctions définies sur unintervalle I de R et à valeurs dans K telle que :(i) pour tout n P N, la fonction fn est continue par morceaux,(ii) la suite de fonctions pfnqnPN converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux,(iii) il existe ϕ : I ÝÑ R une fonction continue par morceaux intégrable sur I telle que :
 @ n P N, @ x P I, |fnpxq| ¤ ϕpxq.Alors, la fonction f est intégrable sur I et»
 If lim
 nÑ8
 »Ifn.
 Remarques 1. Ce théorème permet d’intervertir les symboles limite et intégrale dans un cadre plus général que le cas
 déjà étudié d’une suite de fonctions continues sur un segment ra, bs et qui converge uniformément surra, bs.
 L’hypothèse de domination (iii) assure que pour tout n P N, les fonctions fn sont intégrables. L’hypothèse de domination (iii) est indispensable. fn : r0, 1s ÝÑ R définie par fnpxq nxn1.
 Exemples 1.1. fn : r0, 1s ÝÑ R définie par fnpxq xn,
 2. fn : r0,8r ÝÑ R définie par fnpxq exn
 1 x2.
 I.2 Intégration terme à terme d’une série de fonctions
 Remarque 2. On peut obtenir un premier résultat d’intégration terme à terme d’une série de fonctions°fn
 sur un intervalle I de R en appliquant le théorème de convergence dominée à la suite des sommes partiellespSnqnPN.
 Exemple 2. fn : s0,8r ÝÑ R définie par fnpxq p1qn1 n2x2
 .
 Théorème 2 (Intégration terme à terme sur un intervalle quelconque). Soit pfnqnPN une suite de fonctionsdéfinies sur un intervalle I de R et à valeurs dans K telle que :(i) pour tout n P N, la fonction fn est continue par morceaux et intégrable sur I,(ii) la série de fonctions
 °fn converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur
 I,(iii) la série numérique
 °³I |fn| est convergente.
 Alors la fonction f est intégrable sur I et on a :»If
 ¸nPN
 »Ifn
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 Remarques 3. Ce théorème permet d’intervertir les symboles somme et intégrale dans un cadre plus général que le
 cas déjà étudié d’une série de fonctions continues sur un segment ra, bs et qui converge uniformémentsur ra, bs.
 L’hypothèse de convergence de la série numérique°³
 I |fn| est importante. La convergence de la sérienumérique
 °³I fn n’est pas suffisante.
 Exemples 3.» 8
 0
 t
 et1dt
 8
 n1
 1
 n2.
 Remarque 4. Comme le montre l’Exemple 3, l’hypothèse de convergence de la série numérique°³
 I |fn| n’esttoutefois pas une condition nécessaire.Pour s’assurer que l’on peut quand même intégrer terme à terme, on pourra dans certains cas montrer que
 limnÑ8
 »IRnptqdt 0,
 où Rn est le reste d’ordre n de la série de fonctions°fn.
 II Fonctions définies par une intégrale
 II.1 Intégrales sur un intervalle quelconque
 Soient A et I deux intervalles de R.
 Théorème 3 (Continuité sous le signe intégrale). Soit f : A I ÝÑ K une fonction telle que :
 (i) pour tout t P I, la fonction x ÞÝÑ fpx, tq est continue sur A,
 (ii) pour tout x P A, la fonction t ÞÝÑ fpx, tq est continue par morceaux et intégrable sur I,
 (iii) il existe une fonction ϕ : I ÝÑ R continue par morceaux et intégrable sur I telle que :
 @ px, tq P A I, |fpx, tq| ¤ ϕptq.
 Alors la fonction F : x P A ÞÝÑ»Ifpx, tqdt est continue sur A.
 Remarque 5. Les hypothèses sont redondantes dans la mesure où l’intégrabilité des fonctions t ÞÝÑ fpx, tq pour toutx P A, est également une conséquence de la domination (iii).
 On peut remplacer les conditions (i) et (ii) par la condition plus "forte" : f est continue sur A I.
 Exemple 4. F pxq » 8
 0et
 2cospxtqdt.
 Corollaire 1. Soit f : A I ÝÑ K une fonction telle que :
 (i) pour tout t P I, la fonction x ÞÝÑ fpx, tq est continue sur A,
 (ii) pour tout x P A, la fonction t ÞÝÑ fpx, tq est continue par morceaux et intégrable sur I,
 (iii) pour tout segment K A, il existe une fonction ϕ : I ÝÑ R continue par morceaux et intégrable surI telle que :
 @ px, tq P K I, |fpx, tq| ¤ ϕptq.
 Alors la fonction F : x P A ÞÝÑ»Ifpx, tqdt est continue sur A.
 Exemple 5. F pxq » 8
 0
 ext?t 1
 dt.
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 Théorème 4 (Dérivabilité sous le signe intégrale). Soit f : A I ÝÑ K une fonction telle queBfBx existe
 et vérifiant :
 (i) pour tout t P I, la fonction x ÞÝÑ BfBx px, tq est continue sur A,
 (ii) pour tout x P A, les fonctions t ÞÝÑ fpx, tq et t ÞÝÑ BfBx px, tq sont continues par morceaux et intégrables
 sur I,(iii) il existe une fonction ϕ : I ÝÑ R continue par morceaux et intégrable sur I telle que :
 @ px, tq P A I,
 BfBx px, tq ¤ ϕptq.
 Alors la fonction F : x P A ÞÝÑ»Ifpx, tqdt est de classe C1 sur A, et on a (Formule de Leibniz) :
 @ x P A, F 1pxq »I
 BfBx px, tqdt.
 Remarque 6. Les hypothèses sont redondantes dans la mesure où l’intégrabilité des fonctions t ÞÝÑ BfBx pour
 tout x P A, est également une conséquence de la domination (iii).
 Exemple 6. F pxq » 8
 0et
 2cospxtqdt.
 Corollaire 2 (Dérivabilité sous le signe intégrale). Soit f : A I ÝÑ K une fonction telle queBfBx existe
 et vérifiant :
 (i) pour tout t P I, la fonction x ÞÝÑ BfBx px, tq est continue sur A,
 (ii) pour tout x P A, les fonctions t ÞÝÑ fpx, tq et t ÞÝÑ BfBx px, tq sont continues par morceaux et intégrables
 sur I,(iii) pour tout segment K A, il existe une fonction ϕ : I ÝÑ R continue par morceaux et intégrable sur
 I telle que :
 @ px, tq P K I,
 BfBx px, tq ¤ ϕptq.
 Alors la fonction F : x P A ÞÝÑ»Ifpx, tqdt est de classe C1 sur A, et on a (Formule de Leibniz) :
 @ x P A, F 1pxq »I
 BfBx px, tqdt.
 Corollaire 3. Soient n P N et f : A I ÝÑ K une fonction telle queBkfBxk existe pour tout k P t1, . . . , nu
 et vérifiant :
 (i) pour tout t P I, la fonction x ÞÝÑ BnfBxn px, tq est continue sur A,
 (ii) pour tout x P A et pour tout k P t0, . . . , nu, les fonctions t ÞÝÑ BkfBxk px, tq sont continues par morceaux
 et intégrables sur I,(iii) il existe une fonction ϕ : I ÝÑ R continue par morceaux et intégrable sur I telle que :
 @ px, tq P A I,
 BnfBxn px, tq ¤ ϕptq.
 Alors la fonction F : x P A ÞÝÑ» bafpx, tqdt est de classe Cn sur A, et on a :
 @ k P t1, . . . , nu, @ x P A, F pkqpxq »I
 BkfBxk px, tqdt.
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 Remarque 7. On dispose d’un énoncé analogue en remplaçant l’hypothèse de domination (iii) par une hypo-thèse de domination sur tout compact K A.
 II.2 Cas particulier : intégrales sur un segment
 Soient A un intervalle de R et a, b P R tels que a b.
 Proposition 1 (Continuité sous le signe intégrale). Soit f : A ra, bs ÝÑ K une fonction continue surA ra, bs.Alors la fonction F définie par F : x P A ÞÝÑ
 » bafpx, tqdt est continue sur A.
 Proposition 2 (Dérivabilité sous le signe intégrale). Soit f : A ra, bs ÝÑ K une fonction telle que :
 (i) f est continue sur A ra, bs,(ii) f admet une dérivée partielle
 BfBx continue sur A ra, bs,
 Alors la fonction F définie par F : x P A ÞÝÑ» bafpx, tqdt est de classe C1 sur A et on a :
 @ x P A, F 1pxq » ba
 BfBx px, tqdt.
 Remarque 8. On peut remplacer la condition (ii) par la condition plus "forte" : f est de classe C1 sur Ara, bs.
 Proposition 3. Soient n P N et f : A ra, bs ÝÑ K une fonction de classe Cn sur A ra, bs.Alors la fonction F définie par F : x P A ÞÝÑ
 » bafpx, tqdt est de classe Cn sur A et on a :
 @ k P t1, . . . , nu, @ x P A, F pkqpxq » ba
 BkfBxk px, tqdt.
 II.3 Exemple : la fonction Γ
 Définition-Proposition 1. Pour tout réel x strictement positif, on pose :
 Γpxq » 8
 0tx1 et dt.
 Proposition 4. On a les résultats suivants :1. @ x ¡ 0, Γpx 1q xΓpxq.2. @ n P N, Γpn 1q n!.
 3. Γ
 1
 2
 2
 » 8
 0et
 2dt ?
 π.
 Théorème 5. La fonction Γ est de classe C8 sur R et on a :
 @ k P N, @ x P R, Γpkqpxq
 » 8
 0pln tqktx1 et dt.
 Corollaire 4. La fonction Γ est convexe.
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 Travaux DirigésIntégrales dépendant d’un paramètre
 Exercice 1Déterminer les limites quand n tend vers 8 des intégrales suivantes :
 1.» 8
 0
 dt
 p1 t4qn , 2.» 8
 0
 1 x
 n
 ne2x dx.
 Exercice 2
 Déterminer un équivalent quand n tend vers 8 de» 8
 0
 ent
 1 t2dt.
 Exercice 3
 Pour tout p P N, on pose : Ip » π2
 0sinp xdx.
 1. Montrer que pour tout n P N, on a : I2n1 1?n
 » ?n
 0
 1 t2
 n
 ndt.
 2. Montrer que : limnÑ8
 » ?n
 0
 1 t2
 n
 ndt
 » 8
 0et
 2dt.
 3. Sachant que Ip 8c
 π
 2p, retrouver la valeur de l’intégrale
 » 8
 0et
 2dt.
 Exercice 4
 Pour n P N, on pose In » 8
 0ex
 ndx.
 1. Montrer que l’intégrale In est bien définie pour tout n P N.2. Déterminer lim
 nÑ8In.
 3. Déterminer un équivalent simple de In quand n tend vers 8.Indication : on pourra effectuer le changement de variable t xn.
 Exercice 5
 Étant donnée f : r0, 1s ÝÑ R une fonction continue, on pose In » 1
 0n2x enx fpxqdx. Calculer lim
 nÑ8In.
 Exercice 6
 Pour x ¡ 1, on définit F : r1,8r ÝÑ R par F ptq et
 x t.
 1. Montrer que F est intégrable sur r1,8r.On définit alors une fonction f sur s 1,8r en posant fpxq
 » 8
 1
 et
 x tdt.
 2. Montrer que f admet un développement en série entière en 0 de la forme :
 @ x P s 1, 1r, fpxq 8
 n0
 anxn
 et expliciter les coefficients an à l’aide des intégrales» 8
 1
 et
 tpdt.
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 Exercice 7
 Soient Γpxq » 8
 0tx1etdt et ζpxq
 8
 n1
 1
 nx.
 1. Trouver les domaines de définition des fonctions Γ et ζ.
 2. Montrer que :
 @ x ¡ 1,
 » 8
 0
 tx1
 et1dt Γpxqζpxq.
 Exercice 8
 Soit I » 1
 0
 lnx lnp1 x2qx2
 dx.
 1. Justifier l’existence de I.
 2. Exprimer I sous forme d’une somme d’une série numérique.
 Exercice 9
 Soit fpxq » 8
 0
 et?t
 eixt dt.
 1. Montrer que f est définie et de classe C1 sur R.2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f et en déduire une expression simple de f .
 Exercice 10
 Soit fpxq » 1
 0
 t 1
 ln ttxdt.
 1. Montrer que f est définie sur s 1,8r.2. Montrer que f est dérivable et calculer f 1.
 3. Calculer limxÑ8fpxq et en déduire une expression simple de f .
 Exercice 11
 On considère la fonction f définie par fpxq » 1
 0
 ax t3.
 1. Donner le domaine de définition A de f .
 2. Montrer que f est de classe C2 sur A et calculer f 1 et f2.
 3. En déduire que f est croissante et concave.
 4. Calculer fp0q.5. Soit x Ps0, 1r, en remarquant que x13 1, montrer que l’on a : f 1pxq ¥ 1
 2?
 2x16 .
 En déduire la limite en 0 de f 1.
 6. En utilisant un encadrement de f , montrer que fpxq 8?x.
 7. Donner la représentation graphique de f .
 Exercice 121. Montrer que pour tout x ¡ 0, on a :» 8
 0
 arctanpxtq1 t2
 dt » x
 0
 ln t
 t2 1dt.
 Indication : on pourra montrer que deux fonctions de la variable x ont la même dérivée sur R.
 2. En déduire la valeur de» 8
 0
 ln t
 t2 1dt.
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Espaces euclidiens
 Soit E un espace euclidien de dimension n P N.
 I Adjoint d’un endomorphisme
 I.1 Isomorphisme de E sur E
 Proposition 1. Pour tout a P E, l’application ϕa : x P E ÞÝÑ pa | xq est une forme linéaire sur E.
 Théorème 1. L’application est un ismorphisme de E sur son dual E.θ : E ÝÑ E
 a ÞÝÑ ϕa
 Corollaire 1. Soit ϕ P E une forme linéaire sur E, alors il existe un unique a P E tel que :
 @ x P E, ϕpxq pa | xq.
 I.2 Adjoint d’un endomorphisme
 Définition-Proposition 1. Soit f un endomorphisme de E, alors il existe un unique endomorphisme deE, noté f, tel que :
 @ px, yq P E2, pfpxq | yq px | fpyqq.L’endomorphisme f est appelée adjoint de f .
 Exercice 1. Soient A,B P MnpRq et f l’endomorphisme de MnpRq défini par fpMq AMB pour toutematrice M . Déterminer l’adjoint de f .
 Proposition 2. L’application f ÞÝÑ f est un endomorphisme de LpEq.
 Propriétés 1.
 1. Pour tout f P LpEq, on a pfq f .
 2. Pour tous f, g P LpEq, on a pg fq f g.3. Si f est un automorphisme, alors f est un automorphisme et pf1q pfq1.
 Proposition 3. Soit f P LpEq, on a :
 Ker f pIm fqK et Im f pKer fqK.En particulier, rg f rg f.
 Proposition 4. Soient f P LpEq et F un sous-espace vectoriel de E. Alors, on a :
 F est stable par f ðñ FK est stable par f.
 Proposition 5. Soient f P LpEq et B une base orthonormale de E. Si A MatB f , alors MatB f tA.
 Corollaire 2. Soit f P LpEq, on a :
 tr f tr f et det f det f.
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 I.3 Endomorphismes autoadjoints
 Définition 2. Un endomorphisme f d’un espace euclidien E est dit autoadjoint ou symétrique si f f .
 Exemple 1. Soit f P LpEq, les endomorphismes f f, f f et f f sont autoadjoints.
 Proposition 6. Soit f un endomorphisme de E, on a équivalence entre :(i) f est autoadjoint,
 (ii) la matrice de f dans une base orthonormale est symétrique,
 (iii) la matrice de f dans toute base orthonormale est symétrique.
 Proposition 7. L’ensemble SpEq des endomorphismes autoadjoints est un sous-espace vectoriel de LpEqde dimension :
 dimSpEq npn 1q2
 .
 Proposition 8. Un projecteur est orthogonal si et seulement s’il est autoadjoint.
 II Automorphismes orthogonaux
 II.1 Automorphismes orthogonaux
 Définition-Proposition 3. On appelle endomorphisme orthogonal tout endomorphisme f d’un espaceeuclidien E qui conserve le produit scalaire :
 @ px, yq P E2, pfpxq | fpyqq px | yq.
 Proposition 9. Un endomorphisme f de E est orthogonal s’il conserve la norme :
 @ x P E, fpxq x.
 Proposition 10. Tout endomorphisme orthogonal est un automorphisme.
 Proposition 11. Soit f un endomorphisme de E, on a équivalence entre :(i) f est orthogonal,
 (ii) f f idE,
 (iii) f f idE,
 (iv) f transforme une base orthonormale en une base orthonormale,
 (v) f transforme toute base orthonormale en une base orthonormale,
 Corollaire 3. Soit f un automorphisme orthogonal de E, alors det f 1 ou 1.
 Proposition 12. Soit f un automorphisme orthogonal de E, alors Sppfq t1, 1u.
 II.2 Matrices orthogonales
 Définition 4. Soit M P MnpRq, on dit que M est une matrice orthogonale si l’endomorphisme qui luiest canoniquement associé est orthogonal.
 Proposition 13. Soit M PMnpRq, on a équivalence entre :(i) M est orthogonale,
 (ii) tMM In,
 (iii) M tM In,
 (iv) M est inversible et M1 tM ,
 (v) les vecteurs colonnes de M forment une base orthonormale,
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 (vi) M est la matrice de passage d’une base orthonormale à une autre base orthonormale.
 Corollaire 4. Soit M PMnpRq une matrice orthogonale, alors detM 1 ou 1.
 Proposition 14. Soit f un endomorphisme de E, on a équivalence entre :(i) f est orthogonal,
 (ii) la matrice de f dans une base orthonormale est orthogonale,
 (iii) la matrice de f dans toute base orthonormale est orthogonale.
 II.3 Groupe orthogonal
 Définition-Proposition 5. L’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est un sous-groupe de GLpEqappelé groupe orthogonal et noté OpEq.
 Définition 6. Un automorphisme orthogonal de déterminant 1 est appelé une rotation. L’ensemble desrotations de E est un sous-groupe de OpEq appelé groupe spécial orthogonal de E et noté SOpEq.
 Définition-Proposition 7. L’ensemble des matrices orthogonales de MnpRq est un sous-groupe de GLnpRqappelé groupe orthogonal et noté OnpRq.L’ensemble des matrices orthogonales de MnpRq de déterminant 1 est un sous-groupe de OnpRq appelégroupe spécial orthogonal et noté SOnpRq.
 Proposition 15. Soit B une base orthonormale de E, l’application
 f P OpEq ÞÝÑ MatB f P OnpRqest un isomorphisme de groupes.
 II.4 Symétries orthogonales
 Définition 8. Soit F un sous-espace vectoriel de E, on appelle symétrie orthogonale par rapport à Fnotée sF , la symétrie par rapport à F parallèlement à FK.
 Définition 9. On appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan.
 Remarque 1. On a : sF pF pFK 2pF idE idE 2pFK .
 Proposition 16. Toute symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal.
 Remarque 2. Attention : un projecteur orthogonal n’est en général pas un automorphisme orthogonal.
 Exemples 2. La symétrie orthogonale par rapport à la droite D Ra est définie par :
 @ x P E, sDpxq 2pa | xqa2 a x.
 Soit H un hyperplan d’un espace euclidien E tel que la droite HK est dirigée par le vecteur a. Laréflexion par rapport à H est définie par :
 @ x P E, sHpxq x 2pa | xqa2 a
 Proposition 17.1. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et sF la symétrie orthogonale par rapport à F .
 Alors, on a det sF p1qnp.2. En particulier, toute réflexion est de déterminant 1.
 Proposition 18. Une symétrie est orthogonale si et seulement si elle est autoadjointe.
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 III Réduction des endomorphismes autoadjoints
 III.1 Théorème spectral
 Proposition 19. Les sous-espaces propres d’un endomorphisme autoadjoint sont en somme directe ortho-gonale.
 Proposition 20. Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme autoadjoint est scindé sur R.
 Théorème 2 (Théorème spectral). Soit f un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E. Alors,E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f . En particulier, f est diagonalisable dans unebase orthonormale.
 III.2 Théorème spectral - version matricielle
 Proposition 21. Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont en somme directe ortho-gonale.
 Proposition 22. Le polynôme caractéristique d’une matrice symétrique réelle est scindé sur R.
 Théorème 3 (Théorème spectral). Soit A P MnpRq une matrice symétrique réelle. Alors, il existe unematrice Ω P OnpRq et une matrice diagonale D PMnpRq diagonale telles que :
 tΩAΩ Ω1AΩ D.
 IV Endomorphismes autoadjoints et formes bilinéaires symétriques
 IV.1 Ecriture matricielle
 Définition 10. Soient B pe1, . . . , enq une base de E, ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E et q saforme quadratique associée. La matrice A PMnpRq définie par :
 @ i, j P t1, . . . , nu, ai,j ϕpei, ejqest appelée la matrice dans B associée à ϕ ou q.
 Remarque 3. Si x et y sont deux vecteurs de E, X et Y les colonnes de leurs coordonnées dans B, alors ona :
 ϕpx, yq tXAY et qpxq tXAX.
 Exemple 3. Matrice et forme bilinéaire symétrique associées à la forme quadratique définie par :
 qpx, y, zq 2x2 y2 3z2 4xy.
 Proposition 23. Soient ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E, B et C deux bases de E. On note B etC les matrices associées à ϕ dans les bases B et C et P la matrice de passage de B à C. Alors, on a :
 C tPBP.
 IV.2 Endomorphisme autoadjoint associé à une forme bilinéaire symétrique
 Proposition 24. Soit f un endomorphisme autoadjoint de E. L’application ϕf : px, yq ÞÝÑ pfpxq | yq est une forme bilinéaire symétrique sur E. L’application qf : x ÞÝÑ pfpxq | xq est la forme quadratique associée à ϕf .
 Théorème 4. L’application f ÞÝÑ ϕf (resp. f ÞÝÑ qf ) est un isomorphisme de l’espace des endomor-phismes autoadjoints sur l’espace S2pEq (resp. QpEq).On dit que f est l’endomorphisme autoadjoint associé à ϕf ou qf .
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 Corollaire 5. Soient f un endomorphisme autoadjoint de E et B une base orthonormale de E.Alors MatB f est la matrice dans B associée à ϕf et qf .
 Définition 11. Soit f un endomorphisme autoadjoint de E. On dit que f est positif si la forme quadratique qf est positive, c’est-à-dire :
 @ x P E, pfpxq | xq ¥ 0.
 On dit que f est défini positif si la forme quadratique qf est définie positive, c’est-à-dire :
 @ x P Ezt0u, pfpxq | xq ¡ 0.
 Exemples 4. Si f est un endomorphisme de E, alors f f et f f sont des endomorphismes positifs. Si f est un automorphisme de E, alors f f et f f sont des endomorphismes définis positifs.
 Définition 12. Soit S PMnpRq une matrice symétrique réelle . On dit que S est positive si @X PMn,1pRq, tXSX ¥ 0.On note Sn pRq l’ensemble des matrices symétriques réelles positives de taille n.
 On dit que S est définie positive si @X PMn,1pRq, tXSX ¡ 0.On note Sn pRq l’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives de taille n.
 Exemples 5. Si S PMnpRq, alors tSS et StS sont des matrices symétriques positives. Si S P GLnpRq, alors tSS et StS sont des matrices symétriques définies positives.
 IV.3 Réduction d’une forme bilinéaire symétrique
 Proposition 25. Soit f un endomorphisme autoadjoint de E. f est positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
 f est défini positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.
 Proposition 26. Soit S PMnpRq une matrice symétrique. S est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
 S est défini positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.
 Théorème 5. Soient ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E et f l’endomorphisme autoadjoint qui luiest associé. Alors toute base orthonormale de vecteurs propres de f est une base de réduction de ϕ.
 V Automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien de dimension 2 ou 3
 V.1 Espace euclidien de dimension 2
 Théorème 6. Soit B pe1, e2q une base orthonormale directe.
 Tout automorphisme f P SOpEq est une rotation vectorielle d’angle θ P R et on a :
 MatB f
 cos θ sin θsin θ cos θ
 .
 Tout automorphisme f P OpEqzSOpEq est une symétrie orthogonale par rapport à une droite D eton a :
 MatB f
 cos θ sin θsin θ cos θ
 où θ P R est tel que a cosθ
 2e1 sin
 θ
 2e2 est un vecteur directeur de la droite D.
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 Proposition 27. Soient B une base orthonormale directe et f la rotation vectorielle d’angle θ, alors pourtout vecteur unitaire u, on a :
 cos θ pu | fpuqq et sin θ detBpu, fpuqq.
 V.2 Espace euclidien de dimension 3
 Proposition 28. Soit f P OpEq, la classification se fait en étudiant le sous-espace vectoriel I Kerpf idEq des vecteurs invariants :
 Si dim I 3 : f idE,
 Si dim I 2 : f est la symétrie orthogonale par rapport au plan I,
 Si dim I 1 : f est une rotation d’axe I différente de l’identité,
 Si dim I 0 : f est la composée commutative d’une rotation d’axe D dirigé par un vecteur a et de lasymétrie orthogonale par rapport au plan orthogonal à a (cf TD).
 Corollaire 6. SOpEq est composé de l’identité idE et des rotations d’axe D, droite vectorielle de E.
 Théorème 7. Soit f la rotation d’axe D orienté par le vecteur unitaire a et d’angle θ.
 1. La matrice de f dans une base orthonormale directe de E de la forme B pe1, e2, aq est :
 MatB f cos θ sin θ 0
 sin θ cos θ 00 0 1
 .
 2. Pour tout x P E, on afpxq pDpxq cos θ pDKpxq sin θpa^ xq,
 soit encore :fpxq pcos θqx px | aqpcos θqa psin θqpa^ xq.
 3. Le réel θ est tel que :
 tr f 2 cos θ 1,
 sin θ est du signe de detBpu, fpuq, aq pour tout vecteur u n’appartenant pas à l’axe et toute baseorthonormale directe B.
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 Travaux DirigésEspaces euclidiens
 Exercice 1Soit A pai,jq P OnpRq. Montrer que l’on a :
 ¸1¤i,j¤n
 |ai,j | ¤ n?n et
 ¸
 1¤i,j¤nai,j
 ¤ n.
 Exercice 2Soit E un espace euclidien. On munit LpEq de la norme subordonnée à la norme euclidienne de E :
 @ f P LpEq, f supx1
 upxq.
 Montrer que l’on a u u.
 Exercice 3Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des endomorphismes de R3 euclidien muni de sonorientation usuelle dont les matrices dans la base canonique sont :
 A 1
 3
 2 1 22 2 11 2 2
 et B
 0 1 0
 1 0 00 0 1
 .
 Exercice 4
 Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation r d’axe orienté par a 1
 3p1, 2, 2q et d’angle π
 2.
 Exercice 5Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et f un élément de OpEq différent de idE et tel queKerpf idEq t0u.
 1. Montrer que 1 est valeur propre de f et que dim Kerpf idEq 1.2. Soit a est un vecteur unitaire dirigeant la droite Kerpf idEq. Montrer qu’il existe un réel θ défini
 modulo 2π tel que dans toute base orthonormale directe de la forme pu, v, aq la matrice de f est égale à :cos θ sin θ 0
 sin θ cos θ 00 0 1
 .
 Exercice 6Déterminer les automorphismes orthogonaux diagonalisables d’un espace euclidien E.
 Exercice 7Soit E un espace euclidien de dimension n ¥ 1. Un endomorphisme f de E est dit antisymétrique si f f .
 1. (a) Montrer que f est antisymétrique si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale estantisymétrique.
 (b) En déduire que les endomorphismes antisymétriques de E forment un sous-espace vectoriel deLpEq dont on déterminera la dimension.
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 2. Soit f un endomorphisme antisymétrique.
 (a) Montrer que pour tout x P E, les vecteurs x et fpxq sont orthogonaux. En déduire que 0 est laseule valeur propre éventuelle de f .
 (b) Montrer que E Ker fK` Im f .
 (c) En déduire que le rang de f est pair.
 Exercice 8Soit S P SnpRq, montrer que l’on a :
 infXPMn,1 zt0u
 tXSXtXX
 minpSpSq et supXPMn,1 zt0u
 tXSXtXX
 maxpSpSq
 Exercice 9En utilisant le produit scalaire canonique de MnpRq, montrer que si A et B sont deux matrices symétriquespositives de MnpRq, alors :
 trpABq ¤ trA trB.
 Exercice 10 (Décomposition de Cholesky)1. Soit A PMnpRq, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
 (i) A P Sn pRq,(ii) il existe B PMnpRq telle que A tBB.
 2. Soit M P GLnpRq, montrer qu’il existe P P OnpRq et T triangulaire supérieure telles que : M PT .
 3. Soit S P Sn pRq, déduire des questions précédentes qu’il existe T triangulaire supérieure telle que :S tTT .
 Exercice 11 (Racine carrée d’une matrice de Sn pRq)Soit S P Sn pRq.
 1. Montrer qu’il existe une matrice R P Sn pRq telle que S R2.
 2. La racine carrée R est-elle unique ?
 Exercice 12 (Décomposition polaire)On considère une matrice M P GLnpRq.
 1. Montrer qu’il existe S P Sn pRq telle que tMM S2.
 2. On pose U MS1. Montrer que U P OnpRq.3. Montrer que M se décompose de manière unique sous la forme :
 M US, U P OnpRq, S P Sn pRq.
 Exercice 13Soit A PMnpRq telle que AtA tAA. On suppose qu’il existe p P N tel que Ap 0.Montrer que S tAA est nulle et en déduire que A 0.
 Exercice 14Soient E un espace euclidien rapporté à une base orthonormale pe1, e2, e3q et q la forme quadratique sur Edéfinie par :
 qpx1e1 x2e2 x3e3q 4x21 7x2
 2 4x23 4x1x2 2x1x3 4x2x3.
 Déterminer un base orthonormale de E dans la laquelle la forme quadratique est réduite.
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Équations différentielles
 Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
 I Équations différentielles linéaires d’ordre 1
 Soient F un espace vectoriel normé de dimension n finie sur K et I un intervalle de R.
 I.1 Définition
 Définition 1. Soit a une application continue de I dans LpF q et b une application continue de I dans F .On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 :
 pLq x1 aptq x bptq,où aptq x désigne l’image du vecteur x par l’endomorphisme aptq.On appelle solution sur I de pLq toute application ϕ définie sur I et telle que :
 ϕ P C1pI, F q, pour tout t P I, ϕ1ptq aptq ϕptq bptq.
 Lorsque b est nulle, on parle d’équation différentielle homogène ou sans second membre. L’équation
 pL0q x1 aptq xest ainsi appelée équation différentielle linéaire homogène associée à pLq.
 Écriture matricielle :
 Soit B une base de F , l’équation pLq est équivalente à l’équation matricielle :
 pMq X 1 AptqX Bptq,où Aptq est la matrice de l’endomorphisme aptq dans la base B , X et Bptq sont les vecteurs colonnesreprésentant x et bptq dans la base B.
 Système différentiel linéaire associé :
 L’équation pMq est équivalente au système de n équations différentielles scalaires d’ordre 1 suivant :
 pSq
 $''''&''''%
 x11ptq a11ptqx1ptq a1nptqxnptq b1ptq,x12ptq a21ptqx1ptq a2nptqxnptq b2ptq,
 ...x1nptq an1ptqx1ptq annptqxnptq bnptq,
 où aijptq sont les coefficients de la matrice Aptq, xiptq et biptq les coordonnées des vecteurs X et Bptq.
 I.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz
 Définition 2. Soient t0 P I et x0 P F , on appelle problème de Cauchy pour l’équation pLq et la conditioninitiale pt0, x0q le problème de la recherche des solutions éventuelles de pLq vérifiant la condition ϕpt0q x0.
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 Théorème 1 (Cauchy-Lipschitz). Soient a une application continue de I dans LpF q, b une applicationcontinue de I dans F et pt0, x0q P I F .Alors le problème de Cauchy associé admet une unique solution définie sur l’intervalle I. En d’autres termes,il existe une unique fonction ϕ de classe C1 sur I telle que :#
 ϕ1 aptq ϕ bptqϕpt0q x0.
 I.3 Structure de l’ensemble des solutions de l’équation homogène pL0q
 Théorème 2. Soit a une application continue de I dans LpF q, alors l’ensemble SpL0q des solutions sur Ide l’équation homogène pL0q est un sous-espace vectoriel de C1pIq.De plus, si t0 P I, l’application x ÞÝÑ xpt0q est un isomorphisme de SpL0q dans F .En particulier, on a : dimSpL0q n dimF .
 Définition 3. On appelle système fondamental de solutions de l’équation pL0q toute base de solutionsde l’équation pL0q.
 Définition 4. On appelle wronskien de la famille de solutions pϕ1, . . . , ϕnq de l’équation pL0q, la fonctionW définie de I dans K par :
 @ t P I, W ptq detpϕ1ptq, . . . , ϕnptqq.
 Proposition 1. Soit pϕ1, . . . , ϕnq une famille de solutions de l’équation pL0q, alors les assertions suivantessont équivalentes :(i) pϕ1, . . . , ϕnq est un système fondamental de solutions de l’équation pL0q,(ii) il existe t0 P I tel que W pt0q 0,
 (iii) pour tout t P I, W ptq 0.
 Exercice 1. On considère le système :
 pS0q#x1 2tx y,
 y1 x 2ty.
 Rechercher un système fondamental de solutions de pS0q.
 I.4 Structure de l’ensemble des solutions de l’équation pLq
 Théorème 3. Soient a une application continue de I dans LpF q et b une application continue de I dansF , alors l’ensemble SpLq des solutions sur I de l’équation pLq est un K-espace affine de direction SpL0q.En d’autres termes, la solution générale de pLq est somme d’une solution particulière de pLq et de la solutiongénérale de pL0q.
 Proposition 2 (Principe de superposition). Soient a une application continue de I dans LpF q, b1 et b2deux applications continues de I dans F .Si x1 est une solution sur I de l’équation x1 aptq x b1ptq et x2 est une solution sur I de l’équationx1 aptq x b2ptq, alors x1 x2 est une solution sur I de l’équation x1 aptq x b1ptq b2ptq.
 Théorème 4 (Variation des constantes). Soit pϕ1, . . . , ϕnq un système fondamental de solutions de l’équa-tion pL0q, on recherche les solutions de pLq sous la forme :
 xptq n
 k1
 λkptqϕkptq.
 Alors x est solution de pLq si et seulement si les fonctions λk sont de classe C1 et telles que :
 @ t P I,n
 k1
 λ1kptqϕkptq bptq.

Page 193
                        

Lycée Henri BERGSON - PSI 193
 Exercice 2. On considère le système :
 pSq#x1 2tx y t cos t,
 y1 x 2ty t sin t.
 Résoudre ce système à l’aide de la méthode de variation des constantes.
 II Équations différentielles linéaires à coefficients constants
 On se place dans le cas particulier où l’application t P I ÞÝÑ aptq est constante et égale à a P LpF q. Onconsidère les équations différentielles :
 pL0q x1 a x,pLq x1 a x bptq.
 II.1 Résolution de l’équation pL0q
 Théorème 5. Soient a P LpF q et pt0, x0q P I F , alors l’équation pL0q admet une unique solution sur Rau problème de Cauchy pour la condition initiale pt0, x0q :
 xptq eptt0qa x0.
 Lemme 1. Soient a P LpF q et v un vecteur propre de a associée à la valeur propre α. Alors la fonctionϕ : t P I ÞÝÑ eαt v est solution de pL0q et vérifie ϕp0q v.
 Théorème 6. Soient a P LpF q un endomorphisme diagonalisable, pv1, . . . , vnq une base de vecteurs propresassociés aux valeurs propres α1, . . . , αn. Pour tout k P t1, . . . , nu, on pose ϕk : t P I ÞÝÑ eαkt vk.Alors pϕ1, . . . , ϕnq est un système fondamental de solutions.
 Remarque 1. Dans le cas d’un endomorphisme a diagonalisable, on aura plutôt recours à une base de vecteurspropres qu’au calcul de l’exponentielle.
 II.2 Résolution de l’équation pLq
 La résolution se fait en posant le changement de fonction inconnue (variation de la constante) :
 xptq eta yptq.Ainsi, on a :
 x P SpL0q ðñ y1ptq eta bptq.On trouve finalement :
 @ t P I, xptq eta c
 » tt0
 esa bpsqds
 Remarque 2. La solution au problème de Cauchy pour la condition initiale pt0, x0q P I F est de la forme :
 @ t P I, xptq eptt0qa x0
 » tt0
 esa bpsqds.
 II.3 Systèmes différentiels à coefficients constants
 Écriture matricielle : pM0q X 1 AX,
 pMq X 1 AX Bptq,où A est une matrice carrée constante, X et Bptq des vecteurs colonnes.
 Proposition 3. Étant données deux matrices A PMnpKq et P P GLnpKq, on pose ∆ P1AP . Alors :1. X est solution de pM0q si et seulement si la fonction Y P1X est solution du système
 pN0q Y 1 ∆Y.
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 2. X est solution de pMq si et seulement si la fonction Y P1X est solution du système
 pNq Y 1 ∆Y Cptq,où Cptq P1Bptq.
 Remarque 3. On effectue un changement de base pour se ramener à une matrice semblable à la matrice Aqui est plus simple (diagonale ou triangulaire par exemple).
 Différentes méthodes de résolution :
 cas d’une matrice trigonalisable : le système se résout de proche en proche de manière triangulaire,
 cas d’une matrice diagonalisable : on recherche une base de vecteurs propres afin d’obtenir un systèmefondamental de solutions,
 autre méthode : on calcule l’exponentielle de matrice etA.
 Exercice 3. Résoudre le système différentiel linéaire suivant :
 pS0q
 $'&'%x1 x y
 y1 x 2y z
 z1 x z.
 III Équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1
 On étudie les équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 :
 pE0q aptqx1 bptqx 0,
 pEq aptqx1 bptqx cptq,où a, b et c sont des fonctions continues sur I intervalle de R et à valeurs dans K.
 III.1 La fonction a ne s’annule pas sur I
 Dans ce cas, toute solution est de classe C1.
 Théorème 7. Soient a, b, c : I ÝÑ K des fonctions continues sur I avec a qui ne s’annule pas sur I.
 1. L’ensemble SpE0q des solutions sur I de l’équation homogène pE0q est un espace vectoriel de dimen-sion 1.
 2. L’ensemble SpEq des solutions sur I de l’équation générale pEq est un espace affine de dimension 1 etde direction SpE0q.
 Remarque 4. Comme pour les équations linéaires d’ordre 1, on dispose des résultats suivants :
 la solution générale de pEq est somme d’une solution particulière de pEq et de la solution géné-rale de pE0q.
 existence et unicité de la solution sur I au problème de Cauchy pour la condition initiale pt0, x0q P IK.
 Résolution de l’équation homogène pE0q : La solution générale est :
 @ t P I, xptq C exp
 » tt0
 bpsqapsqds
 , C P K.
 Résolution de l’équation générale pEq : On recherche une solution particulière de pEq par variation dela constante sous la forme :
 x0ptq Cptq exp
 » tt0
 bpsqapsqds
 .
 On trouve alors une expression de C 1ptq qui fournit une solution particulière par primitivation.
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 III.2 La fonction a s’annule sur I en un nombre fini de points
 La méthode est la suivante :
 1. on résout l’équation différentielle sur chaque intervalle sur lequel la fonction a est non nulle,
 2. on essaie de recoller les solutions (recollement dérivable voire de classe C1).
 Remarques 5. Certaines solutions pourront ne pas être de classe C1,
 L’espace des solutions est un sous-espace vectoriel des fonctions dérivables sur I dont la dimensiondépendra de l’équation considérée.
 Exercice 4. Résoudre sur R l’équation différentielle :
 pE0q tx1 3x 0.
 IV Équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2
 On étudie les équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2 :
 pE0q aptqx2 bptqx1 cptqx 0,
 pEq aptqx2 bptqx1 cptqx dptq,où a, b, c et d sont des fonctions continues sur I intervalle de R et à valeurs dans K.On se place dans la cas où a ne s’annule pas sur I. Alors les équations pE0q et pEq peuvent s’écrire :
 pE0q x2 βptqx1 γptqx 0,
 pEq x2 βptqx1 γptqx δptq,
 avec βptq bptqaptq , γptq
 cptqaptq et δptq dptq
 aptq . Dans ce cas, toute solution est de classe C2.
 IV.1 Système différentielle d’ordre 1 associé
 On considère l’équation pEq. En posant yptq x1ptq, les fonctions x et y vérifient le système différentiel :#x1 y,
 y1 γptqx βptqy δptq,qui s’écrit encore matriciellement sous la forme :
 X 1ptq AptqXptq Bptq,avec
 Xptq xptqyptq
 , Aptq
 0 1
 γptq βptq
 et Bptq
 0δptq
 .
 IV.2 Structure de l’ensemble des solutions de l’équation homogène pE0q
 Définition 5. Soit pt0, x0, x10q P IK2, on appelle problème de Cauchy pour l’équation pEq et la condition
 initiale pt0, x0, x10q le problème de la recherche des solutions éventuelles de pEq vérifiant les conditions :
 ϕpt0q x0 et ϕ1pt0q x10.
 Théorème 8 (Cauchy-Lipschitz). Soient β, γ, δ des fonctions continues sur l’intervalle I à valeurs dansK et pt0, x0, x
 10q P I K2.
 Alors le problème de Cauchy pour l’équation pEq admet une unique solution définie sur l’intervalle I.
 Théorème 9. L’ensemble SpE0q des solutions sur I de l’équation homogène pE0q est un espace vectoriel dedimension 2.
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 Remarque 6. En général, on ne sait pas résoudre pE0q.
 Définition 6. On appelle système fondamental de solutions de l’équation pE0q toute base de solutionsde l’équation pE0q.
 Définition 7. On appelle wronskien des solutions pϕ1, ϕ2q de l’équation pE0q, la fonction W définie de Idans K par :
 @ t P I, W ptq detpϕ1ptq, ϕ2ptqq ϕ1ptqϕ12ptq ϕ11ptqϕ2ptq.
 Proposition 4. Soient ϕ1, ϕ2 deux solutions de l’équation pE0q, alors les assertions suivantes sont équi-valentes :
 (i) pϕ1, ϕ2q est un système fondamental de solutions de l’équation pE0q,(ii) il existe t0 P I tel que W pt0q 0,
 (iii) pour tout t P I, W ptq 0.
 IV.3 Structure de l’ensemble des solutions de l’équation pEq
 Théorème 10. L’ensemble SpEq des solutions sur I de l’équation pEq est un K-espace affine de dimension2 et de direction SpE0q.En d’autres termes, la solution générale de pLq est somme d’une solution particulière de pEq et de la solutiongénérale de pE0q.
 Théorème 11 (Variation des constantes). Soit pϕ1, ϕ2q un système fondamental de solutions de l’équationpE0q, on recherche les solutions de pEq sous la forme :
 xptq λ1ptqϕ1ptq λ2ptqϕ2ptq.Alors x est solution de pEq si et seulement si les fonctions λ1 et λ2 sont telles que :#
 λ11ϕ1 λ12ϕ2 0,
 λ11ϕ11 λ12ϕ
 12 δ.
 IV.4 Méthode de Lagrange ou variation de la constante
 On considère l’équationpEq : aptqx2 bptqx1 cptqx dptq
 et on suppose que l’on dispose d’une solution u de l’équation homogène associée pE0q qui ne s’annule passur I. On recherche alors les solutions de pEq sous la forme xptq uptqzptq. On trouve :
 x P SpEq ðñ aptquptqz2 p2aptqu1ptq bptquptqqz1 dptqqui est une équation linéaire scalaire du premier ordre en z1 dont on peut déterminer les solutions. Enprimitivant, on obtient z et x.
 IV.5 Autres méthodes
 On dispose d’autres méthode pour la résolution de l’équation différentielle pEq : changement de variable : il faut trouver un C2-difféomorphisme adapté,
 recherche de solutions développables en série entière.
 Exercice 5. Soit pE0q : tpt 1qy” p3t 1qy1 y 0.
 1. Déterminer les solutions de pE0q développables en série entière au voisinage de 0.
 2. Résoudre pE0q sur R.
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 V Équations différentielles non linéaires
 On étudie les équations différentielles non linéaires de la forme :
 pEq x1 fpt, xq,où f : U ÝÑ R est une fonction de classe C1 d’un ouvert U P R2 à valeurs réelles qui ne dépend paslinéairement de x.
 V.1 Généralités
 Définition 8. On appelle solution de pEq tout couple px, Iq où I est un intervalle de R et x : I ÝÑ R une fonctiondérivable sur I tels que :
 (i) @ t P I, pt, xptqq P U ,(ii) @ t P I, x1ptq fpt, xptqq.
 Une solution px, Iq est dite prolongeable s’il existe une solution py, Jq de E telle que :
 I J et y|I x.
 Une solution px, Iq est dite maximale si elle n’est pas prolongeable.
 Remarque 7. Attention : l’intervalle I dépend dans ce cas de la solution considérée.
 Définition 9. Soit pt0, x0q P U , on appelle problème de Cauchy pour l’équation pEq et la condition initialept0, x0q le problème de la recherche des solutions éventuelles ϕ de pEq vérifiant la condition :
 ϕpt0q x0.
 Théorème 12 (Cauchy-Lipschitz). Soient f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 d’un ouvert U P R2 àvaleurs réelles et pt0, x0q P U .Alors il existe une unique solution maximale pϕ, Iq de pEq satisfaisant à la condition initiale :
 ϕpt0q x0.
 Remarques 8.1. Dans ce cas, on a bien sûr t0 P I.2. Si la fonction nulle est solution de pEq, toute autre solution ne s’annule jamais.
 3. Toute solution au problème de Cauchy est alors la restriction à un sous-intervalle J de I contenant t0de l’unique solution maximale.
 V.2 Équations autonomes
 Définition 10. On appelle équation différentielle autonome toute équation de la forme x1 fpxq avecf : U ÝÑ R une fonction de classe C1 sur U intervalle ouvert de R à valeurs réelles.
 Démarche à suivre :
 1. On recherche les solutions x ÞÝÑ x0 constantes : elles vérifient fpx0q 0.
 2. Si pϕ, Iq est non constante, l’équation s’écrit :ϕ1ptqfpϕptqq 1. Connaissant une primitive F de 1f , on
 trouve :F ϕptq t c, c P R.
 De plus, la fonction 1f étant non nulle sur ϕpIq, F réalise une bijection sur ϕpIq, on en déduit :
 ϕptq F1pt cq.On recherche l’intervalle I qui convient.
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 3. Le théorème de Cauchy-Lipschitz assure qu’on a déterminé toutes les solutions : une solution nonconstante de pEq sera à valeurs dans un sous-intervalle J sur lequel la fonction f est non nulle.
 Remarque 9. Important : Les solutions d’une équation autonome se déduisent par translations les unes desautres. En effet, si x est une solution alors pour tout c P R, t ÞÝÑ xpt cq l’est également.
 Exercice 6. Solutions maximales de l’équation x1 x2 1.
 V.3 Équations à variables séparables
 Définition 11. On dit que l’équation pEq est à variables séparables si elle peut s’écrire sous la forme :
 x1 gpxqhptq,où g : J ÝÑ R et h : K ÝÑ R sont des fonctions continues sur des intervalles J et K de R.
 Démarche à suivre : elle est analogue à la démarche pour les équations autonomes en commençant parrechercher les solutions x ÞÝÑ x0 constantes, c’est-à-dire les solutions de l’équation gpxq 0.
 Exercice 7. Solutions maximales de l’équation tx1 x2 1.
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 Travaux DirigésÉquations différentielles
 Exercice 1Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
 1. xy1 2y x3 lnx, 2. xpx2 1qy1 2y x2.
 Exercice 2Résoudre le système différentiel :
 pSq#x1 x y t
 y1 2x 4y et .
 Exercice 3Résoudre l’équation X 1 AX avec
 1. A 3 1 1
 1 1 14 1 4
 , 2. A
 2 1 0
 1 3 12 3 1
 , 3. A
 12 18 186 9 92 3 3
 .
 Exercice 4
 Soient A
 2 10 2
 et Bptq
 2 cos t5 sin t
 pour tout t P R.
 1. Déterminer un système fondamental de solution du système homogène par résolution directe du systèmetriangulaire.
 2. Retrouver ce résultat en calculant etA.
 3. Déterminer la solution de l’équation X 1 AX Bptq satisfaisant à Xp0q
 11
 .
 Exercice 5Résoudre le système différentiel :
 pS0q#x1 y
 y1 x.
 Exercice 6Résoudre de deux manières différentes l’équation différentielle :
 y2 4y1 4y e2x
 ?x2 1
 .
 1. Par la méthode de variation des constantes.2. En remarquant que x ÞÝÑ e2x est solution de l’équatin homogène.
 Exercice 7
 1. Résoudre l’équation : y2 y 1
 cosx.
 2. Résoudre l’équation : p1 x2q2y2 2xp1 x2qy1 y ?1 x2.
 Indication : on pourra effectuer le changement de fonction inconnue x tan θ.
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 Exercice 8On considère l’équation différentielle pE0q : 2x2y2 3xy1 3y 0.
 1. Rechercher une solution particulière sous forme polynômiale.
 2. Résoudre pE0q sur R et R.
 3. Résoudre pE0q sur R.
 Exercice 9On considère l’équation différentielle :
 pEq 4tx2 2x1 x 0.
 1. Rechercher les solutions de pEq développables en série entière et expliciter les solutions à l’aide defonctions usuelles, en distinguant t ¥ 0 et t ¤ 0.
 2. Résoudre pEq sur R en utilisant la variation de la constante.
 3. Rechercher les solutions de pEq sur R.
 4. Peut-on utiliser la même méthode qu’en 2. pour résoudre pEq sur R ?
 5. Vérifier que l’on peut effectuer le changement de variable u ?t. Résoudre pEq sur R.
 6. Déterminer les solutions de pEq sur R.
 Exercice 10Soient p, q : I ÝÑ R deux fonctions continues, on considère l’équation différentielle :
 pEq x2 pptqx1 qptqx 0.
 1. Montrer que le wronskien W associé à un système fondamental de solutions pϕ1, ϕ2q est solution d’uneéquation différentielle linéaire du premier ordre. En déduire une expression de W à l’aide de p, q etd’une intégrale fonction de sa borne supérieure.
 2. Soit f une solution de pEq. Montrer que si f s’annule aux points d’une suite ptnqnPN d’éléments de Iconvergeant vers l P I, alors f est la fonction identiquement nulle.
 3. On suppose que p 0 et q est intégrable sur R.
 (a) Soit f une solution de pLq à valeurs réelles et bornée sur R. Montrer que :
 limtÑ8 f
 1ptq 0.
 (b) Montrer que pLq admet alors des solutions non bornées sur R.Indication : on pourra utiliser le wronskien d’un système fondamental de solutions.
 Exercice 11On considère l’équation différentielle
 pEq x1 px 1q3pex1q.1. Montrer qu’il existe une unique solution maximale px, Iq telle que xp0q 12.2. Montrer que pour tout t P I, on a : 0 xptq 1.
 3. Montrer que I R. Indication : on pourra raisonner par l’absurde.
 Exercice 12Résoudre l’équation y1 |y| sur R. Le théorème de Cauchy-Lipschitz est-il mis en défaut ?
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Calcul différentiel
 Dans ce chapitre, on considère des R-espaces vectoriels normés E et F de dimension finie.
 I Fonctions de classe C1
 I.1 Différentiabilité
 Définition 1. Soient U un ouvert de E, f : U ÝÑ F et a P U . On dit que f est différentiable en a s’ilexiste une application linéaire u : E ÝÑ F telle que :
 fpa hq fpaq uphq hεphq,où ε est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers h.En d’autres termes, on dispose d’un développement limité à l’ordre 1 :
 fpa hq fpaq uphq ophq.
 Définition-Proposition 2. Si f : U ÝÑ F est différentiable en a alors l’application linéaire u est unique.On l’appelle différentielle de f en a ou encore application linéaire tangente de f en a et on la note dfpaq.Notation : on notera dfpaq h plutôt que dfpaqphq.
 Remarque 1. Si E R, f est une fonction d’une variable réelle et la définition de la différentiabilité coïncideavec celle de la dérivabilité. Si f est dérivable, on a dans ce cas : dfpaq h f 1paqh.
 Exemple 1. Une application linéaire u : E ÝÑ F est différentiable en tout point a P E et on a dupaq u.
 Proposition 1. Si f : U ÝÑ F est différentiable en a, alors f est continue en a.
 Définition 3. On dit qu’une fonction f : U ÝÑ F est différentiable sur U si elle est différentiable en toutpoint de U . On appelle différentielle de f l’application
 df : U ÝÑ LpE,F qa ÞÝÑ dfpaq.
 I.2 Dérivée directionnelle - dérivées partielles
 Définition-Proposition 4. Soient f : U ÝÑ F , a P U et h P E. U étant ouvert, il existe α ¡ 0 tel quepour tout t Ps α, αr, a th P U . On pose alors :
 @ t Ps α, αr, ϕhptq fpa thqappelée fonction partielle de f en a suivant le vecteur h.
 Exemple 2. Si E Rp et h est le je vecteur de la base canonique et a pa1, . . . , anq, on a :
 ϕhptq fpa1, . . . , aj1, aj t, aj1, . . . , anq.
 Proposition 2. Si f : U ÝÑ F est continue en a, alors les fonctions partielles en a sont continues àl’origine.
 Remarque 2. Attention : la réciproque est fausse.
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 Exemple 3. La fonction f définie par
 fp0, 0q 0 et @ px, yq P R2ztp0, 0qu, fpx, yq xy2
 x2 y4
 admet des fonctions partielles continues en l’origine mais n’est pas continue en l’origine.
 Définition 5. Soit f : U ÝÑ F , on dit que f est dérivable en a suivant le vecteur h si la fonction ϕhest dérivable en 0. Le vecteur ϕ1hp0q est appelé dérivée directionnelle de f en a selon le vecteur h et onnote :
 Dhfpaq limtÑ0
 fpa thq fpaqt
 ϕ1hp0q.
 Proposition 3. Si f : U ÝÑ F est une fonction différentiable en a P U , alors f admet une dérivéedirectionnelle suivant tout vecteur h non nul et on a :
 dfpaq h limtÑ0
 fpa thq fpaqt
 Dhfpaq.
 Proposition 4. Soit f : U ÝÑ Rn une fonction de coordonnées f pf1, . . . , fpq. Alors,1. f est continue en a si et seulement si chaque fonction fi est continue en a,2. f admet une dérivée directionnelle en a suivant le vecteur h si et seulement si chaque fonction fi admet
 une dérivée directionnelle en a suivant le vecteur h et on a :
 Dhfpaq pDhf1paq, . . . , Dhfnpaqq.
 Définition 6. Soit pe1, . . . , epq une base de E, on appelle je dérivée partielle de f en a la dérivée de f en
 a suivant le vecteur ej. On la note Djfpaq ou encoreBfBxj paq.
 Remarques 3.
 Si E Rp et a pa1, . . . , anq, on a :BfBxj paq lim
 tÑ0
 fpa1, . . . , aj1, aj t, aj1, . . . , anq fpaqt
 .
 La notationBfBxj paq sous-entend que le point courant de E est noté x px1, . . . , xnq.
 Pour E R3, si on note px, y, zq le point courant, les dérivées partielles sont notéesBfBx ,
 BfBy et
 BfBz .
 I.3 Fonctions de classe C1
 On suppose que E Rp.
 Définition 7. On dit qu’une fonction f : U ÝÑ F est de classe C1 sur U si elle admet en tout point de Udes dérivées partielles et si ces dérivées partielles sont continues sur U .
 Exemple 4. La fonction f définie par
 fp0, 0q 0 et @ px, yq P R2ztp0, 0qu, fpx, yq xypx2 y2qx2 y2
 est de classe C1.
 Théorème 1. Soit f : U ÝÑ F une fonction de classe C1 sur U .Alors f est différentiable sur U . Elle est continue sur U et admet pour tout a P U et tout h ph1, . . . , hpqnon nul une dérivée directionnelle donnée par :
 Dhfpaq dfpaq h n
 j1
 hjBfBxj paq.
 De plus, en tout point a P U , f admet le développement limité :
 fpa hq fpaq n
 j1
 hjBfBxj paq ophq.
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 Remarque 4. Soit f : U ÝÑ F , on a équivalence entre :
 (i) f est de classe C1,
 (ii) f est différentiable et sa différentielle df : U ÝÑ LpE,F q est une application continue.
 On dit également d’une fonction de classe C1 qu’elle est continûment différentiable.
 Remarque 5. Soit f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 à valeurs réelles. Pour tout j P t1, . . . , pu, onintroduit les formes linéaires :
 dxj : Rp ÝÑ Rph1, . . . , hpq ÞÝÑ hj
 On écrit alors :
 @ a P U, dfpaq p
 j1
 BfBxj paqdxj .
 Proposition 5. Soit f : U ÝÑ Rn une fonction de coordonnées f pf1, . . . , fnq. Alors, f est de classeC1 sur U si et seulement si chaque fonction fi est de classe C1 sur U .
 I.4 Matrice jacobienne
 On suppose que E Rp et F Rn.
 Définition 8. Soient f : U ÝÑ Rn une fonction de classe C1 et a P U . On appelle matrice jacobienne def en a la matrice notée Jf paq de l’application linéaire dfpaq dans les bases canoniques de Rp et Rn.
 Proposition 6. Soit f : U ÝÑ Rn une fonction de classe C1 de coordonnées f pf1, . . . , fnq. Alors,
 @ a P U, Jf paq BfiBxj paq
 1¤i¤n1¤j¤p
 PMn,ppRq.
 Exercice 1. Écrire la matrice jacobienne de la fonction
 f : R2 ÝÑ R3
 px, yq ÞÝÑ pxy2, exy, arctanpxyqq.
 Définition 9. On suppose E F . Soient f : U ÝÑ Rn une fonction de classe C1 et a P U . On appellejacobien de f en a le déterminant de la matrice jacobienne de f en a.
 Exercice 2. Calculer le jacobien de la fonction
 ϕ : R2 ÝÑ R2
 pr, θq ÞÝÑ pr cos θ, r sin θq.
 I.5 Opérations algébriques sur les fonctions de classe C1
 Proposition 7. Soient f, g : U ÝÑ F deux fonctions de classe C1, α, β P R. Alors la fonction αf βgest de classe C1 sur U et on a :
 @ a P U, dpαf βgqpaq αdfpaq βdgpaq.
 Remarque 6. L’ensemble C1pU,F q des fonctions de classe C1 sur U est un espace vectoriel et l’applicationf P C1pU,F q ÞÝÑ df est linéaire.
 Proposition 8. Soient f : U ÝÑ R et g : U ÝÑ F deux fonctions de classe C1. Alors le produitfg : U ÝÑ F est de classe C1 et on a :
 @ a P U, dpfgqpaq gpaqdfpaq fpaqdgpaq.
 Exemple 5. Les fonctions polynomiales sur Rp sont de classe C1.
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 Proposition 9. Soient f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 ne s’annulant pas sur U . Alors, 1f est declasse C1 sur U et on a :
 @ a P U, d
 1
 f
 paq dfpaq
 fpaq2 .
 I.6 Composée de fonctions de classe C1
 Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés de dimension finie.
 Théorème 2. Soient U un ouvert de E, V un ouvert de F , f : U ÝÑ F et g : V ÝÑ G deux fonctions declasse C1 telles que fpUq V . Alors, g f est de classe C1 et on a :
 @ a P U, dpg fqpaq dgpfpaqq dfpaq.
 Corollaire 1. Soient I un intervalle de R, ϕ : I ÝÑ Rp une fonction de classe C1 de coordonnéespϕ1, . . . , ϕpq et f : U ÝÑ Rn une fonction de classe C1 telles que ϕpIq U . Alors, f ϕ est de classe C1 surI et on a :
 @ t P I, pf ϕq1ptq p
 j1
 ϕ1jptqBfBxj pϕptqq.
 Exercice 3. Soit f : R3 ÝÑ R, calculer la dérivée de la fonction F : t P R ÞÝÑ fpt2, et, 1q.
 Corollaire 2. Soient U un ouvert de Rp, V un ouvert de Rn, f : U ÝÑ Rn et g : V ÝÑ Rm deuxfonctions de classe C1 telles que fpUq V . Alors on a :
 @ a P U, Jgf paq Jgpfpaqq Jf paq.
 Exercice 4. Soient f : px, yq ÞÝÑ pf1px, yq, f2px, yqq de classe C1 de R2 dans R2 et g : pu, vq ÞÝÑ gpu, vq declasse C2 de R2 dans R. Calculer les dérivées partielles de h g f .
 II Difféomorphismes
 Définition 10. Soient U un ouvert de E et V un ouvert de F . On dit que la fonction f : U ÝÑ V est unC1-difféomorphisme de U sur V si f est une bijection de U sur V telle que f et f1 sont de classe C1.
 Proposition 10. Soit f un C1-difféomorphisme de U sur V . Alors, pour tout a P U , l’application linéairedfpaq est un isomorphisme de E sur F dont la réciproque est :
 pdfpaqq1 dpf1qpfpaqq.
 Remarque 7. Sous les mêmes hypothèses, cela signifie que pour tout a P U , la matrice jacobienne de f en aest inversible et on a :
 pJf paqq1 Jf1pfpaqq.
 Théorème 3 (Inversion globale). Soit f : U ÝÑ Rn une fonction de classe C1 telle que :
 (i) f est injective sur U ,
 (ii) pour tout a P U , dfpaq est un isomorphisme de E sur F ,
 Alors V fpUq est un ouvert de F et f est un C1-difféomorphisme de U sur V .
 Remarque 8. Important : l’hypothèse piiq peut être remplacée par
 (ii’) pour tout a P U , det Jf paq 0.
 Exemple 6. L’application ϕ : pr, θq ÞÝÑ pr cos θ, r sin θq définit un C1-difféomorphisme de s0,8rs π, πrsur son image.
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 III Fonctions numériques de classe C1
 III.1 Gradient d’une fonction numérique de classe C1
 Définition-Proposition 11. Soient U un ouvert d’un espace euclidien E et f : U ÝÑ R une fonction declasse C1. Pour tout a P U , il existe un unique vecteur de E, appelé gradient de f en a et noté grad fpaq,tel que :
 @ h P Rp, dfpaq h Dhfpaq pgrad fpaq | hq.Dans une base orthonormale pe1, . . . , epq de E, le gradient de f en a s’écrit :
 grad fpaq BfBx1
 paqe1 BfBxp paqep.
 Exercice 5. Rechercher le gradient de la fonction définie sur Rpzt0u par : fpxq x.
 Proposition 11. Soient U un ouvert de E, I un intervalle de R, ϕ : I ÝÑ E une fonction de classe C1
 et f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 telles que ϕpIq U . Alors, on a :
 @ t P I, pf ϕq1ptq grad fpϕptqq | ϕ1ptq.
 III.2 Inégalité des accroissements finis
 Théorème 4. Soient U un ouvert convexe de E et f : U ÝÑ R une fonction de classe C1. Pour toutpa, bq P U2, on a :
 |fpbq fpaq| ¤ supxPra,bs
 grad fpxq b a.
 Corollaire 3. Soit U un ouvert convexe de E et f : U ÝÑ R une fonction de classe C1. Alors f estconstante si et seulement si son gradient est nul en tout point de U :
 f constante ðñ @ x P U, grad fpxq 0,
 c’est-à-dire si et seulement si ses dérivées partielles sont identiquement nulles sur U .
 III.3 Recherche d’extrema
 Définition 12. Soient A une partie de Rp et f : A ÝÑ R. On dit que f présente en un point a de A :
 un maximum global si @ x P A, fpxq ¤ fpaq, un minimum global si @ x P A, fpxq ¥ fpaq, un extremum global si elle présente en a un minimum ou un maximum global.
 Exemple 7. Si A est compacte et f est continue, alors f admet un minimum global et un maximum global.
 Définition 13. Soient A une partie de Rp et f : A ÝÑ R. On dit que f présente en un point a de A :
 un maximum local s’il existe r ¡ 0 tel que @ x P A, x a ¤ r ùñ fpxq ¤ fpaq, un minimum local s’il existe r ¡ 0 tel que @ x P A, x a ¤ r ùñ fpxq ¥ fpaq, un extremum local si elle présente en a un minimum ou un maximum local.
 Remarque 9. Tout extremum global est un extremum local mais la réciproque est fausse.
 Définition 14. Soient U un ouvert de Rp et f : U ÝÑ R une fonction de classe C1. On dit que a P U estun point critique de f si dfpaq 0, c’est-à-dire si toutes les dérivées partielles de f sont nulles en a.
 Proposition 12. Soient U un ouvert de Rp et f : U ÝÑ R une fonction de classe C1.Si f admet un extremum local en a P U , alors a est un point critique de f .
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 Remarques 10.1. La réciproque est fausse : 0 est un point critique de fptq t3 mais n’est pas un extremum local.
 2. Attention : pour U ouvert uniquement, les extrema sont à chercher parmi l’ensemble des pointscritiques.
 Exercice 6.1. Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction fpx, yq 3xy x3 y3.
 2. Déterminer les extrema globaux de la fonction fpx, yq x2 y2 xy x y sur :
 A tpx, yq P R2 | x y 3 ¥ 0, x ¤ 0, y ¤ 0u.
 IV Dérivées d’ordre supérieur
 IV.1 Dérivées partielles d’ordre 2
 Soient U un ouvert de Rp et f : U ÝÑ Rn.Si les dérivées partielles de f admettent elles-mêmes des dérivées partielles, on les appelle dérivées par-tielles d’ordre 2 et on les note :
 B2f
 BxiBxj BBxi
 BfBxj
 .
 Lorsque i j, la dérivée seconde est notéeB2f
 Bx2i
 .
 Définition 15. On dit que f est de classe C2 sur U si ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre 2 existent etsont continues sur U .
 Théorème 5 (Théorème de Schwarz). Si f est de classe C2 sur U , alors :
 B2f
 BxiBxj B2f
 BxjBxi @ i, j P t1 . . . , pu.
 IV.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur
 Plus généralement, on définit les dérivées partielles d’ordre k ¥ 2, lorsqu’elles existent, comme les déri-vées partielles des dérivées partielles d’ordre k 1. On les note :
 BkfBxi1 . . . Bxik
 BBxi1
 . . .
 BfBxik
 .
 Définition 16. Soit k P N, on dit que f est de classe Ck sur U si toutes ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre kexistent et sont continues sur U .
 On dit que f est de classe C8 sur U si elle est de classe Ck sur U pour tout k P N.
 V Coordonnées polaires
 Soit p~e1, ~e2q la base canonique de R2, pour tout réel θ, on pose#~upθq cos θ~e1 sin θ~e2
 ~vpθq sin θ~e1 cos θ~e2.
 Définition 17. On appelle repère polaire en θ le repère orthonormal direct pO,~upθq, ~vpθqq.

Page 209
                        

Lycée Henri BERGSON - PSI 209
 Proposition 13. Les fonction θ ÞÝÑ ~upθq et θ ÞÝÑ ~vpθq sont de classe C8 et on a :d~u
 dθ ~v et
 d~v
 dθ ~u.
 Définition 18. Soit M px, yq un point de R2, on appelle coordonnées polaires de M tout couplepρ, θq P R2 tel que :
 ÝÝÑOM ρ~upθq ou encore
 #x ρ cos θ
 y ρ sin θ.
 Remarques 11. Tout point M possède une infinité de coordonnées polaires.
 ρ peut être négatif : pρ, θq et pρ, θ πq définissent le même point.
 Les coordonnées polaires de O sont les couples p0, θq, avec θ P R. Pour M distinct de O, on obtient des coordonnées polaires en posant :
 ρ ax2 y2 et θ p~e1,
 ÝÝÑOMq.
 Proposition 14. L’application ϕ : pρ, θq ÞÝÑ pρ cos θ, ρ sin θq est un C1-difféomorphisme de l’ouverts0,8rs π, πr sur son image.
 Proposition 15 (Gradient en coordonnées polaires). Soit f : U ÝÑ R une fonction de classe C1. Pourtout couple pρ, θq tel que ρ 0 et pρ cos θ, ρ sin θq P U , on pose :
 F : pρ, θq ÞÝÑ fpρ cos θ, ρ sin θq.Alors, on a :
 grad fpρ cos θ, ρ sin θq BFBρ pρ, θq ~upθq
 1
 ρ
 BFBθ pρ, θq ~vpθq.
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 Travaux DirigésCaclul différentiel
 Exercice 1Soit f P C1pR2,Rq, on pose ϕpxq fpx2, fpx,xqq. Montrer que ϕ est de classe C1 et calculer ϕ1.
 Exercice 2Rechercher les fonctions f : R2 ÝÑ R solutions des équations aux dérivées partielles :
 1.BfBx 0, 2.
 B2f
 ByBx 0, 3.BfBx af, a P R.
 Exercice 3On considère la fonction définie sur R2 par :
 fpx, yq $&%px
 2 y2q sin
 1
 x2 y2
 si px, yq p0, 0q
 0 sinon.
 1. Montrer que la fonction f est continue sur R2.2. La fonction f est-elle de classe C1 ?
 Exercice 4On considère la fonction définie sur R2 par :
 fpx, yq $&%xypx2 y2qx2 y2
 si px, yq p0, 0q0 sinon.
 1. Montrer que la fonction f est de classe C1.2. La fonction f est-elle de classe C2 ?
 Exercice 51. Prouver que la fonction définie sur R par
 gptq $&%
 et1
 tsi t 0
 1 si t 0
 est de classe C8 sur R.
 2. En déduire que la fonction définie pour x y par fpx, yq ex ey
 x ypeut être étendue en une fonction
 de classe C8 sur R2.
 Exercice 6Montrer que la fonction
 fpx, yq 8
 n1
 xn cospnyq?n
 est définie sur s 1, 1rR et qu’elle admet des dérivées partielles sur cet ouvert.
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 Exercice 7On travaille sur MnpRq muni de sa base canonique et du produit scalaire canonique : pM |Nq trptMNq.
 1. Montrer que det est une fonction de classe C8 sur MnpRq.2. Calculer les dérivées partielles de det en In.
 3. Exprimer la différentielle et le gradient de det au point In.
 Exercice 8On considère l’application de R2 dans lui-même définie par :
 fpx, yq px a sin y, y b sinxq, pa, bq P R2.
 1. Montrer que f est de classe C1 et déterminer sa matrice jacobienne.
 2. Montrer que f est un C1-difféomorphisme de R2 dans lui-même si et seulement si |ab| 1.
 Exercice 9Pour tout px, yq P R2, on pose fpx, yq x4 y4 2px yq2.
 1. Déterminer les points critiques de f
 2. La fonction présente-t-elle un extremum en p0, 0q ?
 Exercice 10Rechercher les extrema locaux et globaux de la fonction définie sur R2 par :
 fpx, yq x4 y4 x2 y2.
 Exercice 11Déterminer les extrema globaux de la fonction définie sur D tpx, yq | x2 y2 ¤ 9u par :
 fpx, yq ax2 y2 y2 1.
 Exercice 12
 Résoudre sur R R l’équation xBfBx y
 BfBy
 y
 x.
 Exercice 13
 Soient U un ouvert de R2 ne contenant pas p0, 0q et f : U ÞÝÑ R de classe C2. On note ∆f B2f
 Bx2 B2f
 By2
 son laplacien. On pose F pρ, θq fpρ cos θ, ρ sin θq.Calculer ∆fpρ cos θ, ρ sin θq en fonction des dérivées partielles de F .
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Géométrie différentielle
 E désigne un espace vectoriel de dimension 2 ou 3 muni d’une base p~i,~jq ou p~i,~j,~kq. Si E est euclidien, onsuppose que cette base est orthonormale directe et E est alors identifié à R2 ou R3. Soit k P N Y t8u.
 I Propriétés affines des arcs
 I.1 Arc paramétré
 Définition 1. On appelle courbe paramétrée ou arc paramétré de E classe Ck, tout couple pI, fq où Iest un intervalle de R et f : I ÝÑ E une fonction de classe Ck sur I.
 Définition 2. Soit Γ pI, fq un arc paramétré, on appelle support de Γ le sous-ensemble fpIq de E.
 Remarque 1. Interprétation cinématique :Le paramètre t désigne le temps, fptq la position d’un point mobile à l’instant t.Le support de l’arc paramétré est appelé trajectoire du point mobile, f 1ptq son vecteur vitesse à l’instant tet f2ptq son vecteur accélération à l’instant t.
 Définition 3. Soit pI, fq un arc paramétré de classe Ck. On appelle changement de paramétrage Ck-admissible tout Ck-difféomorphisme θ : J ÝÑ I où Jest un intervalle de R.
 Le couple pJ, f θq est appelé paramétrage admissible de l’arc paramétré pI, fq.Un difféomorphisme θ d’un intervalle J sur un intervalle I étant strictement monotone, on a la définitionsuivante :
 Définition 4. Si θ est strictement croissante, on dit que les arcs paramétrés pI, fq et pJ, f θq ont le mêmesens de parcours, sinon on dit qu’ils sont de sens contraire.Un arc paramétré admet donc deux orientations possibles.
 Remarque 2. Les arcs paramétrés pI, fq et pJ, f θq ont le même support (même trajectoire) : fpIq f θpJq.
 I.2 Étude locale d’un arc paramétré
 Définition 5. Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck et t0 P I. On dit que t0 est un point régulier de Γ si f 1pt0q 0, sinon on dit que le point est stationnaire ousingulier.
 On dit que l’arc Γ est régulier si tout point de Γ est régulier.
 Remarque 3. Un changement de paramétrage admissible transforme un point régulier en un point régulier.
 Définition 6. Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck pk ¥ 2q et t0 P I. On dit que t0 est un point birégulier de Γ si la famille pf 1pt0q, f2pt0qq est libre. On dit que l’arc Γ est birégulier si tout point de Γ est birégulier.
 Définition 7. Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck et t0 P I.
 Si le vecteurfptq fpt0qfptq fpt0q admet une limite u lorsque t ÝÑ t0 presp. t ÝÑ t0 q, on dit que Γ admet
 pour demi-tangente en t0 presp. pt0 qq la droite passant par fpt0q dirigée par u.
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 On dit que Γ admet une tangente en t0 s’il admet deux demi-tangentes égales ou opposées en t0 et t0 .
 Proposition 1. Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck et t0 P I. On suppose qu’il existen P t1, . . . , ku tel que f pnqpt0q 0 et on note p le plus petit de ces entiers.Alors la tangente à Γ en t0 est la droite affine :
 fpt0q R f ppqpt0q.
 Corollaire 1. Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck et t0 P I. Si t0 est un point régulier, alorsla tangente à Γ en t0 est la droite affine :
 fpt0q R f 1pt0q.
 Théorème 1. On se place dans le cas où dimE 2.Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck et t0 P I tel qu’il existe un entier p minimum tel quef ppqpt0q 0 et un autre entier p q ¤ k minimum tel que la famille pf ppqpt0q, f pqqpt0qq soit libre.Alors,
 si p est impair et q est pair, le point t0 est un point ordinaire,
 si p est impair et q est impair, le point t0 est un point d’inflexion,
 si p est pair et q est impair, le point t0 est un point de rebroussement de première espèce,
 si p est pair et q est pair, le point t0 est un point de rebroussement de seconde espèce.
 p impair et q pair p impair et q impair p pair et q impair p pair et q pair
 point ordinaire point d’inflexion point de rebroussementde 1ère espèce
 point de rebroussementde 2de espèce
 Remarque 4. La détermination de p et q peut se faire à l’aide d’un développement limité.
 Exercice 1. Déterminer la nature du point t 0 de la courbe paramétrée définie par :#xptq cos6 t t3
 yptq 2 ch4 t t3.
 I.3 Étude des branches infinies
 On se place dans le cas dimE 2. On note fptq pxptq, yptqq.
 Définition 8. Soient Γ pI, fq un arc paramétré de classe Ck et t0 P R une extrémité de I. On dit que Γadmet une branche infinie en t0 si lim
 tÝÑt0fptq 8.
 1. Si
 $&%
 limtÑt0
 xptq x0 P R
 limtÑt0
 yptq 8, alors la droite d’équation x x0 est asymptote à la courbe.
 2. Si
 $&%
 limtÑt0
 xptq 8limtÑt0
 yptq y0 P R,alors la droite d’équation y y0 est asymptote à la courbe.
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 3. Si
 $&%
 limtÑt0
 xptq 8limtÑt0
 yptq 8, alors trois cas se présentent :
 (a) limtÑt0
 yptqxptq 0 : branche parabolique de direction Ox.
 (b) limtÑt0
 yptqxptq 8 : branche parabolique de direction Oy.
 (c) limtÑt0
 yptqxptq a P R :
 $'&'%
 si limtÑt0
 pyptq axptqq b P R : y ax b est asymptote à la courbe,
 si limtÑt0
 pyptq axptqq 8 : direction parabolique de direction y ax.
 I.4 Plan d’étude des courbes paramétrées
 On se place dans le cas dimE 2. On note fptq pxptq, yptqq.
 1. Recherche de l’ensemble de définition D Dx XDy.
 2. Réduction du domaine de définition (périodicité, symétries,. . .).
 3. Étude des variations de x et y (tableau de variations commun).
 4. Étude des points singuliers (recherche des entiers p et q).
 5. Étude des branches infinies (étude éventuelle de la position relative).
 6. Recherche des éventuels points multiples.
 7. Tracé de la courbe.
 Exercice 2. Étudier la courbe paramétrée définie par :
 $&%xptq 2t t2
 yptq 2t 1
 t2.
 II Courbes définies par une équation polaire
 E est un plan euclidien muni du repère orthonormé direct pO,~i,~jq.
 II.1 Étude locale
 Pour tout réel θ, on pose : #~uθ cos θ~i sin θ ~j
 ~vθ sin θ~i cos θ ~j,
 si bien que pO,~uθ, ~vθq est un repère orthonormé direct.On rappelle que :
 d~uθdθ
 ~vθ etd~vθdθ
 ~uθ.
 Soient I un intervalle de R et ρ : I ÝÑ R une fonction de classe Ck, on étudie l’arc polaire Γ pI, fq définipar :
 fpθq ρpθq~uθ pρpθq cos θ, ρpθq sin θq, θ P I.On a :
 f 1pθq ρ1pθq~uθ ρpθq~vθ et f2pθq pρ2pθq ρpθqq~uθ 2ρ1pθq~vθ.
 Remarque 5. Le seul point singulier éventuel est l’origine O.
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 II.2 Branches infinies
 Soit θ0 P R une extrémité de I, Γ admet une branche infinie en θ0 si et seulement si limθÑθ0
 |ρpθq| 8.
 Si θ0 8 : branche spirale.
 Si θ0 P R : direction asymptotique d’angle θ0, deux cas se présentent :1. lim
 θÑθ0ρpθq sinpθ θ0q l P R : asymptote d’équation Y l dans le repère pO, uθ0 , vθ0q.
 2. limθÑθ0
 ρpθq sinpθ θ0q 8 : branche parabolique.
 II.3 Plan d’étude des courbes polaires
 1. Recherche de l’ensemble de définition Dρ.
 2. Réduction du domaine de définition (périodicité, rotations, symétries,. . .).
 3. Étude du signe de ρ.
 4. Étude des branches infinies.5. Tracé de la courbe.
 Exercice 3. Étudier la courbe polaire définie par ρpθq 1 2 cosp3θq.
 III Étude métrique des arcs
 On suppose que E est un espace euclidien orienté, dont la norme est notée .
 III.1 Longueur d’arc
 Définition 9. Soient Γ pI, fq un arc de classe C1 et a, b P I tels que a b. On note A fpaq et B fpbqles points de Γ de coordonnées fpaq et fpbq. On appelle longueur de l’arc Γ sur ra, bs le réel :
 LpABq » baf 1ptqdt.
 Remarques 6.1. Le réel LpABq ne dépend pas de la paramétrisation de Γ.
 2. Pour a, b, c P I tels que a b c, on a la relation de Chasles : LpACq LpABq LpCBq.
 Propriétés 1 (Calcul de longueurs d’arcs).1. Cas d’un arc cartésien fptq pxptq, yptqq sur ra, bs :
 LpABq » ba
 ax1ptq2 y1ptq2dt.
 2. Cas d’un graphe d’équation y gpxq, sur ra, bs :
 LpABq » ba
 a1 g1pxq2dt.
 3. Cas d’un arc polaire fpθq ρpθq~uθ sur rθ1, θ2s :
 LpABq » θ2θ1
 aρpθq2 ρ1pθq2dθ.
 Exemples 1.1. Calcul de la longueur du segment ra, bs.2. Calcul de la longueur d’un cercle.
 3. Calcul de la longueur de la cardioïde d’équation polaire ρ ap1 cos θq, a P R.
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 III.2 Abscisse curviligne
 Définition 10. Soit Γ pI, fq un arc paramétré régulier de classe C1. On appelle abscisse curvilignetoute fonction s : I ÝÑ R de classe C1 sur I telle que pour tout t P I, s1ptq f 1ptq.
 Remarques 7.
 1. s : I ÝÑ R est une abscisse curviligne sur Γ ssi il existe t0 P I tel que @ t P I, sptq » tt0
 f 1puqdu.2. Deux abscisses curvilignes diffèrent d’une constante.
 3. Si s est une abscisse curviligne sur Γ pra, bs, fq, alors LpΓq spbq spaq.
 Définition 11. On dit que f : I ÝÑ E est un paramétrage normal de Γ si @ t P J , f 1ptq 1.
 Proposition 2. Soit s une abscisse curviligne d’un arc paramétré Γ pI, fq régulier de classe C1.
 1. s : I ÝÑ spIq définit un paramétrage admissible de classe C1.
 2. L’application g : spIq ÝÑ E définie par gpuq fps1puqq est un paramétrage normal de l’arc pI, fq.
 III.3 Courbure - repère de Frénet
 Définition 12. Soient Γ pI, fq un arc régulier de classe C1 et t P I, on appelle repère de Frénet au
 point Mptq le repère orthonormé direct pMptq,ÝÑT ptq,ÝÑN ptqq où ÝÑT ptq f 1ptqf 1ptq est le vecteur unitaire dirigeant
 la tangente au point Mptq et ÝÑN ptq le vecteur unitaire dirigeant la normale au point Mptq.
 Remarque 8. Si Γ est paramétré par une abscisse curviligne s, alors ÝÑT psq f 1psq, soit encore ÝÑT dM
 ds.
 Définition-Proposition 13. Soient Γ pI, fq un arc paramétré par abscisse curviligne de classe C2 ets P I. Il existe un unique réel γpsq appelé courbure au point Mpsq tel que :
 dÝÑT
 dspsq γpsqÝÑN psq.
 Remarque 9. La notion de courbure ne dépend pas du paramétrage choisi.
 Proposition 3 (Formules de Frénet). Soit Γ pI, fq un arc paramétré par abscisse curviligne de classe C2.On a :
 dÝÑT
 ds γ
 ÝÑN et
 dÝÑN
 ds γÝÑT .
 Proposition 4. Soit Γ pI, fq un arc paramétré régulier de classe C2. Alors la courbure γ vérifie :
 det
 dM
 dtptq, d
 2M
 dt2ptq
 ds
 dt
 3
 γptq.
 Donc Γ est birégulier en t si et seulement si sa courbure γptq est non nulle.
 Corollaire 2. Soit Γ pI, fq un arc paramétré régulier de classe C2. Alors,
 @ t P I, γptq detpf 1ptq, f2ptqqf 1ptq3 .
 Définition-Proposition 14. Il existe une fonction α : I ÝÑ R de classe C1 appelée fonction angulairetelle que :
 @ s P I, ÝÑT psq cospαpsqq~i sinpαpsqq~j et ÝÑ
 N psq sinpαpsqq~i cospαpsqq~j.
 Corollaire 3. Soit Γ pI, fq un arc paramétré par abscisse curviligne de classe C2. On a :dα
 ds γ.
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 Calculs pratiques : pour une courbe paramétrée en cartésiennes fptq pxptq, yptqq
 dM
 dt px1, y1q
 cosα dx
 ds dx
 dt
 dt
 ds
 ds
 dt
 ax12 y12.
 sinα dy
 ds dy
 dt
 dt
 ds.
 ÝÑT dM
 ds dt
 ds
 dM
 dt.
 γ dα
 ds dα
 dt
 dt
 ds.
 tanα y1
 x1, ce qui permet de trouver
 dα
 dtet donc γ en utilisant la dernière formule.
 Exercice 4. Calculer la courbure de l’astroïde paramétrée par pxptq, yptqq pa cos3 t, a sin3 tq.
 Définition 15. Soient Γ pI, fq un arc paramétré régulier de classe C2 et t P I un point birégulier.On appelle
 rayon de courbure en t le réel Rptq 1γptq ,
 centre de courbure en t le point Ωptq tel que ÝÝÑMΩptq RptqÝÑN ptq, cercle osculateur en t le cercle de centre Ωptq et de rayon |Rptq|.
 IV Courbes définies implicitement
 Dans cette partie, on suppose que les ouverts sont non vides.
 Définition 16. Soit f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 sur un ouvert U de R2. On appelle courbe définie implicitement par l’équation fpx, yq 0 l’ensemble
 Γ tpx, yq P U | fpx, yq 0u. On dit qu’un point px0, y0q P Γ est un point régulier si grad fpx0, y0q p0, 0q. On dit que Γ est régulière si tous ses points sont réguliers.
 Théorème 2 (Fonctions implicites). Soient f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 sur un ouvert U de R2
 et px0, y0q P U tel que $'&'%fpx0, y0q 0
 BfBy px0, y0q 0.
 Alors, il existe I et J intervalles ouverts contenant respectivement x0 et y0 et une fonction ϕ : I ÝÑ J declasse C1 tels que :
 l’ouvert I J est inclu dans U , pour tout px, yq P I J , on a :
 fpx, yq 0 ðñ y ϕpxq.
 Remarques 10.
 1. On dispose d’un résultat analogue siBfBx px0, y0q 0, en échangeant les rôles joués par x et y.
 2. Le résultat n’est valable que localement. Exemple : le cercle unité n’est le graphe d’aucune fonction.3. Pour tout x P I, on a : fpx, ϕpxqq 0. Cette équation est utile pour calculer ϕ1px0q.
 Corollaire 4. Soient f : U ÝÑ R une fonction de classe C1 sur un ouvert U de R2 et Γ la courbe définieimplicitement par l’équation fpx, yq 0.
 La normale en un point régulier px0, y0q est dirigée par le vecteur grad fpx0, y0q. La tangente à Γ en un point régulier px0, y0q a pour équation :
 px x0qBfBx px0, y0q py y0qBfBy px0, y0q 0.
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 Exercice 5. Pour a, b ¡ 0, équation de la tangente en un point px0, y0q de l’ellipse d’équationx2
 a2 y2
 b2 1.
 V Étude des surfaces
 V.1 Nappes paramétrées
 Définition 17. On appelle nappe paramétrée ou surface paramétrée de classe Ck tout couple pΩ, fq où Ωest un ouvert non vide de R2 et f : Ω ÝÑ R3 une fonction de classe Ck.
 Exemple 2. Paramétrage de la sphère.
 Définition 18. Soient Σ pΩ, fq une nappe paramétrée et pu0, v0q P Ω.
 On dit que le point pu0, v0q est régulier si la familleBfBu pu0, v0q, BfBv pu0, v0q
 est libre, c’est-à-dire
 BfBu pu0, v0q^ BfBv pu0, v0q 0.
 On dit que la nappe Σ est régulière si tous ses points sont réguliers.
 Définition 19. Soient Σ pΩ, fq une nappe paramétrée et pu0, v0q P Ω. On appelle plan tangent à Σ en pu0, v0q le plan affine
 fpu0, v0q Vect
 BfBu pu0, v0q, BfBv pu0, v0q
 .
 On appelle normale à Σ en pu0, v0q, la droite affine passant par fpu0, v0q et orthogonale au plan tan-gent en pu0, v0q :
 fpu0, v0q RBfBu pu0, v0q^ BfBv pu0, v0q
 .
 Exercice 6. Rechercher les points réguliers de la surface paramétrée par f : pu, vq ÞÝÑ pv cosu, v sinu, vq etidentifier cette nappe.
 V.2 Surfaces définies implicitement
 Dans cette partie, on suppose que les ouverts sont non vides.
 Définition 20. Soit f : Ω ÝÑ R une fonction de classe C1 sur un ouvert Ω de R3. On appelle surface définie implicitement par l’équation fpx, y, zq 0 l’ensemble
 Σ tpx, y, zq P Ω | fpx, y, zq 0u. On dit qu’un point px0, y0, z0q P Σ est un point régulier si grad fpx0, y0, z0q p0, 0, 0q. On dit que Σ est régulière si tous ses points sont réguliers.
 Théorème 3 (Fonctions implicites). Soient f : Ω ÝÑ R une fonction de classe C1 sur un ouvert Ω de R3
 et px0, y0, z0q P Ω tel que $&%fpx0, y0, z0q 0
 BfBz px0, y0, z0q 0.
 Alors, il existe U ouvert contenant px0, y0q, I intervalle ouvert contenant z0 et une fonction ϕ : U ÝÑ I declasse C1 tels que :
 l’ouvert V U I est inclus dans Ω, pour tout px, y, zq P V , on a :
 fpx, y, zq 0 ðñ z ϕpx, yq.
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 Remarques 11.
 1. On dispose d’un résultat analogue siBfBx px0, y0, z0q 0 ou
 BfBy px0, y0, z0q 0, en échangeant les rôles
 joués par x, y et z.
 2. Le résultat n’est valable que localement. Exemple : la sphère unité n’est le graphe d’aucune fonction.
 3. Pour tout px, yq P U , on a : fpx, y, ϕpx, yqq 0. Cette équation est utile pour calculerBϕBx px0, y0q et
 BϕBy px0, y0q.
 Corollaire 5. Soient f : Ω ÝÑ R une fonction de classe C1 sur un ouvert Ω de R3 et Σ la surface définieimplicitement par l’équation fpx, y, zq 0.
 La normale en un point régulier px0, y0, z0q est dirigée par le vecteur grad fpx0, y0, z0q. Le plan tangent à Σ en un point régulier px0, y0, z0q a pour équation :
 px x0qBfBx px0, y0, z0q py y0qBfBy px0, y0, z0q pz z0qBfBz px0, y0, z0q 0.
 Exercice 7. On considère la surface Σ d’équation : x2 y2 z2 0.
 1. Déterminer les points réguliers de la surface Σ.
 2. Donner l’équation du plan tangent en un point régulier px0, y0, z0q de Σ.
 V.3 Intersection de deux surfaces
 Dans cette partie, on suppose que les ouverts sont non vides.
 Définition 21. Soit f, g : Ω ÝÑ R deux fonctions de classe C1 sur un ouvert Ω de R3.
 On appelle courbe définie implicitement par les équations fpx, y, zq 0 et gpx, y, zq 0 l’ensemble
 Γ tpx, y, zq P Ω | fpx, y, zq 0 et gpx, y, zq 0u. On dit qu’un point px0, y0, z0q P Γ est un point régulier si :
 grad fpx0, y0, z0q^ grad gpx0, y0, z0q p0, 0, 0q.
 Remarque 12. Si on note Σ et T les surfaces définies implicitement par les équations fpx, y, zq 0 etgpx, y, zq 0 respectivement, alors Γ Σ X T . De plus, la condition de régularité signifie que les planstangents à Σ et T au point px0, y0, z0q ne sont pas confondus.
 Proposition 5. Soient f, g : Ω ÝÑ R deux fonctions de classe C1 sur un ouvert Ω de R3 et Γ la courbedéfinie implicitement par les équations fpx, y, zq 0 et gpx, y, zq 0, intersection des surfaces Σ et Tdéfinies implicitement par les équations fpx, y, zq 0 et gpx, y, zq 0 respectivement.La tangente à Γ en un point régulier px0, y0, z0q est dirigée par le vecteur grad fpx0, y0, z0q^ grad gpx0, y0, z0q.Cette tangente est l’intersection des plans tangents aux surfaces Σ et T en px0, y0, z0q .
 Exercice 8. Soit Γ la courbe définie implicitement par#x2 y2 z2 5
 x2 y2 1.
 Déterminer les points réguliers de Γ ainsi que la tangente à Γ au point p1, 0, 2q.
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 Travaux DirigésGéométrie différentielle
 Exercice 1Étude de l’arc paramétré défini par
 xptq tan t sin t, yptq 1
 cos tavec t P Rz
 !π2 kπ, k P Z
 ).
 Exercice 2
 Soit Γ la courbe d’équation polaire ρ cos3
 θ
 3
 .
 1. Calculer la courbure en tout point de Γ.2. Calculer la longueur de la courbe Γ.
 Exercice 3
 Déterminer la développée de la chaînette paramétrée par :
 #xptq at
 yptq a chptq avec t P R.
 Exercice 4Soit H l’hyperbole d’équation xy a2, a 0. On note M un point de H, pÝÑT ,ÝÑN q la base de Frénet en Met R le rayon de courbure en M . Soit P le point tel que ÝÝÑMP 2R
 ÝÑN .
 Montrer que P est un point de l’hyperbole H.
 Exercice 5
 Soient Σ la surface d’équation xy z et D la droite d’équations :
 #x 2 0
 y 2z 3 0.
 1. La surface Σ est-elle régulière ?2. Déterminer les points de Σ en lesquels le plan tangent contient D.
 Exercice 6Déterminer les points non réguliers de la surface S paramétrée par :
 pu, vq P R2 ÞÝÑ pu v, u2 v2, u3 v3q.
 Exercice 7Soit S la surface d’équation x4 x3 xy y2 z 0.
 1. Montrer que la surface S est régulière.2. Déterminer les points de S en lesquels le plan tangent est parallèle au plan xOy.3. Déterminer l’intersection de S avec le plan xOy.
 Exercice 81. Déterminer la nature des surfaces S et S1 d’équations respectives x y z 2 et x2 3xy 2y 4.2. Montrer que l’intersection C S X S1 est une courbe régulière.3. Donner une équation de la tangente à C au point p2, 0, 0q.4. Déterminer la projection orthogonale C 1 de la courbe C sur le plan d’équation x 0.
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Classification des coniques et des quadriques
 I Classification des coniques
 I.1 Généralités
 Définition 1. On appelle conique de R2 toute courbe Γ admettant dans un repère pO,~i,~jq une équation dela forme F px, yq 0 où :
 F px, yq ax2 2bxy cy2 2dx 2ey f,
 avec pa, b, cq p0, 0, 0q.
 Remarques 1.
 1. L’équation de la conique s’écrit également sous forme matricielle :
 tXAX 2LX f 0.
 où A a bb c
 est une matrice symétrique, L
 d eet X
 xy
 .
 2. Le termetXAX ax2 2bxy cy2
 est appelé partie quadratique de la conique et le terme
 2LX 2dx 2ey
 est appelé partie linéaire de la conique.
 Proposition 1. Le point px0, y0q est un centre de symétrie de la conique Γ si et seulement si :$''&''%BFBx px0, y0q 0
 BFBy px0, y0q 0
 soit encore
 #ax by dbx cy e ou encore AX
 de
 .
 Corollaire 1. La conique Γ admet un unique centre si et seulement si detA ac b2 0.Dans ce cas, on dit que Γ est une conique à centre.
 Objectif : rechercher un repère orthonormé dans lequel la conique Γ admette une équation plus simple,appelée équation réduite.
 I.2 Méthode de réduction
 La matrice A étant symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P telle que :
 tPAP λ 00 µ
 , λ, µ P R,
 et dans ce cas, detA λµ.
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 I.3 Premier cas : detA λµ 0
 Dans ce cas, on sait que Γ admet un unique centre Ω dont on peut calculer les coordonnées px0, y0q.
 Proposition 2. Soit p~u,~vq une base orthonormale de vecteurs propres de A, l’équation de la conique Γdans le repère pΩ, ~u,~vq est de la forme :
 λx21 µy2
 1 k 0, avec k F px0, y0q.
 1. Cas detA λµ ¡ 0 :
 k est du signe de λ et µ : Γ ∅, k 0 : Γ tΩu, k est de signe opposé à λ et µ : Γ est une ellipse.
 2. Cas detA λµ 0 :
 k 0 : Γ est la réunion de deux droites sécantes, k 0 : Γ est une hyperbole.
 I.4 Second cas : detA λµ 0
 Dans ce cas, l’une des valeurs propres est nulle, par exemple µ 0 (l’une seulement car A 0).
 Proposition 3. Soit p~u,~vq une base orthonormale de vecteurs propres de A, l’équation de la conique Γdans le repère pO, ~u,~vq est de la forme :
 λx21 2d1x1 2e1y1 f 0.
 On écrit cette équation sous forme canonique :
 λ
 x1 d1
 λ
 2
 2e1y f1 0
 1. Cas e1 0 :
 λf1 ¡ 0 : Γ ∅, f1 0 : Γ est une droite (double), λf1 0 : Γ est la réunion de deux droites parallèles distinctes.
 2. Cas e1 0 :
 Γ est une parabole. En effet, l’équation de Γ s’écrit
 λ
 x1 d1
 λ
 2
 2e1
 y1 f1
 2e1
 0.
 En prenant Ω
 d1
 λ,f1
 2e1
 comme nouvelle origine du repère, l’équation de Γ devient :
 λx22 2e1y2 0.
 I.5 Bilan de la classification
 Proposition 4.1. Si detA ac b2 ¡ 0, alors Γ est une ellipse, un point ou l’ensemble vide.2. Si detA ac b2 0, alors Γ est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.3. Si detA ac b2 0, alors Γ est une parabole, la réunion de deux droites parallèles, une droite ou
 l’ensemble vide.
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 II Classification des quadriques
 II.1 Généralités
 Définition 2. On appelle quadrique de R3 toute surface Σ admettant dans un repère pO,~i,~j,~kq une équa-tion de la forme F px, y, zq 0 où :
 F px, y, zq ax2 by2 cz2 2dxy 2eyz 2fxz 2gx 2hy 2iz j,
 avec pa, b, c, d, e, fq p0, 0, 0, 0, 0, 0q.
 Remarques 2.1. L’équation de la quadrique s’écrit également sous forme matricielle :
 tXAX 2LX j 0.
 où A a d fd b ef e c
 est une matrice symétrique, L
 g h iet X
 xyz
 .
 2. Le termetXAX ax2 by2 cz2 2dxy 2eyz 2fxz
 est appelé partie quadratique de la quadrique et le terme
 2LX 2gx 2hy 2iz
 est appelé partie linéaire de la quadrique.
 Proposition 5. Le point px0, y0, z0q est un centre de symétrie de la quadrique Σ si et seulement si :$'''''&'''''%
 BFBx px0, y0, z0q 0
 BFBy px0, y0, z0q 0
 BFBz px0, y0, z0q 0
 soit encore
 $'&'%ax dy fz gdx by ez hfx ey cz i
 ou encore AX ghi
 .
 Corollaire 2. La quadrique Σ admet un unique centre si et seulement si detA 0.Dans ce cas, on dit que Σ est une quadrique à centre.
 II.2 Méthode de réduction
 1. Réduction de la partie quadratique
 La matrice A étant symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P telle que :
 tPAP λ 0 0
 0 µ 00 0 ν
 .
 La matrice P est la matrice de passage de la base canonique à une base orthonormale de vecteurspropres p~u,~v, ~wq. Dans le repère pO,~u,~v, ~wq, l’équation de la quadrique ne présente plus de termes enxy, yz et xz.
 2. Réduction de la partie linéaire
 On effectue ensuite un changement d’origine de façon à supprimer certains termes de la partie linéaireen utilisant des factorisations de la forme :
 ax2 2bx a
 x b
 a
 2
 b2
 a.
 On est alors en présence d’une quadrique dont l’équation est réduite.
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 II.3 Quadriques de référence
 Pour reconnaître une quadrique de “référence”, on s’interesse aux sections planes de la quadrique c’est-à-dire aux intersections de la quadrique avec des plans : on peut montrer qu’il s’agit de coniques.
 1. Ellipsoïde : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 z2
 c2 1
 avec a, b, c P R.
 ΣX tx 0u : ellipse d’équation :y2
 b2 z2
 c2 1.
 ΣX tz z0u : ellipse d’équation :x2
 a2 y2
 b2 1 z2
 0
 c2.
 2. Hyperboloïde à une nappe : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 z2
 c2 1
 avec a, b, c P R.
 ΣX tx 0u : hyperbole d’équation :y2
 b2 z2
 c2 1.
 ΣX tz z0u : ellipse d’équation :x2
 a2 y2
 b2 1 z2
 0
 c2.
 3. Hyperboloïde à deux nappes : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 z2
 c2 1
 avec a, b, c P R.
 ΣX tx 0u : hyperbole d’équation :y2
 b2 z2
 c2 1.
 ΣX tz z0u avec |z0| ¥ c : ellipse d’équation :x2
 a2 y2
 b2 z2
 0
 c2 1.
 4. Paraboloïde elliptique : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 2z
 avec a, b P R.
 ΣX tx 0u : parabole d’équation : y2 2b2z.
 ΣX tz z0u avec z0 ¥ 0 : ellipse d’équation :x2
 a2 y2
 b2 2z0.
 5. Paraboloïde hyperbolique : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 2z
 avec a, b P R.
 ΣX tx 0u ou ΣX ty 0u : parabole d’équations : y2 2b2z et x2 2a2z.
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 ΣX tz z0u :  si z0 ¡ 0 : hyperbole d’équation :
 x2
 pkaq2 y2
 pkbq2 1, avec k ?2z0.
 si z0 0 : hyperbole d’équation : x2
 pkaq2 y2
 pkbq2 1, avec k ?2z0.
 si z0 0 : réunion des droites d’équations :x
 a y
 b 0 et
 x
 a y
 b 0.
 II.4 Cônes et cylindres
 1. Cône : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 z2
 c2 0
 avec a, b, c P R.
 ΣX tx 0u : réunion des droites d’équations :y
 b z
 c 0 et
 y
 b z
 c 0.
 ΣX tz z0u : ellipse d’équation :x2
 a2 y2
 b2 z2
 0
 c2.
 2. Cylindre elliptique : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 1
 avec a, b P R.
 3. Cylindre hyperbolique : quadrique Σ d’équation
 x2
 a2 y2
 b2 1
 avec a, b P R.
 4. Cylindre parabolique : quadrique Σ d’équation
 x2 2ay
 avec a P R.
 II.5 Quadriques de révolution
 Pour a b, les quadriques suivantes sont des surfaces de révolution d’axe Ω R~k :  l’ellipsoïde,  l’hyperboloïde à une nappe,  l’hyperboloïde à deux nappes,  le paraboloïde elliptique,  le cône,  le cylindre elliptique.
 II.6 Exercices
 Déterminer la nature des quadriques d’équations :1. 11x2 5y2 2z2 16xy 4xz 20yz 30x 66y 24z 45 0,2. 2px yqpy zq 3x 0,3. 2x2 3y2 z2 2
 ?6xy 2
 ?2xz 2
 ?3yz ?
 2x 2?
 3y 4z 1 0.
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 Ellipsoïde Paraboloïde à une nappe
 Paraboloïde à deux nappes Paraboloïde elliptique
 Paraboloïde hyperbolique
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 Cône Cylindre elliptique
 Cylindre hyperbolique Cylindre parabolique
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Calcul intégral
 I Intégrales doubles
 I.1 Intégrale double sur un pavé
 On considère deux segments ra, bs et rc, ds avec a b et c d. On appelle pavé de R2 le compact ra, bs rc, ds de R2.
 Théorème 1 (Fubini). Soit f : ra, bs rc, ds ÝÑ C une fonction continue. Alors les fonctions
 x P ra, bs ÞÝÑ» dcfpx, yqdy et y P rc, ds ÞÝÑ
 » bafpx, yqdx
 sont continues et on a : » ba
 » dcfpx, yqdy
 dx
 » dc
 » bafpx, yqdx
 dy
 Définition 1. Soit f : ra, bs rc, ds ÝÑ C une fonction continue. On appelle intégrale double de f sur lepavé ra, bs rc, ds la valeur commune des deux intégrales du Théorème 1 et on note :¼
 ra,bsrc,ds
 fpx, yqdxdy » ba
 » dcfpx, yqdy
 dx
 » dc
 » bafpx, yqdx
 dy.
 Exercice 1. Calculer¼∆
 px sin y yqdxdy, avec ∆ r0, 1s r0, πs.
 Proposition 1. Soit f : ra, bsrc, ds ÝÑ C une fonction continue qui est à variables séparées, c’est-à-direfpx, yq gpxqhpyq, alors ¼
 ra,bsrc,ds
 fpx, yqdxdy » b
 agpxqdx
 » dchpyqdy
 .
 I.2 Intégrale double sur un compact élémentaire
 Définition 2. On dit qu’une partie ∆ est un compact élémentaire de R2 s’il existe ϕ1, ϕ2 : ra, bs ÝÑ Ret ψ1, ψ2 : rc, ds ÝÑ R des fonctions continues telles que
 ∆ px, yq P R2 | a ¤ x ¤ b et ϕ1pxq ¤ y ¤ ϕ2pxq(
 px, yq P R2 | c ¤ y ¤ d et ψ1pyq ¤ x ¤ ψ2pyq(.
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 Théorème 2 (Fubini). Soit f : ∆ ÝÑ C une fonction continue sur ∆ un compact élémentaire défini par :
 ∆ px, yq P R2 | a ¤ x ¤ b et ϕ1pxq ¤ y ¤ ϕ2pxq(
 px, yq P R2 | c ¤ y ¤ d et ψ1pyq ¤ x ¤ ψ2pyq(.
 Alors, on a » ba
 » ϕ2pxq
 ϕ1pxqfpx, yqdy
 dx
 » dc
 » ψ2pyq
 ψ1pyqfpx, yqdx
 dy.
 Définition 3. On appelle intégrale double de f sur le compact élémentaire ∆ la valeur commune des deuxintégrales du Théorème 2 et on note :¼
 ∆
 fpx, yqdxdy » ba
 » ϕ2pxq
 ϕ1pxqfpx, yqdy
 dx
 » dc
 » ψ2pyq
 ψ1pyqfpx, yqdx
 dy.
 Exercice 2. Calculer¼T
 px2 y2qdxdy où T est le triangle de sommets p0, 1q, p1, 0q et p1, 1q.
 I.3 Intégrale double sur un compact simple
 Définition 4. On dit qu’une partie ∆ est un compact simple de R2 si ∆ est une réunion finie de compactsélémentaires ∆1, . . . ,∆n de R2 d’intérieurs deux à deux disjoints :
 ∆ ∆1 Y Y∆n avec @ i j,∆i X
 ∆j ∅.
 Définition 5. Soit f : ∆ ÝÑ C une fonction continue sur ∆ compact simple de R2 avec ∆ ∆1Y Y∆n
 où les ∆i sont des compacts élémentaires ∆1, . . . ,∆n de R2 d’intérieurs deux à deux disjoints. On définitl’intégrale double de f sur ∆ par : ¼
 ∆
 fpx, yqdxdy n
 i1
 ¼∆i
 fpx, yqdxdy.
 Remarque 1. Important : cette définition ne dépend pas du choix de la décomposition de ∆ comme réunionde compacts élémentaires.
 Proposition 2 (Linéarité de l’intégrale). Soient ∆ un compact simple de R2 et f, g : ∆ ÝÑ C deuxfonctions continues et α, β P R. Alors,¼
 ∆
 pαf βgqpx, yqdxdy α
 ¼∆
 fpx, yqdxdy β
 ¼∆
 gpx, yqdxdy.
 Proposition 3. Soit ∆ un compact simple de R2.
 1. Si f : ∆ ÝÑ R est une fonction continue positive, alors :¼∆
 fpx, yqdxdy ¥ 0.
 2. Si f, g : ∆ ÝÑ R sont des fonctions continues telles que f ¤ g, alors :¼∆
 fpx, yqdxdy ¤¼∆
 gpx, yqdxdy.
 3. Si f : ∆ ÝÑ R est une fonction continue, alors¼∆
 fpx, yqdxdy ¤
 ¼∆
 |fpx, yq|dxdy.
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 Définition 6. On appelle aire d’un compact simple ∆ de R2, le réel :
 Ap∆q ¼∆
 dxdy.
 Exercice 3.1. Calculer l’aire d’un pavé ra, bs rc, ds.2. Retrouver l’aire d’un disque de rayon R.
 3. Soit f : ra, bs ÝÑ R une fonction continue positive. Que vaut» bafpxqdx ?
 I.4 Changement de variables
 Soient U et Ω deux ouverts de R2 et φ : pu, vq ÞÝÑ px, yq un C1-difféomorphisme de U sur Ω. L’applicationφ définit un changement de variables et son jacobien est noté :
 Dpx, yqDpu, vq
 ∣∣∣∣∣∣∣BxBu
 BxBv
 ByBu
 ByBv
 ∣∣∣∣∣∣∣ .Théorème 3. Soient D un compact simple de U tel que ∆ φpDq est un compact simple de Ω etf : ∆ ÝÑ C une fonction continue. Alors, on a :¼
 ∆
 fpx, yqdxdy ¼D
 fpφpu, vqqDpx, yqDpu, vq
 dudv.
 Exercice 4. Calculer¼∆
 y3 dxdy avec ∆ px, yq P R2 | ax2 ¤ y ¤ bx2 et c ¤ xy ¤ d(, 0 a b et
 0 c d.
 Soit φ l’application définie sur R2 par φ : pr, θq ÞÝÑ pr cos θ, r sin θq : cette application n’est pas un C1-difféomorphisme, on a toutefois le résultat suivant :
 Proposition 4 (Passage en coordonnées polaires). Soient D un compact simple de R r0, 2πs tel que∆ φpDq est un compact simple de R2 et f : ∆ ÝÑ C une fonction continue. Alors, on a :¼
 ∆
 fpx, yqdxdy ¼D
 fpr cos θ, r sin θq |r| dudv.
 Exercice 5. Calculer¼∆
 xy dxdy avec ∆ px, yq P R2 | x ¥ 0, y ¥ 0 et 2 ¤ x2 y2 ¤ 5(.
 II Extension aux intégrales triples
 Théorème 4. Soit f : ra, a1s rb, b1s rc, c1s une fonction continue. Alors½ra,a1srb,b1src,c1s
 fpx, y, zqdxdydz » a1a
 » b1b
 » c1cfpx, y, zqdz
 dy
 dx . . .
 Théorème 5 (Sommation par tranches). Soient A tpx, y, zq | a ¤ z ¤ b, px, yq P ∆pzqu où ∆pzq est uncompact simple de R2 et f : A ÝÑ C une fonction continue. Alors,
 ½A
 fpx, y, zqdxdydz » ba
 ¼
 ∆pzq
 fpx, y, zqdxdy
 dz.
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 Exercice 6. Calculer½
 ∆
 z dxdydz où ∆ est borné par le plan z 16 et le paraboloïde z 4x2 4y2.
 Théorème 6 (Sommation par piles). Soient A tpx, y, zq | px, yq P ∆, ϕ1px, yq ¤ z ¤ ϕ2px, yqu où ∆ estun compact simple de R2 et ϕ1, ϕ2 : ∆ ÝÑ R deux fonctions continues. Alors, pour toute fonction continuef : A ÝÑ C, on a : ½
 A
 fpx, y, zqdxdydz ¼∆
 » ϕ2px,yq
 ϕ1px,yqfpx, y, zqdz
 dxdy.
 Exercice 7. Calculer½
 ∆
 xyz dxdydz où ∆ px, y, zq P R3 | x ¥ 0, y ¥ 0, z ¥ 0 et x y z ¤ 2(.
 Définition 7. On appelle volume d’un compact simple ∆ de R3, le réel :
 Vp∆q ½
 ∆
 dxdydz.
 Théorème 7 (Passage en coordonnées cylindriques).Soit D un compact simple de R r0, 2πs R dont l’image par
 φ : pr, θ, zq ÞÝÑ px, y, zq pr cos θ, r sin θ, zqest un compact simple ∆. Alors, pour toute fonction f : ∆ ÝÑ C continue, on a :½
 ∆
 fpx, y, zqdxdydz ½D
 fpr cos θ, r sin θ, zqrdrdθdz.
 Théorème 8 (Passage en coordonnées sphériques). Soit D un compact simple de Rr0, 2πs r0, πs dontl’image par
 φ : pr, θ, zq ÞÝÑ px, y, zq pr cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cosϕqest un compact simple ∆. Alors, pour toute fonction f : ∆ ÝÑ C continue, on a :½
 ∆
 fpx, y, zqdxdydz ½D
 fpr cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cosϕqr2 sinϕdrdθdϕ.
 Exercice 8. Retrouver le volume d’une boule de rayon R.
 III Intégrales curvilignes
 III.1 Formes différentielles de degré 1 - Champ de vecteurs
 On considère E Rn muni de la base canonique notée B pe1, . . . , enq. On note B pdx1, . . . , dxnq labase duale de B : il s’agit de la base de E, dual de E, vérifiant :
 dxipejq δij #
 1 si i j
 0 sinon.
 On désigne par U un ouvert de E.
 Définition 8. On appelle forme différentielle de degré 1 ou encore forme différentielle de classe Cksur U toute application ω de U dans E que l’on écrit sous la forme :
 @ px1, . . . , xnq P U ωpx1, . . . , xnq n
 i1
 Pipx1, . . . , xnqdxi,
 où P1, . . . , Pn : U ÝÑ R sont des fonctions de classe Ck.
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 Exemples 1.1. Dans le cas n 2, les formes différentielles sont définies par :
 @ px, yq P R2, ωpx, yq P px, yqdxQpx, yqdy.2. Dans le cas n 3, les formes différentielles sont définies par :
 @ px, y, zq P R3, ωpx, y, zq P px, y, zqdxQpx, y, zqdy Rpx, y, zqdz.3. Soit f : U ÝÑ R une fonction de classe Ck, la différentielle de f , df : U ÝÑ LpE,Rq E est une
 forme différentielles de classe Ck1 :
 @ px1, . . . , xnq, dfpx1, . . . , xnq n
 i1
 BfBxi px1, . . . , xnqdxi.
 Définition 9. On appelle champ de vecteurs de classe Ck sur U toute application ÝÑV : U ÝÑ E de classeCk que l’on écrit sous la forme :
 @ px1, . . . , xnq P U, ÝÑV px1, . . . , xnq
 n
 i1
 Pipx1, . . . , xnqei,
 où P1, . . . , Pn : U ÝÑ R sont des fonctions de classe Ck. On note aussi ÝÑV pP1, . . . , Pnq.
 Exemples 2. 1. ÝÑV px, yq px, yq 2.ÝÑV px, yq y?
 x2y2 ,x?x2y2
 .
 Remarque 2. Important : E étant euclidien, on sait que E et E sont isomorphes si bien qu’à tout champde vecteurs on peut associer une unique forme différentielle et réciproquement.
 III.2 Forme différentielle exacte - fermée
 Définition 10. Une forme différentielle ω de classe Ck sur U est dite exacte sur U s’il existe une fonctionf : U ÝÑ R telle que :
 ω df.
 On dit alors que f est une primitive de ω.
 Définition 11. Une forme différentielle ω n
 i1
 Pidxi de classe Ck sur U est dite fermée si
 @ i, j P t1, . . . , nu, BPiBxj
 BPjBxi .
 Remarque 3.1. Dans le cas n 2, ω PdxQdy est fermée si :
 BPBy BQ
 Bx .
 2. Dans le cas n 3, ω PdxQdy Rdz est fermée si :BPBy BQ
 Bx ,BQBz BR
 By ,BRBx BP
 Bz .
 Proposition 5. Soit ω une forme différentielle de classe C1 sur U . Si ω est exacte, alors ω est fermée.
 Définition 12. On dit qu’un ouvert U est étoilé s’il existe a P U telle que pour tout x P U le segmentra, xs U .
 Exemples 3. 1. 2.
 Théorème 9 (Théorème de Poincaré).Soit ω une forme différentielle de classe C1 sur un ouvert étoilé U . Si ω est fermée, alors ω est exacte.
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 III.3 Intégrales curvilignes
 Définition 13. Soient ω n
 i1
 Pidxi une forme différentielle de classe C1 sur U et γ un arc paramétréorienté :
 γ : ra, bs ÝÑ U
 t ÞÝÑ px1ptq, . . . , xnptqq.On appelle intégrale curviligne de ω sur γ le réel :»
 γω
 » ba
 n
 i1
 Pipx1ptq, . . . , xnptqq x1iptqdt.
 Remarque 4. Dans le cas n 2, avec ω PdxQdy et γ : t P ra, bs ÞÝÑ pxptq, yptqq, on a :»γω
 » ba
 P pxptq, yptqqx1ptq Qpxptq, yptqqy1ptq
 dt.
 Propriétés 1.
 1. Linéarité :»γα1ω1 α1ω2 α1
 »γω1 α2
 »γω2.
 2. Relation de Chasles : si γ γ1 Y γ2, alors»γω
 »γ1
 ω »γ2
 ω.
 3. Si ω df est exacte et γ est d’origine A et d’extrémité B, alors»γω
 »γdf fpBq fpAq.
 Remarques 5. La dernière propriété signifie aussi que :
 1. L’intégrale curviligne d’une forme différentielle exacte ne dépend que des extrémités de l’arc et nondu chemin suivi.
 2. L’intégrale curviligne d’une forme différentielle exacte sur un arc γ fermée (A B) est nulle :»γω 0.
 Exercice 9. Soient ω ydx px yqdy et γ la courbe obtenue en parcourant dans le sens direct le segment pt, 0q, t P r0, 1s( et l’arc de parabole p1 t, p1 tq2, t P r0, 1s(. Calculer l’intégrale curviligne de ω sur γ.
 III.4 Formule de Green-Riemann
 Soit K un compact de R2 inclus dans l’ouvert U ayant un bord noté γ, parcouru dans le sens direct.
 Théorème 10 (Formule de Green-Riemann). Soit ω Pdx Qdy une forme différentielle de classe C1
 sur U . Alors, on a : »γPdxQdy
 ¼K
 BQBx BP
 Bxdxdy.
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 Exercice 10. Retrouver le résultat de l’Exercice 9. en utilisant la formule de Green-Riemann.
 Corollaire 1. L’aire du compact K est donnée par :
 ApKq »γxdy
 »γydx 1
 2
 »γpxdy ydxq.
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 Travaux DirigésCalcul intégral
 Exercice 1
 Calculer¼∆
 fpx, yqdxdy dans les cas suivants :
 1. fpx, yq exy et ∆ r0, 1s2,2. fpx, yq y
 p1 x2 y2q32 et ∆ r0, 1s2,
 3. fpx, yq y e2x et ∆ est le triangle de sommets p0, 0q, p2, 4q et p6, 0q,4. fpx, yq 1a
 x2 y2et ∆ px, yq P R2 | x2 y2 ¤ 1, y ¥ 0 et x ¥ 12(.
 Exercice 2
 Calculer I ¼∆
 px2 y2qdxdy lorsque ∆ est le compact limité par les deux paraboles y x2 et x y2.
 Exercice 3
 En posant x 1
 3pu vq et y 1
 3pv 2uq, caluler
 ¼∆
 p3x yq dxdy où ∆ est le domaine délimité par les
 droites d’équations y x 2, y x, y 2x et y 3 2x.
 Exercice 4Pour a ¡ 0, on note Ca r0, as2 et Da px, yq P R2 | x ¥ 0, y ¥ 0 et x2 y2 ¤ a2
 (. On pose
 fpx, yq epx2y2q et :
 Ipaq ¼Ca
 fpx, yqdxdy et Jpaq ¼Da
 fpx, yqdxdy.
 1. Encadrer Ipaq à l’aide de Jpaq et Jpa?2q.2. Calculer Jpaq et Ipaq.3. En déduire la valeur de l’intégrale de Gauss :» 8
 0ex
 2dx
 ?π
 2.
 Exercice 5Les formes différentielles suivantes sont-elles exactes sur U ? Calculer leurs éventuelles primitives :
 1. ω yzdx pxz ezqdy py ez 1qdz sur U R3,
 2. ω 2xp1 eyqp1 x2q2 dx
 ey
 1 x2 1
 dy sur U R2.
 Exercice 6
 Soit ω xdy ydx
 x2 y2une forme différentielle sur R2ztp0, 0qu.
 1. Calculer l’intégrale curviligne de ω sur le cercle unité.
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 2. La forme différentielle ω est-elle fermée ? exacte ?
 3. Le théorème de Poincaré est-il mis en défaut ?
 Exercice 7Soit ω p1 xqy ey dx xp1 yq ey dy une forme différentielle.
 1. La forme différentielle ω est-elle fermée sur R2 ?
 2. Trouver une fonction ϕ de la variable x telle que la forme différentielle ω1 ϕpxqω soit fermée.
 3. La forme ω1 est-elle exacte ?
 Exercice 8Calculer l’aire de la cardioïde d’équation ρ ap1 cos θq.
 Exercice 9On considère la courbe fermée Γ parcourue en sens direct et formée par :
 γ1 le demi-cercle de rayon 1 contenu dans le demi-plan ty ¥ 0u, γ2 la courbe d’équation y x2 1, pour x P r1, 1s.1. Faire un dessin de Γ en précisant l’échelle, les courbes γ1 et γ2 ainsi que le sens de parcours.
 2. Donner un paramétrage de γ1.
 3. Donner un paramétrage de γ2.
 4. En déduire la valeur de l’intégrale curviligne :»Γxydx p2x 1qdy.
 5. Retrouver ce résultat avec une autre méthode.
 Exercice 10Calculer le travail de la force ÝÑF définie par :
 ÝÑF px, y, zq p2x y 3z, z 4y, 2xz y x2q
 le long de l’ellipse E d’équationx2
 a2 y2
 b2 1 dans le plan tz 0u.
 Exercice 11
 Calculer»C
 x2y arctan
 a1 y3
 dx 6y2dy où C est le cercle unité.
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Fonctions convexes
 Soit I un intervalle non trivial de R et f : I ÝÑ R une fonction.
 I Définitions
 Définition 1. Soit f : I ÝÑ R une fonction. On dit que f est une fonction convexe sur I si :
 @ px, yq P I2, @ t P r0, 1s, fptx p1 tqyq ¤ tfpxq p1 tqfpyq. On dit que f est une fonction concave sur I si :
 @ px, yq P I2, @ t P r0, 1s, fptx p1 tqyq ¥ tfpxq p1 tqfpyq.
 Exemple 1. Les fonctions affines sont convexes et concaves.
 Définition 2. Une partie A du plan est dite convexe si :
 @ pM,Nq P A2, @ t P r0, 1s, le barycentre de pM, tq et pN, p1 tqq est dans A,c’est-à-dire rMN s A.
 II Caractérisations des fonctions convexes
 On note Cf la courbe représentative de f .
 Théorème 1 (Caractérisation géométrique). On a équivalence entre :1. f est convexe,
 2. pour tous points A et B de Cf , l’arc"
 AB est en dessous de la corde rABs,3. la partie D tpx, yq | y ¥ fpxqu du plan située au-dessus de Cf est convexe.
 Théorème 2. On a équivalence entre :1. f est convexe,2. @ x0 P I, la fonction est croissante.ϕx0 : Iztx0u ÝÑ R
 x ÞÝÑ fpxqfpx0qxx0
 Théorème 3 (Caractérisation des fonctions convexes de classe C1). On a équivalence entre :1. f est convexe,2. f 1 est croissante,3. Cf est au-dessus de ses tangentes.
 Théorème 4 (Caractérisation des fonctions convexes de classe C2). On a équivalence entre :1. f est convexe,2. @ t P I, f2ptq ¥ 0.
 Exemples 2. Les fonctions x ÞÝÑ x2, x ÞÝÑ ex sont convexes sur R. Les fonctions x ÞÝÑ ?
 x, x ÞÝÑ lnx sont concaves sur R.
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 III Inégalités de convexité
 Théorème 5. On a équivalence entre :
 1. la fonction f est convexe sur I,
 2. @ px1, . . . , xnq P In, @ pt1, . . . , tnq P pRqn tels que t1 tn 1 : f
 n
 i1
 tixi
 ¤
 n
 i1
 tifpxiq.
 Remarque 1. Si f est convexe sur I, en choisissant t1 tn 1n , on a en particulier :
 f
 x1 xn
 n
 ¤ fpx1q fpxnq
 n.
 Corollaire 1 (Comparaison des moyennes). Soit px1, . . . , xnq P pRqn, on pose :
 ma x1 xnn
 , la moyenne arithmétique,
 mg px1 . . . xnq1n, la moyenne géométrique,
 1
 mh 1
 n
 1
 x1 1
 xn
 , la moyenne harmonique.
 Alors, on a :mh ¤ mg ¤ ma.
 IV Exemples d’inégalités
 Exercice 1. Soit pp, qq P pRq2 tels que1
 p 1
 q 1. Montrer que l’on a :
 @ pa, bq P pRq2, ab ¤ ap
 p bq
 q.
 Exercice 2. Montrer que :
 @ x P0,π
 2
 ,
 2
 πx ¤ sinx ¤ x.
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 Travaux Pratiques 1 - MapleAlgèbre linéaire - Systèmes linéaires
 Exercice 1 (Interpolation de Lagrange)On considère une fonction f sur un intervalle ra, bs, dont on connait les valeurs aux points n 1 :
 xi a ih, i P t0, . . . , nu avec h b a
 n.
 L’objectif de cet exercice est de trouver le polynôme interpolateur de Lagrange en ces n 1 points.1. Ecrire une procédure X qui prend en arguments a, b, n et i, et qui renvoie la valeur de xi.2. Ecrire une procédure L qui prend en arguments a, b, n, i et x, et qui renvoie la valeur en x du ie
 polynôme de Lagrange en x.3. Ecrire une procédure interpole qui prend en arguments f, a, b, n et x, et qui renvoie la valeur en x
 du polynôme interpolateur de f en les points x0, . . . , xn.4. Exemple : calculer les polynômes interpolateurs de Lagrange de degrés 2, 4 8 et 16 de la fonction
 fpxq ex2,
 en des points régulièrement espacés de l’intervalle r2, 2s.Tracer les courbes obtenues sur un même graphique.Tracer sur un autre graphique les erreurs obtenues.
 Exercice 2Pour a et b des réels, on considère le système :
 pSq
 $''''&''''%
 ax y z t 1
 x ay z t b
 x y az t b2
 x y z at b3
 .
 Retrouver les différentes étapes de résolution de ce système.
 Exercice 3 (matrices nilpotentes - exponentielle de matrices)1. Ecrire une procédure nilpotente qui prend en arguments une matrice carrée nilpotente N et sa taille
 n, et renvoie la liste des puissances de N.2. Ecrire une procédure exponentielle qui prend en arguments une matrice carrée nilpotente N et sa
 taille n, et qui renvoie l’exponentielle de la matrice N .3. Exemple : tester ces procédures sur les matrices suivantes :
 N1
 0 1 2 30 0 1 20 0 0 10 0 0 0
 et N2
 0 1 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
 .
 4. Comment peut-on obtenir une valeur approchée de l’exponentielle d’une matrice M quelconque ?
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 Travaux Pratiques 2 - MapleThéorème de Weierstrass - Réduction
 Exercice 1 (Théorème de Weierstrass)On considère une fonction f continue sur l’intervalle r0, 1s. On rappelle l’énoncé du théorème de Weierstrass :
 Théorème. Soit f P Cpr0, 1s,Kq, f est limite uniforme sur r0, 1s d’une suite de fonctions polynomiales :
 D pPnqnPN P KrXsN, PnCUÝÑ f sur r0, 1s.
 L’objectif de cet exercice est d’illustrer le théorème de Weierstrass en utilisant la suite pBnpfqqnPN despolynômes de Bernstein associés à f définie par :
 @ n P N, @ x P r0, 1s, Bnpfqpxq n
 k0
 nk
 f
 k
 n
 xkp1 xqnk.
 1. Ecrire une fonction Bernstein qui prend en arguments f, n, x et qui renvoie la valeur en x du ne
 polynôme de Bernstein Bnpfq associé à f .
 2. Application : on considère la fonction f définie par :
 @ x P r0, 1s, fpxq x cosp2πxq.
 (a) Calculer les polynômes de Bernstein Bn associés à f pour n 5, 15, 100 et 500.
 (b) Tracer les courbes obtenues sur une même figure.
 (c) Tracer sur une autre figure les erreurs f-Bn correspondantes.
 (d) Calculer les dérivées notées Df et DBn des fonctions f et Bn pour n 5, 15, 100 et 500.
 (e) Tracer les courbes obtenues sur une même figure. Que remarque-t-on ?
 Exercice 2On considère la matrice A suivante :
 A 1 1 2
 3 0 51 1 1
 
 1. A l’aide de la fonction eigenvects, réduire la matrice A.
 2. Retrouver ce résultat sans faire appel à cette fonction.
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 Travaux Pratiques 3 - MapleOrthonormalisation de Gram-Schmidt
 Séries de Fourier
 Exercice 1 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt)
 Soient n P N et pE, p | qq un espace euclidien de dimension n.L’objectif de cet exercice est d’écrire un programme qui met en œuvre l’algorithme de Gram-Schmidt.Afin de tester ce programme, on travaillera avec les espaces euclidiens suivants :
 Rn muni du produit scalaire usuel,
 RnrXs muni du produit scalaire défini par : @ P,Q P RnrXs pP |Qq » 1
 1P ptqQptqdt.
 1. Importer la librairie LinearAlgebra.
 2. Écrire une procédure produitscalaire qui prend en arguments deux vecteurs u et v de Rn et quirenvoie le produit scalaire usuel dans Rn de ces deux vecteurs.
 Remarque : n s’obtient par exemple à l’aide de la fonction nops appliquée à u ou v.
 3. En déduire une fonction norme qui prend en argument un vecteur u et renvoie sa norme.
 4. Écrire une fonction orthonormalisation qui prend en argument une liste l de vecteurs et qui renvoieune liste L de vecteurs obtenue par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
 Indications :
 initialiser L à l,
 calculer Lr1s à partir de lr1s,  pour i variant de 2 à nops(l) :
 on pose u:=l[i] et p:=0,
 à l’aide d’une boucle j variant de 1 à i, calculer p, la projection de u sur la famille orthonorméeL[1],...,L[i].
 L[i] vaut alors le vecteur normé obtenu à partir du vecteur u-p.
 5. Appliquer l’algorithme à la famille libre l rr1, 1, 1s, r1, 0, 2ss.
 6. Retrouver ce résultats en utilisant la fonction GramSchmidt de la librairie LinearAlgebra.
 7. Tester ces deux programmes sur d’autres familles libres. Commenter
 8. Effectuer un travail analogue pour le second exemple d’espace euclidien proposé. On testera la fonctionorthonormalisationpoly sur la base canonique de R4rXs.
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 Exercice 2 (Série de Fourier d’un signal carré)On considère la fonction f continue par morceaux 2π-périodique, définie sur rπ, πr par :
 fpxq #1 si x P rπ, 0r
 1 si x P r0, πr.
 1. Rappeler les valeurs des coefficients de Fourier de f.
 2. Énoncer un résultat de convergence de la série de Fourier de f .
 3. Tracer la fonction f de différentes manières.
 4. Écrire une fonction SF qui prend en argument un entier n et qui renvoie la somme partielle à l’ordre nde la série de Fourier trigonométrique de f.
 Remarque : on fera attention à ne sommer que les termes non nuls.
 5. Tracer sur un même graphique la fonction f et les sommes partielles S(1), S(3), S(11) et S(61) surl’intervalle rπ, πs puis sur l’intervalle rπ, 3πs.
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 Travaux Pratiques 4 - MapleÉquations différentielles
 Calcul approché des solutions de fpxq 0
 Exercice 1 (Équations différentielles linéaires)En utilisant la fonction la commande dsolve de la librairie DEtools, rechercher les solutions des équationsdifférentielles linéaires suivantes :
 1. (a) y2 4y1 4y 0,
 (b) y2 4y1 4y e2x
 ?x2 1
 ,
 (c) y2 4y1 4y e2x
 ?x2 1
 avec la condition initiale yp1q 2 et y1p1q 0.
 (d) y2 2y1 4y 0,2. xpx2 1qy1 2y x2. Sur quel intervalle maple se place-t-il pour la résolution ?
 3.
 $'&'%x1 3x y z
 y1 x y z
 z1 4x y 4z.
 Exercice 2 (Équations différentielles non linéaires)
 1. Équation : y1 |y|, ajouter ensuite la condition initiale yp0q 1.2. Équation : x1 2x x2
 (a) Utiliser la commande dsolve.(b) Utiliser la commande DEplot pour tracer les solutions pour les conditions initiales :
 Exercice 3 (Calcul approché des solutions de fpxq 0)Soient ra, bs un intervalle borné de R et f : ra, bs ÝÑ R telle que fpaqfpbq 0. On testera les fonctions pourfpxq x2 2, x P r0, 2s.
 1. Montrer qu’il existe c Psa, br telle que fpcq 0.2. Dichotomie
 Écrire une fonction dichotomie qui prend en argument une fonction f et trois réels a, b et eps et quirenvoie une valeur approchée à eps près de la solution de l’équation fpxq 0 obtenue par dichotomieainsi que le nombre d’itérations.
 3. Méthode de Newton On suppose que le zéro c de f est tel que f 1pcq 0. On définit la suite récurrente :
 x0 P ra, bs, xn1 xn fpxnqf 1pxnq @ n P N.
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 On peut montrer que localement, la suite pxnqnPN converge vers c.
 (a) Donner une interprétation graphique de la méthode de Newton.
 (b) Écrire une fonction Newton qui prend en argument une fonction f et trois réels a, b et eps et quirenvoie une valeur approchée à eps près de la solution de l’équation fpxq 0 obtenue en utilisantla méthode de Newtonainsi que le nombre d’itérations.
 4. Application : on considère l’équation cosx x.
 (a) Montrer qu’elle admet une unique solution sur R et que cette solution se situe dans l’intervaller0, 1s.
 (b) Utiliser les deux méthodes précédentes pour trouver une valeur approchée à 105 près de lasolution.
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 Travaux Pratiques 5 - MaplePréparation aux oraux
 Exercice 1 (ENSAM PSI)
 Soit Apxq
 x 0 0 10 x 1 10 1 x 11 1 1 1 x
 .
 1. Déterminer les éléments propres de Ap0q.2. Apxq est-elle diagonalisable ? Déterminer ses éléments propres à l’aide des résultats précédents.3. Déterminer le rang de pI4, Apxq, A2pxq, A3pxq, A4pxqq.
 Exercice 2 (Centrale PSI)On pose un sin
 πp2?
 3qn.1. Calculer les 30 premiers termes de Sn
 n
 k0
 uk.
 2. Que peut-on conjecturer quant à la série des un ?3. Montrer cette conjecture en comparant un à vn sin
 πp2?
 3qn.
 Exercice 3 (Centrale PSI)
 1. Tracer pour a 1 et a 1 la surface Sa d’équation :
 1
 x z 1
 y z 1
 a.
 2. Donner, dans le cas général, une équation réduite pour la surface Sa dans une base orthonorméeappropriée.
 3. Quelle est-la nature de cette surface ?4. Combien de droites de S1 passent-elles par un point donné de S1.
 Exercice 4 (ENSAM PSI)
 Pour quelles valeurs de a et b la matrice A
 1 1 0 00 a b 00 b a 00 0 1 1
 est-elle diagonalisable ?
 Donner la matrice de passage.
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 Oraux PSI
 Exercice 1 (Centrale PSI 2010)Montrer que si
 °un est absolument convergente, alors
 °u2n est convergente.
 Ce résultat persiste-t-il si°un est seulement convergente ?
 Exercice 2 (Centrale PSI 2010)Trouver une CNS sur a,b réels pour que la série de terme général un
 ?n a
 ?n 1 b
 ?n 2 converge.
 Pour les valeurs de a et b obtenues calculer la somme de cette série.Trouver un équivalent simple du reste d’ordre n.
 Exercice 3 (Centrale PSI 2010)Convergence de la série de terme général p?n 1?
 nqn2.
 Exercice 4 (Centrale PSI 2006)Soient n P N , pα0, . . . , αnq des réels distincts et ϕi la forme linéaire définie sur RnrXs par ϕipP q P pαiq.Montrer que pϕ0, . . . , ϕnq est libre.
 Exercice 5 (TPE PSI 2010)Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que rg f rg f2.Montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires. Étudier la réciproque.
 Exercice 6 (CCP PSI 2005)Soient n P N et fn la fonction définie sur R par fnpxq x5 nx 1.Montrer que sur s0, 1r l’équation fnpxq 0 admet une unique solution notée un.Montrer que la suite punq converge et a pour limite 0.
 Montrer qu’il existe des réels a et b tels que, au voisinage de 8 : un a
 n b
 n6 o
 1
 n6
 .
 Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2007)
 Soient a, b et c1, . . . , cn des réels et A
 c1 a a
 b c2. . .
 ......
 . . . . . . ab b cn
 .
 On pose fpxq pc1 xq pcn xq.Donner le degré du polynôme ∆pxq detpA xJq où J est la matrice carrée d’ordre n dont tous lescoefficients sont égaux à 1.On suppose a b. Donner une expression de ∆pxq à l’aide de fpaq et fpbq et en déduire detA .Calculer detA lorsque a b.
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 Exercice 8 (Centrale PC 2010)Trouver les polynômes P de RrXs tels que P pX2q pX 1qP pXq.
 Exercice 9 (Centrale PSI 2006)
 Soient A et B dans MnpCq et M A AA B
 .
 Déterminer le rang de M en fonction des rangs de A et B. Calculer M1 quand elle existe.
 Exercice 10 (ENSAM 2010)Soit A une matrice réelle carrée d’ordre impair, de déterminant égal à 1 et dont les racines complexes dupolynôme caractéristique sont de module 1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
 Exercice 11 (Petites mines 2010)
 Les matrices
 0 0 4
 1 0 80 1 5
 et
 2 1 1
 0 0 20 1 3
 sont-elles semblables ?
 Exercice 12 (CCP PSI 2010)Soient n ¥ 1 et f l’application définie sur MnpRq par fpMq M trpMqIn.Montrer que l’application f est un endomorphisme. Trouver son noyau et son rang.Trouver un polynôme de degré 2 annulateur de f . f est-elle diagonalisable ? Préciser les valeurs propres etvecteurs propres. f est-elle inversible ? Si oui, donner f1.
 Exercice 13 (CCP PSI 2010)Déterminer toutes les matrices A P GL3pRq de trace égale à 7 vérifiant A3 5A2 6A 0.
 Exercice 14 (CCP MP 2010)Soit M PMnpCq une matrice diagonalisable.Existe-t-il une matrice A PMnpCq telle que A2 M ? Même question en remplaçant C par R.
 Exercice 15 (Centrale PC 2005)Soient A une matrice de MnpKq et f l’endomorphisme défini par : @M PMnpKq, fpMq AM .Calculer la trace et le déterminant de f .
 Exercice 16 (CCP MP 2010)On note AnpRq (resp. SnpRq) l’ensemble des matrices antisymétriques (resp. symétriques) de MnpRq.Pour A PMnpRq, on note ∆A tM PMnpRq | tM M trpMqAu.Montrer que ∆A est un sous-espace vectoriel de MnpRq contenant AnpRq.Montrer que si trpAq 2, alors ∆A AnpRq. Montrer que si A n’est pas symétrique, alors ∆A AnpRq.Trouver ∆A si trpAq 2 et A symétrique et donner sa dimension.
 Exercice 17 (Mines PSI 2010)
 Résoudre dans M3pRq : A3 1 0 0a 3 0b c 4
 .
 Exercice 18 (CCP PSI 2010)Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible. Montrer qu’il existe un polynôme P tel que A1 P pAq.
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 Exercice 19 (CCP PSI 2010)
 Montrer que les matrices
 0 1 1
 1 0 02 1 0
 et
 0 2 1
 1 0 10 1 0
 sont semblables.
 Exercice 20 (Mines-Ponts PC 2005)
 Soit E Cpr0, 1s,Rq, pour f P E, on pose Npfq b|fp0q|2 ³1
 0 |f 1ptq|2dt.Montrer que N est une norme euclidienne sur E.Montrer que pour tout f P E, f8 ¤ ?
 2Npfq.Ces normes sont-elles équivalentes ?
 Exercice 21Soit n ¥ 2, montrer que OnpRq est un compact de MnpRq.
 Exercice 22 (CCP PC 2006)On munit MnpCq de la norme définie pour M pmijq1¤i,j¤n par M max
 1¤i,j¤n|mij |.
 1. Soient X P Mn1pCq et P P GLnpCq. Montrer que les applications f : M ÞÑ MX et g : M ÞÑP1MP sont continues sur MnpCq. Montrer que l’application h : pM,Nq ÞÑ MN est continue surMnpCq MnpCq.
 2. Soit A PMnpCq telle que la suite pAkqkPN soit bornée.Montrer que si λ est une valeur propre de A alors |λ| ¤ 1.
 3. Soit A PMnpRq telle que 3A3 A2 A In.Montrer que la suite pAkqkPN converge vers la matrice d’un projecteur.Exprimer la limite en fonction de A (Indication : penser à la division euclidienne).
 Exercice 23 (École de l’air MP 2005)
 Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par fpxq 8
 n0
 p1qn enx
 n 1.
 Montrer que f est continue sur r0,8r et de classe C1 sur s0,8r.Déterminer une équation différentielle dont f est solution et en déduire que f est de classe C1 sur r0,8r.
 Exercice 24 (École de l’air PSI 2005)
 Pour n P N, on définit sur r0, πs les fonctions fn par fnp0q 1 et fnpxq sinx
 xp1 nxq si x 0.
 Étudier la convergence simple et uniforme sur r0, πs de la suite de fonctions pfnqnPN .Soit a Ps0, πr, étudier la convergence uniforme sur ra, πs.
 Exercice 25 (Centrale PSI 2006)
 Soit la fonction S définie par Spxq 8
 n0
 p1qnn!px nq .
 1. Montrer que S est définie et continue sur s0,8r.2. Déterminer la limite de Spxq quand x tend vers 8.3. Déterminer la limite de Spxq quand x tend vers 0 ainsi qu’un équivalent simple de Spxq en 0.4. Montrer que pour tout x ¡ 0, xSpxq Spx 1q e1.5. Déterminer les réels a, b, c tels que Spxq a b
 x c
 x2 o
 1
 x2
 .
 Exercice 26 (Centrale PC 2005)
 Déterminer, si elle existe, limxÑ0
 xxx
 xx 1.
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 Exercice 27 (CCP MP 2006)
 Soit α P R, on définit pour n P N et x P r0, 1s, fnpxq xn
 nαenx.
 Étudier la convergence simple de la série°fn. Pour quelles valeurs de α a-t-on convergence normale ?
 Exercice 28 (CCP PC 2007)On recherche les fonctions f : R ÝÑ R continues et vérifiant @ x P R, fpxq ³x
 0 px tqfptqdt 1 x.Montrer que si f est solution, alors f est de classe C2 sur R et vérifie une équation différentielle linéaire dusecond ordre. Déterminer f . Conclure.
 Exercice 29 (Mines-Ponts PSI 2008)Soient n ¥ 2 et P P RrXs de degré n. Montrer que si P admet n racines simples réelles, alors Q P 2 1 a2n racines simples complexes.
 Exercice 30 (CCP PSI 2010)
 Montrer que f définie par fpxq ex1 x
 x2pour x 0 et fp0q 12 est de classe C8 sur R.
 Montrer que1
 fest définie et de classe C8 sur R.
 Exercice 31 (CCP PC 2007)
 1. Montrer que la série entière° n!
 13p2n1qx2n1 a pour rayon de convergence
 ?2.
 Pour x Ps ?2?
 2r, on note f sa somme.
 2. Montrer que f vérifie l’équation différentielle px2 2qy1 xy 2 0.
 3. En déduire une expression explicite de f .
 4. La série converge-t-elle en x ?2 ?
 Exercice 32 (Mines-Ponts PC 2007)Pour n ¥ 1, on pose In le nombre d’involutions de t1, . . . , nu. On note I0 1.
 1. Montrer que si n ¥ 2, on a : In In1 pn 1qIn2.
 2. Montrer que8
 n0
 Inn!xn converge si x Ps 1, 1r. On note Spxq sa somme.
 3. Montrer que pour x Ps 1, 1r, S1pxq p1 xqSpxq.4. En déduire une expression de Spxq puis une expression de In.
 Exercice 33 (CCP PC 2006)Soit panqnPN P CN telle que la série
 °anz
 n a un rayon de convergence infini. On note f sa somme.Montrer que @ r Ps0,8r, @ p P N,
 ³2π0 fpr eitqeiptdt 2πrpap.
 On suppose que f est bornée sur C.Montrer qu’il existe un réel positif M tel que @ r Ps0,8r, @ p P N, |ap| ¤ M
 rp.
 En déduire que f est constante.
 Exercice 34Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entière
 °pn2 n 1qxn.
 Exercice 35 (Centrale PC 2010)
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 Calculer infpa,bqPR2
 » e
 1pln t a btq2dt.
 Exercice 36 (Mines-Ponts 2007)Montrer que l’application f définie sur MnpRq par fpMq trptMMqptrpMqq2 est une forme quadratique.Est-elle positive ? Déterminer la forme bilinéaire symétrique associée.
 Exercice 37 (CCP PSI 2007)
 On considère MnpRq muni de son produit scalaire canonique. on note A 0 1 0
 0 0 11 0 0
 .
 Montrer que pI3, Aq est une famille orthogonale de MnpRq.
 Déterminer le projeté orthogonal de B 1 1 1
 0 0 00 0 0
 sur VectpI3, Aq.
 Exercice 38 (CCP PC 2006)
 Existence et calcul de I » 8
 0
 t2 ln t
 p1 t3q2dt.(Indication : on effectuera le changement de variable u t3 en le justifiant).
 Exercice 39 (Mines-Ponts PSI 2007)
 La série° sinpnxq?
 nest-elle la série de Fourier d’une fonction continue par morceaux 2π-périodique ?
 La série° cospnxq
 nest-elle la série de Fourier d’une fonction C1 par morceaux 2π-périodique ?
 Exercice 40 (TPE PSI 2005)Justifier que pour tout x P r0, πs, on a
 xpπ xq π2
 6
 8
 n1
 cosp2nxqn2
 8
 π
 8
 n0
 sinpp2n 1qxqp2n 1q3 .
 Qu’obtient-on pour x π2 ?
 Exercice 41 (CCP PSI 2005)
 Montrer que» 1
 0
 t2 ln t
 t2 1dt
 8
 n1
 1
 p2n 1q2 .
 Exercice 42 (CCP PSI 2007)
 Existence, continuité et dérivabilité de f : x ÞÝÑ» 8
 0et
 2cospxtqdt.
 Déterminer une équation différentielle simple vérifiée par f et en déduire une valeur simple pour fpxq.
 Exercice 43 (CCP PC 2007)
 Trouver le domaine de définition de f : x ÞÝÑ» 8
 1
 dt
 txp1 tq . Étudier la continuité et la dérivabilité de f .
 Exercice 44 (Mines-Ponts PSI 2006)On désigne par C2π l’espace vectoriel des fonctions continues, 2π-périodiques, de R dans C. Soient f, g P C2π,on note f g la fonction de R dans C définie par :
 @ x P R, pf gqpxq 1
 2π
 » 2π
 0fptqgpx tqdt.
 1. Montrer que f g est une fonction continue 2π-périodique.
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 2. Calculer les coefficients de Fourier de f g en fonction de ceux de f et g.
 3. Montrer que la série de Fourier de f g est normalement convergente et calculer sa somme.
 Exercice 45 (Mines-Ponts PC 2006)
 Étudier la convergence de la suite In » 8
 0
 ?n
 p1 x2qndx.
 Exercice 46 (CCP PC 2006)
 Soit f l’endomorphisme de R3 défini par fpx, y, zq 1
 4
 3x y z?
 6, x 3y z?
 6, x?
 6 y?
 6 2z.
 Déterminer Kerpf idq et det f .Prouver que f est un endomorphisme orthogonal et donner ses caractéristiques géométriques.L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
 Exercice 47 (CCP PSI 2010)Soit M PM2pRq telle que M2 2I2 0 et tMM M tM .Montrer que tMM est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.Trouver un polynôme de degré 2 annulateur de tMM , en déduire son spectre, puis que 1?
 2M est orthogonale.
 Trouver les matrices M satisfaisant aux conditions de l’énoncé.
 Exercice 48 (CCP PC 2006)
 Résoudre le système
 $'&'%x1 x 2y z
 y1 2x 4y 2z
 z1 x 2y z.
 Exercice 49 (TPE PSI 2007)Soit A P Sn pRq une matrice symétrique définie positive.
 1. Montrer que detA ¤
 trA
 n
 n.
 2. Montrer que tous les coefficients diagonaux aii de A sont strictement positifs.
 3. Soit D la matrice diagonale dont les coefficients sont les di 1?aii
 .
 En étudiant B DAD, montrer que detA ¤n¹i1
 aii.
 Exercice 50 (Centrale PSI 2008)Soit f P C2pR,Rq telle que f2 f ¥ 0. Montrer que fpxq fpx πq ¥ 0.Indication : on pourra poser g f2 f ¥ 0 et résoudre l’équation différentielle y2 y g par la méthodede variation des constantes.
 Exercice 51 (ENSEA PSI 2007)Trouver les solutions de l’équation différentielle xy2 2y1 xy 0 développables en série entière en 0.Trouver les solutions maximales de cette équation.
 Exercice 52 (Centrale PSI)Montrer que le problème de Cauchy : 2xyy1 x2 y2, yp1q 2 admet une unique solution maximale quel’on déterminera. Indication : on pourra poser z y2.
 Exercice 53 (Centrale PSI 2005)
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 Soient E MnpRq et f : E ÝÑ E définie par fpMq M3.Montrer que f est de classe C1 et calculer sa différentielle.
 Exercice 54 (CCP PC 2007)
 1. Montrer que l’application ϕ : px, yq ÞÝÑ pxy, x yq réalise un C1-difféomorphisme de l’ouvertU px, yq P R2, x y ¡ 0
 (sur un ouvert V à préciser et à représenter.
 2. Transformer l’équation au dérivées partielles
 pEq BfBx px, yq
 BfBy px, yq 3px yqfpx, yq 0
 à l’aide du changement de variables : pu, vq ϕpx, yq.3. En déduire toutes les fonctions de classe C1 vérifiant pEq.
 Exercice 55 (Centrale PC 2006)On considère la surface S d’équation z3 xy.
 1. Écrire un système d’équations paramétriques de S.
 2. Montrer que les axes Ox et Oy sont les seules droites tracées sur S.
 3. Trouver l’équation du plan tangent en un point régulier px0, y0, z0q de S.4. Quels sont les points réguliers de S en lesquels le plan tangent contient la droite d’équations"
 x 2y 3z 3
 .
 Exercice 56 (Mines-Ponts PSI 2007)Reconnaître pour α P R la quadrique d’équation :
 x2 3y2 3z2 4xy 2xz 8yz αx 2y z 1 0.
 Exercice 57 (Mines-Ponts PC 2006)
 Déterminer la dévelopée de la courbe d’équation y a sinxa
 , a 0.
 Exercice 58 (CCP MP 2007)Soit γ la courbe constituée des deux portions de courbes comprises entre les points d’intersection de la droited’équation y x et de la parabole d’équation y x2, orientée dans le sens direct.
 1. Calculer»γpy xyqdx.
 2. Retrouver ce résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.
 Exercice 59 (CCP PSI 2010)
 Représenter D tx2 y2 2y ¤ 0, y ¥ 1u et calculer¼D
 dxdy
 x2 y2.
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