


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
                            
                        

                    

                

                
                    
                                                    S'identifier
                            Téléverser un fichier
                                            

                

            


            	Most Popular
	Study
	Business
	Design
	Technology
	Travel
	Découvrez toutes les catégories


        

    





    
        
            
                
                    
                

                

                    
                        mécanique : tenseurs 3ème partie calcul sur les...

                    


                    
                        
                            	Home
	Documents
	Mécanique : tenseurs 3ème partie calcul sur les surfacesleborgne/IsimathMeca/mecat_surfaces.pdf · Mécanique : tenseurs 3ème partie calcul sur les surfaces ... 10.3 En temps :


                        

                    


                    




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

97
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            


            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            ∼ (~ei (~x))i=1,...,m S (dq i (~x))i=1,...,m ∂ ∂q i (~x) R n C ∞ (S; R)= T 0 0 (S) TS = T 1 0 (S) S v i |j j T 0 1 (S) Φ R n ~ ϕ S γ n ij Φ R n R n R n R n 
        

        
    






				            

        

    









                    
                        
							Upload: vuongkhue
                            Post on 06-Feb-2018

                            232 views

                        

                        
                            Category:
 Documents


                            6 download

                        

                    


                    
                        
                            Report
                        

                                                
                            	
                                    Download
                                


                        

                                            


                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                                    
Pinterest

                        
                    


                    
                

                

                    
                    
                        Embed Size (px):
                            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                        

                    

                    

                    

                    
                                        
                        TRANSCRIPT

                        Page 1
                        

Notes du cours d'Équations aux Dérivées Partielles de l'ISIMA, deuxième annéehttp://www.isima.fr/∼leborgne
 Mécanique : tenseurs 3ème partie
 calcul sur les surfaces
 Gilles Leborgne
 12 janvier 2010
 Table des matières
 0 Motivation : calcul classique problématique 3
 1 Surfaces et systèmes de coordonnées 4
 1.1 Dénition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.2 Vecteur tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.3 Base (~ei(~x))i=1,...,m du système et espace tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.4 Courbes et vecteurs tangents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.5 Dérivée d'une fonction sur S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.6 Base duale (dqi(~x))i=1,...,m du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.7 Base biduale : notation ∂
 ∂qi(~x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
 2 Symboles de Christoel 12
 2.1 Symboles de Christoel dans Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.2 Connexion sur C∞(S; R) = T 0
 0 (S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3 Connexion sur TS = T 1
 0 (S) : première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.4 Symboles de Christoel sur S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.5 Notation vi|j de dérivation covariante dans la j-ème direction . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.6 Divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.7 Connexion sur T 0
 1 (S) : première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.8 Symboles de Christoel pour la base duale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.9 * Formules de changement de base pour les symboles de Christoel . . . . . . . . . . . . . . 18
 3 Métrique et système de coordonnées 19
 3.1 Dénition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193.2 Connexion sur les métriques : première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.3 Connexion sur les métriques dans une base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.4 Métrique tuée : métrique de Killing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223.5 Métrique de Killing et symboles de Christoel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
 4 Volume 24
 4.1 Volume algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244.2 Volume algébrique dans la base du système et jacobien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244.3 Volume algébrique dans la base du système et métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254.4 Volume algébrique et pull-back . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264.5 Volume positif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
 5 Normale à une surface 27
 5.1 Forme normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275.2 Forme normale unitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285.3 Vecteur normal unitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
 6 Aire 30
 6.1 Élément d'aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306.2 Système de coordonnées Φ dans Rn associé à ~ϕ sur S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316.3 Aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316.4 Symboles de Christoel γnij pour Φ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
 7 Transport parallèle dans Rn 33
 7.0 Transport parallèle dans Rn d'une fonction le long d'une courbe . . . . . . . . . . . . . . . . 337.1 Transport parallèle dans Rn d'un champ de vecteurs le long d'une courbe . . . . . . . . . . 337.2 Géodésique dans Rn : une droite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
 1

Page 2
                        

2
 8 Transport parallèle sur une surface dans Rn 35
 8.1 Transport parallèle sur une surface d'un champ de vecteurs le long d'une courbe . . . . . . 358.1.1 Dénition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358.1.2 Dans un système de coordonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368.1.3 Exemples sur le cercle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368.1.4 Exemples sur la sphère de R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378.1.5 Remarque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
 8.2 Géodésique sur une surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388.2.1 Dénition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388.2.2 Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
 8.3 Shifter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
 9 Formes fondamentales et courbure 45
 9.1 Première forme fondamentale g ∈ T 02 (S) (métrique) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
 9.2 Deuxième forme fondamentale k ∈ T 02 (S) : tenseur des courbures . . . . . . . . . . . . . . . 46
 9.2.1 Rappel : première dénition de la courbure (positive), approche élémentaire . . . . . 469.2.2 Courbure (algébrique) : choix de la dénition de la courbure . . . . . . . . . . . . . . 479.2.3 Deuxième forme fondamentale k ∈ T 0
 2 (S) : tenseur des courbures . . . . . . . . . . . 489.2.4 Interprétation : courbure k(~v,~v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
 9.3 Le tenseur K ∈ T 11 (S) des courbures associé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
 9.3.1 L'endomorphisme K~x associé à k~x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 519.3.2 Courbures principales, courbure moyenne, courbure gaussienne . . . . . . . . . . . . 51
 9.4 Géodésique et deuxième forme fondamentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
 10 Tenseurs des déformations 52
 10.1 Rappel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5210.1.1 Transposée d'une forme bilinéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5210.1.2 Diérentielles premières et secondes ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5310.1.3 ... et dérivées partielles premières et secondes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5310.1.4 Cas particulier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5410.1.5 Application à un mouvement ~ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
 10.2 En espace : jacobienne et transposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5510.2.1 Rappel : transposée d'une application linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5510.2.2 Jacobienne et transposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5610.2.3 F (t, ~X) dans une base de Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5710.2.4 F (t, ~X) avec la base du système ~ϕ0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5710.2.5 FT (t, ~X) avec la base du système ~ϕ0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5810.2.6 Remarque : F (t, ~X) dans des bases de (TS0) ~X et (TSt)~x complétées . . . . . . . . . 5810.2.7 Tenseurs des déformations C et C[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5910.2.8 Tenseurs des déformations C et C[ dans une base de (TS0) ~X . . . . . . . . . . . . . 60
 10.3 En temps : tenseurs des taux de déformation lagrangien D et D[ sous l'hypothèse métriqueeuclidienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6010.3.1 ∂F
 ∂t(t, ~X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
 10.3.2 ∂(FT )∂t
 (t, ~X) et métrique euclidienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
 10.3.3 ∂C∂t
 (t, ~X) et métrique euclidienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
 10.3.4 ∂C[
 ∂t(t, ~X) et métrique euclidienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
 10.3.5 Tenseurs des taux de déformation lagrangien D et D[ et métrique euclidienne . . . . 6210.4 Vitesse eulérienne ~v(t, ~x), et d~v(t, ~x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
 10.4.1 Dénition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6210.4.2 ~v[ et d~v[ et métrique euclidienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6310.4.3 d~v et d~vT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
 10.5 ~v|| et divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6410.5.1 Divergence pour les volumes ou pour les surfaces qui glissent sur elles-mêmes . . . . 6410.5.2 Dénition de ~v|| sur les surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6410.5.3 Connexion ∇~v|| sur (TSt)~x, et tenseur des courbures . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6510.5.4 Divergence div||~v|| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6510.5.5 D[
 t comme pull-back . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
 2 12 janvier 2010

Page 3
                        

3 0. Motivation : calcul classique problématique
 11 Conservation de la masse 67
 11.1 Principe (ou loi) de conservation de la masse pour un volume . . . . . . . . . . . . . . . . . 6711.1.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6711.1.2 Conservation de la masse et divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
 11.2 Conservation de la masse pour les surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6811.2.1 Gradients de déformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6811.2.2 Métrique euclidienne et aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6911.2.3 Aire et tenseur des déformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6911.2.4 Conservation de la masse pour les surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
 12 Transport de la normale à une surface 71
 12.1 Transport d'une surface par le mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7112.2 Généralisation aux coques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7112.3 Transport des vecteurs de base tangents et de la normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7212.4 Relation entre les éléments d'aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
 A Rappels : déterminants 73
 A.1 Forme multilinéaire alternée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73A.2 Forme m-linéaire alternée et déterminant detB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74A.3 Déterminant detB(L) d'un endomorphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75A.4 Déterminant det(L) (volume algébrique) dans Rm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75A.5 Déterminant det d'une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75A.6 Calculs par récurrence des déterminants de matrices : mineurs et cofacteurs . . . . . . . . . 76A.7 det(A) = det(AT ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76A.8 det([L].[M ]) = det([L]) det([M ]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76A.9 Cofacteurs et inverse d'une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77A.10 Déterminant det et produit scalaire euclidien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77A.11 Déterminant detB et produit scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77A.12 Dérivée d'un déterminant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
 B Annexe : Langage de géométrie diérentielle : quelques notions 79
 B.1 Dénitions : variétés, cartes, atlas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80B.2 Orientation d'une surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81B.3 Diérentiation sur une variété . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82B.4 Fibré tangent à une variété . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82B.5 Connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83B.6 p-forme diérentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84B.7 Volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84B.8 Aire d'une surface orientable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85B.9 Produit intérieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85B.10 Diérentielle extérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86B.11 Théorème de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
 C Connexion sur une variété de Rn 88
 C.1 Connexion et dérivée covariante pour les champs de vecteurs sur TS . . . . . . . . . . . . . 88C.2 Symboles de Christoel pour une connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89C.3 La dérivation ∇ associée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91C.4 Divergence div~w d'un champ de vecteurs ~w sur TS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92C.5 Métrique et connexion riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92C.6 Connexion sur les formes et sur les tenseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93C.7 Dérivée ∇T d'un champ de tenseurs T sur TS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95C.8 Divergence divT d'un champ de tenseurs T sur TS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95C.9 Transport parallèle d'un champ de vecteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
 Références bibliographiques 96
 0 Motivation : calcul classique problématique
 On se donne une surface S ⊂ Rn et une fonction ρ : ~x ∈ S → ρ(~x) ∈ R. Par exemple ρ est unedensité surfacique de masse sur une sphère S, qui peut être considérée comme une fonction déniesur Rn, non nulle pour ~x ∈ S et nulle pour ~x /∈ S.
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4 1. Surfaces et systèmes de coordonnées
 On cherche à dénir les variations de ρ sur la surface S. Ici on ne peut pas se servir de ladérivation classique dans une direction xée ~v : par exemple sur la sphère, pour ~x ∈ S, la quantité
 limh→0
 ρ(~x+h~v)− ρ(~x)h
 (0.1)
 ne peut pas servir à dénir les variations = dρ(~x).~v de ρ dans la direction ~v d'un vecteur tangent :le point ~x+h~v n'est alors jamais sur la sphère pour h6=0, et ρ(~x+h~v) = 0 pour h 6=0, et la limiteest +∞ quand ρ(~x) 6= 0.
 D'autre part, quand on manipule des champs de vecteurs tangents à une surface (ou à unevariété), on ne peut pas les comparer avec le calcul classique (ils n'appartiennent pas, en deuxpoints distincts, au même plan tangent), à moins de plonger la surface (ou la variété) dans unespace plus grand la contenant : par exemple en considérant la sphère (variété de dimension 2)dans l'espace plus grand qu'est R3 ; et même dans ce cas, le vecteur diérence obtenu n'a pas debonnes propriétés (cas du vecteur déplacement en mécanique, qui n'est pas un vecteur objectif :sa mesure dépend de l'observateur, i.e. il ne satisfait pas aux règles de changement de base). De plusun tel plongement n'est pas forcément souhaitable dans toutes les situations, comme par exempledans notre espace-temps en relativité générale, qui est une variété à quatre dimensions qu'on neveut pas nécessairement plonger dans un espace vectoriel de dimension plus grande. Il s'agit doncd'introduire des outils permettant de calculer sur ces variétés. Ces outils permettront égalementde mieux comprendre les calculs classiques sur les surfaces.
 1 Surfaces et systèmes de coordonnées
 1.1 Dénition
 Soient deux entiers m,n tels que 1 ≤ m ≤ n. Soit U un ouvert de Rm. On se donne unefonction :
 ~ϕ :
 U ⊂ Rm → Rn
 ~q 7→ ~x = ~x(~q) = ~ϕ(~q).(1.1)
 On note :S = ~ϕ(U) = Im~ϕ. (1.2)
 Dénition 1.1 Si ~ϕ : U → S est un diéomorphisme (i.e. C∞ et inversible et d'inverse C∞) alors~ϕ est appelé un système de coordonnées sur S.
 Et ~q représentera les paramètres, U étant l'espace des paramètres, et ~x représentera les positionsdans l'espace, Ω étant l'espace géométrique.
 Si m = 1 alors ~ϕ est appelée une courbe (régulière).Si m = n−1 alors ~ϕ est appelée une hypersurface (paramétrée) ou simplement surface (para-
 métrée) dans R3.
 Dénition 1.2 S = Im~ϕ est également appelée surface (géométrique).Et dans le cas m = 1, S est appelée une courbe (géométrique).
 Dénition 1.3 Soit ~ϕ une surface (paramétrée) d'image S = Im~ϕ (surface géométrique), et soit~x ∈ S. Une courbe sur S en ~x est une courbe ~c : t ∈]− ε, ε[→ ~c(t) ∈ S telle que ~c(0) = ~x.
 Soit ( ~Ej)j=1,...,m la base canonique de Rm et soit (~bi)n=1,...,n une base de Rn. Ainsi :
 ~ϕ :
 U ⊂ Rm → Rn
 ~q =m∑i=1
 qi ~Ei =
 q1
 ...qm
 |(~E)
 7→ ~x =n∑j=1
 xj~bj =n∑j=1
 ϕj(~q)~bj =
 ϕ1(q1, ..., qm)...
 ϕn(q1, ..., qm)
 |(~b)
 .(1.3)
 Et on note xi = ϕi(~q) = xi(~q). Ainsi :
 ~x = ~x(~q) = ~ϕ(~q) =
 ϕ1(q1, ..., qm)...
 ϕn(q1, ..., qm)
 |(~b)
 =
 x1(q1, ..., qm)...
 xn(q1, ..., qm)
 |(~b)
 . (1.4)
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 Exemple 1.4 Coordonnées polaires : m = n = 2. Soit P un point de l'espace Rn = R2. On munit
 R2 d'un repère cartésien, et P est alors repéré à l'aide du vecteur ~x = −−→OP =(x1
 x2
 ), où (x1, x2)
 sont les coordonnées cartésiennes du point (positions géométriques). On pose U = R+×R l'espacedes paramètres, on note ~q = (q1, q2) = (r, θ), et on dénit ~ϕ sur U par :
 ~ϕ(r, θ) =(r cos θr sin θ
 )= ~x. (1.5)
 Pour avoir un diéomorphisme, on restreint U par exemple à U = R∗+×] − π, π[, avec donc S =~ϕ(U) =noté Ω ouvert de l'espace R2 privé du demi-axe des x ≤ 0.
 Exemple 1.5 Coordonnées polaires sur le cercle S de rayon R : m = 1 et n = 2.
 ~ϕ(θ) = R
 (cos θsin θ
 )= ~x, (1.6)
 avec par exemple θ ∈]− π, π[= U (pour avoir un ouvert).
 Exemple 1.6 Coordonnées sphériques : m = n = 3 (voir polycopié précédent).
 ~ϕ(r, θ, ϕ) =
 r cos θ cosϕr sin θ cosϕr sinϕ
 = ~x, (1.7)
 r étant la distance au centre (le rayon), θ la longitude et ϕ la latitude.
 Exemple 1.7 Coordonnées sphériques sur la sphère de rayon R : m = 2 et n = 3.
 ~ϕ(θ, ϕ) = R
 cos θ cosϕsin θ cosϕ
 sinϕ
 = ~x, (1.8)
 θ étant la longitude et ϕ la latitude.
 On dispose alors, au voisinage d'un point ~x = ~ϕ(~q) xé, des courbes de coordonnées en ~xdonnées par, pour i = 1, ..., n :
 ~c(i)~x (t) = ~ϕ(q1, ..., qi−1, qi+t, qi+1, ..., qn),
 courbes tracées dans Ω. Ces courbes vérient :
 ~c(i)~x (0) = ~x.
 1.2 Vecteur tangent
 Soit ~ϕ une surface. Soit ~x ∈ S = Im~ϕ. Soit ~c une courbe régulière sur S en ~x.
 Dénition 1.8 La limite :
 ~c ′(0) = limt→0
 ~c(t)− ~c(0)t
 noté= ~v(~x) (1.9)
 est appelé un vecteur tangent à la courbe en ~x.
 Si on considère l'ensemble des courbes sur S en ~x on obtient :
 Dénition 1.9 L'ensemble des vecteurs tangents en ~x est noté ~V~x, et l'ensemble :
 TS~x = ~x × ~V~x (1.10)
 est appelé l'espace tangent (tangent space) en ~x.
 Et on note :TS =
 ⋃~x∈S
 TS~x. (1.11)
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 Dénition 1.10 Un élément de TS est appelé un champ de vecteurs.
 Dénition 1.11 Les règles d'addition et de multiplication par un scalaire dans TS~x sont cellesde ~V~x : avec des notations génériques :
 (~x,~v~x) + (~x, ~w~x) = (~x,~v~x + ~w~x), λ(~x,~v~x) = (~x, λ~v~x), (1.12)
 i.e. dans TS~x les calculs sont usuels pour la partie vectoriel. D'où la notation abusive :
 TS~xnoté= ~V~x, (1.13)
 au lieu de (1.10). Et on note abusivement ~v~x au lieu (~x,~v) un élément de TS~x.Et on note ~v un élément de TS (un champ de vecteurs).
 1.3 Base (~ei(~x))i=1,...,m du système et espace tangent
 Au point ~x = ~ϕ(~q) ∈ S, pour i = 1, ...,m on dénit les vecteurs :
 ~ej(~x) déf= d~ϕ(~q). ~Ej =∂~ϕ
 ∂qj(~q). (1.14)
 ou si on préfère par ~ei(~x) = d~c(i)~x
 dt (t=0), vecteur tangent à la i-ème courbe de coordonnée au point ~x.
 Proposition 1.12 La famille (~ei(~x))i=1,...,m est une famille libre dans Rn, et on a :
 TS~x = ~x ×Vect~e1(~x), ..., ~em(~x). (1.15)
 Preuve. ~ϕ : U → S est un diéomorphisme C∞, donc, notant E = d~ϕ(Rm), son applicationlinéaire tangente d~ϕ(~q) : Rm → E est un diéomorphisme C∞, donc inversible donc injective, doncles vecteurs d~ϕ(~q). ~Ej sont indépendants (sinon les ~Ej = (d~ϕ(~q))−1.(d~ϕ(~q). ~Ej) seraient liés).
 Puis pour une courbe ~x sur S en ~x, on a ~c(t) = ~ϕ(q1(t), ..., qm(t)) = ~ϕ(~q(t)), d'où ~c ′(t) =∑mi=1
 ∂~ϕ∂qi (~q(t))q
 i′(t) d'où ~c ′(0) =∑mi=1 q
 i′(0)~ei(~x) est combinaison linéaire de ~ei(~x).
 Exercice 1.13 Montrer que pour i = 1, ...,m, le vecteur ~ei(~x) est tangent à la i-ème courbe decoordonnée au point ~x.
 Réponse. Par dénition ~c(i)~x (t) = ~ϕ(~q + t ~Ei) quand ~x = ~ϕ(~q), d'où ~c
 (i)~x′(t) = d~ϕ(~q + t ~Ei). ~Ei, d'où
 ~c(i)~x′(0) = d~ϕ(~q). ~Ei = ~ei(~x).
 Si on dispose d'une base (~bi)i=1,...,n de Rn, toujours avec la base canonique ( ~Ei)i=1,...,m de Rm,on note :
 [d~ϕ(~q)]E,b =
 (dϕ1(~x). ~E1)|b...
 dϕ1(~x). ~Em)|b
 = [∂ϕi
 ∂qj(~q)] i=1,...,n
 j=1,...,m= [
 ∂~ϕ
 ∂qj(~q)] =
 ((~e1(~x)
 )|b...(~en(~x)
 )|b
 )
 la matrice rectangle n×m de d~ϕ(~q), dite matrice jacobienne de ~ϕ, relativement aux bases choisies.
 Exemple 1.14 Coordonnées polaires (1.5). Avec (1.5), la première courbe de coordonnées (r varie,θ xé) est un rayon, la deuxième courbe de coordonnées (r xé, θ varie) est un cercle. Et :
 ~e1(~x) =(
 cos θsin θ
 )|~E, ~e2(~x) =
 (−r sin θr cos θ
 )|~E
 (1.16)
 sont les vecteurs au point ~x tangents aux lignes de coordonnées. La matrice de passage des coor-
 données polaires aux coordonnées cartésiennes est la matrice P =(
 cos θ −r sin θsin θ r cos θ
 ).
 N.B. : ||~e1(~x)|| = 1 et ||~e2(~x)|| = r ; et (~e1, ~e2) forme une base orthogonale non normée.
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 Exemple 1.15 Coordonnées polaires restreintes au cercle S de rayon R (1.6).
 ~f1(~x) = ~ϕ′(θ) = R
 (− sin θcos θ
 )|~E
 (1.17)
 est le vecteur de base du système. Avec les notations de (1.16) on a ~f1 = ~e2.
 Exemple 1.16 Le système de coordonnées sphérique dans R3, cf. (1.7).Les vecteurs de base du système de coordonnées sont données par :
 ~e1(~x) =
 cos θ cosϕsin θ cosϕ
 sinϕ
 , ~e2(~x) =
 −r sin θ cosϕr cos θ cosϕ
 0
 , ~e3(~x) =
 −r cos θ sinϕ−r sin θ sinϕ
 r cosϕ
 . (1.18)
 Ces vecteurs sont orthogonaux 2 à 2 mais non normés :
 ||~e1(~x)|| = 1, ||~e2(~x)|| = r cosϕ, ||~e3(~x)|| = r.
 Ils forment les colonnes de la matrice de passage des coordonnées paramétriques sphériques ~q auxcoordonnées euclidiennes ~x :
 P = [d~ϕ(~q)] =
 cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ −r cos θ sinϕsin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
 sinϕ 0 r cosϕ
 . (1.19)
 1.4 Courbes et vecteurs tangents
 On se donne une surface régulière ~ϕ : U ⊂ Rm → Rn d'image S dans Rn.
 Proposition 1.17 Pour tout vecteur ~v ∈ TS~x il existe une courbe ~c sur S en ~x telle que ~c ′(0) = ~v.
 Et mieux : il existe un paramétrage ~ψ de S tel que ~v soit le premier vecteur de base de ~ψ en ~x,
 i.e. ~v = ∂ ~ψ∂u1 (~q) =noté ~ψ,1(~q) quand ~ψ : ~u = (u1, ..., um)→ ~x = ~ψ(~u).
 Preuve. Pour simplier les écritures, plaçons-nous dans R3 et S surface (variété de dimension 2).Soit ~ϕ : U ⊂ R2 → R3 un paramétrage régulier de la surface S. Soit ~v ∈ TS~x où ~x = ~ϕ(u0, v0) ∈ S.On va chercher une courbe sur S correspondant à une première courbe de coordonnées. On chercheun nouveau paramétrage régulier ~ψ : V ⊂ R2 → Rn de S, i.e. tel que ~ψ(V ) = S = ~ϕ(U), avec~x = ~ψ(a0, b0), pour lequel on veut que ∂ ~ψ
 ∂a (a0, b0) = ~v.Choisissons L : (a, b) ∈ R2 → L(a, b) = (u, v) ∈ R2 l'application linéaire (de changement de
 base de V vers U), telle que ~ψ = ~ϕ L, i.e. telle que ~ψ(a, b) = ~ϕ(u, v) quand (u, v) = L(a, b),localement au voisinage de (a0, b0). On veut donc :
 ~v =∂ ~ψ
 ∂a(a, b) = d~ϕ(u, v).
 ∂L
 ∂a(a, b) = α
 ∂~ϕ
 ∂u(u, v) + β
 ∂~ϕ
 ∂v(u, v) = α~e1(u, v) + β~e2(u, v),
 où on a noté ∂L∂a (a, b) =
 (αβ
 )(vecteur constant = dL(a, b). ~E1 donné par la première colonne de L,
 car L étant linéaire la matrice de L est celle de sa diérentielle). On impose donc à la premièrecolonne de [L] de contenir les composantes de ~v dans la base (~e1, ~e2) du système ~ϕ. On prendcomme deuxième colonne de [L] une colonne indépendante à la première. On détermine ainsi ~ψ.
 Conclusion : on a ainsi obtenue une courbe ~cb0 : a → ~ψ(a, b0) sur S qui convient : on a~cb0(a0) = ~x et ~cb0
 ′(a0) = ~v.
 Proposition 1.18 Si ~v : S → TS est C∞ (un champ de vecteurs sur S) alors il existe une courbe ~csur S t.q. :
 d~c
 dt(t) = ~v(~c(t)), ~c(0) = ~x, (1.20)
 et cette courbe est appelée courbe intégrale de ~v, encore donnée par ~c(t) = ~x+∫ t
 0~v(~c(τ)) dτ .
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 Preuve. L'équation (1.20) est une équation diérentielle du premier ordre avec condition initiale :on applique le théorème de CauchyLipschitz.
 Ou encore, on procède comme pour la démonstration précédente avec cette fois ~v(~x) qui serale premier vecteur de base du nouveau paramétrage ~ψ de la surface, voir polycopié précédent.
 Exemple 1.19 Etant donné un système de coordonnées ~ϕ : ~q → ~x = ~ϕ(~q), la i-ème ligne decoordonnées est donnée par ~x(t) = ~ci(t) = ~ϕ(q1, ..., t, ..., qn) au voisinage de t = qi. Par dérivation,on obtient ∂~ci
 ∂t (t) = ∂i~ϕ(q1, ..., t, ..., qn) = =noté ~ei(~x(t)) = ~ei(~ci(t)). Et donc la i-ème ligne decoordonnées donne le ot de ~ei i-ème vecteur de base du système.
 1.5 Dérivée d'une fonction sur S
 Dans le paragraphe 0, ce qu'on voulait en fait, c'est considérer la dérivée le long d'une courbedans S : si ~c : t ∈]a, b[→ ~x ∈ S est une courbe régulière en ~x = ~c(t) tracée dans S, on s'intéresseà la fonction (ρ ~c) : t ∈]a, b[→ (ρ ~c)(t) = ρ(~x) ∈ R (densité linéique), et on veut connaître lesvariations de ρ le long de la courbe, i.e. on veut connaître :
 d(ρ ~c)(0) = limt→0
 ρ(~c(t))− ρ(~c(0))t
 . (1.21)
 dérivée de ρ en ~x le long de la courbe ~c.Et si ρ est dénie sur S, on veut connaître ses variations dans S, i.e. le long de toutes les courbes
 dessinables sur S.
 Dénition 1.20 Une fonction ρ : S → R est dite diérentiable en ~x ∈ S ssi il existe une formelinéaire `~x : TS~x → R telle que, pour toute courbe ~c sur S en ~x (donc avec ~c(0) = ~x), on a :
 ρ(~c(t))− ρ(~x) = t `~x.~c′(0) + o(t). (1.22)
 On note alors `~x = dρ(~x) : TS~x → R (forme linéaire restriction de ` à TS~x). Et on dit que ρ est C1
 quand dρ dépend continûment de ~x.
 Quand ρ est diérentiable en ~x sur S on a donc :
 d(ρ ~c)(0) = limt→0
 ρ(~c(t))− ρ(~c(0))t
 = dρ(~x).~c ′(0).
 Et si on prend toutes les courbes en ~x, on peut obtenir les dérivées dans toute direction tangenteà S, cf. proposition 1.17, i.e. dans toute direction du plan tangent TS~x à S en ~x :
 dρ(~x).~v = limh→0
 ρ(~c(t))− ρ(~c(0))h
 , (1.23)
 et le vecteur dρ(~x).~v ne dépend pas de la courbe ~c choisie telle que ~c ′(0) = ~v.
 1.6 Base duale (dqi(~x))i=1,...,m du système
 Notations. On a ~ϕ : U → S bijective C∞, et on a ~ϕ−1 : S → U bijective C∞ et on note :
 ~ϕ−1 :
 S → U
 ~x 7→ ~q = ~ϕ−1(~x) noté= ~q(~x),(1.24)
 de même qu'on avait noté ~x = ~ϕ(~q) = ~x(~q). En particulier en utilisant la base canonique ( ~Ei)de Rm, on note :
 ~q = ~ϕ−1(~x) noté= ~q(~x) =m∑i=1
 qi(~x) ~Ei =
 q1(~x)...
 qm(~x)
 |~E
 =
 (~ϕ−1)1(~x)...
 (~ϕ−1)m(~x)
 |~E
 . (1.25)
 Disposant de la base (~ei(~x))i=1,...,m du système de coordonnées, base de TS~x espace tangent à Sen ~x, on en déduit la base duale (ei(~x))i=1,...,m en ~x = ~ϕ(~q), base des formes linéaires ei(~x) ∈ (TS~x)∗
 dénies par, pour tout i, j = 1, ...,m :
 ei(~x)(~ej(~x)) = δij , ei(~x)(~ej(~x)) noté= = ei(~x).~ej(~x).
 (Les ei ∈ T 01 (S) sont des formes diérentielles.)
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 Proposition 1.21 On a, pour tout i = 1, ...,m :
 ei(~x) = dqi(~x), (1.26)
 et (dqi(~x))i=1,...,m est la base duale de la base (~ei(~x))i=1,...,m dans le plan tangent TS~x
 Preuve. On a (~ϕ−1 ~ϕ)(~q) = ~q, donc d~ϕ−1(~x).(d~ϕ(~q). ~Ej) = ~Ej quand ~x = ~ϕ(~q), soit d~q(~x).~ej(~x) =~Ej , soit dqi(~x).~ej(~x) = δij pour tout i, j = 1, ...,m. Et une forme linéaire, ici ei : TS~x → R,est entièrement déterminée par ses images sur les vecteurs de base, d'où dqi = ei pour touti, j = 1, ...,m.
 Remarque 1.22 Quand n = m et ~ϕ = I, on a ~q = ~x et on note (ei) = (dqi) = (dxi) la base dualede la base canonique.
 Quand n = m, ~ϕ(~q) est un endomorphisme de Rn, et on peut choisir comme base de Rn la basecanonique ( ~Ei)i=1,...n de base duale (dxi). Soit alors P = P (~q) = [d~ϕ(~q)] de matrice inverse
 Q = Q(~x) = P−1(~x) = [d~ϕ(~q)]−1 = [d~ϕ−1(~x)] (1.27)
 quand ~x = ~ϕ(~q).
 Proposition 1.23 Les composantes des dqi(~x) dans la base (dxi)i=1,...,n (duale de la base cano-nique) sont écrites dans la ligne i de Q :
 dqi(~x) =n∑j=1
 Qij(~x) dxj . (1.28)
 Preuve. La colonne j de P contient les composantes de ~ej(~x) dans la base (~bi)i=1,...,n, et pardénition de l'inverse P−1 = Q, on a : (ligne i de Q) × (colonne j de P ) = δij .
 Exemple 1.24 Cas m = n = 2. Pour le système de coordonnées polaires, cf (1.5), où donc on uti-lise la base canonique de R2 ⊃ S de base duale (dq1(~x)=dx1, dq2(~x)=dx2) en ~x (base indépendantede ~x).
 On a r = r(~x), θ = θ(~x), on pose P = [d~ϕ(~q)] de matrice inverse Q = [d~ϕ−1(~x)] au point~x = ~ϕ(~q) :
 Q =(
 cos θ sin θ− sin θ
 rcos θr
 ), (1.29)
 et la base duale est donnée par (lignes de Q), toujours quand ~x = ~ϕ(~q) :
 [dr(~x)] = ( cos θ sin θ ) , [dθ(~x)] = (− sin θr
 cos θr ) , (1.30)
 expression matricielle relative à la base duale (dx, dy) de la base canonique, i.e. :dr(~x) = e1(~x) = cos θ dx+ sin θ dy noté= dr(~x),
 dθ(~x) = e2(~x) = − sin θr
 dx+cos θr
 dynoté= dθ(~x).
 (1.31)
 Exemple 1.25 Coordonnées polaires sur le cercle S de rayon R : m = 1 et n = 2, cf. (1.6).On a θ : ~x ∈ S → θ = θ(~x) ∈ U , et la base duale en ~x = ~ϕ(θ) est (dθ(~x)) constituée du seul
 élément dθ(~x) déni par dθ(~x). ~f1(~x) = 1.Si on souhaite exprimer dθ(~x) sur la base implicite (dx1, dx2) de R2 ⊃ S (duale de la base
 canonique), alors on retrouve (1.31)2. En eet, ce choix implicite exprime ~f1(~x) = ~e2(~x) sur la base
 canonique, donné par (1.16)2, et on vérie que dθ(~x).~e2(~x) = (− sin θR
 cos θR ) .
 (−R sin θR cos θ
 )= 1.
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 Exemple 1.26 Le système de coordonnées sphérique dans R3, cf. (1.7), (1.18) et (1.19).Les vecteurs de base étant orthogonaux, les lignes de la matrice inverse Q = P−1 sont données
 par les colonnes de P divisées par le carré des normes des vecteurs :
 Q =
 cos θ cosϕ sin θ cosϕ sinϕ− sin θr cosϕ
 cos θr cosϕ 0
 − cos θ sinϕr − sin θ sinϕ
 rcosϕr
 . (1.32)
 Et la base duale (dr=e1, dθ=e2, dϕ=e3) en ~x est exprimée dans la base (dxi)i=1,2,3 en lisant leslignes de Q :
 dr = cos θ cosϕdx+ sin θ cosϕdy + sinϕdz,
 dθ = − sin θr cosϕ
 dx+cos θr cosϕ
 dy,
 dϕ = −cos θ sinϕr
 dx− sin θ sinϕr
 dy +cosϕr
 dz.
 1.7 Base biduale : notation ∂∂qi
 (~x)
 On peut alors dériver toute fonction f : ~x ∈ S ⊂ Rm → f(~x) ∈ R dans la direction des vecteursde base du système de coordonnées, c'est à dire calculer df(~x).~ei(~x) pour i = 1, ...,m à l'aide de ladérivation de fonctions composées : ayant f(~x) = (f ~ϕ)(~q) quand ~x = ~ϕ(~q), on obtient :
 ∂(f ~ϕ)∂qi
 (~q) = df(~ϕ(~q)).∂ ~ϕ
 ∂qi(~q) = df(~x).~ei(~x) (=
 d(f c(i)~x )dt
 (t=0)). (1.33)
 Notation. On note :
 ∂f
 ∂qi(~x) déf=
 ∂(f ~ϕ)∂qi
 (~q), donc = df(~x).~ei(~x), (1.34)
 appelée dérivée de f en ~x le long de la i-ème ligne de coordonnée (le long du i-ème vecteur de basedu système de coordonnées).
 Dénition 1.27 Quand f : S → R, la fonction :
 ~ϕ∗fdéf= f ~ϕ, (1.35)
 où donc :
 ~ϕ∗f :
 U → R
 ~q 7→ (~ϕ∗f)(~q) déf= f(~x) quand ~x = ~ϕ(~q),(1.36)
 est appelée le pull-back de f par ~ϕ.C'est la fonction qui ramène la fonction f dans U au sens où elle permet de faire des calculs
 sur f dénie en ~x à l'aide des paramètres ~q caractérisant ~x.
 Donc par dénition de ∂f∂qi on a :
 ∂f
 ∂qi(~x) déf=
 ∂(~ϕ∗f)∂qi
 (~q).
 Exemple 1.28 f(x, y) = g(r, θ) où on a noté g = ~ϕ∗f . Et par dénition ∂f∂r (x, y) = ∂g
 ∂r (r, θ).Donc avec le système ~ϕ des coordonnées polaires, (x, y) = ~ϕ(r, θ), et donc (r, θ) = ~ϕ−1(x, y).
 Si f(x, y) = r2θ alors ∂f∂r (x, y) = 2rθ (évident) (avec la dénition : f(x, y) = (~ϕ∗f)(r, θ) = r2θ
 donne ∂f∂r (x, y) =déf ∂~ϕ
 ∗f∂r (r, θ) = 2rθ).
 Comme df(~x) ∈ L(Rn; R) est linéaire, df(~x) est déterminée dès qu'on connaît ses valeurs surune base ; en particulier dès qu'on connaît les df(~x).~ei(~x) pour tout i, i.e. dès qu'on connaît les∂f∂qi (~x) ; et avec (1.33) on dispose ainsi de la formule :
 df(~x) =n∑i=1
 ∂f
 ∂qi(~x) dqi(~x), (1.37)
 donc au sens df(~x) =∑ni=1
 ∂(~ϕ∗f)∂qi (~q) dqi(~x) : on a bien df(~x).~ej(~x) =
 ∑ni=1
 ∂(~ϕ∗f)∂qi (~q)δij = ∂(~ϕ∗f)
 ∂qj (~q).
 10 12 janvier 2010

Page 11
                        

11 1. Surfaces et systèmes de coordonnées
 Dénition 1.29 Soit :
 ∂
 ∂qi(~x) :
 Rm∗ → R
 ` 7→ ∂
 ∂qi(~x).` = `.~ei(~x)
 appelé opérateur de dérivation dans la i-ème direction. Et ( ∂∂qi (~x))i=1,...,m est appelée base biduale
 de (~ei(~x))i=1,...,m. Et on note :∂
 ∂qi(~x).df(~x) noté=
 ∂f
 ∂qi(~x). (1.38)
 Proposition 1.30 ( ∂∂qi (~x))i=1,...,m est la base duale de (dqi(~x))i=1,...,m. En particulier on re-
 trouve :∂qi
 ∂qj= δij . (1.39)
 Preuve. ∂∂qi (~x).dqj(~x) =déf dqj(~x).~ei(~x) = δji , et c'est bien la base duale. Egalement ∂qi
 ∂qj a lesdeux sens :
 1- ∂qi
 ∂qj (~q) = 0 car les qj sont des variables deux à deux indépendantes,
 2- ∂qj
 ∂qi (~x) =déf ∂~ϕ∗qj
 ∂qi (~q) = ∂qj~ϕ∂qi (~q) = ∂(~ϕ−1)j~ϕ
 ∂qi (~q) avec (∂(~ϕ−1)j~ϕ) : ~q → ((~ϕ−1)j~ϕ)(~q) = qj ,
 donc ∂qj
 ∂qi (~x) = δji , les variables qj étant deux à deux indépendantes.
 Remarque 1.31 Le calcul (1.33) de df(~x).~ei(~x) n'a pas utilisé la dénition classique de la dériva-tion dans une direction, à savoir df(~x).~ei(~x) = limh→0
 f(~x+h~ei(~x))−f(~x)h : ce calcul n'a de sens que
 dans Rn, et n'a pas de sens sur une surface, voir paragraphe 0 (le point ~x+ h~ei(~x) n'est pas sur lasurface en général, à moins que la surface soit plane par exemple).
 Le calcul (1.33) utilise df(~x).~ej(~x) = ∂f∂qj (~x) = limk→0
 (f~ϕ)(~q+k ~Ej)−(f~ϕ)(~q)k , où ne sont utilisés
 que les points ~y = ~ϕ(~q + k ~Ej) de la surface S, et donc on dérive le long de la j-ème courbe decoordonnées.
 Et résultat similaire pour ~f : ~x ∈ S → ~f(~x) ∈ Rp fonction à valeurs vectorielles.En particulier, pour chaque j = 1, ...,m, on dispose des fonctions :
 ~ej : ~x ∈ S ⊂ Rn → ~ej(~x) ∈ Rn.
 Et, pour chaque ~x ∈ Ω, on obtient l'endomorphisme d~ej(~x) ∈ L(Rn; Rn) entièrement déni par sesvaleurs sur les vecteurs ~ei(~x) de base, et on a (à l'aide de ~ej(~x) = ~ej(~ϕ(~q)) qu'on dérive) :
 d~ej(~x).~ei(~x) =∂(~ej ~ϕ)∂qi
 (~q) noté=∂~ej∂qi
 (~x).
 (Dérivée de ~ej en ~x le long de la i-ème ligne de coordonnées.) D'où :
 d~ej(~x) =m∑i=1
 ∂~ej∂qi
 (~x)⊗ dqi(~x). (1.40)
 En eet on a alors d~ej(~x).~ek(~x) =∑mi=1
 ∂~ej∂qi (~x)(dqi(~x).~ek(~x)) =
 ∑ni=1
 ∂~ej∂qi (~x)δik = ∂~ej
 ∂qk(~x) pour tout
 k = 1, ...,m. Et si ~v =∑ni=1 v
 i(~x)~ei(~x), on obtient :
 d~ej(~x).~v =n∑i=1
 vi(~x)∂~ej∂qi
 (~x),
 Exemple 1.32 Coordonnées polaires. Avec (1.16), avec la notation (1.34) :
 ∂~e1
 ∂r(~x) = ~0,
 ∂~e1
 ∂θ(~x) =
 (− sin θcos θ
 )=
 1r~e2(~x) =
 ∂~e2
 ∂r(~x),
 ∂~e2
 ∂θ(~x) =
 (−r cos θ−r sin θ
 )= −r~e1(~x).
 (1.41)
 Et on a bien sûr ∂~e1∂θ (~x) = ∂~e2
 ∂r (~x) puisque = ∂2~ϕ∂r∂θ (~q) et ~ϕ ∈ C2 (quand ~x = ~ϕ(~q)). Et avec :
 d~e1 =∂~e1
 ∂r⊗ dr +
 ∂~e1
 ∂θ⊗ dθ, d~e2 =
 ∂~e2
 ∂r⊗ dr +
 ∂~e2
 ∂θ⊗ dθ,
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 on obtient :
 d~e1 =1r~e2 ⊗ dθ, d~e2 = −r~e1 ⊗ dθ +
 1r~e2 ⊗ dr. (1.42)
 Les représentations matricielles sont donc [d~e1] =(
 0 00 1
 r
 )|(~e)
 et [d~e2] =(
 0 −r1r 0
 )|(~e)
 .
 Exercice 1.33 Pour (~e1(~x), ~e2(~x)) base du système de coordonnées polaires, calculer d~e1(~x) etd~e2(~x) dans la base cartésienne.
 Réponse. On passe aux coordonnées euclidiennes soit par changement de base (le faire), soit par calculdirect : avec ~e1(~x) = ~x
 r, on a d~e1 = 1
 rd~x + ~x ⊗ d 1
 r; avec d~x = I = ~E1 ⊗ dx + ~E2 ⊗ dy et d 1
 r= − 1
 r2dr =
 − 1r2
 (cos θdx+ sin θdy), on obtient :
 d~e1(~x) =1
 r( ~E1 ⊗ dx+ ~E2 ⊗ dy)− 1
 r2(x~E1 + y ~E2)⊗ (cos θdx+ sin θdy)
 =1
 r((1− cos2 θ) ~E1 ⊗ dx− cos θ sin θ ~E1 ⊗ dy − cos θ sin θ ~E2 ⊗ dx+ (1− sin2 θ) ~E2 ⊗ dy
 =1
 r
 (sin2 θ − cos θ sin θ
 − cos θ sin θ cos2 θ
 )|(~E)
 ,
 (1.43)
 et avec ~e2(~x) =
 (0 −11 0
 )~x, application linéaire en ~x, on obtient d~e2(~x) =
 (0 −11 0
 )d~x, soit :
 d~e2(~x) = − ~E1 ⊗ dy + ~E2 ⊗ dx =
 (0 −11 0
 )|(~E)
 . (1.44)
 On vérie : d~e2(~x). ~E1 = ~E2 et d~e2(~x). ~E2 = − ~E1, i.e. d~e2(~x) est la rotation d'angle +π2.
 (Pour le calcul direct : matrice de passage P =
 (cos θ −r sin θsin θ r cos θ
 )dont la première colonne donne
 ~e1(~x) et la seconde ~e2(~x) dans la base euclidienne en ~x quand (r, θ) = ~ϕ−1(~x). La matrice inverse est
 Q =
 (cos θ sin θ− sin θ
 rcos θr
 )dont la 1ère ligne contient e1 = dr et la seconde ligne e2 = dθ. On a donc
 ~e2 ⊗ dθ = (−r sin θ ~E1 + r cos θ ~E2)⊗ (− sin θrdx+ cos θ
 rdy),
 ~e1 ⊗ dθ = (cos θ ~E1 + sin θ ~E2)⊗ (− sin θrdx+ cos θ
 rdy),
 ~e2 ⊗ dr = (−r sin θ ~E1 + r cos θ ~E2)⊗ (cos θdx+ sin θdy),d'où (1.42) donne (1.43) et (1.44).)
 2 Symboles de Christoel
 2.1 Symboles de Christoel dans Rn
 On traite ici d'abord le cas m = n. Dans ce cas il est usuel de noter S = Ω (ouvert de Rn).Soit ~ϕ : U ⊂ Rn → Ω ⊂ Rn le système de coordonnées, avec (~ei(~x))i=1,...,n la base du système
 de coordonnées ~ϕ au point ~x = ~ϕ(~q). Le champ de vecteurs ~ei ∈ T 10 (Ω) est diérentiable de
 diérentielle d~ei ∈ T 11 (Ω), et d~ei(~x) ∈ L(Rn; Rn) est un endomorphisme de Rn pour ~x ∈ Ω. Et le
 vecteur d~ej(~x).~ei(~x) =noté (d~ej .~ei)(~x) ∈ Rn a un sens pour tout i, j.
 Dénition 2.1 Pour ~x ∈ Ω, on note Γkij(~x) les composantes du vecteur (d~ej .~ei)(~x) sur la base(~ek(~x))k=1,...,n :
 d~ej(~x).~ei(~x) =∑k
 Γkij(~x)~ek(~x). (2.1)
 Les Γkij sont donc des fonctions dénies sur Ω par :
 Γkij = ek.(d~ej .~ei) (= dqk.(d~ej .~ei)). (2.2)
 Les Γkij sont appelés les symboles de Christoel du système de coordonnées, et les Γkij(~x) sontappelés les symboles de Christoel en ~x du système de coordonnées.
 Proposition 2.2 Pour un système de coordonnées, on a Γkij = Γkji pour tout i, j, k = 1, ..., n.
 12 12 janvier 2010
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 Preuve. On a d~ej .~ei(~x) = ∂2~ϕ∂qi∂qj (~q) = ∂2~ϕ
 ∂qj∂qi (~q) = d~ei.~ej(~x) quand ~x = ~ϕ(~q), car ~ϕ est C∞
 donc C2 (théorème de Schwarz donnant ∂2~ϕ∂qi∂qj = ∂2~ϕ
 ∂qj∂qi dans ce cas).
 Exemple 2.3 Si on choisit un système de coordonnées cartésien, les vecteurs ~ej obtenus sont desvecteurs constants, les d~ej sont donc nuls, et dans ce cas les Γkij sont tous nuls.
 Exercice 2.4 Pour le système de coordonnées polaires, à savoir, avec ~q = (r, θ), ~ϕ(~q) =(r cos θr sin θ
 ),
 on note Γ111(~x) = Γrrr(~x), et de même pour les autres valeurs en exposant ou indice, notant r au
 lieu de 1, et θ au lieu de 2. Montrer que, en omettant (~x) pour alléger les notations :
 Γrrr = Γθrr = Γθθθ = Γrrθ = 0, Γrθθ = −r, Γθrθ = Γθθr =1r, (2.3)
 c'est à dire que :
 d~e1.~e1 = 0, d~e1.~e2 =1r~e2 = d~e2.~e1, d~e2.~e2 = −r~e1. (2.4)
 Réponse. Voir (1.41).
 Exercice 2.5 Pour le système de coordonnées sphériques (1.7), montrer que les symboles non nulssont donnés par :
 Γθrθ = Γθθr =1r, Γϕrϕ = Γϕϕr =
 1r, Γrθθ = −r cos2 ϕ, Γrϕϕ = −r, (2.5)
 Γϕθθ = sinϕ cosϕ, Γθθϕ = Γθϕθ = − tanϕ. (2.6)
 Soit d'une part :d~e1.~e1 = 0,
 d~e1.~e2 = d~e2.~e1 =1r~e2,
 d~e1.~e3 = d~e3.~e1 =1r~e3,
 et d'autre part pour les vecteurs ~e2 et ~e3 tangents à la sphère :
 d~e2.~e2 = −r cos2 ϕ~e1 + sinϕ cosϕ~e3,
 d~e2.~e3 = d~e3.~e2 = − tanϕ~e2,
 d~e3.~e3 = −r~e1.
 (2.7)
 Réponse. Calcul direct, voir polycopié précédent.
 Proposition 2.6 Si pour i xé on a Γkii = 0 pour tout k = 1, ..., n, alors la i-ème ligne de
 coordonnées au voisinage de ~x est le segment de droite ~c(i)~x (t) = ~x+t~ei(~x), pour t dans un voisinage
 de 0.
 Preuve. La i-ème ligne de coordonnées est donnée par ~c(i)~x (t) = ~ϕ(~q+ t ~Ei) quand ~x = ~ϕ(~q). On a
 ~c(i)~x′(t) = d~ϕ(~q + t ~Ei). ~Ei = ∂~ϕ
 ∂qi (~q + t ~Ei) = ~ei(~c(i)~x (t)) (i.e. ~ei est le champ de vecteurs tangent à la
 ligne), donc ~c(i)~x′′(t) = d~ei(~c
 (i)~x (t)).~c(i)~x
 ′(t) = d~ei(~c(i)~x (t)).~ei(~c
 (i)~x (t)).
 Ici par hypothèse on a ∂2~ϕ∂(qi)2 (~q) = d~ei(~y).~ei(~y) = ~0 pour tout ~y quand ~y = ~ϕ(~q). Et donc
 ~c(i)~x′′(t) = 0 pour tout t pour la i-ème ligne de coordonnées, D'où par double intégration ~c(i)~x est la
 droite ~c(i)~x (t) = ~x+ t~c(i)~x′(0) = ~x+ t~ei(~x).
 2.2 Connexion sur C∞(S; R) = T 00 (S)
 Si f ∈ C∞(S; R) = T 00 (S) et ~v ∈ TS = T 1
 0 (S), on note :
 ∇~vfdéf= df.~v
 noté= ∇f.~v ∈ T 00 (S), (2.8)
 où on rappelle que pour ~x ∈ S :
 df(~x).~v(~x) = limt→0
 f(~c(t))− f(~c(0))t
 ,
 quand ~x = ~c(0) et ~v(~x) = ~c ′(0), i.e. ~v est le vecteur tangent à une courbe ~c t.q. ~c(0) = ~x.
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 2.3 Connexion sur TS = T 10 (S) : première approche
 On reprend U ⊂ Rm, ~ϕ : U → Rn avec m < n, et S = ~ϕ(U) (variété de dimension m dans Rn).Problème rencontré : reprenons par exemple les coordonnées polaires sur le cercle S et (1.41) :
 on a ~e2(~x) ∈ TS~x vecteur tangent au cercle, et on a :
 d~e2(~x).~e2(~x) = −r~e1(~x) /∈ TS~x,
 bien que seul ~e2(~x) de l'espace tangent intervienne : sa dérivation le long de lui-même est unvecteur qui n'est pas dans l'espace tangent TS~x au cercle. On obtient d'ailleurs les forces d'inertiecentrifuges déduite de l'accélération ∂2~ϕ
 ∂θ2 = d~e2(~x).~e2(~x) (dérivée seconde) quand on reste sur lecercle.
 Et la partie de d~e2(~x).~e2(~x) perpendiculaire au cercle, au sens du produit scalaire euclidiende R2 n'intervient pas dans la description le long du cercle, autrement dit, les forces d'inertieperpendiculaires au cercle n'ont pas d'inuence sur le mouvement sur le cercle.
 On convient donc de ne considérer que les projections perpendiculaires : soit :
 ProjTS~x : Rn → TS~x, (2.9)
 l'opérateur de projection orthogonal sur l'espace tangent TS~x au sens du produit scalaire euclidien :pour tout ~v ∈ Rn :
 ProjTS~x .~v ∈ TS~x, déni t.q. (ProjTS~x .~v, ~w)Rn = (~v, ~w)Rn ∀~w ∈ TS~x. (2.10)
 (Ou si on préfère (~v − ProjTS~x .~v, ~w)Rn = 0 pour tout ~w ∈ TS~x, i.e. ~v − ProjTS~x .~v ⊥ TS~x.)
 Dénition 2.7 On note :
 ∇ :
 TS → T 1
 1 (S)
 ~w 7→ ∇~w, ∇~w.~v déf= ProjTS .(d~w.~v) noté= ∇~v ~w,(2.11)
 dite dérivation covariante de ~w le long de ~v sur l'espace tangent. Le sens de (2.11) est : pour tout~x ∈ S :
 (∇~v ~w)(~x) déf= ProjTS~x .(d~w(~x).~v(~x)). (2.12)
 Dénition 2.8 La connexion riemannienne sur TS est l'opérateur :
 ∇ :
 TS × TS → TS
 (~v, ~w) 7→ ∇(~v, ~w) déf= ∇~v ~w.(2.13)
 Dénition 2.9 Quand f ∈ C∞(S; R) et ~w ∈ TS, on pose (formule de Leibniz de dérivation d'unproduit), pour tout ~v ∈ TS :
 ∇(f ~w).~v = (∇f.~v) ~w + f (∇~w).~v ∈ TS, (2.14)
 et on note :∇(f ~w) = ∇f.~w + f ∇~w ∈ T 1
 1 (S). (2.15)
 Exemple 2.10 Quand n = m, on a ProjTS~x = I et :
 (∇~v ~w)(~x) = d~w(~x).~v(~x) = (∇~w.~v)(~x)
 la dérivée covariante usuelle de ~w dans la direction ~v.
 Exemple 2.11 La connexion sur le cercle est dénie sur les champs de vecteurs ~w ∈ TS de laforme ~w(~x) = β(~x)~e2(~x). Et d~w(~x) est déni sur l'espace tangent au cercle par sa valeur sur levecteur de base ~e2(~x). On a :
 d~w(~x).~e2(~x) = (dβ(~x).~e2(~x))~e2(~x) + β(~x)(d~e2(~x).~e2(~x) =∂β
 ∂θ(~x)~e2(~x)− β(~x) r ~e1(~x),
 D'où :
 (∇~e2 ~w)(~x) =∂β
 ∂θ(~x)~e2(~x).
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 2.4 Symboles de Christoel sur S
 Dénition 2.12 Pour ~x ∈ S, pour i, j = 1, ...,m, on note Γkij(~x) les composantes de (∇~ei~ej)(~x) =ProjTS~x(d~ej .~ei)(~x) sur la base (~ek(~x))k=1,...,m :
 (∇~ei~ej)(~x) =m∑k=1
 Γkij(~x)~ek(~x), ∀i, j = 1, ...,m. (2.16)
 Les Γkij sont donc des fonctions dénies sur Ω par :
 Γkij = ek.∇~ei~ej (= dqk.∇~ei~ej). (2.17)
 Les Γkij sont appelés les symboles de Christoel du système de coordonnées, et les Γkij(~x) sontappelés les symboles de Christoel en ~x du système de coordonnées.
 Proposition 2.13 Pour un système de coordonnées, on a Γkij = Γkji pour tout i, j, k = 1, ...,m.
 Preuve. On a d~ej .~ei(~x) = ∂2~ϕ∂qi∂qj (~q) = ∂2~ϕ
 ∂qj∂qi (~q) = d~ei.~ej(~x) quand ~x = ~ϕ(~q), car ~ϕ est C∞
 donc C2 (théorème de Schwarz donnant ∂2~ϕ∂qi∂qj = ∂2~ϕ
 ∂qj∂qi dans ce cas). D'où ProjTS~x(d~ej .~ei(~x)) =ProjTS~x(d~ei.~ej(~x)).
 Exemple 2.14 Sur le cercle, pour la connexion riemannienne, Γ222 est l'unique symbole de Chris-
 toel, et Γ222 = 0, voir (2.4).
 Exemple 2.15 Sur la sphère, pour la connexion riemannienne, voir (2.7) :
 Γ222 = 0, Γ3
 22 = sinϕ cosϕ, Γ223 = − tanϕ, Γ3
 23 = 0, Γ233 = 0, Γ3
 33 = 0. (2.18)
 2.5 Notation vi|j de dérivation covariante dans la j-ème direction
 Proposition 2.16 et notation. Soit un champ de vecteurs ~w sur S et un système de coordonnées~ϕ : U → S de base (~ei(~x)) en ~x = ~ϕ(~q). On note wi(~x) les composantes de ~w(~x) sur la base dusystème en ~x :
 ~w(~x) =m∑i=1
 wi(~x)~ei(~x).
 On a, pour j = 1, ...,m :
 ∇~ej ~w = (m∑i=1
 ∂wi
 ∂qj+
 m∑i,k=1
 Γijkwk)~ei
 noté=∑i
 wi|j~ei, (2.19)
 c'est à dire wi|j = dqi.∇~ej ~w est donné par :
 wi|j =∂wi
 ∂qj+
 m∑k=1
 Γijkwk. (2.20)
 C'est la i-ème composante de la dérivée covariante de ~w le long de la j-ème ligne de coordonnées.
 Preuve. De ~w =∑i w
 i~ei on déduit d~w.~ej =∑i(dw
 i.~ej)~ei+∑k w
 k(d~ek.~ej), et dwi.~ej(~x) = ∂wi
 ∂qj (~x)et (2.16).
 Exemple 2.17 Quand n = m, dans le système de coordonnées cartésien, posant :
 ~w =∑i
 wi ~Ei, (2.21)
 on a d~w =∑i dw
 i ~Ei, au sens d~w. ~Ej =∑i(dw
 i. ~Ej) ~Ei :
 wi|j =∂wi
 ∂xjnoté= wi,j .
 Et la diérentielle d~w(~x) a pour matrice [d~w]|~E = [∂wi
 ∂xj ] i=1,...,nj=1,...,n
 = [wi,j ] i=1,...,nj=1,...,n
 .
 15 12 janvier 2010

Page 16
                        

16 2. Symboles de Christoel
 Proposition 2.18 Si on dispose de deux champs de vecteurs ~w,~v sur S et du système de coor-données ~ϕ : U → S de base (~ei(~x)) en ~x = ~ϕ(~q), on a en ~x, pour les composantes dans cettebase :
 (∇~v ~w)i =m∑j=1
 wi|jvj i.e. =
 ∑j
 ∂wi
 ∂qjvj +
 m∑j,k=1
 Γijkwkvj , (2.22)
 où on a posé ~w =∑mi=1 w
 i~ei, ~v =∑mi=1 v
 i~ei et ∇~v ~w =∑mi=1(∇~v ~w)i~ei.
 Preuve. On a ∇~v ~w =∑j v
 j∇~ej ~w, d'où le résultat avec (2.19).
 Dénition 2.19 La dérivée de Lie dans Rn est l'opérateur déni par :
 L~v ~w = d~w.~v − d~v.~w noté= [~v, ~w], (2.23)
 et la dérivée de Lie sur S est l'opérateur déni par :
 L~v ~w = ∇~v ~w −∇~w~vnoté= [~v, ~w]. (2.24)
 Corollaire 2.20 Pour les composantes de la dérivation de Lie L~v ~w, les symboles de Christoeldisparaissent : pour ~w,~v ∈ TS et i = 1, ...,m :
 [~v, ~w]i =m∑j=1
 ∂wi
 ∂qjvj −
 m∑j=1
 ∂vi
 ∂qjwj (=
 m∑j=1
 wi|jvj −
 m∑j=1
 vi|jwj),
 quand [~v, ~w]i est la i-ème composante de [~v, ~w] sur la base du système de coordonnées, i.e quand[~v, ~w] =
 ∑mi=1[~v, ~w]i~ei. En d'autres termes, les composantes de [~v, ~w] dans la base du système de
 coordonnées ne dépendent pas des symboles de Christoel.
 Preuve. Pour un système de coordonnées, on a Γijk − Γikj = 0 pour tout i, j, k.
 2.6 Divergence
 Rappel dans Rn :
 Dénition 2.21 La divergence d'un champ de vecteurs w∈TRn est la trace de sa diérentielle :
 div~w = Tr(d~w). (2.25)
 (Comme ~w ∈ T 10 (Rn), on a d~w ∈ T 1
 1 (Rn) est la trace est bien dénie.)
 Sur la surface S, l'opérateur ∇ joue le rôle de d (dérivation) : pour ~w ∈ TS = T 10 (S), on a
 ∇~w ∈ T 11 (S), et :
 Dénition 2.22 La divergence d'un champ de vecteurs ~w ∈ TS est la trace de sa diérentielle :
 div~w = Tr(∇~w). (2.26)
 Exemple 2.23 Cas n = m dans le système de coordonnées cartésien, posant :
 ~w =∑i
 wi ~Ei, (2.27)
 on a d~w =∑i dw
 i ~Ei, au sens d~w. ~Ej =∑i(dw
 i. ~Ej) ~Ei, de matrice [d~w] = [(∂wi
 ∂xj
 )] i=1,...,nj=1,...,n
 . Ainsi :
 div~w =n∑i=1
 wi,i (=n∑i=1
 ∂wi
 ∂xi). (2.28)
 Exemple 2.24 Cas n ≥ m. Dans le système de coordonnées ~ϕ, posant :
 ~w(~x) =m∑i=1
 wi(~x)~ei(~x), (2.29)
 on a :
 div~w =m∑i=1
 wi|i (=m∑i=1
 ∂wi
 ∂qi+
 m∑i,k=1
 Γiikwk). (2.30)
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 2.7 Connexion sur T 01 (S) : première approche
 Dans Rn (casm = n), soit α ∈ T 01 (Ω) une forme diérentielle, donc avec α(~x) ∈ L(Rn; R) = Rn∗
 (forme linéaire). On a pour tout champ de vecteurs ~v ∈ TΩ, la fonction :
 α.~v : ~x ∈ Ω→ (α.~v)(~x) déf= α(~x).~v(~x)
 est C∞(Ω; R) = T 00 (Ω) de dérivée d(α.~v) ∈ T 0
 1 (Ω) dénie par, pour tout champ de vecteurs ~w ∈ TΩ :
 d(α.~v). ~w = (dα.~w).~v + α.(d~v.~w) noté= (dα.~v + α.d~v). ~w
 (formule de Leibniz). Et ainsi la diérentielle dα est donnée par :
 (dα.~w).~v = d(α.~v). ~w − α.(d~v.~w) noté= dα(~w,~v), (2.31)
 la dernière notation grâce à l'isomorphisme canonique entre L(TS~x;L(TS~x; R)) = L(TS~x;TS∗~x) etL(TS~x, TS~x; R) = L2(TS~x; R) qui permet d'écrire dα(~x) ∈ L2(TS~x; R), et donc dα ∈ T 0
 2 (Ω).
 Pour les connexions sur S (cas m ≤ n), soit α ∈ T 01 (S) une forme diérentielle et ~v ∈ TS un
 champ de vecteurs. Alors α.~v est une fonction, sa diérentielle d~v.~w est remplacée par ∇~v.~w =∇~w~v = ProjTS(d~v.~w), et on va également remplacer dα.~w par ∇~wα = ∇α.~w :
 Dénition 2.25 La dérivée covariante d'une forme diérentielle α ∈ T 01 (S) sur S dans la direction
 du champ de vecteurs ~w ∈ TS est la forme diérentielle ∇α.~w = ∇~wα ∈ T 01 (S) dénie par, pour
 tout ~v ∈ TS :∇(α.~v). ~w = (∇α.~w).~v + α.(∇~v.~w), (2.32)
 soit :(∇α.~w).~v déf= ∇(α.~v). ~w − α.(∇~v.~w)
 noté= (∇~wα).~v noté= ∇α(~w,~v).(2.33)
 Et le tenseur ∇α ∈ T 02 (S) ainsi déni est appelé dérivation de α sur S.
 Et quand S = Ω est un ouvert de Rn (cas m = n), on note ∇ = d.
 En particulier, si f ∈ C∞(S; R) et α ∈ T 01 (S), alors fα ∈ T 0
 1 (S) et :
 ∇~w(fα) = (∇~wf)α+ f (∇~wα), (2.34)
 au sens ∇~w(fα).~v = (df.~w)(α.~v) + f (∇~wα.~v), et :
 ∇(fα) = (∇f)α+ f (∇α). (2.35)
 Notations. Si f ∈ C∞, alors α = df ∈ T 01 (S) et :
 ∇(df) noté= ∇2fnoté= d2f|TS
 noté= d2f (2.36)
 est ainsi déni sur toute variété S ⊂ Rn.
 2.8 Symboles de Christoel pour la base duale
 Proposition 2.26 Pour (ei(~x)) = (dqi(~x)) la base duale de la base (~ei(~x)) = ( ∂~ϕ∂qi (~q)) d'un systèmede coordonnées ~ϕ : ~q ∈ U → ~x ∈ S, on a :
 ∇~eiej = −m∑k=1
 Γjikek, (2.37)
 (on vérie la cohérence de la position relative des indices) où les Γkij sont les symboles de Christoeldu système ~ϕ, cf. (2.16)).
 Preuve. Cas m = n : on a ej .~ei = δji , d'où ej .~ei : S → R est une fonction constante, et donc∇(ej .~ei) = 0 = ∇ej .~ei + ej .∇~ei, et donc dans Rn :
 (∇ej .~ek).~ei + ej .(∇~ei.~ek) = 0 = (∇ej .~ei).~ek + Γjik,
 d'où (2.37).
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18 2. Symboles de Christoel
 Exemple 2.27 Pour le système de coordonnées polaires on a donc :
 de1.~e1 = 0 (= −Γrrre1 − Γrrθe
 2),
 de1.~e2 = re2 = r dθ (= −Γrθre1 − Γrθθe
 2),
 de2.~e1 = −1re2 − 1
 rdθ (= −Γθrre
 1 − Γθrθe2),
 de2.~e2 = −1re1 = −1
 rdr (= −Γθθre
 1 − Γθθθe2).
 (2.38)
 Exemple 2.28 Sur le cercle de R2 et la base polaire réduite à ~e2, on a donc :
 ∇e2 = 0, (2.39)
 car ∇~e2e2 = 0.
 Exemple 2.29 Sur la sphère S(0; R) de R2, on a∇~e2e2 = −Γ222e
 2−Γ223e
 3,∇~e2e3 = −Γ322e
 2−Γ323e
 3,∇~e3e3 = −Γ3
 32e2 − Γ2
 33e3, donc avec (2.18) :
 ∇~e2e2 = tanϕe3, ∇~e2e3 = − sinϕ cosϕe2 = ∇~e3e2, ∇~e3e3 = 0. (2.40)
 2.9 * Formules de changement de base pour les symboles de Christoel
 Le champ de vecteurs d~ej .~ei n'est pas objectif, c'est à dire il dépend de l'observateur : enparticulier le vecteur d~ej .~ei ne satisfait pas aux formules de changement de base (à cause de laprésence des symboles de Christoel).
 Et si ~ei(~x) et ~ej(~x) sont tangents à la surface, le vecteur d~ej(~x).~ei(~x) ne l'est pas en généralcf. (2.7).
 La dérivée de Lie corrige ces deux problèmes. Voir polycopié précédent, ce paragraphe, et lessuivants.
 On dispose ici de deux représentations paramétriques de S, i.e. on dispose de deux systèmes decoordonnées ~ϕ1 : U1 → S et ~ϕ2 : U2 → S (avec U1, U2 ouverts de Rm espaces des paramètres).
 Un point ~x ∈ S s'écrit donc des deux manières ~x = ~ϕ1(~q1) = ~ϕ2(~q2).Notons (~ei;α(~x) = (d~ϕα(~qα). ~Ei)i=1,...,m la base du système de coordonnées ~ϕα pour α = 1, 2,
 toujours avec ( ~Ei)i=1,...,m la base canonique de Rm et ~x = ~ϕα(~qα).
 Exercice 2.30 Soit ~χ : ~q2 ∈ U2 → ~χ(~q2) = ~q1 ∈ U1 le diéomorphisme de changement deparamètres, avec donc ~ϕ2 = ~ϕ1 ~χ. N.B. : on note souvent ~χ = ~q1 c'est à dire :
 ~χ(~q2) noté= ~q1(~q2).
 Soit P (~x) la matrice de changement de base de (~ei;1(~x)) vers (~ei;2(~x)) (pour chaque ~x donné),i.e. :
 ~ej;2(~x) =∑i
 P ij (~x)~ei;1(~x),
 c'est à dire la colonne j de P (~x) donne les composantes de ~ej;2(~x) dans la base (~ei;1(~x)).Avec ~χ(~q1) =
 ∑i χ
 i(~q1) ~Ei, montrer que :
 P ij (~x) =∂χi
 ∂qj2(~q2) ( noté=
 ∂qi1
 ∂qj2(~q2)), (2.41)
 c'est à dire P (~x) = [d~χ(~q2)] est la matrice de l'application linéaire d~χ(~q2) dans les bases canoniquesde Rn (au point ~x = ~ϕ2(~q2)).
 On appliquera les résultats au cas Rn = R2, ~ϕ1 = I les coordonnées cartésiennes et ~ϕ2 lescoordonnées polaires.
 Réponse. C'est un résultat générique pour un changement de variables. Ici on a d~χ(~q2). ~Ej = ∂~χ∂qj
 (~q2) =∑i∂χi
 ∂qj(~q2) ~Ei, et ~ei;α(~x) =déf d~ϕα(~qα). ~Ei = ∂~ϕα
 ∂qi(~qα).
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 Comme ~ϕ2 = ~ϕ1 ~χ, on a d~ϕ2(~q2) = d~ϕ1(~q1) d~χ(~q2), et donc :
 ~ej;2(~x) = d~ϕ2(~q2). ~Ej = d~ϕ1(~q1).(d~χ(~q2). ~Ej) =∑i
 ∂χi
 ∂qj(~q2)d~ϕ1(~q1). ~Ei =
 ∑i
 ∂χi
 ∂qj(~q2)~ei;1(~x).
 On a donc bien P ij (~x) = ∂χi
 ∂qj(~q2).
 Si ~ϕ1 = I (coordonnées cartésiennes) et ~ϕ2 les coordonnées polaires, on a ~q1 = ~x et ~q2 = (r, θ) avec
 ~χ(r, θ) =
 (x = χ1(r, θ) = r cos θy = χ2(r, θ) = r sin θ
 ). Et P = [d~χ(r, θ)] =
 (cos θ −r sin θsin θ r cos θ
 )est la matrice de passage des
 coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires (c'est à dire de la base canonique vers la base polaire).
 Exercice 2.31 Suite. Montrer que, pour tout i, j :
 d~ej;2.~ei;2 =∑`m
 P `j Pmi d~e`;1.~em;1 +
 ∑k
 ∂2χk
 ∂qi2∂qj2
 ~ek;1. (2.42)
 (On peut remplacer ∂2χk
 ∂qi2∂qj2par
 ∂Pkj∂qi2
 ou par ∂Pki∂qj2
 , correspondant au hessien de χk, mais on perd
 alors la visualisation de la symétrie en i, j.)
 Ici les notations sont abusives au sens où toutes les quantités sont prises en ~x sauf ∂2χk
 ∂qi2∂qj2qui
 prend ses valeurs en ~q2 = ~ϕ−12 (~x). (2.42) s'écrit également :
 ∑k
 Γkij;2~ek;2 =∑α
 (∑`m
 P `j Pmi Γα`m;1 +
 ∂2χα
 ∂qi2∂qj2
 )~eα;1, (2.43)
 et donne, avec ~eα;1 =∑kQ
 kα~ek;2 où Q = P−1 :
 Γkij;2 =∑α
 (∑`m
 P `j Pmi Γα`m;1 +
 ∂2χα
 ∂qi2∂qj2
 )Qkα
 =∑α
 (∑`m
 ∂q`1∂qi2
 ∂qm1∂qi2
 Γα`m;1 +∂2qα1
 ∂qi2∂qj2
 )∂qk2∂qα1
 .
 (2.44)
 On appliquera les résultats au cas Rn = R2, ~ϕ1 = I les coordonnées cartésiennes et ~ϕ2 les coor-données polaires.
 Réponse. On a ~ej;2 =∑k P
 kj ~ek;1, d'où d~ej;2.~ei;2 =
 ∑k(dP kj .~ei;2)~ek;1 +
 ∑k P
 kj (d~ek;1.~ei;2).
 On a P kj (~x) = ∂χk
 ∂qj(~q2), avec ~q2 = ~ϕ−1
 2 (~x), d'où dP kj (~x) = d ∂χk
 ∂qj(~q2).d~ϕ−1
 2 (~x), d'où dP kj (~x).~ei;2(~x) =
 d ∂χk
 ∂qj(~q2).(d~ϕ−1
 2 (~x).~ei;2(~x)) = d ∂χk
 ∂qj(~q2). ~Ei = ∂2χk
 ∂qi2∂qj2
 (~q2).
 On a d~ek;1.~ei;2 =∑` P
 `i d~ek;1.~e`;1. D'où en sommant les deux résultat on obtient (2.42).
 D'où immédiatement (2.43), d'où (2.44).
 En particulier, si ~ϕ1 = I et ~ϕ2 est le système polaire, on obtient Γkij;2 =∑`
 ∂2q`1∂qi2∂q
 j2
 ∂qk2∂q`1
 : on remarque
 donc que les symboles de Christoel en polaires ne sont pas nuls, bien qu'ils le soient en cartésien : cessymboles ne peuvent donc pas être le composantes d'un tenseur puisqu'ils ne satisfont pas aux formules dechangement de base.
 3 Métrique et système de coordonnées
 3.1 Dénition
 Dénition 3.1 Dans S variété de dimensionm dans Rn, une métrique riemannienne est un champde tenseurs g ∈ T 0
 2 (S) qui est symétrique déni positif. I.e. c'est une application g : ~x ∈ S →g(~x) =noté g~x ∈ L(Rn,Rn; R) qui est C∞ telle que g~x dénit un produit scalaire dans Rn (formebilinéaire symétrique dénie positive). I.e. g~x est bilinéaire et vérie g~x(~v, ~w) = g~x(~w,~v) pour tout~v, ~w ∈ Rn, et g~x(~v,~v) > 0 pour tout ~v 6= ~0.
 Dénition 3.2 La métrique euclidienne sur S est la métrique riemannienne telle que g~x est leproduit scalaire euclidien (·, ·)Rn restreint à TS. Autrement dit g~x(~v(~x), ~w(~x)) =déf (~v(~x), ~w(~x))Rn
 pour tout ~v, ~w ∈ TS.
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 Soit un système de coordonnées ~ϕ : U ⊂ Rm → S ⊂ Rn, de base (~ei(~x) = ∂~ϕ∂qi (~q))i=1,...,m et de
 base duale (ei(~x) = dqi(~x))i=1,...,m en ~x = ~ϕ(~q).En un point ~x de S, une métrique est un produit scalaire dans TS~x. On notera g(~x) = g~x de
 produit scalaire (cette métrique en ~x) :
 g~x =∑ij
 gij(~x) ei(~x)⊗ ej(~x) où donc g~x(~ei(~x), ~ej(~x)) = gij(~x), (3.1)
 soit :g =
 ∑ij
 gijei ⊗ ej avec g(~ei, ~ej) = gij . (3.2)
 Donc pour ~v =∑i vi(~x)~ei(~x) et ~w =
 ∑i w
 i(~x)~ei(~x) (expression sur la base du système decoordonnées) on a :
 g~x(~v, ~w) =∑ij
 gij(~x)vi(~x)wj(~x) = [~v]T .[g~x].[~w].
 Remarque 3.3 En général la métrique euclidienne sur S n'est pas le push-forward de la métriqueeuclidienne de Rm restreinte à U . En eet, par dénition du pull-back de g(·, ·) on a :
 (~ϕ∗g)(~q)( ~Ei, ~Ej) = g(~x)(~ei(~x), ~ej(~x)) = gij(~x) 6= δij ,
 et donc (~ϕ∗g) n'est pas la métrique euclidienne dans U . Sauf si (~ei(~x)) est une b.o.n. indépendam-ment de ~x pour la métrique g(·, ·), ce qui n'est pas le cas pour la surface = le cercle dans Rn oubien = la sphère dans R3 (dans ces cas la base du système n'est pas normée).
 Exemple 3.4 La métrique euclidienne dans Rn est donnée dans le système cartésien usuel par :
 (·, ·)Rn = g~x =n∑i=1
 dxi ⊗ dxi, [gij ] = I,
 où (dxi) est la base duale de la base canonique ( ~Ei), et dans ce cas gij(~x) = ( ~Ei, ~Ej)Rn = δij estindépendant de ~x.
 Exemple 3.5 Dans R2, la métrique euclidienne s'exprime en coordonnées polaires comme :
 (·, ·)Rn = g~x = dr ⊗ dr + r2 dθ ⊗ dθ, [gij(~x)] =(
 1 00 r2
 ). (3.3)
 L'expression dans la base des polaires est obtenue en calculant les g~x(~ei(~x), ~ej(~x)), ou bien enappliquant les formules de changement de base [g]new = PT .[g]old.P des formes bilinéaires, où P
 est la matrice de passage P = [d~ϕ(r, θ)] =(
 cos θ −r sin θsin θ r cos θ
 ).
 Exemple 3.6 Sur le cercle de R2, la métrique euclidienne s'exprime en coordonnées polairescomme :
 g~x = r2 dθ ⊗ dθ, [gij ] = [g11] = ( r2 ) ,
 puisque (~e2(~x), ~e2(~x))Rn = r2.
 Exemple 3.7 Dans R3, la métrique euclidienne s'exprime en coordonnées sphériques comme :
 g~x = dr ⊗ dr + r2 cos2 ϕdθ ⊗ dθ + r2 dϕ⊗ dϕ, [gij ] =
 1 0 00 r2 cos2 ϕ 00 0 r2
 . (3.4)
 Exemple 3.8 Sur la surface de la sphère de R3, la métrique euclidienne s'exprime en coordonnéessphériques comme :
 g~x = r2 cos2 ϕdθ ⊗ dθ + r2 dϕ⊗ dϕ, [gij ] =(r2 cos2 ϕ 0
 0 r2
 ). (3.5)
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21 3. Métrique et système de coordonnées
 Exercice 3.9 Exprimer dans R3, à l'aide des coordonnées sphériques, la diérentielle dg de lamétrique (3.4).
 Réponse. On a dg ∈ T 03 (R3) déni par les dg.~v ∈ T 0
 2 (R3) donnés par, avec (3.4) :
 dg.~v = (d2r.~v)⊗ dr + dr ⊗ (d2r.~v)
 + [2r cos2 ϕ (dr.~v)− r2 sinϕ cosϕ (dϕ.~v)]dθ ⊗ dθ + r2 cos2 ϕ ((d2θ.~v)⊗ dθ + dθ ⊗ (d2θ.~v))
 + 2r(dr.~v)dϕ⊗ dϕ+ r2((d2ϕ.~v)⊗ dϕ+ dϕ⊗ (d2ϕ.~v)).
 Et on a dg.~e1 = ~0 = dg.~e2 = dg.~e3, en utilisant les symboles de Christoel, c'est à dire dg = 0.C'était de fait évident, car c'est la diérentielle de la métrique euclidienne qui est constante donc de
 diérentielle nulle : dg = 0.
 3.2 Connexion sur les métriques : première approche
 Dans le cas m = n, on pose ∇ = d opérateur de dérivation. Dans le cas m ≤ n :
 Dénition 3.10 Connaissant (2.31), si α, β ∈ T 01 (S) sont deux formes diérentielles sur S, on
 dénit la dérivée covariante de α ⊗ β ∈ T 02 (S) dans la direction ~v par (formule de Leibniz de
 dérivation d'un produit) :
 ∇(α⊗ β).~v déf= (∇α.~v)⊗ β + α⊗ (∇β.~v) noté= ∇~v(α⊗ β). (3.6)
 et la dérivée sur S est notée :
 ∇(α⊗ β) = (∇α)⊗ β + α⊗ (∇β). (3.7)
 Et si T ∈ T 02 (S) est somme de tenseurs élémentaires, T =
 ∑mi,j=1 αi ⊗ βj , alors ∇T est déni par
 linéarité (donc ∇T ∈ T 03 (S)) :
 ∇T.~v =m∑
 i,j=1
 ∇(αi ⊗ βj).~vnoté= ∇~vT. (3.8)
 3.3 Connexion sur les métriques dans une base
 Soit un système de coordonnées ~ϕ : U → S de base (~ei(~x))i=1,...,m en ~x = ~ϕ(~q) et de base duale(ei(~x))i=1,...,m. On a en particulier, avec (2.37), pour tout i, j, k = 1, ...,m :
 ∇(ei ⊗ ej).~eknoté= ∇~ek(ei ⊗ ej) déf= (∇~ekei)⊗ ej + ei ⊗ (∇~ekej)
 = −m∑`=1
 Γki` e` ⊗ ej −
 m∑`=1
 Γki` ei ⊗ e`.
 (3.9)
 D'où, T ∈ T 02 (S) étant de la forme T =
 ∑ij Tije
 i ⊗ ej , on a :
 ∇~vTdéf=∑ij
 (dTij .~v) ei ⊗ ej +∑ij
 Tij ∇~v(ei ⊗ ej). (3.10)
 Cette dénition est en particulier applicable aux métriques T = g. Ainsi par exemple pourk = 1, ...,m :
 ∇g.~ek =∑ij
 ∂gij∂qk
 ei ⊗ ej −∑ij`
 gijΓik`e` ⊗ ej −
 ∑ij`
 gijΓjk`e
 i ⊗ e` = ∇~ekg, (3.11)
 soit :
 ∇g.~ek =∑ij
 ∂gij∂qk
 ei ⊗ ej −∑ij`
 g`jΓ`k`ei ⊗ ej −
 ∑ij`
 gi`Γ`k`ei ⊗ ej . (3.12)
 Et ∇g.~v =∑mk=1 v
 k∇g.~ek = ∇~vg =∑mk=1 v
 k∇~ekg pour tout ~v =∑mk=1 v
 k~ek ∈ TS~x.
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 3.4 Métrique tuée : métrique de Killing
 On se donne une métrique g(·, ·) sur S.
 Dénition 3.11 Dans le cas m = n, la métrique est tuée dans Ω ssi dg = 0 dans T 03 (Ω).
 Dans le cas m ≤ n, la métrique est tuée sur S ssi :
 ∇g = 0 (3.13)
 dans T 03 (S).
 Une métrique vériant cette propriété est appelée métrique de Killing.
 N.B. : Wilhlem Killing, mathématicien allemand du début du 20ème siècle, étudiant de Weiers-trass, a donné son nom à ce type de métrique. Comme une métrique de Killing est annulée pardiérentiation (par dénition), il est tentant de parler de métrique tuée.
 Exemple 3.12 Dans Rn la métrique euclidienne g =∑i dx
 i ⊗ dxi est un tenseur constant (indé-pendant de ~x), donc toute dérivation la tue : on a dg = 0 (puisque d2xi = 0).
 Proposition 3.13 Si g(·, ·) ∈ T 02 (S) est la métrique euclidienne restreinte à S, alors g(·, ·) est une
 métrique de Killing, i.e. ∇g = 0 sur S.
 Preuve. Soit ~ϕ : U ⊂ Rn → S ⊂ Rn est un système de coordonnées (donc avec m ≤ n), de base(~ei)i=1,...,m. On a :
 gij = g(~ei, ~ej) = (~ei, ~ej)Rn ,
 donc :
 ∇gij .~ek = (∇~ei.~ek, ~ej)Rn + (~ei,∇~ej .~ek)Rn =m∑`=1
 Γ`ikg`,j + Γ`jkgi,`,
 d'où ∇g.~ek = 0 avec (3.12), vrai pour tout k = 1, ...,m.
 Exemple 3.14 Vérication dans le cas des polaires et S = C(~0, R) le cercle de rayon R (ici m = 1et n = 2). La métrique euclidienne de R2 restreinte à TS est une métrique de Killing.
 Ici g~x est déni sur TS~x, i.e. uniquement sur Vect~e2(~x). Et on a g = g22 e2 ⊗ e2 = r2 dθ ⊗ dθ
 et avec (3.12) où i = j = ` = 2 :
 ∇g.~e2 = (∂r2
 ∂θ− r2 Γθθθ − r2 Γθθθ)dθ ⊗ dθ = 0− 0− 0,
 puisque Γθθθ = 0. On a bien ∇g~x.~e2 = 0.
 Proposition 3.15 Soit g ∈ T 02 (S) une métrique. S'il existe un système de coordonnées pour lequel
 cette métrique est tuée, alors elle l'est dans tout système de coordonnées.
 Preuve. La dénition d'une métrique tuée est ∇g = 0 indépendante de toute base (de toute repré-sentation dans une base) : c'est une dénition intrinsèque. Si g est une métrique, si sa diérentielle∇g vérie ∇g = 0, on a ∇g = 0 quelle que soit l'expression de g dans un système de coordonnées,d'où le résultat.
 Exemple 3.16 La métrique euclidienne de Rn exprimée en polaire est une métrique de Killing(ici m = n = 2).
 Par exemple pour la métrique euclidienne exprimée en coordonnées polaires, cf. (3.3), on a :
 dg~x.~v = (d2r.~v)⊗ dr + dr ⊗ (d2r.~v) + (d(r2).~v)dθ ⊗ dθ + r2(d2θ.~v)⊗ dθ + r2dθ ⊗ (d2θ.~v),
 avec en particulier d(r2) = 2r dr. En particulier on a, avec les symboles de Christoel (2.38) :
 dg~x.~e1 = 0 + 0 + 2r dθ ⊗ dθ + r2(−1r
 )dθ ⊗ dθ + r2(−1r
 )dθ ⊗ dθ = 0,
 et :
 dg~x.~e2 = −r dθ ⊗ dr − r dr ⊗ dθ + 0 + r2 1rdr ⊗ dθ + r2 1
 rdθ ⊗ dr = 0.
 Et donc pour tout ~v (donc combinaison linéaire de ~e1 et ~e2) on a dg~x.~v = 0. Donc la diérentiationtue la métrique euclidienne, ce qu'on savait déjà, bien qu'ici la métrique euclidienne soit expriméeen polaire.
 Exemple 3.17 Voir l'exercice 3.9.
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 3.5 Métrique de Killing et symboles de Christoel
 Soit un système de coordonnées ~ϕ de base (~ei(~x))i=1,...,m en ~x, de base duale (ei(~x))i=1,...,m
 en ~x. Soit g(·, ·) une métrique de Killing donnée (i.e. telle que ∇g = 0). On note :
 g(~x) =m∑i,j
 gij(~x) ei(~x)⊗ ej(~x).
 Proposition 3.18 Pour tout i, j, k = 1, ...,m on a :
 ∂gij∂qk
 =m∑`=1
 (gi`Γ`jk + gj`Γ`ik), (3.14)
 les Γijk = ei.(∇~ej .~ek) étant les symboles de Christoel. D'où, pour tout i, j, k = 1, ...,m :
 2m∑`=1
 Γ`ikgj` =∂gij∂qk
 +∂gkj∂qi
 − ∂gik∂qj
 , (3.15)
 permettant de calculer les Γijk à l'aide des gij .
 Preuve. On a g(~x) =∑ij gij(~x) ei(~x)⊗ ej(~x). D'où :
 dg.~ek =∑ij
 (dgij .~ek) ei ⊗ ej +∑ij
 gij (dei.~ek)⊗ ej +∑ij
 gij ei ⊗ (dej .~ek),
 et g étant une métrique de Killing on obtient avec (2.37) :
 0 =∑ij
 ∂gij∂qk
 ei ⊗ ej −∑ij`
 gijΓik`e` ⊗ ej −
 ∑ij`
 gijΓjk`e
 i ⊗ e`
 =∑ij
 ∂gij∂qk
 ei ⊗ ej −∑ij`
 g`jΓ`kiei ⊗ ej −
 ∑ij`
 gi`Γ`kjei ⊗ ej .
 Et (ei ⊗ ej) étant une base on obtient (3.14). D'où :
 ∂gij∂qk
 +∂gkj∂qi
 − ∂gik∂qj
 =n∑`=1
 (gi`Γ`jk + gj`Γ`ik) +n∑`=1
 (gk`Γ`ji + gj`Γ`ki)−n∑`=1
 (gi`Γ`kj + gk`Γ`ij)
 =n∑`=1
 [Γ`jk(gi` − gi`) + Γ`ik(gj` + gj`) + Γ`ji(gk` − gk`)],
 i.e. (3.15) qui se lit également 2[Lk].[g] = [Bk], soit 2[Lk] = [Bk].[g]−1, où [Lk] est la matrice des(Lk)ij = Γjik pour i, j = 1, ..., n et où [Bk] est la matrice des (Bk)ij = ∂gij
 ∂xk+ ∂gkj
 ∂xi −∂gik∂xj pour
 i, j = 1, ..., n. Connaissant g on en déduit donc les Γijk.
 Le corollaire suivant sera utilisé lors de l'étude des surfaces, cas m = n−1 et ~en = ~n étant alorsun vecteur normal unitaire à la surface :
 Corollaire 3.19 Notons g =∑ni,j=1 gije
 i⊗ej une métrique de Killing dans Rn. Supposons que ~enest normé et orthogonal à tous les autres vecteurs de base, i.e. g~x(~en(~x), ~ej(~x)) = δnj pour tout j.La matrice [g] = [gij ] de g est donc de la forme :
 [g] =
 g11 . . . g1,n−1 0...
 ......
 gn−1,1 . . . gn−1,n−1 00 . . . 0 1
 . (3.16)
 Comme les gnj sont constants (soit = 0 soit = 1) pour tout j = 1, ..., n, on a, pour tout j, k =1, ..., n :
 ∂gnj∂qk
 = 0. (3.17)
 D'où avec j = n dans (3.15) :
 2Γnij = −∂gij∂qn
 . (3.18)
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 Exemple 3.20 Sur la sphère de R3, soit ~q = (θ, ϕ, r), et soit le système de coordonnées ~x =~ψ(~q) = ~ψ(θ, ϕ, r) = ~ϕ(r, θ, ϕ) où ~ϕ est le système de coordonnées sphériques (1.7). Posons ~f1(~x) =~ψ,1(~x) = ∂ ~ψ
 ∂θ (~x) = ~ϕ,2(~x) = ~e2(~x) (suivant un parallèle), ~f2(~x) = ~ψ,2(~x) = ∂ ~ψ∂ϕ (~x) = ~ϕ,3(~x) = ~e3(~x)
 (suivant un méridien) et ~f3(~x) = ~ψ,3(~x) = ∂ ~ψ∂r (~x) = ~ϕ,1(~x) = ~e1(~x) (vecteur radial unitaire). La
 matrice de g dans cette base est [g]|~f =
 r2 cos2 ϕ 0 00 r2 00 0 1
 = [gij ], cf. exercice 3.7.
 D'où (3.18) donne :
 Γ311 = −1
 2∂g11
 ∂q3= −r cos2 ϕ = Γrθθ, Γ3
 22 = −12∂g22
 ∂q3= −r = Γrϕϕ, Γ3
 33 = 0 = Γrrr,
 et les Γ3ij = Γrij = 0 quand i 6= j. Déjà vu avec (2.5) et (2.6).
 4 Volume
 Ici m = n. Voir annexe A pour les déterminants.
 4.1 Volume algébrique
 Dans Rn le volume algébrique µ ∈ T 0n(Rn) (non nécessairement positif) limité par n vecteurs
 ~w1, ... ~wn ∈ Rn est par dénition le déterminant :
 µ(~w1, ..., ~wn) déf= det(~w1, ..., ~wn). (4.1)
 4.2 Volume algébrique dans la base du système et jacobien
 Soit ~ϕ : ~q ∈ U ⊂ Rn → ~x = ~ϕ(~q) ∈ Ω ⊂ Rn un système de coordonnées dans Ω.Dans l'espace U des paramètres, on prend comme base la base canonique notée ( ~Ei)i=1,...,m,
 de base duale notée (dXi)i=1,...,m.Dans l'espace géométrique Rn muni de la métrique euclidienne, on se xe une base orthonormée
 (~bi)i=1,...,n. On pose :
 ~x = ~ϕ(~q) =n∑i=1
 ϕi(~q)~bi =
 ϕ1(~q)...
 ϕn(~q)
 |(~bi)
 =
 x1(~q)...
 xn(~q)
 |(~bi)
 . (4.2)
 Ainsi :
 d~ϕ(~q) =∑ij
 ∂ϕi
 ∂qj(~q)~bj ⊗ dXi = [
 ∂ϕi
 ∂qj]|~E,~b
 noté= [(P~x)ij ], (4.3)
 et [P~x] = [d~ϕ(~q)] = [∂ϕi
 ∂qj (~q)] = [P ij ] est la matrice jacobienne de ~ϕ en ~q relativement aux bases ( ~Ei)
 et (~bi).La base du système est (~ej(~x))j=1,...,n où :
 ~ej(~x) = d~ϕ(~q). ~Ej =n∑i=1
 ∂ϕi
 ∂qj(~q)~bi =
 ∂ϕ1
 ∂qj (~q)...
 ∂ϕn
 ∂qj (~q)
 |(~bi)
 , (4.4)
 et les composantes de ~ej(~x) sont données par la j-ème colonne de [P~x]. (Autrement dit c'est lamatrice de l'endomorphisme P~x =
 ∑ij P
 ij~bi ⊗ bj de Rn qui fait passer de la base (~bi) à la base
 (~ei(~x)) : on a P~x.~bj =∑i P
 ij~bi = ~ej(~x).)
 Et la base duale est (ei(~x) = dqi(~x))i=1,...,n en ~x = ~ϕ(~q).
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25 4. Volume
 Ainsi, quand ~x = ~ϕ(~q), le jacobien de ~ϕ en ~q :
 J~ϕ(~q) déf= det[d~ϕ(~q)] = det(~e1(~x), ..., ~en(~x)) = det(P~x) (4.5)
 est le volume limité par les vecteurs ~ei(~x). Le calcul matriciel redonne ce résultat puisque :
 det(~e1(~x), ..., ~en(~x)) = det(d~ϕ(~q). ~E1, ..., d~ϕ(~q). ~En) = det(d~ϕ(~q)) det( ~E1, ..., ~En),
 et det( ~E1, ..., ~En) = 1 est le volume limité par les vecteurs de la base canonique.
 Soit n vecteurs ~wj , j = 1, ..., n. On note βij et wij(~x) les composantes des ~wj respectivement
 dans les bases (~bi) et (~ei(~x)) :
 ~wj =∑i
 βij~bi =
 ∑i
 wij(~x)~ei(~x), (4.6)
 où donc wij(~x) = dqi(~x). ~wj . On note :
 [W~x] = [wij(~x)] = ( [~w1]|~e(~x) . . . [~wn]|~e(~x) ) (4.7)
 la matrice dont les colonnes sont les composantes des ~wj dans la base du système. On a en ~x = ~ϕ(~q) :
 ~wj =∑k
 wkj (~x)~ek(~x) =∑k
 wkj (~x)d~ϕ(~q). ~Ek =∑ki
 wkj (~x)∂ϕi
 ∂qk(~q)~bi
 =∑i
 ([d~ϕ(~q)][W~x]
 )ij~bi (=
 ∑i
 βij~bi),
 (4.8)
 d'où βij = ([d~ϕ(~q)][W~x])ij , d'où :[βij ] = [d~ϕ(~q)][W~x],
 et donc :det[βij ] = det[d~ϕ(~q)] det[W~x] = J~ϕ(~q) det[W~x]. (4.9)
 Et (~bi) étant une b.o.n. pour la métrique euclidienne, on a µ(~w1, ..., ~wn) = det[βij ](volume limitépar les ~wj). D'où :
 Proposition 4.1 Le volume µ~x en ~x = ~ϕ(~q) exprimé en dans la base du système de coordonnéesest donné par, pour tout ~w1, ..., ~wn ∈ Rn avec ~wj =
 ∑i w
 ij(~x)~ei(~x) :
 µ~x(~w1, ..., ~wn) = J~ϕ(~q) det[wij(~x)]. (4.10)
 En particulier on retrouve :µ(~e1(~x), ...~en(~x)) = J~ϕ(~q) (4.11)
 est le volume limité par les vecteurs de base du système.
 4.3 Volume algébrique dans la base du système et métrique
 Proposition 4.2 Soit g(·, ·) la métrique euclidienne exprimée dans la base du système :
 g~x =∑ij
 gij(~x) dqi(~x)⊗ dqj(~x), (4.12)
 et :[g~x] = [g~x(~ei(~x), ~ej(~x))] = [gij(~x)] (4.13)
 la matrice de g(·, ·) dans cette base. Quand J~ϕ(~q) = det(~e1(~x), ..., ~en(~x)) > 0, i.e. quand la base dusystème en ~x = ~ϕ(~q) est directe, on a :
 J~ϕ(~q) =√
 det[g~x] (4.14)
 Et l'élément de volume en ~x s'écrit :
 µ~x =√
 det[g~x] dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn(~x),
 soit encore :
 µ~x(~w1, ..., ~wn) =√
 det[g~x] det[wij(~x)], quand ~wj =∑i
 wij(~x)~ei(~x), (4.15)
 i.e. quand les wij(~x) sont les composantes des ~wj dans la base (~ei(~x)) du système.
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 Preuve. On a [d~ϕ(~q)] matrice jacobienne de ~ϕ dont les colonnes sont les composantes des~ej(~x) dans une base orthonormée B = (~bi). Donc : (det[d~ϕ(~q)])2 = det[d~ϕ(~q)]T .det[d~ϕ(~q)] =det([d~ϕ(~q)]T .[d~ϕ(~q)]) = det([~ei(~x)]T
 |~b.[~ej(~x)]|~b) = det[(~ei(~x), ~ej(~x))Rn ] où (·, ·)Rn est le produit sca-
 laire euclidien, et par hypothèse gij = g~x(~ei(~x), ~ej(~x)) = (~ei(~x), ~ej(~x))Rn puisque g(·, ·) est lamétrique euclidienne.
 Exemple 4.3 En polaire [g~x] =(
 1 00 r2
 ), et J~q =
 √det[g~x] = r, et donc le volume limité par
 ~v1 = v11~e1(~x) + v2
 1~e2(~x) et ~v2 = v12~e1(~x) + v2
 2~e2(~x) est donné par
 µ(~v1, ~v2) = r det(v1
 1 v12
 v21 v2
 2
 ),
 ce qu'on vérie immédiatement : ici ||~e1|| = 1, ||~e2|| = r, ~e1 ⊥ ~e2, la base (~e1,~e2r ) est orthonormée,
 donc ~v1 = v11~e1 + v2
 1~e2 = v11(~e1) + rv2
 1(~e2r ), idem pour ~v2, et donc µ(~v1, ~v2) = det(v1
 1 v12
 rv21 rv2
 2
 ).
 4.4 Volume algébrique et pull-back
 On considère le tenseur volume algébrique µ ∈ T 0n(Ω) déni en (4.1).
 Par dénition du pull-back d'un tenseur, ici (~ϕ∗µ ∈ T 0n(U)) pull-back du tenseur élément de
 volume µ, on a (~ϕ∗µ)(~q) ∈ T 0nRn~q déni par, pour tout ~W1, ..., ~Wn ∈ TRn~q :
 (~ϕ∗µ)~q( ~W1, ..., ~Wn) = µ~x((~ϕ∗ ~W1)(~x), ..., (~ϕ∗ ~Wn)(~x))
 = µ~x(d~ϕ(~q). ~W1, ..., d~ϕ(~q). ~Wn)
 = det(d~ϕ(~q). ~W1, ..., d~ϕ(~q). ~Wn)
 = J~ϕ(~q) det( ~W1, ..., ~Wn).
 (4.16)
 puisque (~ϕ∗ ~Wj)(~x) =déf d~ϕ(~q). ~Wj ∈ TRn~x est le push-forward de ~Wj .Dans U l'espace des paramètres ~q notons dV l'élément de volume algébrique, avec donc, pour
 tout ~Wi ∈ TRn~q :dV ( ~W1, ..., ~Wn) = det( ~W1, ..., ~Wn). (4.17)
 Donc (4.16) donne dans T 0n(U) :
 J~ϕ dV = ~ϕ∗µ, (4.18)
 i.e. le pull-back de l'élément de volume µ (en ~x) par ~ϕ est J dV (en ~q). Soit encore, quand ~x = ~ϕ(~q) :
 ~ϕ∗µ(~q) = J~ϕ(~q) dV =√
 det[g~x] dV , (4.19)
 quand J~ϕ(~q) = det[d~ϕ(~q)] > 0. D'où :
 Dénition 4.4 On dénit la métrique C[ ∈ T 20 (U) comme étant le pull-back de la métrique
 euclidienne g(·, ·) = (·, ·)Rn :
 C[déf= ~ϕ∗g, (4.20)
 i.e. pour tout ~q ∈ U , avec ~x = ~ϕ(~q) et ~wi = d~ϕ(~q). ~W push-forward de ~Wi, :
 C[~q( ~W1, ~W2) déf= g~x(~w1, ~w2). (4.21)
 On obtient :
 Proposition 4.5 C[ = ~ϕ∗g ∈ T 20 (U) est une métrique sur U , et :
 ~ϕ∗µ(~q) =√
 det[C[(~q)] det =√
 det[(~ϕ∗g)(~q)] det, (4.22)
 déni un forme multilinéaire alternée qui permet de calculer le volume géométrique det(~w1, ..., ~wn)dans Ω en eectuant le calcul sur la conguration de référence U .
 Preuve. C[~q est trivialement un produit scalaire, ~ϕ étant un diéomorphisme. Et on a (4.19).
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27 5. Normale à une surface
 4.5 Volume positif
 Dénition 4.6 Le volume (positif) limité par n vecteurs est donné par la valeur absolue dudéterminant de ces vecteurs :
 dv~x(~v1, ..., ~vn) = |det(~v1, ..., ~vn)|.
 N.B. : la valeur absolue du jacobien sert à tenir compte d'un changement éventuel d'orientationde la base (même orientation si le jacobien det(d~ϕ(~q)) > 0 et orientation opposée sinon), le volume(positif) d'un domaine étant toujours positif (ou nul), donc indépendant de l'orientation choisie.Voir cours d'intégration.
 La formule de changement de base dans les intégrales est :∫~x∈Ω
 f(~x) dx1...dxn =∫~q∈U
 f(~ϕ(~q)) |J~ϕ(~q)| dq1...dqn, (4.23)
 le volume d'un domaine Ω étant donné par le cas f = 1.
 5 Normale à une surface
 Soit ~ϕ : U ⊂ Rn−1 → S ⊂ Rn une hypersurface régulière. La métrique g(·, ·) choisie sur Sest la métrique euclidienne (permettant le calcul des volumes usuels), métrique qui sera souventexprimée dans la base du système. La base dans U sera la base canonique de Rn−1.
 5.1 Forme normale
 L'espace tangent TS~x à la surface en ~x = ~ϕ(~q) est engendré par les vecteurs tangents, pouri = 1, ..., n−1 :
 ~ei(~x) = d~ϕ(~q). ~Ei, (5.1)
 ces vecteurs étant indépendants puisque ~ϕ est une surface régulière.
 Dénition 5.1 La forme normale en ~x à la surface ~ϕ est la forme linéaire :
 `~x : ~v ∈ Rn → `~x(~v) déf= det(~e1(~x), ..., ~en−1(~x), ~v). (5.2)
 (`~x est linéaire car le déterminant est une forme multilinéaire et l'usage du déterminant impose lamétrique euclidienne dans Rn.)
 La forme normale à la surface ~ϕ est la forme diérentielle ` ∈ T 01 (S) dénie par `(~x) = `~x.
 Proposition 5.2 La forme normale en ~x est nulle sur TS~x : elle vérie :
 Ker`~x = TS~x. (5.3)
 Preuve. Les ~ei(~x) pour i = 1, ..., n−1 étant indépendants, et `~x étant donné par (5.2), `~x(~v) = 0équivaut à ~v combinaison linéaire des ~ei(~x), i.e. ~v ∈ TS~x.
 Exemple 5.3 Dans R2 et les coordonnées polaires ~ϕ : (r, θ)→ ~x = ~ϕ(r, θ) =(r cos θr sin θ
 ). On note
 ~e1(~x) = ∂~ϕ∂r (r, θ) =
 (cos θsin θ
 )et ~e2(~x) = ∂~ϕ
 ∂θ (r, θ) =(−r sin θr cos θ
 )les vecteurs de base du système.
 Soit S = C(~0, R) le cercle de rayon R (notre surface en 2-D), donné par ~x = ~ϕR(θ) =
 R
 (cos θsin θ
 ), de vecteur tangent :
 ~f1(~x) = ~ϕR′(θ) = R
 (− sin θcos θ
 )= ~e2(~x).
 La forme normale au cercle `~x étant linéaire est donnée par son image sur les vecteurs d'unebase en ~x. Et (~e1(~x), ~e2(~x)) est une base en ~x. On a `~x(~e1(~x)) = det(~f1(~x), ~e1(~x)) = −R, et`~x(~e2(~x)) = det(~f1(~x), ~e2(~x)) = 0, d'où :
 `~x = −Rdr(~x) (5.4)
 est la forme normale au cercle.
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28 5. Normale à une surface
 Exemple 5.4 Pour le cercle ~ψ(θ) = ~x =(R cos(−θ)R sin(−θ)
 )= ~ϕR(−θ) parcouru en sens inverse, de
 vecteur tangent :
 ~f1(~x) = ~ψ ′(θ) = R
 (sin(−θ)− cos(−θ)
 )= −~e2(~x).
 On déduit `~x(~e1(~x)) = det(~f1(~x), ~e1(~x)) = det(~e1(~x), ~e2(~x)) = R, `~x(~e2(~x)) = 0, d'où :
 `~x = Rdr(~x). (5.5)
 (La forme normale a le signe opposé par rapport à l'exercice précédent.)
 Exemple 5.5 Pour un rayon r → ~x = ~ϕ(r, θ0) =(r cos θ0
 r sin θ0
 ), le vecteur tangent en ~x est :
 ~f1(~x) =∂~ϕ
 ∂r(r, θ0) =
 (cos θ0
 sin θ0
 )= ~e1(~x).
 On a `~x.~e1(~x) = det(~f1(~x), ~e1(~x)) = 0, et `~x.~e2(~x) = det(~f1(~x), ~e2(~x)) = r, d'où :
 `~x = r dθ(~x).
 En particulier `~x.~e2(~x)||~e2(~x)|| = 1 est le volume (ici l'aire en 2-D) limité par les vecteurs normaux
 orthogonaux ~e1(~x) et ~e2(~x)||~e2(~x)|| .
 5.2 Forme normale unitaire
 On rappelle que la métrique utilisée sur S est la métrique riemannienne g(·, ·) = (·, ·)g = (·, ·)Rn
 dans Rn, et on note ||~v|| = ||~v||g =√
 (~v,~v)g =√
 (~v,~v)Rn = ||~v||Rn la norme associée.
 Remarque 5.6 On a tendance à écrire ||~v|| = ||~v||Rn quand implicitement ~v est exprimée dans labase canonique, et on a tendance à écrire ||~v|| = ||~v||g quand implicitement ~v est exprimée dansla base du système, en particulier sur une surface où g(·, ·) est la métrique euclidienne restreinte àla surface. Auquel cas gij(~x) = g(~ei(~x), ~ej(~x)) = (~ei(~x), ~ej(~x))Rn donne les composante de g(·, ·) =(·, ·)Rn dans la base (duale) du système, et en particulier gii = ||~ei||2Rn .
 On rappelle que la norme ||`|| d'une forme linéaire ` ∈ Rn∗ est donnée par :
 ||`|| = sup~v∈Rn
 |`(~v)|||~v||g
 .
 Exemple 5.7 g(·, ·) = dr⊗ dr+ r2 dθ⊗ dθ en coordonnées polaires, et ||~v||g =√v1 + r2v2 quand
 ~v = v1(~x)~e1(~x) + v2(~x)~e2(~x). D'où ||`|| = sup~v∈Rn|v1(~x)α1(~x)+v2(~x)α2(~x)|√
 v1(~x)+r2v2(~x)quand αi(~x) = `(~ei(~x)).
 Dénition 5.8 `~x étant la forme linéaire normale en ~x à la surface S, cf. (5.2), on appelle formenormale unitaire à la surface en ~x la forme linéaire :
 n[~x =`~x||`~x||
 noté= n[(~x). (5.6)
 Ainsi n[ ∈ T 01 (S) est champ de formes sur S.
 On a donc :
 n[~x.~v =`~x.~v
 ||`~x||,
 pour tout ~v ∈ Rn.
 Proposition 5.9 Si ~v ∈ T~xS alors n[~x(~v) = 0. Et ||n[~x|| = 1.
 Preuve.|n[~x.~v|||~v|| =
 `~x.~v||~v||||`~x|| donne ||n[~x|| =
 ||`~x||||`~x|| = 1 et n[~x.~v = 0 si ~v ∈ T~xS.
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29 5. Normale à une surface
 Exemple 5.10 Suite de l'exemple 5.3 : ||`~x|| = supv1,v2|v1`~x(~e1(~x))
 |(v1)2+r2(v2)2| 12= supv1
 |v1R||v1| = R. D'où :
 n[~x = −dr(~x). (5.7)
 au point ~x = ~ϕ(R, θ).
 Exemple 5.11 Suite de l'exemple 5.4 :
 n[~x = dr(~x). (5.8)
 au point ~x = ~ψ(θ) = ~ϕ(R,−θ).
 Exemple 5.12 Suite de l'exemple 5.5 : ||`~x|| = supv1,v2|v2`~x(~e2(~x))
 |(v1)2+r2(v2)2| 12= supv2
 |v2R||Rv2| = 1 =
 `. ~e2(~x)||~e2(~x)|| . D'où :
 n[~x = `~x = r dθ(~x), (5.9)
 au point ~x = ~ϕ(r, θ0).
 5.3 Vecteur normal unitaire
 En un point ~x ∈ Rn, disposant d'un produit scalaire g~x(·, ·) dans Rn, à l'aide du théorème dereprésentation de Riesz, la forme linéaire `~x (resp. n[~x) peut être représentée par un vecteur ~λ~x(resp. ~n~x) :
 ∃!~λ~x ∈ Rn, ∀~v ∈ Rn, `~x(~v) = (~λ~x, ~v)g~x avec ||~λ~x||g~x = ||`~x||,∃!~n~x ∈ Rn, ∀~v ∈ Rn, n[~x(~v) = (~n~x, ~v)g~x avec ||~n~x||g~x = 1 (= ||n[~x||).
 (5.10)
 Proposition 5.13 et dénition. ~n ∈ TS (est un champ de vecteurs sur S) qui vérie :
 ~n~x =~λ~x
 ||~λ~x||get n[~x.~n~x = g~x(~n~x, ~n~x) = 1 (= (~n~x, ~n~x)g~x = ||~n~x||2g).
 Et :∀~v ∈ TS~x, (~n~x, ~v)g~x = 0.
 Les vecteurs ~λ~x et ~n~x sont normaux à la surface S en ~x, et ~n~x est appelé vecteur normal unitaireà la surface ~ϕ en ~x.
 Et ~n~x est tel que la base (~e1(~x), ..., ~en−1(~x), ~n(~x)) est une base directe, i.e. tel que :
 det(~e1(~x), ..., ~en−1(~x), ~n(~x)) > 0. (5.11)
 (Le volume algébrique limité par les vecteurs de la base est positif.)
 Preuve. On a g(~n~x −~λ~x||~λ~x||g
 , ~v) = n[~x.~v −`x||`~x|| .~v = 0 pour tout ~v ∈ TS~x, par bilinéarité de g(·, ·)
 et dénition de n[~x. Donc ~n~x =~λ~x||~λ~x||g
 . Donc n[~x.~n~x = 1 = g(~n~x, ~n~x) est donné par le théorème de
 Riesz (ou bien calcul : g(~n~x, ~n~x) = 1
 ||~λ~x||2gg(~λ~x, ~λ~x) = 1).
 Puis pour ~v ∈ TS~x on a `~x.~v = 0 = ||`~x||n[~x.~v, d'où n[~x.~v = 0 = (~n~x, ~v)g~x .Puis `~x.~λ~x = ||~λ~x||2g ≥ 0, d'où det(~e1(~x), ..., ~en−1(~x), ~λ) ≥ 0, d'où (5.11) (le déterminant est une
 forme multilinéaire).
 Exemple 5.14 Cercle dans le sens trigonométrique : suite des exemples 5.3 et 5.10 :
 ~n~x = −~e1(~x), (5.12)
 i.e. le vecteur normal unitaire pointe vers l'intérieur du cercle.
 Exemple 5.15 Cercle dans le sens inverse : suite des exemples 5.4 et 5.11 :
 ~n~x = +~e1(~x), (5.13)
 i.e. le vecteur normal unitaire pointe vers l'extérieur du cercle.
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 Exemple 5.16 Suite des exemples 5.5 et 5.12 : ~n(~x) = ~e2(~x)r .
 Exemple 5.17 On se place en coordonnées sphériques (1.7), et on se place sur la sphère de rayon R(xé). Et on note
 ~x = ~ϕR(θ, ϕ) =
 R cos θ cosϕR sin θ cosϕR sinϕ
 (= ~ϕ(R, θ, ϕ)).
 On dispose des deux vecteurs tangents à la sphère (du système de coordonnées ~ϕR) :
 ~f1(~x) =∂~ϕR∂θ
 (θ, ϕ) = ~e2(R, θ, ϕ),
 ~f2(~x) =∂~ϕR∂ϕ
 (θ, ϕ) = ~e3(R, θ, ϕ).
 Et on note :~f3(~x) =
 ∂~ϕ
 ∂r(R, θ, ϕ) = ~e1(R, θ, ϕ).
 Donc ici (~f1, ~f2, ~f3) est la base (~e2, ~e3, ~e1) dans la notation des coordonnées sphériques.La forme normale est donnée par `~x.~v = det(~f1, ~f2, ~v), donc `~x.~e2(~x) = `~x.~e3(~x) = 0 et
 `~x.~e1(~x) = det(~e2, ~e3, ~e1) = R2 cosϕ, ce qui donne :
 `~x = R2 cosϕ dr.
 D'où :n[(~x) = dr(~x), ~n(~x) = ~e1(~x).
 On retrouve le résultat attendu.
 Remarque 5.18 Une notation utilisée pour ~λ~x est :
 ~λ = ~e1 ∧ ... ∧ ~en−1,
 où (~e1, ..., ~en−1) est une base de l'hyperplan tangent T~xS, qui donne donc :
 (~e1 ∧ ... ∧ ~en−1, ~v)Rn = det(~e1, ..., ~en−1, ~v)
 pour tout ~v. En particulier dans R3 on retrouve (~a ∧ ~b,~c)Rn = det(~a,~b,~c) ; d'où `(~v) =det(~e1, ~e2, ~v) = (~e1 ∧ ~e2, ~v)R3 , et on obtient ~n = ~e1∧~e2
 ||~e1∧~e2|| ⊥ Vect~e1, ~e2.
 Proposition 5.19 ~n~x⊗n[~x est l'application linéaire de projection orthogonale sur ~n~x relativementau produit scalaire g~x(·, ·) :
 (~n~x ⊗ n[~x).~v = v⊥~n~x = ~v⊥ (5.14)
 quand ~v = ~v|| + ~v⊥ = ~v|| + v⊥~n~x ∈ T~xS ⊕⊥g Vect~n~x, où :
 v⊥ = n[~x.~v (= (~n~x, ~v)g~x). (5.15)
 Preuve. Par dénition de la contraction on a (~n~x ⊗ n[~x).~v = (n[~x.~v)~n~x.
 Remarque 5.20 En mécanique quantique on note |~v〉 =déf ~v un vecteur et 〈`| =déf ` une formelinéaire. Et on note |~v〉〈`| =déf ~v⊗` l'application linéaire de projection sur ~v, et on note |~v〉〈`|.|~w〉 =〈`|~w〉|~v〉. Ainsi on note ~n~x ⊗ n[~x = |~n~x〉〈n[~x|.
 6 Aire
 6.1 Élément d'aire
 On reprend notre surface ~ϕ avec en chaque ~x son vecteur normal unitaire ~n(~x) = ~n~x. La métriquesur S = Im~ϕ est la métrique euclidienne g(·, ·) = (·, ·)Rn .
 30 12 janvier 2010

Page 31
                        

31 6. Aire
 Dénition 6.1 On appelle élément d'aire en ~x la forme multilinéaire alternée dσ~x = dσ(~x) déniesur TS~x par :
 dσ~x :
 (TS~x)n−1 −→ R
 (~v1, ..., ~vn−1) −→ dσ(~x)(~v1, ..., ~vn−1) déf= det(~v1, ..., ~vn−1, ~n~x).(6.1)
 En particulier dσ(~x)(~e1(~x), ..., ~en−1(~x)) donne l'aire limitée par les vecteurs tangents de la basedu système de coordonnées sur la surface.
 Dénition 6.2 L'élément d'aire vectoriel est :
 d~σ~x = ~n(~x) dσ~x. (6.2)
 (Il sert à mesurer les ux∫S~f(~x).d~σ~x =
 ∫S~f(~x).~n(~x) dσ~x.)
 6.2 Système de coordonnées Φ dans Rn associé à ~ϕ sur S
 On reprend notre système de coordonnées ~ϕ : U ⊂ Rn−1 → S ⊂ Rn sur S.On note Φ : U = U×] − ε, ε[⊂ Rn → Rn le système de coordonnées déni par, pour tout
 ~q ∈ Rn−1 :Φ((~q, z)) = ~ϕ(~q) + z ~n~ϕ(~q) (= ~x+ z ~n~x), (6.3)
 où donc z donne l'altitude au dessus de la surface .
 Exemple 6.3 Voir exemple 5.17 (sphériques) où ~q = (θ, ϕ), z = r et Φ(θ, ϕ, z) = ~ϕ(z, θ, ϕ).
 Φ : U → Φ(U) est un diéomorphisme (pour ε assez petit), et est donc également un systèmede coordonnées. On note z = qn et donc (~q, z) = (q1, ..., qn−1, qn) ∈ U .
 Comme ~n = ∂Φ∂z = ∂Φ
 ∂qn , on note :~en(~x) = ~n(~x). (6.4)
 La base du système Φ est (~e1(~x), ..., ~en−1(~x), ~en(~x)) (base directe) en ~x = ~ϕ(~q), où ~ei(~x) = ∂Φ∂qi (~q)
 pour i = 1, ..., n. Sa base duale est (e1(~x), ..., en(~x)) = (dq1(~x), ..., dqn(~x)) où en particulier :
 en(~x) = dqn(~x) = n[(~x), (6.5)
 où n[ est la forme linéaire normale unitaire.
 Remarque 6.4 Soit (~bi)i=1,...,n une b.o.n. de Rn en ~x avec ~bn = ~n(~x). On a :
 dΦ~q =n∑
 i,j=1
 (dΦ~q)ij~bi ⊗ dXj , (6.6)
 où donc [dΦ~q] = [(dΦ~q)ij ] est la matrice jacobienne de Φ (relativement à (~bi) et à la base canoniquede Rn ⊃ U).
 6.3 Aire
 dΦ(~q) est un endomorphisme de Rn de matrice [dΦ~q], matrice n × n, et on pourra considérerdet[dΦ~q]. Alors que [d~ϕ~q] est une matrice n× (n−1) et son déterminant n'a pas de sens.
 Quand, pour la métrique euclidienne, on dispose d'une base orthonormée B = (~bi) en ~x, on a :
 det[dΦ(~q)]] = det(~e1(~x), ..., ~en(~x)) = dσ(~x)(~e1(~x), ..., ~en−1(~x)) noté= JΦ(~q), (6.7)
 les ~ei(~x) étant exprimés sur la base B.Et l'élément d'aire est noté sur TS~x :
 dσ(~x) = JΦ(~q) dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x). (6.8)
 Soit g(·, ·) la métrique euclidienne exprimée dans la base du système Φ :
 g~x =n∑
 i,j=1
 gij(~x) dqi(~x)⊗ dqj(~x). (6.9)
 On a :
 [gij ] i=1,...,nj=1,...,n
 =(
 [gij ] i=1,...,n−1j=1,...,n−1
 00 1
 )(6.10)
 puisque g(~ei, ~n) = δin par dénition de ~n~x.
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 Proposition 6.5 Avec g(·, ·) la métrique euclidienne exprimée dans la base du système Φ, cf. (6.9),et dΦ exprimée à l'aide de sa matrice [F ], cf. (6.6), on a, quand ~x = ~ϕ(~q) :
 dσ(~x) = JΦ(~q) dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x),
 =√
 det[gij(~x)] i=1,...,n−1j=1,...,n−1
 dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x),
 =√
 det[gij(~x)] i=1,...,nj=1,...,n
 dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x),
 (6.11)
 où JΦ(~q) = det(dΦ(~q)) est le jacobien du système de coordonnée Φ en ~q, cf. (6.7).
 Preuve. On applique (4.14).
 Exemple 6.6 Dans R2, pour le cercle ~ϕ : θ ∈ [0, 2π] → ~x =(R cos θR sin θ
 ), on a ~n(~x) = −~e1(~x),
 cf. (5.12), et donc dσ(~x)(~e1(~x)) = det(~e1(~x), ~n(~x)) = 0 et dσ(~x)(~e2(~x)) = det(~e2(~x), ~n(~x)) =det(~e1(~x), ~e2(~x)) = R :
 dσ(~x) = Rdθ(~x).
 Ici l'élément d'aire positif s'appelle élément de longueur (cas 1-D), et en particulier∫Sdσ = 2πR
 est bien la longueur du cercle.
 Exemple 6.7 Dans R2, pour le cercle ~ϕ : θ ∈ [0, 2π] → ~x =(R cos(−θ)R sin(−θ)
 ), le vecteur tangent
 est ~f(~x) = −~e2(~x) (on tourne dans l'autre sens), le vecteur normal unitaire est ~n(~x) = +~e1(~x)cf. (5.13) (normale pointant vers l'extérieur). Et dσ(~x)(~f(~x)) = det(~f(~x), ~n(~x)) = +R, d'où :
 dσ(~x) = Rdθ(~x),
 même signe que pour l'exemple précédent.
 Dénition 6.8 On appelle élément d'aire positif en ~x la forme dont l'image est la valeur absolue :
 dσ~xnoté= |JΦ(~q)| dq1(~x)...dqn−1(~x),
 donnée par, pour tout ~v1, ...~vn−1 ∈ TS~x :
 dσ~x(~v1, ..., ~vn−1) = |dσ~x(~v1, ..., ~vn−1)| (= |det(~v1, ..., ~vn−1, ~n(~x))|).
 Remarque 6.9 Notation de Hodge. Ayant déni la forme normale `, cf. (5.2), on note dσ = ∗`,où ∗` est obtenue à l'aide de l'opérateur de Hodge (ou l'opérateur étoilé de Hodge) déni par :
 (∗`)(~v1, ..., ~vn−1) = `(~vn),
 pour tout base orientée (~v1, ..., ~vn) de Rn. Voir cours de géométrie diérentielle.(L'opérateur de Hodge est déni de manière plus générale par ` ∈ Ak
 ∗−→∗` ∈ An−k où :
 (∗`)(~v1, ..., ~vn−k) = `(~vn−k+1, ..., ~vn),
 pour tout base orientée (~v1, ..., ~vn) de Rn.)
 6.4 Symboles de Christoel γnij pour Φ
 On disposait des symboles de Christoel pour ~ϕ :
 γkij = ek.(d~ei.~ej), ∀i, j, k = 1, ..., n−1.
 On dispose des symboles de Christoel Γkij = ek.(d~ei.~ej) pour Φ, pour tout i, j, k = 1, ..., n. Il estimmédiat que :
 Γkij = γkij , ∀i, j, k = 1, ..., n−1. (6.12)
 Et (3.18) page 23 donne :
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 Proposition 6.10 Quand g est une métrique de Killing (i.e. t.q. dg = 0), ce qui est le cas de lamétrique euclidienne, et quand g(·, ·) est exprimée sur la base du système Φ :
 g =n∑
 i,j=1
 gij dqi ⊗ dqj , (6.13)
 i.e. quand les gij = g(~ei, ~ej), alors on a, pour tout i, j = 1, ..., n−1 :
 γnij = −12∂gij∂xn
 , (6.14)
 i.e. les γnij sont calculables à l'aide de la métrique exprimée sur la base du système. (Ce sont, pour
 les ~ei, ~ej ∈ TS, les composantes normales γnij = n[.(d~ei.~ej) des dérivées covariantes d~ei.~ej , soitencore γnij = g(~n, d~ei.~ej)).
 7 Transport parallèle dans Rn
 7.0 Transport parallèle dans Rn d'une fonction le long d'une courbe
 On se donne une courbe ~c :]a, b[→ Rn.
 Dénition 7.1 Une fonction f : Rn → R est transportée parallèlement le long de ~c ssi ~c est unecourbe de niveau de f :
 f ~c est constante, (7.1)
 i.e. f(~x) = constante quand ~x = ~c(t) (l'altitude f(~x) ne change pas lorsqu'on se promène le longde la courbe).
 Quand f : Rn → R est transportée parallèlement le long de ~c, par dérivation de (7.1) :
 df(~x).~v(~x) = 0, (7.2)
 en tout point ~x = ~c(t) quand ~v(~x) = ~c ′(t) : les variations de f le long de la courbe sont nulles.
 Exemple 7.2 Toute fonction constante est transportée parallèlement à toute courbe.
 Exemple 7.3 La fonction f(x, y) = r où r =√x2 + y2 est transportée parallèlement à tout cercle
 ~c(t) =(R cos tR sin t
 )centré à l'origine : f ~c est constant sur ces cercles (puisque f(~c(t)) = R). Ou
 encore, utilisant le produit scalaire canonique, df(~x) est représenté par son gradient ~∇f(~x) (le
 gradient indique la direction de variation maximale). Et ~∇f(~x) =(xryr
 )= ~x
 r est parallèle à ~x,
 alors que ~c ′(t) =(−yx
 )⊥ ~x. On a bien df(~x).~c ′(t) = (~∇f(~x), ~v(~x))R2 = 0 quand ~x = ~c(t).
 7.1 Transport parallèle dans Rn d'un champ de vecteurs le long d'unecourbe
 Dénition 7.4 Soit ~c : t ∈]a, b[→ ~c(t) ∈ Rn une courbe régulière. Un champ de vecteurs ~w dénidans Rn est dit transporté parallèlement à la courbe ~c ssi la fonction :
 ~w ~c est constante, (7.3)
 c'est à dire ssi, pour tout t ∈]a, b[, au point ~x = ~c(t), quand ~v(~x) = ~c ′(t), par dérivation de fonctionscomposées :
 d~w(~x).~v(~x) = 0 (7.4)
 en tout point ~x = ~c(t) quand ~v(~x) = ~c ′(t). I.e. en ~x les variations de ~w dans la direction ~v(~x) sontnulles.
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 Exemple 7.5 Tout champ de vecteurs ~w qui est constant est transporté parallèlement à toutecourbe, car on a d~w(~x) = 0 en tout ~x.
 N.B. : on peut ici considérer les champs de vecteurs constants, c'est à dire ~w(~x) = ~w(~y) pourtout ~x, ~y, car on est dans Rn ; quand on sera sur des surfaces, seule la notion de vecteur tangentaura un sens, et par exemple sur la sphère, un champ de vecteurs ne peut pas être constant : endeux points distincts voisins, les vecteurs tangents n'appartiennent pas au même plan tangent.Voir paragraphe suivant.
 Exemple 7.6 On se place dans R2. On choisit les coordonnées polaires : soit ~ϕ le système decoordonnées polaires. Soit ~w une champ de vecteurs exprimé sur la base du système de coordonnéespolaires :
 ~w : ~x ∈ R2 → ~w(~x) = α(~x)~e1(~x) + β(~x)~e2(~x) =(α(~x)β(~x)
 )|(~e)
 ,
 où ~e1(~x) = ~ϕ,r(~q) et ~e2(~x) = ~ϕ,θ(~q), quand ~x = ~ϕ(r, θ), sont les vecteurs de base du système decoordonnées. En ~x on considère sa diérentielle d~w(~x) appliquée au vecteur ~e2(~x), ce qui donne,voir (1.42) :
 d~w.~e2 = (dα.~e2)~e1 + α(d~e1.~e2) + (dβ.~e2)~e2 + β(d~e2.~e2)
 = (∂α
 ∂θ− rβ)~e1 + (
 α
 r+∂β
 ∂θ)~e2.
 Et on considère la courbe S=le cercle ~c(θ) =(R cos θR sin θ
 )=noté ~x pour θ ∈ [0, 2π[ (et R > 0)
 relativement à la base canonique de R2. Le vecteur vitesse (vecteur tangent) à la courbe ~c en ~x est
 donné par ~c ′(θ) =(−R sin θR cos θ
 )= ~e2(~x) quand ~x = ~c(θ).
 Le champ ~w est transporté parallèlement le long de S ssi d~w.~e2 = 0, c'est à dire ssi ∂α∂θ −rβ = 0et α
 r + ∂β∂θ = 0. D'où ∂2α
 ∂θ2 + α = 0. On en déduit :
 α(r, θ) = a(r) cos θ + b(r) sin θ, d'où β(r, θ) =1r
 (−a(r) sin θ + b(r) cos θ),
 avec a et b des fonctions quelconques. Donc, dans la base canonique :
 ~w(~x) = (a(r) cos θ+b(r) sin θ)(
 cos θsin θ
 )|(~E)
 +(−a(r) sin θ+b(r) cos θ)(− sin θcos θ
 )|(~E)
 =(a(r)b(r)
 )|(~E)
 ,
 et ~w(~x) est un vecteur qui ne dépend que de r. Donc seuls les champs de vecteurs de R2 qui nedépendent que de r (et pas de θ) sont transportés parallèlement au cercle. (C'était intuitivementévident.)
 N.B. : ici on a utilisé implicitement le pull-back de α (idem pour β) dans la notation α(r, θ).On aurait dû poser par exemple α(r, θ) = α(x, y) et écrire l'équation diérentielle pour α et nonpour α.
 Proposition 7.7 Dans un système de coordonnées ~ϕ, un champ de vecteurs ~w est transportéparallèlement à une courbe ~c de vecteur tangent ~v(~x) = ~c ′(t) en ~x = ~c(t) ssi on a (7.4) i.e. ssi, pourtout i = 1, ..., n :
 n∑k=1
 wi|kvk = 0, i.e.
 n∑k=1
 (∂wi
 ∂qk+
 n∑j=1
 Γijkwj)vk = 0. (7.5)
 Preuve. C'est l'expression de d~w.~v dans la base du système de coordonnées, c'est à dire quand~w =
 ∑i w
 i~ei et ~v =∑i vi~ei, voir (2.22).
 7.2 Géodésique dans Rn : une droite
 Dénition 7.8 Une géodésique est une courbe ~c : t ∈ [a, b]→ ~x = ~c(t) ∈ Rn telle que son vecteurvitesse ~v(~x) = ~c ′(t) est transporté parallèlement à lui-même le long de ~c, c'est à dire tel que :
 (~v(~x) =) (~v ~c)(t) est constant dans [a, b], (7.6)
 (quand ~x = ~c(t)) c'est à dire tel que ~v est constant de long de la courbe.
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 Proposition 7.9 Dans Rn les géodésiques sont les courbes telles que :
 (~v ~c)′ = 0, (7.7)
 c'est à dire telles que :~c ′′(t) = 0, pour tout t. (7.8)
 C'est à dire, dans Rn, les géodésiques sont les droites.
 Preuve. On cherche des courbes ~c telles que ~v(~x) = (~v ~c)(t) = ~c ′(t) est constant, donc telles que~c ′′(t) = 0. Et ~v(~x) = ~c ′(t) est constant s'écrit = ~c ′(0) pour tout t ; d'où ~c(t) = ~c ′(0)t + ~x0, cequi est l'équation d'une droite.
 Remarque 7.10 Dans (7.7) on pourrait écrire (~v ~c)′(t) = d~v(~x).~v(~x) = 0, mais cette dernièreécriture d~v(~x).~v(~x) n'a pas de sens immédiat : pour calculer d~v(~x) il faut calculer ses variationsdans toutes les directions, or ~v n'est déni que sur la courbe (penser aux densités linéiques), cequi fait qu'on ne peut dériver que dans la direction de la courbe (celle du vecteur ~v tangent à lacourbe), et on ne peut pas dériver dans des directions non tangentes à la courbe. I.e. on ne peutdériver ~v que dans la direction ~v(~x), i.e. on ne peut dériver que la fonction t→ (~v ~c)(t), et c'estle sens qu'il faut donner à d~v.~v (bien que d~v(~x) : Rn → Rn n'est pas déni sur tout Rn a priori).
 Autrement dit la notation d~v de la diérentielle n'est pas licite : seule la dérivée directionnelledans la direction ~v l'est. On conserve quand même abusivement la notation de la diérentielle,et on écrit donc quand même d~v.~v = 0. Cet abus disparaîtra quand on dénira (plus loin) ladiérentiation sur une surface.
 8 Transport parallèle sur une surface dans Rn
 8.1 Transport parallèle sur une surface d'un champ de vecteurs le longd'une courbe
 8.1.1 Dénition
 On se donne une surface S dans Rn.Ici on se place dans le cas où on ne voit que S (on ne peut pas s'échapper de la surface). Donc
 localement on ne peut se déplacer que dans la direction de vecteurs qui sont parallèles à S (i.e.le long de courbes dans S).
 Soit ~c :]a, b[→ S une courbe sur S de vecteurs vitesses ~v(~x) = ~c ′(t) quand ~x = ~c(t).Soit ~w ∈ TS un champ de vecteurs sur S. (En mécanique par exemple, S est une surface
 soumise à une force surfacique tangentielle ~w.)On s'intéresse aux valeurs du champ de vecteurs ~w le long de ~c, i.e. on s'intéresse aux vecteurs :
 ~w(~x) = (~w ~c)(t).
 Les variations de ce champ ~w en ~x = ~c(t) le long de la courbe sont données par (~w ~c)′(t). De cesvariations on ne retient que ce qu'on voit, i.e. on retient que les projections sur le plan tangent TS~xau point ~x = ~c(t) à savoir :
 ProjTS~x((~w ~c)′(t)).
 Dénition 8.1 Le champ de vecteurs ~w ∈ TS est dit transporté sur la surface (ou dans TS)parallèlement à la courbe ~c ssi, quand ~x = ~c(t) :
 ProjTS~x((~w ~c)′(t)) = 0, ∀t ∈ [a, b], (8.1)
 i.e. ssi :ProjTS~x(d~w(~x).~v(~x)) = 0, ∀~x ∈ ~c([a, b]). (8.2)
 Dénition 8.2 On reprend la notation des connexions, cf. (2.11) : on note :
 (∇~v ~w)(~x) déf= ProjTS~x(d~w(~x).~v(~x)),
 la dérivée covariante sur S de ~w dans la direction ~v en ~x. Et on note :
 D~w
 dt
 déf= ∇~v ~w, donc = ProjTS~x(d(~w ~c)dt
 (t)). (8.3)
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 Corollaire 8.3 (Caractérisation d'un transport parallèle.) ~w ∈ TS est transporté parallèlement àla courbe sur la surface ssi :
 D~w
 dt= 0 (= ∇~v ~w). (8.4)
 Dénition 8.4 Si ~w est un champ de vecteurs instationnaire, i.e. ~w : [0, T ]× S → ~w(t, ~x) ∈ TS~x,alors on note :
 D~w
 dt
 déf=∂ ~w
 ∂t+∇~v ~w,
 et D~wdt est appelée dérivée matérielle ou dérivée totale.
 Remarque 8.5 Soit u→ ~c(u) = ~c(t(u)) un autre paramétrage de la courbe ~c avec t : u→ t(u) undiéomorphisme. Comme (~w ~c)(u) = (~w ~c)(t(u)), on a :
 (~w ~c)′(u) = (~w ~c)′(t(u)) t′(u),et donc (~w ~c)′(u) est parallèle à (~w ~c)′(t) : si une projection est nulle pour un paramétrage, elleest nulle pour tout autre paramétrage.
 8.1.2 Dans un système de coordonnées
 Soit ~ϕ : ~q = (q1, ..., qm) → ~x = ~ϕ(~q) ∈ Rn, avec m ≤ n, un paramétrage de la surface(régulière) S qui dénit un système de coordonnées sur cette surface. Soit (~ei(~x) = ∂~ϕ
 ∂qi (~q))i=1,...,m
 la base du système de coordonnées en ~x = ~ϕ(~q).
 Proposition 8.6 Soit ~c une courbe sur S, de vecteur vitesse ~v(~x) = ~c ′(t) (tangent à S) en ~x = ~c(t).On note vi les composantes de ~v dans la base (~ei). Soit ~w ∈ TS un champ de vecteurs sur S, et wi
 ses composantes dans la base (~ei). Donc :
 ~v(~x) =m∑i=1
 vi(~x)~ei(~x), ~w(~x) =m∑i=1
 wi(~x)~ei(~x).
 Le champ de vecteurs ~w est transporté sur S parallèlement à ~c ssi, pour tout i = 1, ...,m :
 m∑j=1
 wi|jvj = 0, i.e.
 m∑j=1
 (∂wi
 ∂qj+
 m∑k=1
 Γijkwk)vj = 0, (8.5)
 cf. (2.20) et (2.22).
 Preuve. C'est (2.22) avec (2.20) : avec ~w =∑mi=1 w
 i~ei on a d~w.~v =∑mi=1(dwi.~v)~ei+
 ∑mi=1 w
 id~ei.~v,et avec ~v =
 ∑mj=1 v
 j~ej on obtient d~w.~v =∑mi,j=1 v
 j(dwi.~ej)~ei +∑mi,j=1 w
 ivjd~ei.~ej , et donc
 d~w.~v =m∑i=1
 (m∑j=1
 vj∂wi
 ∂qj)~ei +
 n∑k=1
 m∑i,j=1
 wivjΓkij~ek,
 soit d~w.~v =∑mi=1(
 ∑mj=1 v
 j ∂wi
 ∂qj )~ei +∑ni=1
 ∑mk,j=1 w
 kvjΓikj~ei.
 En projetant sur TS~x, il reste ProjTS~x(d~w.~v) =∑mi=1(
 ∑mj=1 v
 j ∂wi
 ∂qj +∑mk,j=1 w
 kvjΓikj)~ei, soit
 ProjTS~x(d~w.~v) =∑mi,j=1 w
 i|jv
 j~ei où on a noté wi|j = ∂wi
 ∂qj +∑mk=1 w
 kΓikj .Et donc ~w est transporté parallèlement à ~v ssi ProjTS~xd~w.~v = 0, i.e. ssi les composantes de d~w.~v
 sur la base du système sont nulles, i.e. ssi pour tout i = 1, ...,m on a 0 = (d~w.~v)i =∑mj=1 w
 i|jv
 j .
 8.1.3 Exemples sur le cercle
 Exemple 8.7 En 2-D on prend S = la courbe = le cercle ~c(θ) =(R cos θR sin θ
 )=noté ~x pour R > 0
 xé et θ ∈ [0, 2π[, relativement à la base canonique de R2. On se place en coordonnées polaires.
 Le vecteur vitesse (vecteur tangent) à la courbe ~c en ~x est donné par ~c ′(θ) =(−R sin θR cos θ
 )= ~e2(~x)
 quand ~x = ~c(θ).
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 Soit ~w = ~e2 : S → TS. On considère ses variations d~e2 le long de ~c, i.e. on regarde :
 d~e2.~e2 = Γrθθ~er + Γθθθ~e2 = −r~eren les ~x = ~c(t), et de ces variations on ne voit que celle parallèles à ~e2 (le plan tangent en ~x est iciune droite qui a pour vecteur directeur ~v = ~e2(~x)) ; on obtient :
 e2.(d~e2.~e2) = 0. (8.6)
 Le champ ~e2 est transporté parallèlement le long de lui-même.
 Exemple 8.8 Suite ; même courbe ~c. On prend maintenant un champ de vecteurs ~w : S → TStangent à S, donc de la forme (à valeurs dans TS) :
 ~w : ~x ∈ S → ~w(~x) = β(~x)~e2(~x) quand ~x = ~c(θ).
 On considère ses variations d~w = dβ ~e2 + β d~e2 le long de ~c, i.e. on regarde
 d~w.~e2 = (dβ.~e2)~e2 + β(d~e2.~e2) =∂β
 ∂θ~e2 + β(Γrθθ~e1 + Γθθθ~e2)
 en ~x = ~c(t), et de ces variations on ne voit que celle parallèles à ~e2 (le plan tangent en ~x est ici unedroite qui a pour vecteur directeur ~v = ~e2(~x)) ; on obtient :
 e2.(d~w.~e2) =∂β
 ∂θ+ βΓθθθ. (8.7)
 Ici Γθθθ = 0, voir (2.3), et donc le champ ~w est transporté sur S parallèlement à ~c ssi ∂β∂θ = 0, i.e.ssi β = β0 est constant le long du cercle R =constante (i.e. β ne dépend pas de θ). Donc seulsles champs ~w : ~x→ (cste)~e2(~x) ∈ TS sont transportés parallèlement au cercle sur le cercle.
 On retrouve en particulier que le champ ~e2 est transporté parallèlement le long de lui-même.Interprétation mécanique : pour que le champ soit transporté parallèment, il ne doit pas y
 avoir d'accélération tangentielle, uniquement une accélération centrifuge ou centripète. C'est le casd'un avion en vol à altitude constante (sans toucher aux commandes de vol), qui est dans ce castransporté parallèlement à un grand cercle terrestre : s'il accélère (resp. s'il coupe ses moteurs),il s'éloigne (resp. il se rapproche) de la terre, et il ne reste pas parallèle à un grand cercle terrestre,et il n'est plus transporté parallèlement à la terre.
 Exemple explicite avec la courbe ~γ(θ) = ~c(θ2) = R
 (cos(θ2)sin(θ2)
 )=noté ~x pour R > 0 xé et
 θ ∈]0,√
 2π[.
 8.1.4 Exemples sur la sphère de R3
 Exemple 8.9 Avec les coordonnées sphériques, on prend le méridien ~c(ϕ) =
 R cos θ0 cosϕR sin θ0 cosϕR sinϕ
 de
 vecteur vitesse ~v(~x) = ~c ′(ϕ) = ~e3(~x) en ~x = ~c(ϕ), et on prend le champ de vecteurs ~w(~x) = ~e3(~x).
 On a ~w(~x) = (~w ~c)(ϕ) =
 −R cos θ0 sinϕ−R sin θ0 sinϕ
 R cosϕ
 , et d(~w~c)dϕ (ϕ) =
 −R cos θ0 cosϕ−R sin θ0 cosϕ−R sinϕ
 = −R~e1(~x), de
 projection sur le plan tangent ProjTS(d~wcdϕ (ϕ)) = ~0. Donc le champ de vecteur ~e3 est transportéparallèlement le long du méridien (le long de lui-même).
 (Noter que ||~e3(~x)|| = R est constant, en particulier le long d'un méridien.)
 Exemple 8.10 Suite : même méridien et on prend maintenant le champ de vecteurs, pour ~x sur
 le méridien, ~w(~x) = ~e2(~x)||~e2(~x)|| =
 − sin θ0
 cos θ0
 0
 , unitaire tangent au parallèle. On a d(~w~c)dϕ (ϕ) = ~0, de
 projection sur le plan tangent ProjTS(d~wcdϕ (ϕ)) = ~0. Donc le champ de vecteur ~w est transportéparallèlement le long du méridien.
 Donc tout vecteur de type α~e3(~x)+β ~e2(~x)||~e2(~x)|| , avec α et β constants, est transporté parallèlement
 le long d'un méridien. Un tel vecteur à une longueur constante (ici√R2α2 + β2) et tourne en
 même temps que le méridien : il est transporté parallèlement au méridien. Exemple : un avionqui suit un méridien : son fuselage ou ses ailes sont transportées parallèlement à la terre le long duméridien.
 37 12 janvier 2010

Page 38
                        

38 8. Transport parallèle sur une surface dans Rn
 Exemple 8.11 Suite : même méridien et on prend maintenant le champ de vecteurs ~w(~x) = ~e2(~x)
 (tangent au parallèle non unitaire). On a ~w(~x) = (~w ~c)(ϕ) = R
 − sin θ0 cosϕcos θ0 cosϕ
 0
 , et d(~w~c)dϕ (ϕ) =
 R
 sin θ0 sinϕ− cos θ0 sinϕ
 0
 = − cosϕsinϕ~e2(~x) (ailleurs que sur l'équateur), de projection sur le plan tangent
 ProjTS(d~wcdϕ (ϕ)) = − cosϕsinϕ~e2(~x) 6= ~0 (ailleurs que sur l'équateur et aux pôles). Donc le champ de
 vecteur ~e2 n'est pas transporté parallèlement le long du méridien (sa longueur ||~w(~x)|| = R cosϕchange avec ϕ contrairement au vecteur unitaire associé ~w
 ||~w|| de l'exemple précédent).
 Exemple 8.12 En 3-D, avec les coordonnées sphériques, on prend ~c(θ) =
 R cos θ cosϕ0
 R sin θ cosϕ0
 R sinϕ0
 (un
 parallèle qui n'est pas un grand cercle sauf si ϕ0 = 0 i.e. si c'est l'équateur) de vecteur vitesse~v(~x) = ~c ′(θ) = ~e2(~x) en ~x = ~c(θ), et on prend le champ de vecteurs ~w(~x) = ~e2(~x). On a d~w.~v =d~e2.~e2 = −r cos2 ϕ~e1 + sinϕ cosϕ~e3, de projection :
 ProjTS(d~e2.~e2) = sinϕ0 cosϕ0~e3 6= ~0 pour ϕ0 6= 0 :
 le vecteur tangent aux parallèles n'est pas transporté parallèlement au parallèle sur la sphère, saufdans le cas de l'équateur qui transporte eectivement son vecteur tangent par rapport à lui même.(Remarque : pour ϕ0 = ±π2 , le parallèle est réduit à un point : ce n'est pas une courbe régulière.)
 8.1.5 Remarque
 Remarque 8.13 Si ~w ~c : t → ~w(~c(t)) est bien déni, ainsi que (~w ~c)′(t), il n'en est pas demême de d~w(~x) puisque ~w n'est déni que sur la surface alors que d~w(~x) est l'application linéairequi doit être dénie sur Rn (développement limité ~w(~y)− ~w(~x) = d~w(~x).(~y−~x) + o(~y−~x) avec ~y−~xvecteur non tangent à la surface en général). Ainsi la formule (8.2) n'est pas bien déni si elle estconsidérée brutalement, i.e. sans référence à la surface S et à la courbe ~c : cette formule (8.2) quesi elle exprime (8.1) (voir également remarque 7.10).
 Cela ne pose pas de problème dans les applications en mécanique, voir exemples suivants.D'ailleurs sur la surface, le calcul donnera des expressions du type ∂ ~w
 ∂qi (~x) =déf ∂(~w~ϕ)∂qi (~q), et seules
 les dérivées le long des lignes de coordonnées sur la surface seront considérées (les dérivées direc-tionnelles parallèlement à la surface), i.e. en d'autres termes l'expression d~w(~x) ne sera pas considé-rée comme étant d~w(~x) =
 ∑ni=1
 ∂ ~w∂qi (~x) dqi(~x), mais comme étant
 ∑mi=1
 ∂ ~w∂qi (~x) dqi(~x) =noté ∇~w(~x)
 (connexion) lorsqu'on dérivera le long de la surface.
 8.2 Géodésique sur une surface
 8.2.1 Dénition
 On se donne une surface S ⊂ Rn. On se donne deux points voisins sur la surface S.Intuitivement : la géodésique joignant ces deux points est la courbe dans S qui est la plus
 courte possible. Ou encore la courbe qui permet de joindre ces deux points en un minimumde temps, sous-entendu dans l'ensemble des courbes parcourues à une même vitesse constante.Ou encore la courbe sur la surface obtenue en appliquant une droite sur cette surface, le résultatpassant par les deux points.
 Mathématiquement, la dénition est :
 Dénition 8.14 Une géodésique sur S est une courbe géométrique Im~c image d'une courbe régu-lière ~c : t ∈ [a, b] → ~c(t) ∈ S sur la surface S, telle que, notant ~v(~x) = ~c ′(t) la vitesse au point~x = ~c(t) :
 1- le paramétrage t ∈ [a, b] de ~c est choisi tel que la courbe ~c est parcourue à vitesse constante,i.e. qu'il vérie ||~c ′(t)|| = ||~c ′(a)|| pour tout t ∈ [a, b], i.e. ||~v(~x)|| = constante pour tout ~x ∈ Im~c,et
 2- son vecteur vitesse est transporté sur S parallèlement à lui-même le long de ~c, i.e. :
 ProjTS~x((~v ~c)′(t)) = ~0, ∀t ∈ [a, b]. (8.8)
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39 8. Transport parallèle sur une surface dans Rn
 Et comme ~c ′(t) = ~v(~x) = ~v(~c(t)) = (~v ~c)(t) donne ~c ′′(t) = (~v ~c)′(t) :
 Dénition 8.15 Bis. Ou encore, une géodésique est une courbe ~c parcourue à vitesse constantetelle que :
 ProjTS~x(~c ′′(t)) = 0, ∀t ∈ [a, b], (8.9)
 i.e. l'accélération ~c ′′(t) est orthogonale au plan tangent, i.e. l'accélération tangentielle est nulle.
 Il n'y a donc pas de force tangentielle pour une particule soumise à ~F = m~γ, i.e. la particuleva tout droit sur la surface, i.e. ne prend pas de virage sur le plan tangent ; en d'autres termesla force ~F = m~γ est ⊥ S, i.e. est exclusivement centrifuge ou centripète (ou nulle) relativementà la surface.
 Et comme ~c ′(t) = ~v(~x) = ~v(~c(t)) donne ~c ′′(t) = d~v(~x).~v(~x) :
 Dénition 8.16 Ter. Ou encore, une géodésique est une courbe ~c parcourue à vitesse constantetelle que son champ ~v de vecteurs tangents, donné par ~v(~x) = ~c ′(t) quand ~x = ~c(t), vérie :
 ProjTS(d~v.~v) = ~0. (8.10)
 Avec la notation précédente (8.3), on peut réécrire (8.8) comme, pour tout t :
 D~v
 dt= 0, (8.11)
 qui signie que l'accélération sur la surface est nulle. Ou encore avec la notation des connexions,aux points ~x = ~c(t) :
 ∇~v~v = 0 (= ∇~c ′(t)~v). (8.12)
 Remarque 8.17 Rappel. Pour une courbe parcourue à vitesse ~c ′(t) constante, on a ||~c ′(t)||2Rn =(~c ′(t),~c ′(t))Rn constant et donc de dérivée nulle : 2(~c ′(t),~c ′′(t))Rn = 0, d'où ~c ′(t) ⊥ ~c ′′(t), i.e.l'accélération est toujours orthogonale à la vitesse (pour une courbe parcourue à vitesse constante).
 Supposer de plus ProjTS(~c ′′(t)) = 0 revient à supposer que l'accélération est également nulledans une direction du plan tangent orthogonale à la vitesse (on ne peut conserver qu'une accéléra-tion normale à la surface). Intuitivement, cela revient à dire que la courbe ressemble à une droitepuisqu'accélération latérale nulle signie qu'on ne va n'y à droite ni à gauche. I.e. localement sion se place dans un voisinage du point ou la surface semble plate (voisinage susamment petitpour assimiler la surface au plan tangent donné par le développement limité au premier ordre),les géodésiques semblent être droites. Par exemple sur terre quand on construit une maison, unmur droit et horizontal suit une géodésique (courbe la plus courte). Ou encore le pont du lacPontchartrain en Louisiane (États-Unis) qui est long de 38,4 km, et qui est tout droit ou en lignedroite au sens sur la surface terrestre, alors qu'en fait il suit une géodésique (sa longueur permetd'ailleurs de voir la rotondité de la terre). D'ailleurs sur une sphère une géodésique est un morceaude grand cercle : on obtient la courbe la plus courte entre deux points, voir exercices suivants.
 Exemple 8.18 Un méridien est une géodésique, voir exemple 8.9, puisqu'ayant ||~e3(~x)|| = Rconstant, le paramétrage usuel permet de parcourir le méridien à vitesse constante.
 Un parallèle n'est pas une géodésique sauf si c'est l'équateur, voir exemple 8.12 (bien que||~e2(~x)|| = ||~v(~x)|| = R cosϕ0 = constante et donc que le paramétrage usuel permet de parcourirle parallèle à vitesse constante).
 Par exemple, le chemin le plus court pour aller de Madrid à New York n'est pas de suivre le40ème parallèle mais de se placer sur un grand cercle passant par ces villes, cf remarque 8.17 : lechemin le plus court est obtenu en prenant l'intersection de la sphère avec le plan qui passe par lestrois points : centre de la terre, Madrid et New-York (plan qui n'est pas parallèle à l'équateur, i.e.qui ne contient pas de parallèle). Autrement dit, si on essaie d'appliquer une droite sur la sphère,on obtient un grand cercle.
 Exercice 8.19 On rappelle qu'un grand cercle sur la sphère S = S(0, R) de R3 est l'intersectionde la sphère et d'un plan passant par le centre de la sphère. Montrer que les grands cercles sontdes géodésiques.
 Réponse. Quitte à faire un changement de base euclidien orthonormé (x, y, z)→ (X,Y, Z) on se ramèneau cas où le plan a pour équation Z = 0 : le grand cercle est l'équateur dont on a déjà vu qu'il était unegéodésique, exemple 8.12.
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 (Si l'équation du plan est ax + by + cz = 0, le changement de variable envoie ~E3 troisième vecteur
 de base canonique sur ~b3 = ~n où ~n = (a,b,c)t√a2+b2+c2
 vecteur normal unitaire du plan, et ~E1 et ~E2 sur deux
 vecteurs ~b1,~b2 tels que (~b1,~b2,~b3) forme une base orthonormée.)
 Réponse. Bis : calcul direct = exercice de calcul diérentiel.Les grands cercles donc de la forme, pour une sphère centrée à l'origine, si R > 0 (rayon) et si
 (a, b, c) ∈ R3 est non nul (vecteur normal à un plan passant par l'origine) :ax+ by + cz = 0,
 x2 + y2 + z2 = R2.
 On se place en coordonnées sphériques (satisfaction automatique de x2 + y2 + z2 = R2) ; les grands cerclessont donc dénis par (relation implicite entre θ et ϕ) :
 a cos θ cosϕ+ b sin θ cosϕ+ c sinϕ = 0, θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [−π2,π
 2]. (8.13)
 Par exemple, si a = b = 0 (le plan est horizontal), alors on a c 6= 0 d'où ϕ = 0, ce avec θ quelconque, etle grand cercle est l'équateur ; si c = 0 (le vecteur normal est horizontal), alors a cos θ + b sin θ = 0, i.e.tan θ =cste (si b 6= 0) (sinon c'est cotan θ = cste), et donc θ =cste : on est sur un méridien.
 On suppose c 6= 0, et quitte à multiplier par une constante, on prend c = −1 et on obtient l'expressionexplicite :
 ϕ = ϕ(θ) = tan−1(a cos θ + b sin θ).
 Paramétrons un grand cercle en θ, soit :
 ~c(θ) = R
 cos θ cos(ϕ(θ))sin θ cos(ϕ(θ))
 sin(ϕ(θ))
 .
 Son vecteur vitesse en ~x = ~c(θ) est ~v(~x) = ~c ′(θ) = R
 − sin θ cos(ϕ(θ))cos θ cos(ϕ(θ))
 0
 +Rϕ′(θ)
 − cos θ sin(ϕ(θ))− sin θ sin(ϕ(θ))
 cos(ϕ(θ))
 ,
 i.e.~c ′(θ) = ~e2(~x) + ϕ′(θ)~e3(~x), quand ~x = ~c(θ).
 Et donc, en omettant ~x et θ pour alléger l'écriture :
 ~c ′′ = d~e2.~c′ + ϕ′′~e3 + ϕ′d~e3.~c
 ′
 = d~e2.~e2 + ϕ′d~e2.~e3 + ϕ′′~e3 + ϕ′d~e3.~e2 + ϕ′2d~e3.~e3,
 = −R cos2 ϕ~e1 + sinϕ cosϕ~e3 − 2ϕ′ tanϕ~e2 + ϕ′′~e3 − ϕ′2R~e1
 Et en projetant sur le plan tangent on obtient :
 ProjTS(~c ′′(θ)) = −2ϕ′ tanϕ~e2 + (ϕ′′ + sinϕ cosϕ)~e3.
 Cette projection n'est pas nulle (le long d'un méridien par exemple où quand ϕ n'est pas constant),mais le grand cercle n'a pas été parcouru à vitesse constante : la paramétrisation choisie du grand cercle(paramétrisation en θ) ne permet pas d'appliquer la dénition d'une géodésique. Choisissons maintenantune paramétrisation à vitesse constante.
 Les vecteurs ~e2 et ~e3 étant orthogonaux, on a ||~c ′||2 = ||~e2 + ϕ′~e3||2 = ||~e2||2 + ϕ′2||~e3||2, et donc :
 ||~c ′|| = R(cosϕ2 + ϕ′2)12 ,
 est la vitesse de parcours avec le paramétrage en θ. On eectue alors le changement de paramétrage θ ↔ t
 tel que dt = (cosϕ2 + ϕ′2)12 dθ, i.e. on pose :
 ~c(t) = ~c(θ), où doncdθ
 dt(t) = (cos2 ϕ+ ϕ′2)−
 12 et ϕ = ϕ(θ(t)).
 (Il faut un changement de paramétrage inversible d'inverse continu, ce qui est le cas car cos2 ϕ + ϕ′2 =1R||~c ′(θ)|| avec ||~c ′(θ)|| ≥ ||~e2|| > 0.) On a maintenant :
 ~c ′(t) = ~c ′(θ)dθ
 dt(t) = (cos2 ϕ+ ϕ′2)−
 12~c ′(θ), quand θ = θ(t), ϕ = ϕ(θ),
 de norme constante = R : avec la paramétrisation t proposée, le cercle est parcouru à vitesse constante.
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 Et :
 ~c ′′(t) =d2θ
 dt2~c ′(θ) + (
 dθ
 dt)2~c ′′(θ), quand θ = θ(t).
 Et ayant (ϕ θ)′(t) = ϕ′(θ(t))θ′(t), on a
 d2θ
 dt2= −ϕ′θ′(− sinϕ cosϕ+ ϕ′′)(cos2 ϕ+ ϕ′2)−
 32 = ϕ′
 sinϕ cosϕ− ϕ′′
 (cos2 ϕ+ ϕ′2)2,
 et donc
 ~c ′′(t) = ϕ′sinϕ cosϕ− ϕ′′
 (cos2 ϕ+ ϕ′2)2~c ′(θ) +
 1
 (cos2 ϕ+ ϕ′2)~c ′′(θ),
 et donc la projection ProjTS(~c ′′(t)) donne, au préalable multipliée par (cos2 ϕ+ ϕ′2)2 6= 0 pour simplier,et notant P = ProjTS(~c ′′(t)) (cos2 ϕ+ ϕ′2)2 :
 P = ϕ′(sinϕ cosϕ− ϕ′′)(~e2 + ϕ′~e3) + (cos2 ϕ+ ϕ′2)(−2ϕ′ tanϕ~e2 + (ϕ′′ + sinϕ cosϕ)~e3)
 Cette projection est nulle ssi les composantes en ~e2 et en ~e3 sont nulles, i.e. ssi :ϕ′(ϕ′′ + sinϕ cosϕ+ 2 tanϕϕ′2) = 0,
 2ϕ′2 cosϕ sinϕ+ (ϕ′′ + sinϕ cosϕ) cos2 ϕ = 0.
 On a tan−1 ′(x) = 11+x2 .
 Et ϕ(θ) = tan−1(a cos θ + b sin θ).Et ϕ′(θ) = −a sin θ+b cos θ
 1+tan2(ϕ)= cos2 ϕ(−a sin θ + b cos θ).
 Et ϕ′′(θ) = −2 sinϕ cosϕϕ′(−a sin θ + b cos θ)− cos2 ϕ(a cos θ + b sin θ) = −2 tanϕϕ′2 − cosϕ sinϕ.D'où la première nullité.D'où (ϕ′′ + sinϕ cosϕ) cos2 ϕ = −2 cosϕ sinϕϕ′2, d'où la deuxième nullité.
 Proposition 8.20 Soit ~γ : u → ~x = ~γ(u) ∈ S une courbe (non parcourue à vitesse constante apriori). Cette courbe est une géodésique ssi :
 ProjTS(~γ ′′(u)) =(~γ ′′(u), ~γ ′(u))Rn
 ||~γ ′(u)||2~γ ′(u). (8.14)
 Si on note ~w(~x) = ~γ ′(u) le vecteur tangent en ~x = ~γ(u), on a de manière équivalente :
 ProjTS(d~w(~x). ~w(~x)) =(d~w(~x). ~w(~x), ~w(~x))Rn
 ||~w(~x)||2~w(~x). (8.15)
 Preuve. On se ramène à un paramétrage à vitesse constante : soit t : u → t(u) une fonction C2
 strictement croissante (de fonction inverse u : t → u(t) C2 strictement croissante) et soit ~c : t →~c(t) = ~γ(u(t)) la courbe telle que ||~c ′(t)|| = 1 pour tout t. Comme ~c ′(t) = ~γ ′(u(t))u′(t), on choisitdonc u′(t) = 1
 ||~γ ′(u(t))|| , ou encore t′(u) = ||~γ ′(u)||.Comme ~γ(u) = ~c(t) quand t = t(u), i.e. ~γ(u) = ~c(t(u)), on obtient ~γ ′(u) = ~c ′(t(u)) t′(u), puis :
 ~γ ′′(u) = ~c ′′(t(u))(t′(u))2 + ~c ′(t(u))t′′(u).
 Ayant ~c une géodésique, on a ProjTS(~c ′′(t)) = 0, et donc (avec Proj linéaire et ~c ′(t) dans le plantangent) :
 ProjTS(~γ ′′(u)) = ~c ′(t(u))t′′(u) = ~γ ′(u)t′′(u)t′(u)
 .
 Et t′(u) = ||~γ ′(u)|| =(
 (~γ ′(u), ~γ ′(u))Rn) 1
 2donne :
 t′′(u) =12
 ((~γ ′(u), ~γ ′(u))Rn
 )− 122(~γ ′′(u), ~γ ′(u))Rn ,
 soit t′′(u) = (~γ ′′(u),~γ ′(u))Rn||~γ ′(u)|| . D'où (8.14).
 Puis ~γ ′(u) = ~w(~γ(u)) donne ~γ ′′(u) = d~w(~γ(u)).~γ ′(u), soit ~γ ′′(u) = d~w(~x). ~w(~x) quand ~x =γ(u). D'où (8.15).
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42 8. Transport parallèle sur une surface dans Rn
 8.2.2 Equation
 La principale diculté réside dans les notations. On commence par reprendre les notationsprécédentes :
 Soit U un ouvert dans Rm (espace des paramètres) ; et soit S une variété de dimension mdans Rn (espace géométrique) paramétrisée par :
 ~ϕ : ~q =
 q1
 ...qm
 ∈ U −→ ~x = ~ϕ(~q) =
 x1(~q)...
 xn(~q)
 ∈ S,avec ~ϕ supposée être un diéomorphisme C∞. C'est une système de coordonnées sur S. On disposeainsi de la base (~ei(~x))i=1,...,m du système.
 On considère une courbe (régulière) sur S :
 ~c : t ∈]a, b[−→ ~x = ~x(t) = ~c(t) = ~ϕ(~q(t)) ∈ S.
 avec ~q : t ∈]a, b[→ ~q(t) ∈ U ⊂ Rm une fonction donnée (courbe dans U ⊂ Rm).On choisit comme base la base canonique ( ~Ei)i=1,...,m de Rm, et on note alors :
 ~q : t ∈]a, b[→ ~q(t) =m∑i=1
 qi(t) ~Ei ∈ Rm.
 La vitesse le long de la courbe est :
 d~q
 dt(t) = ~q(t) =
 m∑i=1
 qi(t) ~Ei =
 q1(t)...
 qm(t)
 Rm
 .
 Proposition 8.21 On a en ~x = ~c(t) = ~ϕ(~q(t)) :
 ~c ′(t) =m∑i=1
 qi(t)~ei(~x), (8.16)
 i.e. les (qi(t))i=1,...,m sont les coordonnées du vecteur vitesse ~c ′(t) = ~v(~x) de la courbe ~c en ~x = ~c(t)dans la base du système de coordonnées en ~x. On note abusivement :
 ~c ′ =m∑i=1
 qi ~ei. (8.17)
 Preuve. On a ~c(t) = ~ϕ(~q(t)) d'où en dérivant :
 ~c ′(t) = d~ϕ(~q(t)).d~q
 dt(t) =
 m∑i=1
 dqi
 dt(t) d~ϕ(~q(t)). ~Ei =
 m∑i=1
 qi(t)~ei(~x),
 puisque ~ei(~x) =déf d~ϕ(~q). ~Ei quand ~x = ~ϕ(~q).
 Corollaire 8.22 La projection de l'accélération dans le plan tangent est donnée par :
 ProjTS(~c ′′(t)) =m∑i=1
 (q i(t) +
 m∑j,k=1
 Γijkqj(t)qk(t)
 )~ei(~x). (8.18)
 Preuve. En dérivant ~c ′(t) =∑mi=1 q
 i(t)~ei(~c(t)), cf. (8.16), on a :
 ~c ′′(t) =m∑i=1
 q i(t)~ei(~c(t)) +m∑j=1
 qj(t) d~ej(~c(t)).~c ′(t) =m∑i=1
 q i(t)~ei(~x) +m∑
 j,k=1
 qj(t)qk(t) d~ej(~x).~ek(~x).
 Comme d~ej .~ek =n∑i=1
 Γijk~ei, on déduit que ProjTS(d~ej .~ek) =m∑i=1
 Γijk~ei, d'où (8.18).
 On en déduit :
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 Corollaire 8.23 (Les équations déterminant une géodésique.) Soit ~c : t→ ~x = ~c(t) = ~ϕ(~q(t)) ∈ Sune courbe sur S, et soit ~v(~x) = ~c ′(t) son vecteur tangent au point ~x = ~c(t). Les trois propositionssuivantes sont équivalentes :
 (i) ~c est une géodésique,(ii) pour tout i = 1, ...,m :
 q i(t) +m∑
 j,k=1
 Γijk(~x) qj(t) qk(t) = 0, (8.19)
 (iii) son vecteur tangent est transporté parallèlement à la courbe :
 ProjTS(d~v.~v) = 0. (8.20)
 Et en particulier, une courbe qui vérie (8.19) ou (8.20) est parcourue à vitesse constante (c'estune géodésique).
 Preuve. (i)⇒(ii). Si ~c est une géodésique, alors ProjTS(~c ′′(t)) = 0 et (8.18) implique (8.19).(ii)⇔(iii). On a ~c ′(t) = ~v(~c(t)), d'où ~c ′′(t) = d~v(~x).~v(~x) quand ~x = ~c(t). Donc (8.19) équivaut
 à (8.20).(iii)⇒(i). Car ~c ′′(t) = d~v(~x).~v(~x).
 Remarque 8.24 On peut montrer directement qu'une courbe qui vérie (8.19) est parcourue àvitesse constante : avec (8.14) et (8.18) on obtient :
 (~c ′′(t),~c ′(t))Rn
 ||~c ′(t)||~c ′(t) = 0,
 et comme la courbe est régulière on a ~c ′(t) 6= ~0, et donc (~c ′′(t),~c ′(t))Rn = 0 = 12ddt (||~c
 ′(t)||2) = 0 :la courbe est parcourue à vitesse constante.
 Exercice 8.25 Réciproque de l'exercice 8.19. Montrer à l'aide de (8.19) que les géodésiques surla sphère S = S(0, R) de R3, passant par un point ~x0 donné, sont les grands cercles.
 Réponse. Première réponse : soit ~x0 donné sur la sphère et soit ~c une géodésique passant par ~x. Soit~c ′(t) = ~v(~x) quand ~x = ~c(t). Quitte à faire un changement de variables, on peut supposer que ~x0 est surl'équateur, et que ~v(~x0) est tangent horizontal. L'équateur est solution de (8.19), et donc c'est la solution.Et c'est un grand cercle.
 Réponse. Bis. Deuxième réponse : calculs génériques (exercice de calcul diérentiel).
 1- Les grands cercles (non verticaux) d'une sphère de rayon R centrée à l'origine sont données par (8.13),où on prend c=1 :
 a cos θ + b sin θ = tanϕ.
 (On a cosϕ 6= 0, i.e. ϕ 6= ±π/2, le plan choisi étant non vertical ne passant pas par les pôles).En supposant θ = θ(t) et ϕ = ϕ(t), on obtient donc en dérivant :
 θ′(−a sin θ + b cos θ) = ϕ′(1 + tan2 ϕ),
 et en dérivant encore :
 θ′′(−a sin θ + b cos θ) + θ′2(−a cos θ − b sin θ) = ϕ′′(1 + tan2 ϕ) + 2ϕ′2 tanϕ(1 + tan2 ϕ),
 soit :θ′′(−a sin θ + b cos θ)− θ′ tanϕ = ϕ′′(1 + tan2 ϕ) + 2ϕ′θ′ tanϕ(−a sin θ + b cos θ),
 soit :
 (θ′′ − 2ϕ′θ′ tanϕ)(−a sin θ + b cos θ) =1
 cos2 ϕ(ϕ′′ + θ′ cosϕ sinϕ). (8.21)
 2- Les géodésiques satisfont à une équation diérentielle vériée par les grands cercles : ce sont lesgrands cercles. Vérions-le avec les équations de la géodésique données par (8.19), avec (2.6) :
 θ′′ − 2θ′ϕ′ tanϕ = 0,
 ϕ′′ + θ′2 sinϕ cosϕ = 0.
 Et ces équations vérient trivialement (8.21).Remarque : on peut intégrer la première équation, réécrite θ′′
 θ′ = 2ϕ′ tanϕ = 2ϕ′ sinϕcosϕ
 : on obtientlog(θ′) = −2 log(cosϕ) + c = log( c
 cos2 ϕ), où c = log c ∈ R. D'où θ′ = c
 cos2 ϕ= c(1 + tan2 ϕ). La seconde
 équation donne alors ϕ′′ + c2 tanϕ 1cos2 ϕ
 = 0, équation diérentielle en ~ϕ.
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44 8. Transport parallèle sur une surface dans Rn
 Proposition 8.26 Soit ~c une courbe sur S. Si ~c est la courbe la plus courte joignant deux pointsA et B (nécessairement sur la courbe), alors ~c est une géodésique sur S.
 Preuve. On considère une famille de courbes ~cu : t ∈ [a, b] → ~cu(t) sur S, avec u ∈] − 1, 1[ tellesque ~cu(a) = A et ~cu(b) = B pour tout u (toutes les courbes commencent en A pour se termineren B), famille telle que ~c = ~cu0 est la courbe la plus courte joignant A et B. On note ~c(u, t) = ~cu(t)et on suppose que toutes les fonctions ~c sont 2 fois diérentiables. La longueur d'une courbe ~cuest :
 L(u) =∫ b
 a
 ||~cu ′(t)|| dt =∫ b
 a
 ||∂~c∂t
 (u, t)|| dt.
 Par hypothèse L(u) est minimum pour u = 0. On a :
 ∂
 ∂u(||∂~c∂t
 (u, t)||) =∂
 ∂u((∂~c
 ∂t(u, t),
 ∂~c
 ∂t(u, t))Rn)
 12 ) =
 ( ∂2~c∂u∂t (u, t),
 ∂~c∂t (u, t))Rn
 ||∂~c∂t (u, t)||,
 d'où, en dérivant sous le signe∫:
 dL
 du(u) =
 ∫ b
 a
 (∂2~c
 ∂u∂t(u, t),
 ~cu′(t)
 ||~cu ′(t)||)Rn dt.
 On note ~wu(t) = ~cu′(t)
 ||~cu ′(t)|| (vecteur vitesse normalisé), et par intégration par parties on obtient :
 dL
 du(u) = −
 ∫ b
 a
 (∂~c
 ∂u(u, t),
 d~wudt
 (t))Rn dt+ (∂~c
 ∂u(u, 1), ~wu(1))Rn − (
 ∂~c
 ∂u(u, 0), ~wu(0))Rn ,
 avec ~c(u, 1) = B constant pour tout u, donc de dérivée en u nulle, idem pour ~c(u, 0) = A : lestermes de bord sont nuls. Donc avec dL
 du (u0) = 0, on a :∫ b
 a
 (∂~c
 ∂u(u0, t),
 d~wu0
 dt(t))Rn dt = 0.
 Ceci devant être vrai pour tout a, b (ou tout A,B sur la courbe), on en déduit que pour tout t
 on a ∂~c∂u (u0, t) ⊥
 d~wu0dt (t) pour tout t. Les courbes ~cu étant toutes dans S, le vecteur ∂~c
 ∂u (u, t) estdans TS. Et si on prend toutes les familles de courbes possibles, notant ~x = ~cu(t), on en déduit que
 l'accélération ProjT~xSd~wu0dt (t) est nulle (voir exercice suivant) : la courbe est une géodésique.
 Exercice 8.27 Soit ~c : t ∈ [a, b]→ ~c(t) une courbe non parcourue à vitesse constante. On se donneun paramétrage s intrinsèque de la courbe (parcours à vitesse unité), i.e. on pose ~r(s) = ~c(t(s))pour s ∈ [0, L], où donc s → t(s) est un changement de variable d'inverse t → t(s) qui donne
 ||~r ′(s)|| = 1 pour tout s. On pose ~w(t) = ~c ′(t)||~c ′(t)|| . Montrer que d~w
 dt (t) est parallèle à ~r ′′(s), i.e. queces deux vecteurs sont normaux à la courbe (alors que ~c ′′(t) n'est pas parallèle à ~r ′′(s) en général).
 Réponse. On a d||~c ′(t)||dt
 = ddt
 ((~c ′(t),~c ′(t))Rn)12 = 1
 ||~c ′(t)|| (~c′′(t),~c ′(t))Rn = (~c ′′(t), ~w(t))Rn , d'où d'une
 part :
 ~w ′(t) =~c ′′(t)||~c ′(t)|| − ~c ′(t)(~c ′′(t), ~w(t))Rn
 ||~c ′(t)||2 .
 Et d'autre part ~r(s) = ~c(t(s)) donne ~r ′(s) = ~c ′(t(s)) t′(s) qui est normé à 1, d'où t′(s) = 1||~c ′(t(s))|| . Puis
 ~r ′′(s) = ~c ′′(t(s)) (t′(s))2 + ~c ′(t(s)) t′′(s),
 avec t′(s) = ((~c ′(t(s)),~c ′(t(s)))Rn)−12 qui donne t′′(s) = −t′(s)(~c ′′(t(s)),~c ′(t(s)))Rn ||~c ′(t(s))||−3. Donc,
 notant t = t(s) :
 ~r ′′(s) = ~c ′′(t)1
 ||~c ′(t)||2 − ~c′(t) (~c ′′(t),~c ′(t))Rn
 1
 ||~c ′(t)||4 .
 Et donc ~w ′(t) = ||~c ′(t)||~r ′′(s) : les vecteurs sont parallèles. Et comme pour une paramétrage curviligneintrinsèque on a ~r ′′(s) ⊥ ~r ′(s) (car ||~r ′(s)||2 = 1), on en déduit que ~w est également orthogonal à lacourbe.
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 8.3 Shifter
 Soit ~c une courbe sur S.Soit ~w0 ∈ TS~x0 un vecteur du plan tangent à S en ~x0. Par résolution de l'équation diérentielle
 linéaire avec condition initiale :
 D~w
 dt= 0, avec condition initiale ~w(~x0) = ~w0, (8.22)
 voir la notation (8.3), il existe un unique champ de vecteur ~w le long de ~c solution.
 Dénition 8.28 Ce champ de vecteurs solution est dit être le champ de vecteurs transportéparallèlement à ~c à partir de ~w0.
 Dénition 8.29 On appelle alors transport parallèle du point ~c(s) au point ~c(t) le long de ~cl'application St,s (shifter en anglais) :
 St,s :
 T~c(s)S −→ T~c(t)S
 ~w(~c(s)) −→ ~w(~c(t))
 de transport parallèle des vecteurs du plan tangent T~c(s)S en les vecteurs du plan tangent T~c(t)Sle long de ~c.
 Exemple 8.30 En coordonnées sphériques, sur la sphère, le long d'un méridien le vecteur ~e3(~x)(vecteur de base tangent au méridien) est transporté parallèlement au méridien. Par contre, lelong d'un parallèle le vecteur ~e2(~x) (vecteur de base tangent au parallèle) n'est par transportéparallèlement au parallèle (sauf pour le parallèle = l'équateur = grand cercle).
 Exemple 8.31 Dans Rn, i.e. le cas TS = Rn, on a ProjTS = I identité, et un transport parallèledans Rn n'est qu'un déplacement identité vectorielle du point ~x0 au point ~x, i.e. : St,s : (~x0, ~w0)→(~x, ~w0).
 9 Formes fondamentales et courbure
 9.1 Première forme fondamentale g ∈ T 02 (S) (métrique)
 Soit ~ϕ : Rm → Rn une surface régulière avec m ≤ n−1. Et ~ϕ dénit également le système decoordonnées sur la surface et ~ei(~x) = d~ϕ(~q). ~Ei la base du système de coordonnées sur la surfaceen ~x = ~ϕ(~q). Et on note (ei(~x) = dqi(~x))i=1,...,m la base duale sur la surface.
 Et on note G ∈ T 20 (Rm) une métrique dans Rm et g ∈ T 2
 0 (Rn) une métrique dans Rn.
 Dénition 9.1 La première forme fondamentale sur la surface S = Im~ϕ est le tenseur métriqueg|TS restreint à la surface, encore noté g ∈ T 0
 2 (S).
 Il est donc déni comme étant en ~x ∈ S la forme bilinéaire g~x ∈ L2(TS~x, TS~x; R) donnée parles :
 g~x(~v~x, ~w~x) ∈ R,
 pour tous les ~v~x, ~w~x ∈ TS~x. De manière équivalente, il est déni par les :
 g~x(~ei(~x), ~ej(~x)) noté= gij(~x), ∀i, j = 1, ...,m,
 et donc comme :
 g =m∑
 i,j=1
 gij dqi ⊗ dqj ,
 au sens g(~x) =∑mi,j=1 gij(~x)ei(~x)⊗ ej(~x) en tout ~x ∈ S.
 Et [g~x]~ϕ = [gij(~x)] i=1,...,mj=1,...,m
 est la matrice représentant g~x(·, ·) dans la base du système de coor-
 données.
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 Exemple 9.2 Si on utilise le produit scalaire g(·, ·) canonique de Rn, on a :
 gij(~x) = (~ei(~x), ~ej(~x))Rn = [~ei(~x)]T .[~ej(~x)].
 Et pour la sphère précédente, cas n=3 et ~ϕ : R2 → R3, avec la base du système sphérique, onretrouve :
 [g~x]sph =(R2 cos2 ϕ 0
 0 R2
 ), (9.1)
 quand ~x = ~ϕ(θ, ϕ), i.e. :g~x = R2 cos2 ϕdθ ⊗ dθ +R2 dϕ⊗ dϕ,
 métrique usuelle (riemanienne) sur la sphère.
 9.2 Deuxième forme fondamentale k ∈ T 02 (S) : tenseur des courbures
 9.2.1 Rappel : première dénition de la courbure (positive), approche élémentaire
 On va reformuler les résultats du cours de première année Intégration sur les courbes et sur-faces (cours sur les repères de Frénet), en termes de géométrie diérentielle, ce qui permettra dedonner un sens à la courbure sous forme tensorielle.
 On se place dans Rn (avec ici n = 2 ou 3).On se donne une courbe :
 ~c : t ∈ [a, b]→ ~x = ~c(t) ∈ Rn
 de paramètre t. On choisit reparamétrer la courbe à l'aide de la coordonnée curviligne intrinsèque,i.e. un paramétrage de la courbe :
 ~r : s ∈ [0, L]→ ~x = ~r(s)
 où s : t ∈ [a, b]→ s(t) ∈ [0, L] est un changement de variable (diéomorphisme croissant d'inverset : s ∈ [0, L]→ t(s) ∈ [a, b]) t.q. :
 ~r(s) = ~c(t(s)) avec ||~r ′(s)|| = 1.
 Donc la courbe géométrique Im~c = Im~r est parcourue à vitesse unité quand on choisit de lareprésenter avec ~r.
 Remarque 9.3 Comme ~r ′(s) = ~c ′(t(s)). dtds (s), on a donc dsdt (t) = ||~c ′(t)||, ce qui donne la fonction
 s : t→ s(t) =∫ t
 0||~c ′(τ)|| dτ (le changement de variable), et s(t) est la longueur de la courbe entre
 les points ~c(a) = ~r(0) et ~c(t) = ~r(s(t)).
 Notation. On note :~u(~x) = ~r ′(s), quand ~x = ~r(s), (9.2)
 le vecteur unitaire tangent à la courbe en ~x.
 Comme ||~u(~x)||2 = 1 = ||~r ′(s)||2 = (~r ′(s), ~r ′(s))Rn , on en déduit 2(~r ′′(s), ~r ′(s)) = 0 (pardérivation), i.e. que, pour tout s :
 ~r ′′(s) ⊥ ~r ′(s).Le vecteur ~r ′(s) étant tangent à la courbe, on en déduit que ~r ′′(s) est orthogonal à la courbe (i.e.dans l'hyperplan orthogonal à ~u(~x)). En particulier, il n'y a pas d'accélération tangentielle à lacourbe (courbe parcourue à vitesse constante) quand on choisit le paramétrage intrinsèque.
 Dénition 9.4k(~x) = ||~r ′′(s)||, quand ~x = ~r(s), (9.3)
 est appelé la courbure de la courbe en ~x.
 Dénition 9.5 Quand k(~x) 6= 0, R(~x) = 1k(~x) est le rayon de courbure et
 ~n(~x) =~r ′′(s)||~r ′′(s)||
 , quand ~x = ~r(s), (9.4)
 appelé vecteur normal à la courbe en ~x. Dans ce cas k(~x) 6= 0, ~n(~x) étant déni, on a :
 ~r ′′(s) = k(~x)~n(~x), (9.5)
 et le plan (~x, ~u(~x), ~n(~x)) est appelé l'hyperplan osculateur (le plan osculateur dans R3).
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 Remarque 9.6 Si k(~x) = 0, dans R2 on peut choisir ~n(~x) = ±(u2(~x)−u1(~x)
 )(⊥ ~u(~x) =
 (u1(~x)u2(~x)
 )) :
 il n'y a pas unicité du choix du sens de ~n(~x). Dans R3, on a encore plus de choix : cette dénitionde la normale ne sera pas retenue dans la suite : on lui préfèrera la dénition à partir de la formenormale.
 Remarque 9.7 Le plan osculateur (~x,~r ′(s), ~r ′′(s)) en ~x est également déni par (~x,~c ′(t),~c ′′(t)) :en eet ~c ′(t)//~r ′(s(t)), car ~c ′(t) = ~r ′(s(t))s′(t), et ~c ′′(t) ∈ Vect~r ′(s(t)), ~r ′′(s(t)) car ~c ′′(t) =~r ′′(s(t))(s′(t))2 + ~r ′(s)s′′(t).
 Exemple 9.8 Pour le cercle ~c(t) = R
 (cos tsin t
 ), on retrouve bien sûr que le rayon est = R (indé-
 pendant de s), et la courbure est k =1R
 (indépendante de s) : de fait, la courbure et le rayon de
 courbure ont été dénis pour avoir ce résultat. Ici la coordonnée curviligne intrinsèque est s =t
 R.
 Exemple 9.9 On reprend les notations de l'exemple 5.3.
 Pour le cercle ~x = ~ϕ(θ) = R
 (cos θsin θ
 )= ~r(s) = R
 (cos s
 Rsin s
 R
 ), pour θ ∈ [0, 2π] et s ∈ [0, 2πR],
 on a ~r ′′(s) = − 1R
 (cos θsin θ
 )= − 1
 R~p1(~x), d'où :
 ~n(~x) = −~p1(~x),
 et le vecteur normal unitaire est dirigée vers le centre du cercle. Et on retrouve le résultat del'exemple 5.10.
 Exemple 9.10 On reprend les notations de l'exemple 5.4 (cercle parcouru en sens inverse).
 Pour le cercle ~x = ~z(R,−θ) = ~ψ(θ) = R
 (cos(θ)− sin(θ)
 )= ~r2(s) = R
 (cos s
 R− sin s
 R
 ), pour θ ∈ [0, 2π]
 et s ∈ [0, 2πR], on a ~r2′′(s) = − 1
 R
 (cos s
 R− sin s
 R
 )= − 1
 R
 (cos θ− sin θ
 )= − 1
 R~p1(~z(R,−θ)) = − 1R~p1(~x),
 d'où :~n(~x) = −~p1(~x),
 et la normale unitaire est encore dirigée vers le centre du cercle. Attention : cf. exemple 5.11 : lesens a changé par rapport à la dénition de la forme normale unitaire.
 9.2.2 Courbure (algébrique) : choix de la dénition de la courbure
 Les deux exemples précédents (9.9) et (9.10) montrent qu'on retrouve, mais uniquement ausigne près, la normale unitaire dénie précédemment en (5.2) et (5.6).
 Cela pose un problème : il faut savoir quelle dénition on choisit. En fait, la dénition clas-sique (9.3) ne sera pas retenue dans la suite : elle impose k ≥ 0 (et le sens de ~n en conséquence),alors qu'il est naturel de considérer les courbures négatives, ce que permet la dénition 5.2 de laforme normale et de la forme normale unitaire dénition 5.6. Penser à une courbe sinusoïde dontla courbure change de sens (change de signe).
 En outre, la dénition classique équation (9.3) ne permet pas de considérer le cas k(~x) = 0pour dénir un vecteur normal (en un tel point ~x) ; alors que pour la dénition équation (5.10), lechoix de la normale n'est pas lié à la courbure.
 D'où la nouvelle dénition de la courbure :
 Dénition 9.11 On considère le vecteur normal unitaire ~n(~x) donné par (5.10) à partir de laforme normale dénie en (5.2). Il vérie en particulier (5.11).
 Soit ~r une courbe dans S paramétrée par une coordonnée curviligne intrinsèque.On appelle courbure (algébrique) de la courbe ~r en ~x = ~r(s) ∈ Im~r le réel k~r(~x) donné par,
 quand ~x = ~r(s) :~r ′′(s) = k~r(~x)~n(~x), (9.6)
 Et quand k(~x) 6= 0, R(~x) =1
 k(~x)est le rayon de courbure (algébrique). Si k(~x) = 0 on dit que le
 rayon de courbure est inni.
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 Exemple 9.12 Le cercle parcouru dans le sens trigonométrique vérie : le vecteur unitaire~n~x = −~e1(~x) pointe vers l'intérieur du cercle, voir exemple 5.14, et on a ~r ′′(s) = − 1
 R~e1(~x), voirexemple 9.9. Donc ~r ′′(s) = + 1
 R~n~x, et la courbure est positive.
 Exemple 9.13 Le cercle parcouru dans le sens inverse vérie : le vecteur unitaire ~n~x = ~e1(~x)pointe vers l'extérieur du cercle, voir exemple 5.15, et on a ~r ′′(s) = − 1
 R~e1(~x), voir exemple 9.10.Donc ~r ′′(s) = − 1
 R~n~x, et la courbure est négative.
 Exemple 9.14 L'ellipsoïde x2
 a2 + y2
 a2 + z2
 c2 = 1, ellipsoïde de révolution autour de l'axe des z
 (comme la planète Terre), est paramétrée usuellement par ~ϕ(θ, ϕ) =
 a cos θ cosϕa sin θ cosϕc sinϕ
 , θ et ϕ étant
 la longitude et la latitude. Plaçons-nous sur l'équateur ϕ = 0 : la courbe considérée est donc le
 cercle de centre la terre, et de rayon a. à savoir ~c1(θ) =
 a cos θa sin θ
 0
 , et donc la courbure le long
 de cette courbe est constante : k~c1(~x) = 1a .
 Considérons un méridien par exemple θ = 0 : la courbe considérée est ~c(ϕ) =
 a cosϕ0
 c sinϕ
 , i.e.
 une ellipse dans un plan vertical, et la courbure le long du meridien n'est pas constante : k~c2(~x)varie entre 1
 a et 1c .
 Si on prend une courbe quelconque, on obtient la courbure associée.
 9.2.3 Deuxième forme fondamentale k ∈ T 02 (S) : tenseur des courbures
 La courbure étant caractérisée par les variations ~r ′′(s) du vecteur tangent ~r ′(s) le long dela courbe (en coordonnées intrinsèques), on peut également exprimée cette courbure à l'aide desvariations en fonction de ~x.
 Notons :~u(~x) déf= ~r ′(s), quand ~x = ~r(s),
 le vecteur tangent unitaire en ~x à la courbe ~r, i.e. ~u(~r(s)) = ~r ′(s). Donc en dérivant en s :
 d~u(~x).~u(~x) = ~r ′′(s) = k~r(~x)~n(~x), quand ~x = ~r(s).
 D'où :k~r(~x) = n[(~x).(d~u(~x).~u(~x)) (= g(~n(~x), d~u(~x).~u(~x))), (9.7)
 noté :k~r = n[.(d~u.~u) (= g(~n, d~u.~u)), (9.8)
 g(·, ·) étant une métrique donnée (euclidienne dans le cas classique Rn).
 Dénition 9.15 On dénit le tenseur des courbures sur TS comme étant le tenseur k ∈ T 02 (S)
 déni par :k(~v, ~w) = n[.(d~v.~w) (= g(~n, d~v.~w)), (9.9)
 i.e. k(~v, ~w) est la composante normale à TS de la dérivée covariante d~v.~w.(N.B. : dans certaines références mathématiques comme par exemple dans Marsden et Hu-
 ghes [9], il y a un signe − dans la dénition (9.9) ; ici on garde le signe +, ce qui donnera, pour letenseur de courbure associé, le bon signe pour la courbure de la sphère, voir paragraphe suivant.)
 En particulier pour une courbe ~r(s) de vecteur tangent ~v(~x) = ~r ′(s) en ~x = ~r(s), on a :
 k(~v,~v) = k~r
 la courbure dénie précédemment.
 Cette dénition n'est pas immédiatement satisfaisante car, ~v étant dérivé dans (9.9), il n'estpas clair que k soit un tenseur :
 48 12 janvier 2010

Page 49
                        

49 9. Formes fondamentales et courbure
 Proposition 9.16 Soit m = n−1, i.e. S est une variété de dimension n−1 dans Rn. On note
 d(n[) noté= dn[ ∈ T 02 (S) la diérentielle de la forme normale unitaire n[ ∈ T 0
 1 (S). On a, pour tout~v, ~w ∈ TS :
 dn[.(~w,~v) = −n[.(d~v.~w). (9.10)
 D'où :k = −dn[, (9.11)
 et k est un tenseur ∈ T 02 (S) qui mesure les variations de n[ le long de la surface (les variations
 qui donnent la courbure).Dans le système de coordonnées Φ on a pour tout i, j = 1, ...,m :
 k(~ei, ~ej) = γnijnoté= kij , soit [k] = [γnij ] i=1,...,m
 j=1,...,m. (9.12)
 En particulier k(·, ·) est symétrique : pour tout ~v, ~w ∈ TS on a :
 k(~v, ~w) = k(~w,~v).
 Et on a, pour tout i, j = 1, ...,m, quand gij = g(~ei, ~ej) :
 kij = −12∂gij∂xn
 (= γnij), (9.13)
 i.e. le tenseur des courbures est entièrement déterminé par la métrique sur la surface.En particulier, si la base du système de coordonnées est orthogonale (sans être nécessairement
 normée), la matrice [kij ] est diagonale.
 Preuve. Par dénition de n[ ∈ T 01 (S) on a n[.~v = 0 pour tout ~v ∈ TS, et donc par dérivation on a
 dn[ ∈ T 02 (S) avec pour tout ~w ∈ TS :
 dn[.(~w,~v) + n[.(d~v.~w) = 0,
 d'où (9.10). En particulier :
 dn[.(~ej , ~ei) = −n[.(d~ei.~ej) = −γnij ,
 par dénition des symboles de Christoel (cf. le système de coordonnées Φ déni en (6.3)). Ceux-ciétant symétriques en ij , k(·, ·) est symétrique. D'où (9.13) avec (3.18).
 Dénition 9.17 Dénition alternative : on dénit le tenseur des courbures sur TS comme étantle tenseur k ∈ T 0
 2 (S) déni par (9.11) :
 kdéf= − dn[. (9.14)
 9.2.4 Interprétation : courbure k(~v,~v)
 Proposition 9.18 (Interprétation du tenseur des courbures.) Soit ~c une courbe régulière sur S,soit ~x = ~c(t) un point sur cette courbe.
 On suppose que (localement au voisinage de ~x) la courbe est contenue dans un plan orthogonalà S, i.e. contenue dans un plan P~x qui contient ~n(~x).
 Et on suppose la courbe parcourue à vitesse unité (quitte à la reparamétrer), i.e. ||~v(~x)|| =||~c ′(t)|| = 1 pour tout t quand ~x = ~c(t). Alors la valeur :
 κ~v~x = k~x(~v~x, ~v~x) (9.15)
 est la courbure en ~x dans la direction ~v~x = ~v(~x) (unitaire).
 Preuve. On a ||~c ′(t)||2 = 1 donc par dérivation on a ~c ′′(t) ⊥ ~c ′(t) (courbe parcourue à vitesseconstante). Par hypothèse P~x = Vect~c ′(t), ~n(~x) 3 ~c ′′(t), et donc ~c ′′(t) = κ(~x)~n(~x) pour uncertain κ : et par dénition κ(~x) est la courbure.
 Et ~c ′(t) = ~v(~x) = ~v(~c(t)) donne ~c ′′(t) = d~v(~x).~v(~x), et donc n[(~x).~c ′′(t) = n[(~x).(d~v(~x).~v(~x)) =k(~v(~x), ~v(~x)). Donc k(~v,~v) =noté κ est la courbure annoncée (quand ~v est unitaire).
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 Corollaire 9.19 On se place dans la base du système de coordonnées ~ϕ. On note ~v =∑i vi~ei et :
 k =m∑
 i,j=1
 kij dqi ⊗ dqj . (9.16)
 On a :
 κ~v = k(~v,~v) =m∑
 i,j=1
 kijvivj . (9.17)
 Et en particulier :
 κi = k(~ei||~ei||
 ,~ei||~ei||
 ) (=1||~ei||2
 kii) (9.18)
 est la courbure de la surface dans la direction du i-ème vecteur de base.N.B. : ce n'est pas en général la courbure le long de la i-ème ligne de coordonnées dans son
 plan osculateur mais c'est la courbure de la géodésique qui en ~x a pour vecteur tangent un vecteurparallèle à ~ei (voir l'exemple des parallèles en coordonnées sphériques réécrit dans l'exemple sui-vant 9.20, et voir paragraphe 9.4). En d'autres termes, c'est la courbure de la surface en un point ~xdans la direction ~v, et non la courbure d'une courbe choisie au hasard sur la surface dont un vecteurtangent en ~x est ~v (il y a beaucoup de telles courbes, courbes qui n'ont pas même courbure, cf. unparallèle et un grand cercle tangents en un point sur la sphère terrestre).
 Preuve. Pour une courbe passant par ~x contenue dans le plan vertical de vecteur tangent ~ei(~x),cette même courbe reparamétrée pour être parcourue à vitesse unitaire a pour vecteur tangent~ei||~ei|| , d'où la valeur de κi = k( ~ei
 ||~ei|| ,~ei||~ei|| ).
 Exemple 9.20 Pour la sphère exprimée en coordonnées sphériques, avec (9.1) et (9.13) on obtient,ici avec xn = x3 = r :
 k~x =(−R cos2 ϕ 0
 0 −R
 ). (9.19)
 Ou encore on utilise (2.5). Cela signie :
 k = −R cos2 ϕ dθ ⊗ dθ −R dϕ⊗ dϕ.
 Donc, le long d'un méridien parcouru à vitesse unité pour avoir la courbure :
 k(~e3
 ||~e3||,~e3
 ||~e3||) = − R
 R2= − 1
 R,
 et le méridien (qui est un grand cercle) est une courbe de courbure − 1R et de rayon de courbure −R.
 En particulier, le centre de courbure par rapport à un point ~x sur le méridien est donnée par~x+ (−R).~n(~x) = le centre de la sphère : résultat qu'il fallait retrouver.
 Et le long d'un parallèle parcouru à vitesse unité pour avoir la courbure :
 k(~e2
 ||~e2||,~e2
 ||~e2||) =−R cos2 ϕ
 R2 cos2 ϕ=−1R
 et le parallèle (qui n'est pas un grand cercle quand ϕ 6= 0) est une courbe de courbure − 1R et
 de rayon de courbure −R. En particulier, le centre de courbure par rapport à un point ~x sur leméridien est donnée par ~x+ (−R).~n(~x) = le centre de la sphère.
 Ce dernier résultat est moins intuitif (on aurait pu imaginer que le rayon de courbure était celuidu cercle contenu dans le plan du parallèle) : pour le comprendre il faut remarquer que c'est lacourbure de la surface qu'on calcule et non la courbure d'une courbe sur la surface. Ici un point ~xde la sphère passe beaucoup de courbes dont le vecteur tangent en ~x est parallèle au vecteur~v = ~e2(~x). Et seul ce vecteur tangent est pris en compte dans le calcul de k(~v,~v) = −dn[(~v,~v).Et on s'intéresse de fait à la courbe dont le plan osculateur ~x + Vect~r ′(s), ~r ′′(s) contient lanormale à la sphère : il est immédiat que c'est un grand cercle (géodésique), et que ce n'est pas unparallèle. D'où le résultat.
 Calcul pour le parallèle : ~c ′(θ) = ~e2(~x) = R cosϕ
 − sin θcos θ
 0
 , d'où ~c ′′(θ) = −R cosϕ
 cos θsin θ
 0
 ,
 d'où le plan osculateur (~x,Vect~r ′(s), ~r ′′(s)) = (~x,Vect~c ′(t),~c ′′(t)) est le plan horizontal (quicontient le parallèle), plan qui ne contient pas le vecteur normal à la sphère ~n(~x) = ~x
 ||~x|| . Si ϕ = 0on est sur l'équateur qui est un grand cercle.
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 9.3 Le tenseur K ∈ T 11 (S) des courbures associé
 9.3.1 L'endomorphisme K~x associé à k~x
 Disposant de la métrique g(·, ·), à l'aide du théorème de représentation de Riesz, au tenseur decourbure k ∈ T 0
 2 (S) on associe l'endomorphisme K~x ∈ L(T~xS, T~xS) déni par :
 (K.~v, ~w)g = k(~v, ~w) (= g(d~v.~w, ~n)), (9.20)
 au sens où, pour tout ~v, ~w ∈ TS (deux champs de vecteurs surfaciques), pour tout ~x ∈ S :
 g~x(K(~x).~v(~x), ~w(~x)) = k~x(~v(~x), ~w(~x)).
 On exprime également (9.20) en écrivant :
 k = K[. (9.21)
 Et k étant symétrique, K est symétrique.
 Représentation matricielle. Dans la base (~ei)i=1,...,n−1 du système de coordonnées, soient [K] =[Kj
 i ] la matrice de K, [g] = [gij ] la matrice de g, et [k] = [kij ] la matrice de k. On a donc posé :
 K =n−1∑i,j=1
 Kij~ei ⊗ ej , g =
 n−1∑i,j=1
 gijei ⊗ ej , k =
 n−1∑i,j=1
 kijei ⊗ ej .
 Avec (9.20) on obtient :[g].[K] = [k] i.e. [K] = [g]−1.[k]. (9.22)
 En eet (9.20) donne [~w]T .[g].[K].[~v] = [~w]T .[k].[~v] pour tout ~v, ~w. Cela s'écrit également pourtout i, j :
 n−1∑`=1
 gi`K`j = kij ou encore Ki
 j =n−1∑`=1
 gi`.k`j , (9.23)
 où [gij ] =déf [gij ]−1 = [g]−1.
 Exercice 9.21 Expliciter les calculs sur la base du système de coordonnées permettant d'obte-nir (9.22) ou (9.23).
 Réponse. On pose K =∑n−1`,m=1K
 `m~e` ⊗ dqm et donc K.~ej =
 ∑`K
 `j~e` (colonne j de [K]). On a (9.20)
 d'où :g(K.~ej , ~ei) = k(~ej , ~ei),
 soit : ∑`
 K`j g`i = kji,
 soit∑` gi`K
 `j = kij (par symétrie de g et de k), soit ([g].[K])ij = kij , ce pour tout i, j, soit (9.23),
 d'où (9.22).
 Remarque 9.22 En passant au transposé dans (9.22), on a également, par symétrie de k, g et K :
 [K].[g] = [k] i.e. [K] = [k].[g]−1. (9.24)
 9.3.2 Courbures principales, courbure moyenne, courbure gaussienne
 Dénition 9.23 Les valeurs propres de l'endomorphisme K~x sont appelées les courbures princi-pales et leurs inverses les rayons de courbure principaux. Le premier invariant : la trace :
 Tr(K~x) (9.25)
 est appelée courbure moyenne (somme des valeurs propres), et le dernier invariant : le déterminant :
 det(K~x) (9.26)
 est appelé courbure gaussienne (produit des valeurs propres).
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 Proposition 9.24 Si la base du système de coordonnées est orthogonale, alors (cf. (9.18)) :
 κi(~x) = Kii (~x).
 donne la courbure en ~x de la courbe contenue dans le plan Vect~ei(~x), ~n(~x).
 Preuve. En eet, dans ce cas [g] est diagonale, et Kii = kii
 giiavec gii = g(~ei, ~ei) = ||~ei||2 : on
 applique (9.18).
 Exemple 9.25 Pour la sphère on a [g]−1 =( 1R2 cos2 ϕ 0
 0 1R2
 )dans le système de coordonnées
 sphériques qui est orthogonal, et donc avec (9.19) :
 [K~x] =(− 1R 0
 0 − 1R
 ).
 Et [K~x] est la matrice des courbures (inverse des rayons de courbure) dans la base du système de
 coordonnées. En particulier [~e1]T .[K].[~e1] = ( 1 0 ) .(− 1R 0
 0 − 1R
 ).
 (10
 )= − 1
 R donne la courbure
 d'un grand cercle (courbe sur la surface contenue dans un plan normal à la surface).Les rayons de courbures valent bien −R ( et R en valeur absolue), et les signes − sont en
 accord avec le centre du cercle osculateur qui est le point ~x+ (−R).~n~x (centre de la sphère).La courbure moyenne est − 2
 R = Tr(K), la courbure Gaussienne est 1R2 = det(K).
 Remarque 9.26 Une autre dénition de la courbure moyenne est 1n−1 |Tr(K)|, qui pour la sphère
 redonne bien le résultat attendu 1R . Et pour obtenir une autre courbure moyenne à partir de la
 courbure gaussienne, on prend (|detK|)1
 n−1 qui pour la sphère redonne 1R .
 9.4 Géodésique et deuxième forme fondamentale
 Proposition 9.27 L'équation d'une géodésique ~c :]a, b[→ S (qui est en particulier une courbeparcourue à la vitesse unité) s'exprime également :
 d~v
 dt= k(~v,~v)~n,
 au sens d~v.~v = k(~v,~v)~n, où on a noté ~v(~x) = ~c ′(t) quand ~x = ~c(t).
 Preuve. La notation d~v(~x)dt est la notation abusive de d(~v~c)
 dt (t) = d~c ′
 dt (t) = ~c ′′(t) = d~v(~x).~v(~x)quand ~x = ~c(t). Et si on projette sur la normale on obtient ~n[(d~v.~v) = k(~v,~v). Et pour unegéodésique, la projection de d~v.~v sur le plan tangent est nul, ce qui est le cas quand d~v.~v estnormal à la surface.
 10 Tenseurs des déformations
 10.1 Rappel
 10.1.1 Transposée d'une forme bilinéaire
 Dénition 10.1 Si b : E ×F → R est une application bilinéaire, on appelle application bilinéairetransposée l'application bT : F × E → R dénie par, pour tout (~u,~v) ∈ E × F :
 bT (~v, ~u) = b(~u,~v). (10.1)
 (Il est immédiat que l'application bT ainsi dénie est bilinéaire.)
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 10.1.2 Diérentielles premières et secondes ...
 Soit E et F deux espaces vectoriels et soit U un ouvert dans E. Soit :
 f : U → F (10.2)
 une fonction C0(U ;F ).Soit ~u xé dans U . La diérentielle de f en ~u ∈ U notée (Df)(~u) = Df(~u) est l'application
 linéaire (si elle existe) :Df(~u) : E → F (10.3)
 donnée par, pour ~v ∈ E :
 Df(~u).~v = limh→0
 f(~u+ h~v)− f(~u)h
 ∈ F.
 Et Df(~u).~v est appelée la dérivée directionnelle de f en ~u dans la direction ~v. Et si l'application :
 Df : U → L(E;F ) (10.4)
 existe et est continue sur U , on dit que f est C1(U ;F ).La diérentielle seconde en ~u ∈ U est l'application linéaire :
 D(Df)(~u) noté= D2f(~u) : E → L(E;F ) (10.5)
 donnée par (si elle existe), pour ~v ∈ E :
 D2f(~u).~v = limh→0
 Df(~u+ h~v)−Df(~u)h
 ∈ L(E;F ),
 i.e. est dénie par, pour ~v, ~w ∈ E :
 (D2f(~u).~v). ~w = limh→0
 Df(~u+ h~v). ~w −Df(~u). ~wh
 ∈ F.
 Et si l'application :D2f : U → L(E;L(E;F ))
 (ainsi dénie) est continue sur U , on dit que f est C2(U ;F ).À l'aide du diéomorphisme canonique L(E;L(E;F )) ' L(E,E;F ) on note :
 (D2f(~u).~v). ~w noté= D2f(~u)(~v, ~w).
 Et le théorème de Schwarz indique que si f est C2 alors D2f(~u) est symétrique : pour tout ~v, ~w ∈ Eon a D2f(~u)(~v, ~w) = D2f(~u)(~w,~v) :
 D2f(~u) = D2f(~u)T .
 10.1.3 ... et dérivées partielles premières et secondes
 Supposons que E = E1 × E2 et U = U1 × U2 où Ui est un ouvert dans Ei.Pour ~u = (~u1, ~u2) ∈ U1 × U2, on notera :
 f~u2 : U1 → F, f~u2(~u1) déf= f(~u1, ~u2), (10.6)
 idem pour f~u1 .La diérentielle Df en ~u = (~u1, ~u2) est donnée par, pour ~v = (~v1, ~v2) ∈ E1 × E2 :
 Df(~u).~v = Df(~u).(~v1, ~v2) = Df(~u).(~v1, 0) +Df(~u).(0, ~v2)noté= D1f(~u).~v1 +D2f(~u).~v2.
 Les applications linéaires ainsi dénies :
 D1f(~u) ∈ L(E1;F ), D2f(~u) ∈ L(E2;F ), (10.7)
 sont appelées les dérivées partielles. On a donc :
 D1f(~u).~v1 = limh→0
 f(~u1 + h~v1, ~u2)− f(~u1, ~u2)h
 ∈ F, (10.8)
 soit encore :D1f(~u) = Df~u2(~u1) (10.9)
 la diérentielle de f~u2 en ~u1. Idem pour D2f(~u).
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 Puis par bilinéarité, quand ~u ∈ U et ~vi, ~wi ∈ Ei :
 D2f(~u)((~v1, ~v2), (~w1, ~w2)) = D2f(~u)(~v1, 0), (~w1, 0)) +D2f(~u)((~v1, 0), (0, ~w2))
 +D2f(~u)(0, ~v2), (~w1, 0)) +D2f(~u)((0, ~v2), (0, ~w2))noté= D11f(~u)(~v1, ~w1) +D12f(~u)(~v1, ~w2)
 +D21f(~u)(~v2, ~w1) +D22f(~u)(~v2, ~w2).
 Les applications bilinéaires ainsi dénies :
 Dijf(~u) ∈ L(Ei, Ej ;F ), (10.10)
 où :D11f(~u1, ~u2) = D2f~u2(~u1), (10.11)
 idem pour D22, et :
 D12f(~u).(~v1, ~w2) = D2f(~u)((~v1, 0), (0, ~w2)) = D((Df)(~u).(~v1, 0)).(0, ~w2)= D(D1f(~u).~v1).(0, ~w2) = D2(D1f(~u).~v1). ~w2,
 (10.12)
 idem pour D21f(~u), sont appelées les dérivées partielles secondes. Ainsi :
 Dij = Dj Di. (10.13)
 Quand f ∈ C2, la symétrie de D2 donne D2f(~u)((~v1, 0), (0, ~w2)) = D2f(~u)((0, ~w2), (~v1, 0)), soitD12f(~u)(~v1, ~w2) = D21f(~u)(~w2, ~v1), soit :
 D12f(~u) = D2(D1f)(~u) = D1(D2f)(~u) = D21f(~u)T . (10.14)
 10.1.4 Cas particulier
 Cas particulier E1 = R et f : R× E2 → F , on a :
 Df(~u).(1,~0) = D1f(~u).1 noté=∂f
 ∂x1(~u) ∈ F, (10.15)
 Et on a, pour v ∈ R et ~w ∈ E2 :
 D12f(~u).(v, ~w) = D2f(~u).((v, 0), (0, ~w)) = D((Df)(~u).(v, 0)).(0, ~w)
 = v D((∂f
 ∂x1)(~u)).(0, ~w) = v D2((
 ∂f
 ∂x1)(~u)). ~w,
 ainsi que :D21f(~u).(~w, v) = D2f(~u).((0, ~w), (v, 0)) = D((Df)(~u).(0, ~w)).(v, 0)
 = D((D2f)(~u). ~w).(v, 0) = v∂
 ∂x1((D2f)(~u). ~w).
 Par symétrie de D2 quand f ∈ C2, on obtient :
 D2(∂f
 ∂x1)(~u) =
 ∂
 ∂x1(D2f)(~u) ∈ L(E2;F ), (10.16)
 avec donc :
 D2 ∂f
 ∂x1=
 ∂
 ∂x1D2f. (10.17)
 Si de plus E2 = R, on retrouve :
 ∂ ∂f∂x1
 ∂x2(x1, x2) =
 ∂ ∂f∂x2
 ∂x1(x1, x2) noté=
 ∂2f
 ∂x1∂x2(x1, x2) ∈ F,
 toujours quand f ∈ C2.
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 10.1.5 Application à un mouvement ~ψ
 Soit un mouvement (une application C2) :
 ~ψ :
 [0, T ]× S0 → Rn
 (t, ~X) 7→ ~x = ~ψ(t, ~X).(10.18)
 (Par exemple S0 est une surface.) Sa diérentielle au point (t, ~X) est donnée par, pour tout s ∈ Ret ~W ∈ (TS0) ~X :
 D~ψ(t, ~X).(s, ~W ) = limh→0
 ~ψ(t+ hs, ~X + h ~W )− ~ψ(t, ~X)h
 ,
 quand S0 est une variété plate (un ouvert dans (TS0) ~X), et si S0 est une variété quelconque, on
 remplace le terme h ~W dans le membre de droite par ~c(h) où ~c est une courbe en ~X dans S0 telleque ~c ′(0) = ~W . Utilisant le paragraphe précédent où ici x1 = t dans (10.15), on notera :
 D1.1 =∂
 ∂tet D2 = d (10.19)
 les dérivées partielles en temps et en espace, où donc pour (t, ~X) ∈ [0, T ]× S0 :
 ∂ ~ψ
 ∂t(t, ~X) ∈ Rn et d~ψ(t, ~X) ∈ L((TS0) ~X ; Rn), (10.20)
 et d~ψ(t, ~X). ~w ∈ Rn pour tout ~w ∈ (TS0) ~X . Et par exemple on aura pour la dérivation secondecroisée :
 D12~ψ(t, ~X) =
 ∂d~ψ
 ∂t(t, ~X) = d
 ∂ ~ψ
 ∂t(t, ~X) =
 ∂d~ψ
 ∂t(t, ~X) ∈ L((TS0) ~X ; Rn), (10.21)
 et, pour tout ~w ∈ (TS0) ~X :
 ∂d~ψ
 ∂t(t, ~X). ~w ∈ Rn. (10.22)
 10.2 En espace : jacobienne et transposée
 10.2.1 Rappel : transposée d'une application linéaire
 Soit (E, (·, ·)E) et (F, (·, ·)F ) deux espaces vectoriels munis de produits scalaires, et L ∈ L(E;F )une application linéaire continue de E dans F (si E et F sont de dimension nie alors une telleapplication linéaire est toujours continue).
 Dénition 10.2 L'application linéaire transposée de L est l'application LT : F → E dénie par :
 (LT . ~w, ~u)E = (L.~u, ~w)F , ∀(~u, ~w) ∈ E × F. (10.23)
 Ayant supposé L continue, une telle application linéaire LT existe : à ~w xé la forme linéaire`~w : ~u→ (L.~u, ~w)F est continue, et donc, par application du théorème de représentation de Riesz,il existe ~a ∈ E t.q. `~w.~u = (~a, ~u)E , on note ~a = LT . ~w, et il est immédiat que LT est linéaire.
 On s'intéresse dans la suite uniquement au cas d'espace de dimension nie comme les TS~x.Notons m = dimE et n = dimF . Soit (~ei) une base de E de base duale (ei), et soit (~fi) une basede F de base duale (f i). Alors L est entièrement déterminée par les f i.(L.~ej) =noté Lij , et L
 T par
 les ei.(LT . ~fj) =noté (LT )ij . On a donc noté :
 L =m∑i=1
 n∑j=1
 Lij~fi ⊗ ej , LT =
 m∑i=1
 n∑j=1
 (LT )ij~ei ⊗ f j .
 [L] = [Lij ] est la matrice de L, et [LT ] = [(LT )ij ] celle de LT , dans les bases choisies.
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 Exemple 10.3 Soit E = R2, F = R3, bases canoniques ( ~E1;R2 , ~E2;R2) de R2 et ( ~E1;R3 , ~E2;R3 , ~E3;R3)
 de R3. Soit L : R2 → R3 donné par L. ~E1;R2 = ~E1;R3 , L. ~E2;R2 = ~E2;R3 , i.e. [L] =
 1 00 10 0
 (et
 L(R2) = R2 × 0 est le plan horizontal de R3). On prend les produits scalaires canoniques,on a LT : R3 → R2 donné par (LT . ~Ej;R3 , ~Ei;R2)R2 = (L. ~Ei;R2 , ~Ej;R3)R3 , d'où LT . ~E1;R3 = ~E1;R2 ,
 LT . ~E2;R3 = ~E2;R2 , L. ~E3;R2 = ~0, soit [LT ] =(
 1 0 00 1 0
 )(et KerLT = Vect ~E3;R3 = (ImL)⊥).
 10.2.2 Jacobienne et transposée
 Soient S0 une variété de dimension m dans Rn (plus loin se sera une surface).On reprend les notations (10.18) (plus loin ce sera l'application mouvement d'une surface) :
 soit ~ψ : [0, T ]× S0 → Rn une application C2. On utilisera les notations (10.19) et (10.20). A t xéon note :
 ~ψt( ~X) déf= ~ψ(t, ~X) noté= ~x, ~ψt(S0) = St. (10.24)
 Et on suppose que ~ψt : S0 → St dénit un diéomorphisme. Ainsi St est une variété de dimensionmdans Rn. (Exemple : un objet occupe la position S0 à l'instant 0 et la position St à l'instant t,autrement dit Sτ est une photo de l'objet à l'instant τ).
 Dénition 10.4 Notons quand ~x = ~ψt( ~X), toujours à partir de (10.18) :
 Ft( ~X) déf= d~ψt( ~X) noté= F ~X;t ∈ L((TS0) ~X ; Rn)
 la diérentielle de ~ψt en ~X, appelée gradient de déformation (bien que ce ne soit pas un gradientmais une diérentielle).
 C'est l'application linéaire dénie sur (TS0) ~X par, à t xé :
 Ft( ~X). ~W = lims→0
 ~ψt(~c(s))− ~ψt(~c(0))h
 (= (~ψ ~c)′(0) noté= d~ψ( ~X).~c ′(0)),
 où ~c : s→ ~c(s) est une courbe dans S0 en ~X, i.e. t.q. ~c(0) = ~X et ~c ′(0) = ~W .
 Proposition 10.5 Soit ~c0 : s ∈]− ε, ε[→ S0 une courbe en ~X ∈ S0 (donc telle que ~c0(0) = ~X) devecteur tangent ~c0
 ′(0) =noté ~W ( ~X) en ~X. Cette courbe est transformée par le mouvement en la
 courbe ~ct : s ∈]− ε, ε[→ St où ~ct(s) = (~ψ ~c0)(s). Alors ~ct est une courbe en ~x = ~ψt( ~X) de vecteurtangent en ~x donné par ~w(~x) = ~ct
 ′(0) où :
 ~w(~x) = d~ψt( ~X). ~W ( ~X) ∈ (TSt)~x, (10.25)
 et Ft( ~X) transforme les vecteurs tangents à (TS0) ~X en des vecteurs tangents à (TSt)~x.
 Preuve. On dérive ~ct(s) = (~ψ ~c0)(s).
 Dénition 10.6 La formule (10.25) est appelée formule de transport des champs de vecteurstangents par le mouvement ~ψ.
 Remarque 10.7 On notera également, pour ~X ∈ S0 xé :
 ~ψ ~X(t) déf= ~ψ(t, ~X) = ~x (10.26)
 l'application trajectoire de ~X dans Rn. (Exemple : un point de l'objet se trouve en ~X à l'instant 0
 et en ~x à l'instant t.) Ici à ~X xé, la vitesse ~V (t, ~X) = ∂ ~ψ∂t (t, ~X) = d~ψ ~X
 ∂t (t) = ~v(t, ~x) ∈ Rn, n'est pasun vecteur tangent à St, à moins que la surface S0 ne glisse sur elle-même.
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 10.2.3 F (t, ~X) dans une base de Rn
 Soit (~bi;0)i=1,...,n et (~bi;t)i=1,...,n deux bases de Rn. On notera (bi0)i=1,...,n et (bit)i=1,...,n les basesduales.
 Pour ~X ∈ Rn notons :~X =
 ∑i=1,...,n
 Xi~bi;0, (10.27)
 et pour ~X ∈ S0 notons :
 ~x = ~ψ(t, ~X) =n∑i=1
 ψi(t, ~X)~bi;t =n∑i=1
 xi~bi;t. (10.28)
 D'où :
 F (t, ~X) = d~ψt( ~X) =n∑i=1
 ~bi;t ⊗ dψi(t, ~X), (10.29)
 au sens, pour tout ~W ∈ (TS0) ~X :
 d~ψt( ~X). ~W =n∑i=1
 (dψi(t, ~X). ~W )~bi;t. (10.30)
 Remarque 10.8 On peut écrire :
 dψi(t, ~X) =n∑j=1
 ∂ψi
 ∂Xj(t, ~X) bjj;0,
 et donc, notant F ij (t, ~X) = ∂ψi
 ∂Xj (t, ~X) :
 F (t, ~X) = d~ψ(t, ~X) =n∑
 i,j=1
 F ij (t, ~X)~bi;t ⊗ bj0. (10.31)
 Mais cette expression ne sera pas utilisée : elle pourrait inciter à penser que F va de Rn à valeursdans Rn (représenté par une matrice [F ij ] i=1,...,n
 j=1,...,nn × n), ce qui n'est pas le cas quand m < n :
 l'ensemble de dénition de F est (TS0) ~X et non Rn tout entier (quand m < n). Dans la suite, lamatrice représentant F sera une matrice n×m.
 10.2.4 F (t, ~X) avec la base du système ~ϕ0
 On a Ft( ~X) ∈ L((TS0) ~X ; Rn) avec dim (TS0) ~X = m, et sa représentation dans une base est unematrice n×m.
 Soit ~ϕ0 : U ⊂ Rm → S0 ⊂ Rn un système de coordonnées sur S0 et soit (~eI;0( ~X))I=1,...m labase du système en ~X = ~ϕ0(~q0) (à savoir ~eI;0( ~X) = d~ϕ0(~q0). ~Ei pour I = 1, ...,m où ( ~EI)I=1,...,m
 est la base canonique de Rm.) Soit (eI0( ~X))I=1,...m la base duale.Soit (~bi;t)i=1,...,n une base de Rn de base duale (bit)i=1,...,n. N.B. : cette base va être dérivée
 en temps et est donc bien considérée comme étant une base dans Rn tout entier (pas uniquementde (TSt)~x).
 On peut alors représenter Ft par :
 Ft( ~X) =n∑i=1
 m∑J=1
 F iJ(t, ~X)~bi;t ⊗ eJ0 ( ~X). (10.32)
 Et [F iJ ] i=1,...,nj=1,...,m
 = [F ] est la matrice n×m qui représente F dans les bases choisies. En particulier
 pour J = 1, ...,m :
 Ft( ~X).~eJ;0( ~X) =n∑i=1
 F iJ(t, ~X)~bi;t. (10.33)
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 10.2.5 FT (t, ~X) avec la base du système ~ϕ0
 On a FTt ( ~X) ∈ L(Rn; (TS0) ~X), et sa représentation dans une base est une matrice m× n.Avec les bases précédentes (~bi;t)i=1,...,n de Rn et (~eI;0( ~X))I=1,...m du système de coordonnées
 sur S0, on peut représenter FT par :
 FTt ( ~X) =m∑I=1
 n∑j=1
 (FT )Ij (t, ~X)~eI;0( ~X)⊗ bjt . (10.34)
 Et [(FT )Ij ] I=1,...,mj=1,...,n
 = [FT ] est la matrice m × n qui représente FT dans les bases choisies. En
 particulier pour j = 1, ..., n :
 FTt ( ~X).~bj;t =m∑I=1
 (FT )Ij (t, ~X)~eI;0( ~X). (10.35)
 Et comme (FTt .~bj;t, ~eI;0)g0 = (Ft.~eI;0,~bj;t)gt par dénition de la transposée, et comme FTt .~bj;t =∑mK=1(FTt )Kj ~eK;0 et Ft.~eI;0 =
 ∑nk=1(Ft)kI ~bk;t on obtient :
 [g0]|e0 .[FTt ] = [Ft]T .[gt]|b, (10.36)
 où [g0]|e0 = [g0(~eI;0, ~eJ;0)]I,J=1,...,m et [gt]|b = [gt(~bi;t,~bj;t)]i,j=1,...n sont respectivement les matricesdes métriques dans les bases choisies de (TS0) ~X et Rn.
 10.2.6 Remarque : F (t, ~X) dans des bases de (TS0) ~X et (TSt)~x complétées
 Soit ~ϕt = ~ψt ~ϕ0 le système de coordonnées choisi pour St. Soit (~ei;t(~x))i=1,...,m sa base en ~x,à savoir ~ei;t(~x) = d~ϕt(~qt). ~Ei, de base duale (eit(~x))i=1,...,m. Par dérivation on a d~ϕt = d~ψt.d~ϕ0, etdonc quand ~x = ~ψt( ~X) :
 ~ei;t(~x) = d~ψt( ~X).~ei;0( ~X). (10.37)
 Ou encore on applique (10.25).Comme Ft( ~X) = d~ψ(t, ~X) ∈ L((TS0) ~X ; (TSt)~x), on peut exprimer Ft( ~X) comme :
 F ~X;t =m∑i=1
 m∑J=1
 (Ft)iJ( ~X) ~ei;t(~x)⊗ eJ0 ( ~X). (10.38)
 Mais la dérivée en temps posera problème : on ne pourra pas dériver brutalement (10.38) entemps, au sens où, si on dérive (10.38) on obtient brutalement, quand ~x = ~ϕ(t, ~X) :
 ∂F
 ∂t(t, ~X) =
 m∑i=1
 m∑J=1
 ∂F iJ∂t
 (t, ~X) ~ei;t(~x)⊗ eJ0 ( ~X) +m∑i=1
 m∑J=1
 F iJd~ei(t, ~x)dt
 ⊗ eJ0 ( ~X), (10.39)
 où on a noté ~ei(t, ~x) =déf ~ei;t(~x), et où pour i = 1, ...,m :
 d~ei(t, ~x)dt
 =∂~ei∂t
 (t, ~x) + d~ei(t, ~x).~v(t, ~x), (10.40)
 est la dérivée totale de ~ei. Cela n'a pas de sens ici : la vitesse ~v(t, ~x) /∈ (TSt)~x a priori (sauf sipar exemple on a un mouvement de surface qui glisse sur elle-même), alors que d~ei;t(~x) est unopérateur qui agit uniquement dans (TSt)~x tel que déni précédemment : on a ~ei ∈ TSt = T 1
 0 (St)et donc d~ei;t ∈ T 1
 1 (St).Il faut donc corriger cette approche : par exemple, quand m = n−1, en considérant les surfaces
 St comme étant les bres moyennes de surfaces épaisses. Par exemple, on utilise (6.3), ici :
 Φt((~q, z)) = ~ϕt(~q) + z ~n~ϕt(~q), (10.41)
 ce qui permet de dénir (~ei;t)i=1,...,n comme base de Rn (base du système Φt = base de ~ϕt com-plétée) et non plus uniquement (~ei;t)i=1,...,m sur le plan tangent (TSt)~x.
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 Et maintenant, on part de (10.38), modié en :
 F ~X;t =n∑i=1
 m∑J=1
 (Ft)iJ( ~X) ~ei;t(~x)⊗ eJ0 ( ~X), (10.42)
 où (Ft)iJ = 0 pour tout i ≥ m+ 1. Et (10.39) est modiée pour donner :
 ∂F
 ∂t(t, ~X) =
 m∑i=1
 m∑J=1
 ∂F iJ∂t
 (t, ~X) ~ei;t(~x)⊗ eJ0 ( ~X) +n∑i=1
 m∑J=1
 F iJd~ei(t, ~x)dt
 ⊗ eJ0 ( ~X), (10.43)
 Et on pourra se servir des symboles de Christoel γnij , cf. paragraphe 6.4 : pour i = 1, ...,m, (10.40)donne :
 ~vt =n∑j=1
 vjt~ej;t ⇒ d~ei(t, ~x)dt
 =∂~ei∂t
 (t, ~x) +n∑
 j,k=1
 vjtγkij~ek(t, ~x). (10.44)
 Et d~ei(t,~x)dt n'est pas nécessairement dans le plan tangent à cause de
 ∑nj=1 v
 jtγnij~en(t, ~x).
 10.2.7 Tenseurs des déformations C et C[
 Soient ~W1, ~W2 dans (TS0) ~X et leurs transportés ~wi = F ~X;t.~Wi dans (TSt)~x où ~x = ~ψt( ~X). Par
 dénition de la transposée on a :
 (~w1, ~w2)g~x,t = (F ~X;t.~W1, F ~X;t.
 ~W2)g~x,t = (FT~X;t.F ~X;t.
 ~W1, ~W2)g ~X,0 . (10.45)
 Dénition 10.9 L'endomorphisme Ct( ~X) = C ~X;t : (TS0) ~X → (TS0) ~X déni par :
 C ~X;t = FT~X;t.F ~X;t (10.46)
 est appelé le tenseur des déformations en ~X. Et Ct = FTt .Ft = TS0 → TS0 est appelé le tenseurdes déformations.
 Il est immédiat que C ~X;t est symétrique : (FT .F )T = FT .(FT )T = FT .F .
 Ce tenseur mesure les déformations relatives des vecteurs transportés par ~ψt : (10.45) donne :
 (~w1, ~w2)g~x,t = (C ~X;t.~W1, ~W2)g ~X,0 . (10.47)
 N.B. : la dénition de Ct( ~X) dépend très fortement du choix des métriques sur (TS0) ~X et (TSt)~x.
 Soit le tenseur :C[t ∈ T 0
 2 (S0) (10.48)
 associé à Ct à l'aide du théorème de Riesz : pour tout ~W1, ~W2 ∈ (TS0) ~X :
 C[t ( ~X)( ~W1, ~W2) déf= (Ct( ~X). ~W1, ~W2)g ~X;0, (10.49)
 encore noté :C[~X;t
 ( ~W1, ~W2) déf= (C ~X;t.~W1, ~W2)g ~X;0
 . (10.50)
 Et avec (10.47) et ~wi = Ft( ~X). ~Wi, on a :
 C[~X;t( ~W1, ~W2) = g~x;t(~w1, ~w2) (= g~x;t(F ~X;t.
 ~W1, F ~X;t.~W2)), (10.51)
 qui mesure les déformations relatives des vecteurs ~W1 et ~W2 après le mouvement ~ψ.
 Proposition 10.10 C[t ∈ T 02 (S0) est le pull-back de la métrique gt ∈ T 0
 2 (St) par ~ψt :
 C[t = ~ψ∗t gt, (10.52)
 Et C[t est une métrique sur S0 qui ramène le calcul des déformées dans St à un calcul sur laconguration de référence S0.
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 Preuve. Par dénition du pull-back on a quand ~x = ~ψ( ~X) :
 (~ψ∗t gt) ~X( ~W1, ~W2) = g~x,t(d~ψt( ~X). ~W1, d~ψ( ~X). ~W2) = g ~X;0(C ~X;t.~W1, ~W2) = C[~X;t
 ( ~W1, ~W2).
 Et C[t est bien le pull-back de gt par ~ψt.Puis C[~X;t
 est trivialement bilinéaire symétrique, cf. (10.49), et
 C[~X;t( ~W, ~W ) = g~x;t(F ~X;t.
 ~W,F ~X;t.~W ) = ||F ~X;t.
 ~W ||2g(~x;t) > 0
 quand ~W 6= ~0 (car F ~X;t est inversible,~ψ étant un mouvement) : C[~X;t
 est un produit scalaire.
 N.B. : Ct( ~X) ∈ L((TS0) ~X ; (TS0) ~X) est un endomorphisme sur (TS0) ~X , et comme on dispose del'isomorphisme canonique L((TS0) ~X ; (TS0) ~X) ' L((TS0) ~X , (TS0) ~X
 ∗; R), on identie Ct canonique-
 ment au tenseur Ct ∈ T 11 (S0) : l'isomorphisme est donné par `(Ct, ~X . ~W ) = Ct, ~X( ~W, `), et on note
 C = C.
 10.2.8 Tenseurs des déformations C et C[ dans une base de (TS0) ~XOn reprend Ft donné par (10.32). On a pour J = 1, ...,m :
 Ct.~eJ;0 = FTt .(Ft.~eJ;0) =n∑k=1
 (Ft)kJ FTt .~bk;t =
 n∑k=1
 m∑I=1
 (Ft)kJ(FTt )Ik~eI;0.
 Ainsi :
 Ct =m∑
 I,J=1
 (Ct)IJ ~eI;0 ⊗ eJ0 . (10.53)
 où :
 (Ct)IJ =n∑k=1
 (FTt )Ik(Ft)kJ . (10.54)
 Et comme [FT ] = [g0]−1|e0 .[Ft]
 T .[gt]|bt , on a également :
 [Ct] = [g0]−1|e0 .[Ft]
 T .[gt]|bt .[Ft]. (10.55)
 Dans la base (~eI;0( ~X)) de (TS0) ~X , soit [C[t ] = [CIJ;t] la matrice de C[t :
 C[t =m∑
 I,J=1
 Ct;IJ eI0 ⊗ eJ0 , (10.56)
 où donc Ct;IJ = C[t (~eI;0, ~eJ;0) = (Ct.~eI;0, ~eJ;0)g0 . Et avec (10.49) ou (10.51), on a :
 [C[t ] = [g0]|e0 .[Ct] soit Ct;IJ =m∑K=1
 gIK;0(Ct)KJ . (10.57)
 En eet C[(~eI;0, ~eJ;0) = (C.~eI;0, ~eJ;0)g0 =∑K C
 KI (~eK;0, ~eJ;0)g0 =
 ∑K C
 KI gKJ;0 = ([C]T .[g0])IJ ,
 soit [C[] = [C]T .[g0]|e0 et la matrice [g0] est symétrique (de même que [C] d'ailleurs).
 10.3 En temps : tenseurs des taux de déformation lagrangien D et D[
 sous l'hypothèse métrique euclidienne
 10.3.1 ∂F∂t (t, ~X)
 On a ~ψ : [0, T ]× S0 → Rn avec ~ψ ∈ C2, et donc :
 ~V =∂ ~ψ
 ∂t: [0, T ]× S0 → Rn, ~V (t, ~X) =
 ∂ ~ψ
 ∂t(t, ~X) noté= ~Vt( ~X), (10.58)
 et ~V (t, ~X) a un sens, est appelé la vitesse lagrangienne, et ~V ∈ C1.
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 On a Ft( ~X) = d~ψt( ~X) =noté F (t, ~X) = d~ψ(t, ~X) ∈ L((TS0) ~X : Rn) au sens F (t, ~X). ~W ( ~X) =d~ψt( ~X). ~W ( ~X) quand ~W ∈ TS0. Ainsi à ~X xé on dispose de F ~X : [0, T ]→ F ~X(t) = F (t, ~X) déniesur (TS0) ~X . Et donc :
 ∂F
 ∂t(t, ~X) = d
 ∂ ~ψ
 ∂t(t, ~X) = d~V (t, ~X) ∈ L((TS0) ~X : Rn), (10.59)
 voir (10.20), au sens, pour tout ~W ~X ∈ (TS0) ~X :
 ∂F
 ∂t(t, ~X). ~W ~X = d
 ∂ ~ψ
 ∂t(t, ~X). ~W ~X = d~V (t, ~X). ~W ~X , (10.60)
 sous l'hypothèse ~ψ ∈ C2.
 10.3.2 ∂(FT )∂t (t, ~X) et métrique euclidienne
 On dispose des métriques g0 dénie dans S0 et gt dénie dans Rn ⊃ St.On a Ft ∈ L((TS0) ~X ; Rn). On a FTt ∈ L(Rn; (TS0) ~X) déni pour tout ~W1( ~X) ∈ (TS0) ~X et tout
 ~w2 ∈ Rn par :g ~X,0(FT (t, ~X). ~w2, ~W1( ~X)) = g~x,t(F (t, ~X). ~W1( ~X), ~w2), (10.61)
 quand ~x = ~ψ(t, ~X). La dérivée en temps donne :
 (∂FT
 ∂t(t, ~X). ~w2, ~W1( ~X))g ~X,0
 = (∂F
 ∂t(t, ~X). ~W1( ~X), ~w2)g~x,t +
 dg~x,tdt
 (F (t, ~X). ~W1( ~X), ~w2(t, ~x)).(10.62)
 Hypothèse. On prend gt = (·, ·)Rn la métrique euclidienne de Rn (plus généralement on peutconsidérer une métrique constante dans le temps).
 N.B. : souvent on prend également g0 = (·, ·)Rn la métrique euclidienne de Rn restreinte à S0,autrement dit, on dispose du même instrument de mesure (le produit scalaire euclidien) à chaqueinstant dans Rn. (L'expression de ce produit scalaire dans une base dépendra néanmoins de la basechoisie qui pourra être la base d'un système de coordonnées.)
 Dans ce cas on a dg~x,tdt = 0 (la métrique euclidienne ne dépend pas du temps), et (10.62) donne :
 (∂FT
 ∂t.~w2, ~W1)g0 = (
 ∂F
 ∂t. ~W1, ~w2)Rn = ((
 ∂F
 ∂t)T . ~w2, ~W1)g0 , (10.63)
 pour tout ~W1 ∈ (TS0) ~X et ~w ∈ Rn, et donc, ayant choisi gt = (·, ·)Rn la métrique euclidienne,on a :
 ∂FT
 ∂t= (
 ∂F
 ∂t)T . (10.64)
 10.3.3 ∂C∂t (t, ~X) et métrique euclidienne
 On a C(t, ~X) = FT (t, ~X).F (t, ~X) pour (t, ~X) ∈ [0, T ] × S0 déni par, pour tout ~W1, ~W2 ∈(TS0) ~X :
 (C. ~W1, ~W2)g0 = (F. ~W1, F. ~W2)gt . (10.65)
 D'où par dérivation en temps :
 (∂C
 ∂t. ~W1, ~W2)g0 = (
 ∂F
 ∂t. ~W1, F. ~W2)gt + (F. ~W1,
 ∂F
 ∂t. ~W2)gt +
 dg(t, ~x)dt
 (F. ~W1, F. ~W2). (10.66)
 On reprend l'hypothèse précédente : gt = (·, ·)Rn la métrique euclidienne de Rn (constante). Etdonc :
 ∂C
 ∂t=∂FT
 ∂t.F + FT .
 ∂F
 ∂t, (10.67)
 qui vaut 2 fois la partie symétrique de (FT .∂F∂t ) grâce à (10.64). En particulier ∂C∂t est symétrique.
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 10.3.4 ∂C[
 ∂t (t, ~X) et métrique euclidienne
 On a :C[t ( ~W1, ~W2) = (C. ~W1, ~W2)g0 (= (~ψ∗gt)(~x)( ~W1, ~W2)), (10.68)
 et donc :∂C[
 ∂t( ~W1, ~W2) = (
 ∂C
 ∂t. ~W1, ~W2)g0 , (10.69)
 avec (10.67).Exprimé avec la métrique euclidienne dans St on a également :
 ∂C[
 ∂t( ~W1, ~W2) = (F. ~W1,
 ∂F
 ∂t. ~W2)gt + (
 ∂F
 ∂t. ~W1, F. ~W2)gt . (10.70)
 10.3.5 Tenseurs des taux de déformation lagrangien D et D[ et métrique euclidienne
 Dénition 10.11 Le tenseur taux de déformation lagrangien est le tenseur Dt ∈ T 11 (S0) déni
 par :
 Dt =12∂C
 ∂t(t) ∈ T 1
 1 (S0), (10.71)
 au sens :
 D(t, ~X) =12∂C
 ∂t(t, ~X) noté= Dt( ~X), (10.72)
 avec Dt( ~X) endomorphisme de (TS0) ~X qui est symétrique quand gt est la métrique euclidienne.
 On lui associe le tenseur D[t ∈ T 0
 2 (S0) à l'aide du théorème de représentation de Riesz :
 D[t( ~W1, ~W2) = (Dt. ~W1, ~W2)g0 . (10.73)
 Et comme (Dt. ~W1, ~W2)g0 = 12 (∂Ct∂t . ~W1, ~W2)g0 = 1
 2∂∂t (Ct. ~W1, ~W2)g0 = 1
 2∂∂tC
 [t ( ~W1, ~W2)g0 =
 12∂C[t∂t ( ~W1, ~W2), on a :
 D[t =
 12∂C[t∂t
 (t) ∈ T 02 (S0). (10.74)
 10.4 Vitesse eulérienne ~v(t, ~x), et d~v(t, ~x)
 10.4.1 Dénition
 Posons :
 ~V (t, ~X) =∂ ~ψ
 ∂t(t, ~X) noté= ~v(t, ~x), (10.75)
 quand ~x = ~ψ(t, ~X), ~V étant la vitesse lagrangienne et ~v la vitesse eulérienne. Ainsi :
 ~Vt : S0 → Rn et ~vt : St → Rn, (10.76)
 et donc :d~Vt( ~X) ∈ L((TS0) ~X ; Rn) et d~vt(~x) ∈ L((TSt)~x; Rn). (10.77)
 (Les variations spatiales le long des surfaces.)Comme ~V (t, ~X) = ~v(t, ~x) = ~v(t, ~ψ(t, ~X)), soit encore :
 ~Vt( ~X) = (~vt ~ψt)( ~X), (10.78)
 on a, quand ~x = ~ψ(t, ~X) :d~V (t, ~X) = d~v(t, ~x).Ft( ~X). (10.79)
 Ainsi pour les ~W ( ~X) ∈ (TS0) ~X , quand ~w(t, ~x) = Ft( ~X). ~W ( ~X) = (~ψt∗ ~W )( ~X) (push-forward
 par ~ψ) :d~v(t, ~x). ~w(t, ~x) = d~V (t, ~X). ~W ( ~X) ∈ Rn. (10.80)
 Remarque 10.12 d~vt n'est pas un endomorphisme de Rn, sauf quand (TSt)~x = Rn i.e. quandSt est un ouvert de Rn. Et donc en général sa trace Tr(d~vt(~x)) = div(~vt(~x)) n'a pas de sens (latrace est un opérateur dénit sur les endomorphismes qui sont en particulier représentés par desmatrices carrées).
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 10.4.2 ~v[ et d~v[ et métrique euclidienne
 On a ~vt : St → ~vt(~x) ∈ Rn, donc sa diérentielle en ~x vérie :
 d~vt(~x) ∈ L((TSt)~x; Rn).
 Soit la forme bilinéaire :(d~vt)[(~x) ∈ L((TSt)~x,Rn; R) (10.81)
 associé par Riesz à d~vt(~x) relativement à la métrique gt(·, ·) : pour tout ~u(~x) ∈ (TSt)~x et tout~w ∈ Rn :
 (d~vt)[(~x)(~u(~x), ~w) = (d~vt(~x).~u(~x), ~w)g~x;t . (10.82)
 Pour ~x ∈ St, soit ~v[t(~x) ∈ L(Rn; R) = Rn∗ la forme linéaire associée par Riesz à ~vt(~x) ∈ Rn :pour tout ~w ∈ Rn :
 ~v[t(~x). ~w = (~vt(~x), ~w)g~x;t . (10.83)
 On a ainsi déni la forme diérentielle ~v[t : St → Rn∗. Sa diérentielle en ~x vérie :
 d(~v[t)(~x) ∈ L((TSt)~x; Rn∗).
 Proposition 10.13 On a, quand gt est la métrique euclidienne :
 d(~v[t)(~x) = (d~vt)[(~x) ∈ L((TSt)~x,Rn; R), (10.84)
 où on a utilisé l'isomorphisme canonique L((TSt)~x; Rn∗) ' L((TSt)~x,Rn; R).
 Preuve. Avec (10.83), on a pour ~w ∈ Rn :
 ~v[t(~x). ~w = g~x;t(~vt(~x), ~w),
 d'où pour tout ~u ∈ TSt :
 (d(~v[t)(~x).~u(~x)). ~w = (dg~x;t.~u(~x))(~vt(~x), ~w) + g~x;t(d~vt(~x).~u(~x), ~w),
 d'où avec (10.82) et dg = 0 pour la métrique euclidienne (qui est une métrique de Killing) :
 (d(~v[t)(~x).~u(~x)). ~w = (d~vt)[(~x)(~u(~x), ~w).
 Et on a l'identication (d(~v[t)(~x).~u(~x)). ~w = d(~v[t)(~x)(~u(~x), ~w) grâce à l'isomorphisme canonique.
 10.4.3 d~v et d~vT
 Ayant d~vt(~x) ∈ L((TSt)~x; Rn), on a d~vTt (~x) ∈ L(Rn; (TSt)~x) déni par, pour tout ~u~x ∈ (TSt)~xet tout ~w ∈ Rn :
 (d~vTt (~x). ~w, ~u~x)g~x;t = (d~vt(~x).~u~x, ~w)g~x;t . (10.85)
 On dénit alors :(d~vTt )[(~x) ∈ L(Rn, (TSt)~x; R) (10.86)
 par :(d~vTt )[(~x)(~w, ~u~x) = (d~vTt (~x). ~w, ~u~x)g~x;t , (10.87)
 Et avec (10.84) on dénit le transposé ((d~vt)[)T (~x) ∈ L(Rn, (TSt)~x; R) par (comme le transposéd'un tenseur
 (02
 )), pour ~w ∈ Rn et ~u~x ∈ (TSt)~x :
 ((d~vt)[)T (~w, ~u~x) = (d~vt)[(~u~x, ~w) (10.88)
 Proposition 10.14 On a, métrique euclidienne ou non :
 ((d~vt)T )[ = ((d~vt)[)T .
 Preuve. Pour ~w ∈ Rn et ~u ∈ TSt :
 ((d~vt)T )[(~w, ~u~x) = ((d~vt)T . ~w, ~u~x)g~x;t = (d~vt.~u~x, ~w)g~x;t = (d~vt)[(~u~x, ~w) = ((d~vt)[)T (~w, ~u~x).
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 10.5 ~v|| et divergence
 10.5.1 Divergence pour les volumes ou pour les surfaces qui glissent sur elles-mêmes
 La divergence de la vitesse eulérienne est une mesure de la compressibilité, voir cours précédents.Pour les volumes, i.e. dans le cas où St est un ouvert de Rn, on a (TSt)~x = Rn et on a
 d~vt(~x) ∈ L(Rn; Rn) : l'opérateur d~vt(~x) est un endomorphisme de Rn.Une surface qui glisse sur elle-même, cas St = S0, est donnée par un mouvement ~ψt : S0 →
 St = S0 qui vérie : la vitesse ~V (t, ~X) = ∂ ~ψ∂t (t, ~X) = ~v(t, ~x) ∈ (TSt)~x (vitesse tangente à la surface).
 Ainsi d~vt(~x) ∈ L((TSt)~x; (TSt)~x) : l'opérateur d~vt(~x) est un endomorphisme de (TSt)~x. D'où :
 Proposition 10.15 Dans le cas particulier où S0 = Ω0 et St = Ωt sont des ouverts de Rn, on ad~vt(~x) endomorphisme de Rn, et dans le cas particulier où St = S0 (la surface glisse sur elle-même),on a d~vt(~x) endomorphisme de (TSt)~x, la trace a un sens et vaut, lorsque gt(·, ·) est la métriqueeuclidienne :
 Tr(d~vt(~x)) noté= div~vt(~x) = Tr(∂F
 ∂t(t, ~X).F (t, ~X)−1)
 = Tr(D(t, ~X).C(t, ~X)−1).(10.89)
 (La dernière égalité pourra être généralisée à des mouvements quelconques de surfaces.)
 Preuve. Ici F (t, ~X) est considéré comme un opérateur (TS0) ~X → Im((TS0) ~X) = (TSt)~x et
 on dispose de son inverse F (t, ~X)−1 : (TSt)~x → (TS0) ~X . On applique (10.79), soit d~vt(~x) =d~V (t, ~X).F (t, ~X)−1 = ∂F
 ∂t (t, ~X).F (t, ~X)−1 ∈ L((TSt)~x; (TSt)~x). D'où (10.89)1.
 Puis C = FT .F donne 2D = ∂C∂t = ∂FT
 ∂t .F + FT ∂F∂t , d'où :
 F−T .2D.F−1 = F−T .∂FT
 ∂t+∂F
 ∂t.F−1 =
 ∂F
 ∂t.F−1 + (
 ∂F
 ∂t.F−1)T ,
 puisque gt(·, ·) est la métrique euclidienne, cf. (10.64). Et ∂F∂t .F
 −1 ∈ L((TSt)~x; (TSt)~x), d'où :
 Tr(∂F
 ∂t.F−1) = Tr(F−T .D.F−1).
 Puis F−1 = C−1.FT , d'où F−T .D.F−1 = F−T .D.C−1.FT . D'où :
 Tr(∂F
 ∂t.F−1) = Tr(F−T .D.C−1.FT ) = Tr(D.C−1).
 En eet, rappel : qu'elle que soit le choix de la base (~ai) dans (TS0) ~X , une base (~bi) étant don-
 née dans (TSt)~x = (TS0) ~X ici, et [P ] = [P ij ] étant la matrice de passage de (~ai) à (~bi), on a
 Tr(P−1.A.P ) =∑ijk(P−1)ijA
 jkP
 ki =
 ∑ijk(P ki (P−1)ij)A
 jk =
 ∑jk δ
 kjA
 jk =
 ∑k A
 kk = Tr(A) (la trace
 est intrinsèque : ne dépend pas de l'observateur, soit ici ne dépend de la base). Ici P = FT .
 10.5.2 Dénition de ~v|| sur les surfaces
 L'opérateur somme d~vt+d~vTt n'a pas de sens en général sur les variétés : d~vt(~x) ∈ L((TSt)~x; Rn)alors que d~vTt ∈ L(Rn; (TSt)~x). (Cela a un sens dans le cadre du paragraphe précédent.)
 Soit St une surface dans Rn (une variété de dimension m = n−1). Étant donné un système decoordonnées ~ϕt sur St, on dispose du vecteur normal unitaire ~nt(~x) en tout ~x ∈ St. On décomposealors ~vt suivant sa partie parallèle et sa partie normale :
 ~vt = ~vt || + vtn~nt ∈ (TSt)~x⊥⊕Vect~nt(~x), (10.90)
 où vtn(~x) =déf n[t(~x).~vt(~x) = (~vt(~x), ~nt(~x))gt,~x est la projection sur la normale à la surface relati-vement à la métrique gt sur (TSt)~x, et où ~vt || = ~vt − vtn~nt. Et on note :
 ~v = ~v|| + vn~n. (10.91)
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 10.5.3 Connexion ∇~v|| sur (TSt)~x, et tenseur des courbures
 (10.90) donne :
 d~vt(~x) = d~vt ||(~x) + dvtn(~x)~nt(~x) + vtn(~x) d~nt(~x), ∈ L((TSt)~x; Rn), (10.92)
 au sens, pour tout ~u(~x) ∈ (TSt)~x (avec notations allégées) :
 d~v.~u = d~v||.~u+ (dvn.~u)~n+ vn d~n.~u. (10.93)
 D'où, pour tout ~u, ~w ∈ (TSt)~x, puisque (~n, ~w)gt = 0 :
 (d~v.~u, ~w)gt = (d~v||.~u, ~w)gt + vn (d~n.~u, ~w)gt .
 Comme ~vt || ∈ TSt, et on peut utiliser la connexion dénie en (2.11) : pour tout ~u ∈ (TSt)~x :
 (∇~vt ||.~u)(~x) = Proj(TSt)~x(d~vt ||(~x).~u(~x)), (10.94)
 noté :∇~v||.~u = ProjTSt(d~v||.~u). (10.95)
 Et donc, avec k = −d~n[ ∈ T 02 (St) le tenseur de courbure donné par (9.11) et K ∈ T 1
 1 (St) l'endo-morphisme associé donné par (9.20), pour tout ~u, ~w ∈ (TSt)~x :
 (d~v.~u, ~w)gt = (∇~v||.~u, ~w)gt − vn k(~u, ~w)= (∇~v||.~u, ~w)gt − vn(K~u, ~w)gt
 (10.96)
 caractérise la projection de d~v.~u sur (TSt)~x, i.e. caractérise d~v[ sur (TSt)~x × (TSt)~x.
 10.5.4 Divergence div||~v||
 Comme :∇~vt || ∈ L((TSt)~x; (TSt)~x) ' T 1
 1 (St), (10.97)
 est un endomorphisme sur (TSt)~x. Et on peut dénir sa trace :
 div||~vt ||déf= Tr(∇~vt ||) (10.98)
 Le transposé de ∇~v|| est aussi un endomorphisme sur (TSt)~x :
 (∇~vt ||)T ∈ L((TSt)~x; (TSt)~x) ' T 11 (St), (10.99)
 où, pour tout ~u, ~w ∈ (TSt)~x :
 ((∇~vt ||)T . ~w, ~u)gt = (∇~vt ||.~u, ~w)gt (10.100)
 Et ainsi le symétrisé :∇~vt || + (∇~vt ||)T
 2∈ T 1
 1 (St) (10.101)
 est bien déni, et :
 div||~vt || = Tr(∇~vt || + (∇~vt ||)T
 2). (10.102)
 10.5.5 D[t comme pull-back
 On dénit les bémols :
 (∇~vt ||)[ ∈ T 02 (TSt), ((∇~vt ||)T )[ ∈ T 0
 2 (TSt), (10.103)
 où, pour tout ~u, ~w ∈ (TSt)~x :
 (∇~vt ||)[(~u, ~w) = (∇~vt ||.~u, ~w)gt , ((∇~vt ||)T )[(~w, ~u) = ((∇~vt ||)T . ~w, ~u)gt . (10.104)
 Et par dénition des symétriques de tenseurs, on a :
 ((∇~vt ||)T )[ = ((∇~vt ||)[)T (10.105)
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 Proposition 10.16 Quand gt est la métrique euclidienne, le tenseur D[t ∈ T 0
 2 (S0) est donné par :
 D[t = ~ψ∗(
 ∇~v[t || + (∇~v[t ||)T
 2− vtn kt), (10.106)
 pull-back, où kt = −d~n[t est le tenseur des courbures sur (TSt)~x, cf. (9.11).
 Autrement dit, D[t( ~W1, ~W2) = (
 ∇~v[t ||+(∇~v[t ||)T
 2 − vtn kt)(~w1, ~w2) quand ~Wi ∈ (TS0) ~X et ~wi =F (t, ~X). ~Wi ∈ (TSt)~x, ou encore :
 (Dt~W1, ~W2)g0 = ((
 ∇~vt || + (∇~vt ||)T
 2− vtnKt). ~w1, ~w2)gt . (10.107)
 Preuve. On a dans T 11 (S0) :
 ∂C
 ∂t=∂FT .F
 ∂t= d~V T .F + FT .d~V = FT .d~vT .F + FT .d~v.F = FT .(d~vT + d~v).F.
 Donc :
 (∂C
 ∂t. ~W1, ~W2)g0 = ((d~vT + d~v).F. ~W1, F. ~W2)gt = (d~vT + d~v)[(F. ~W1, F. ~W2)gt ,
 i.e. (10.106) avec (10.92) sachant (~nt(~x), ~w2)Rn = 0 où ~w2 = F. ~W2 ∈ (TSt)~x.
 Lemme 10.17 On a pour les représentations matricielles dans des bases données :
 [D].[C−1] = [D[].[C[]−1. (10.108)
 Preuve. On se xe une base en ~X dans (TS0) ~X ce qui permet d'avoir les représentations matri-cielles. La dénition de D[
 t donne [D[t ] = [Dt].[g0], et de même [C[t ] = [Ct].[g0], les matrices étant
 symétriques. D'où :[D].[C−1] = [D[].[g0]−1.[g0].[C[]−1 = [D[].[C[]−1.
 Corollaire 10.18 On a :Tr(Dt.C
 −1t ) = div||~vt || − vtnTr(Kt), (10.109)
 ainsi que :Tr([D[
 t ].[C[t ]−1) = div||~vt || − vtnTr(Kt). (10.110)
 Preuve. Notons :
 Zt =∇~vt || + (∇~vt ||)T
 2− vnKt, Tr(Zt) = div~vt || − vnTr(Kt), (10.111)
 l'endomorphisme de (TSt)~x associé au membre de droite de (10.107). Ainsi (10.107) se réécrit :
 (D ~W1, ~W2)g0 = (Z.~w1, ~w2)gt = (Z.F. ~W1, F. ~W2)gt= (FT .Z.F. ~W1, ~W2)g0 ,
 et donc :D = FT .Z.F.
 Et donc :F−T .D.F−1 = Z. (10.112)
 Comme Tr(AB) =∑ik A
 ikB
 ki = Tr(BA), on a :
 Tr(Z) = Tr(D.F−1.F−T ) = Tr(D.C−1), (10.113)
 puisque C = FT .F , d'où (10.109). D'où (10.110) à l'aide de (10.108).
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 Notation. Comme C[t = ~ψ∗gt est le pull-back de la métrique gt, on peut utiliser la métrique C[tsur S0 plutôt que la métrique g0. (On prend souvent g0 et gt les métriques euclidiennes, et donc icion n'utilise pas la métrique g0 sur S0 mais la métrique ~ψ∗gt.) Et à la forme bilinéaire D[
 t on peutalors associé l'endomorphisme Dt déni implicitement par :
 (Dt.~U1, ~U2)C[t = D[t(~U1, ~U2). (10.114)
 Comme matriciellement on obtient [D[t ] = [Dt][C[t ], et donc [D[
 t ].[C[t ]−1 = [D], on obtient :
 Tr(Dt) = Tr([D[t ].[C
 [t ]−1) noté= TrC[(D
 [t)
 noté= TrCt(Dt), (10.115)
 la trace TrC[(D[t) étant la trace de l'endomorphisme associé à D[
 t au travers de la métrique C[t =~ψ∗gt (l'endomorphisme D). Et le résultat (10.110) est réécrit :
 TrC[(D[t) = div||~vt || − vtnTr(Kt). (10.116)
 Voir par exemple l'utilisation de cette notation dans Marsden et Hughes [9].
 11 Conservation de la masse
 11.1 Principe (ou loi) de conservation de la masse pour un volume
 11.1.1 Principe
 Soit Ψt : ~X ∈ Ω0 → ~x = Ψt( ~X) = Ψ(t, ~X) ∈ Ωt un mouvement dans Rn, où Ω0 et Ωt sont desouverts de Rn. On note :
 F (t, ~X) = dΨt( ~X) ∈ L(Rn; Rn) et J(t, ~X) = det(F (t, ~X)) (11.1)
 la diérentielle et le jacobien de Ψt en ~X. Et Ft : ~X → F (t, ~X) est appelé le gradient de déformation(bien que ce soit une diérentielle).
 Soit ρ(t, ~x) la densité massique d'un objet occupant l'ouvert Ωt à l'instant t (en particulierρ(0, ~X) est la densité massique de l'objet occupant l'ouvert Ω0 à l'instant 0). On suppose ρ ∈ C∞.
 Loi de conservation de la masse : pour tout t ∈ [0, T ], pour tout ouvert A ⊂ Ω0,∫~x∈Ψt(A)
 ρ(t, ~x) dx =∫~X∈A
 ρ(0, ~X) dX (= constante du temps), (11.2)
 i.e. l'objet transporté conserve sa masse au cours du temps.
 Proposition 11.1 Localisation. La loi de conservation de la masse s'écrit, pour tout t ∈ [0, T ] ettout ~X ∈ Ω0 :
 ρ(t, ~x) |J(t, ~X)| = ρ(0, ~X), (11.3)
 quand ~x = Ψ(t, ~X).
 Preuve. On utilise la formule de changement de variables dans les intégrales :∫~x∈Ψ(A)
 ρ(t, ~x) dx =∫~X∈A
 ρ(t,Ψ(t, ~X)) |J(t, ~X)| dX
 avec (11.2). Et si∫Bf(y) dy =
 ∫Bg(y) dy pour tout B borélien, alors f = g, voir cours d'intégration
 (souvent vu sous la forme : si h est intégrable, si∫Bh(y) dy = 0 pour tout B dans la tribu, alors
 h = 0).
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 11.1.2 Conservation de la masse et divergence
 On note :~Vt( ~X) = ~V (t, ~X) =
 ∂Ψ∂t
 (t, ~X) ∈ Rn (11.4)
 la vitesse lagrangienne dans Ωt (et = ∂ ~ψ∂t (t, ~X) sur Ωt), et on note ~v(t, ~x) la vitesse eulérienne :
 ~vt(~x) = ~v(t, ~x) déf= ~V (t, ~X) ∈ Rn (11.5)
 quand ~x = Ψt( ~X). Et ~vt ∈ TΩt = T 10 (Ωt) est un champ de vecteurs sur Ωt de diérentielle
 d~vt ∈ T 11 (Ωt).
 Proposition 11.2 Avec J(t, ~X) = det([Ft( ~X)]), on a pour ~X ∈ Ω0 quand ~x = Ψt( ~X) :
 ∂J
 ∂t(t, ~X) = div~v(t, ~x) J(t, ~X), (11.6)
 où ~v(t, ~x) = ∂Ψ∂t (t, ~X) est la vitesse eulérienne.
 Preuve. On se donne une base (~aI( ~X)) en ~X et une base (~bi(~x)) en ~x = Ψ( ~X), et on note [Ft( ~X)]la matrice de Ft( ~X) = dΨ(t, ~X) dans ces bases.
 On applique (A.31) et (10.89) avec A(t) = [dΨ(t, ~X)] et J = det(A).
 Corollaire 11.3 (Localisation bis.) Si, en ~x ∈ Ωt à l'instant t, la vitesse eulérienne est ~v(t, ~x) =~vt(~x), la loi de conservation de la masse s'écrit en les points (t, ~x) ∈ [0, T ]× Ωt :
 dρ
 dt+ ρdiv~v = 0, (11.7)
 où dρdt = ∂ρ
 ∂t + dρ est la dérivée totale et div la divergence dans Ωt. Et donc, avec les dérivéespartielles :
 ∂ρ
 ∂t+ div(ρ~v) = 0. (11.8)
 Preuve. Ψt étant un diéomorphisme, J est C∞, ne s'annule pas, et est positif (car l'est à t = 0).D'où par dérivation de (11.3) en temps :
 dρ(t,Ψ(t, ~X))dt
 J(t, ~X) + ρ(t,Ψ( ~X))∂J
 ∂t(t, ~X) = 0,
 dρdt étant la dérivée totale, d'où (11.7) à l'aide de (11.6) sachant J 6= 0. D'où avec ~x = Ψ(t, ~X), avec~V (t, ~X) = ∂Ψ
 ∂t (t, ~X) la vitesse lagrangienne, et avec les dérivées partielles :
 (∂ρ
 ∂t(t, ~x) + dρ(t, ~x).~V (t, ~X)) + ρ(t, ~x) div~v(t, ~x) = 0,
 d'où (11.8) puisque ~v(t, ~x) =déf ~V (t, ~X) quand ~x = Ψ(t, ~X), sachant div(ρ~v) = dρ.~v + ρdiv~v.
 11.2 Conservation de la masse pour les surfaces
 Ici St est une surface dans Rn (variété de dimension m) pour t ∈ [0, T ].
 11.2.1 Gradients de déformations
 S0 est déformée en St par le mouvement ~ψt :
 ~ψt : ~X ∈ S0 → ~x = ~ψt( ~X) ∈ Rn, (11.9)
 ce qui dénit St = Im~ψt. Et on note F (t, ~X) = Ft( ~X) =déf d~ψt( ~X) =noté d~ψ(t, ~X) la diérentielleen espace de ~ψ appelée gradient de déformation, avec donc :
 Ft( ~X) ∈ L((TS0) ~X ; Rn), (11.10)
 et Im(Ft( ~X)) = (TSt)~x.
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 Soit ~ϕ0 : U ⊂ Rm → S0 ⊂ Rn un système de coordonnées sur S0 de base (~bi;0 = d~ϕ0. ~Ei)i=1,...,m.Et soit :
 ~ϕt = ~ψt ~ϕ0 : U → St. (11.11)
 Proposition 11.4 ~ϕt est un système de coordonnées sur St de base (~bi;t(~x))i=1,...,m en ~x = ~ψt( ~X)où :
 ~bi;t(~x) = Ft( ~X).~bi;0( ~X).
 Preuve. ~ϕt est un diéomorphisme car composé de diéomorphismes. Et ~bi;t(~x) = d~ϕt(~q). ~Ei =d~ψt( ~X).~ϕ0(~q). ~Ei = Ft( ~X).~bi;0( ~X).
 Soit J(t, ~X) l'aire limitée par les vecteurs ~bi;t(~x) dans (TSt)~x muni de la métrique euclidienne.Cette aire est égal au volume de hauteur 1 dont la base est donnée par ces vecteurs.
 Notons :Ft( ~X) ∈ L((TS0) ~X ; (TSt)~x), Ft( ~X) déf= Ft( ~X), (11.12)
 la bijection permettant de considérer l'inverse Ft( ~X)−1 ∈ L((TSt)~x; (TS0) ~X), et dont la matrice estune matrice carréem×m (alors que la matrice de Ft est une matrice n×m). Ici t est nécessairementxé et ∂F
 ∂t (t, ~X) n'a pas de sens (à moins que m = n où que la surface glisse sur elle-même pourque St = Sτ = S0 pour tout τ ∈ [0, T ]).
 11.2.2 Métrique euclidienne et aire
 Pour le moment on travaille à t xé.On suppose qu'on dispose d'une base (~ai;t(~x))i=1,...,m en chaque point ~x ∈ St, et qu'ainsi la
 variété St est considérée indépendamment d'un espace plus grand la contenant (ici Rn). Et ondispose de même d'une base (~ai;0(~x))i=1,...,m en chaque point ~X ∈ S0. Ainsi :
 Ft( ~X) =m∑
 i,j=1
 Ftij ~ai,t(~x)⊗ ai0( ~X), (11.13)
 et [Ftij ] est la matrice carréem×m de Ft( ~X). Et le volume limité par des vecteurs ~ci;0( ~X) ∈ (TS0) ~Xpour i = 1, ...,m est transformé en le volume limité par les vecteurs ~ci;t(~x) = Ft( ~X).~ci;0( ~X) ∈(TSt)~x pour i = 1, ...,m donné par :
 det([~c1;t(~x)]|at , ..., [~cm;t(~x)]|at) = det([F (t, ~X)]) det([~c1;0( ~X)]|a0 , ..., [~cm;0( ~X)]|a0). (11.14)
 On pose :Jt( ~X) = det([F (t, ~X)]), (11.15)
 qui est le volume transporté : si (~ci;0( ~X)) est une b.o.n. pour la métrique euclidienne sur (TS0) ~X ,alors det([F (t, ~X)]) est le volume dans (TSt)~x limité par les vecteurs transportés, volume indépen-dant de la b.o.n. choisie.
 11.2.3 Aire et tenseur des déformations
 Soit Ct = FTt .Ft le tenseur des déformations.
 Lemme 11.5 On a :Ct( ~X) = Ft( ~X)T .Ft( ~X), (11.16)
 et pour gt la métrique euclidienne sur (TSt)~x :
 Jt( ~X) = (det[C[t ( ~X)])12 . (11.17)
 Preuve. Pour ~U, ~W ∈ (TS0) ~X on a (Ct.~U, ~W )g0 = (FTt .Ft.~U, ~W )g0 = (Ft.~U, Ft. ~W )gt =(Ft.~U, Ft. ~W )gt = (FTt .Ft.~U, ~W )g0 .
 D'où C[t (~bi;0,~bj;0) = gt(~bi;t,~bj;t) = (~bi;t,~bj;t)Rn car on a imposé la métrique euclidienne, d'où[C[t (~bi;0,~bj;0)] = [[~bi;t]Tat .[
 ~bj;t]at ] = ([Ft]T .[Ft])ij , d'où [C[t ] = [Ft]T .[Ft], d'où det[C[t ] = (det[Ft])2.
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 Remarque 11.6 On rappelle que C[t = ~ψ∗t gt, donc que Jt( ~X) = (det[~ψ∗t gt( ~X)])12 : donc le volume
 dépend exclusivement du pull-back de la métrique gt par ~ψ.
 Le tenseur des déformations Ct( ~X) est un endomorphisme de (TS0) ~X qui permet de se placersur la variété S0 de dimension m indépendamment de l'espace ambiant Rn. En particulier, commeprécédemment on note pour (t, ~X) ∈ [0, T ]× S0 :
 Dt( ~X) =12∂C
 ∂t(t, ~X), (11.18)
 dérivation temporelle dans S0.
 Proposition 11.7 On prend gt la métrique euclidienne sur St. On a sur [0, T ]× (TS0) ~X :
 ∂J
 ∂t= J Tr(D.C−1) = J Tr([D[].[C[]−1). (11.19)
 Preuve. Avec (A.31) on a :
 d(det[C[t ])dt
 = det([C[t ]) Tr(d[C[t ]dt
 .[C[t ]−1) = J2 Tr(2[D[
 t ].[C[t ]−1).
 EtdJ
 dt=d(det[C[t ])
 12
 dt=
 12
 (det[C[t ])− 1
 2d(det[C[t ])
 dt.
 Puis on utilise (10.108).
 11.2.4 Conservation de la masse pour les surfaces
 Sur les surfaces, la loi de conservation de la masse s'énonce, quand Jt = det(Ft( ~X)) :
 constante =∫~x∈St
 ρ(t, ~x) dx =∫~X∈S0
 ρ(t, ~ψ(t, ~X)) |J(t, ~X)| dX. (11.20)
 Faire le parallèle avec (11.3).Comme F est un diéomorphisme et F0 = I, on a J > 0 et les valeurs absolues sont redondantes.
 Proposition 11.8 La loi de conservation de la masse sur les surfaces s'énonce également :
 ρ(t, ~ψ(t, ~X)) J(t, ~X) = ρ(0, ~X), (11.21)
 et encore :dρ
 dt+ ρTr([D[].[C[]−1) = 0, (11.22)
 et donc :dρ
 dt+ ρdiv||~v|| + ρvnTr(K) = 0, (11.23)
 expression faisant intervenir le tenseur des courbures et la composante parallèle à (TSt)~x de lavitesse eulérienne.
 Preuve. (11.21) se déduit de (11.20) (ici on utilise Ft et non Ft), d'où (11.22) par dérivation enutilisant (11.19). Puis on se sert de (10.109).
 70 12 janvier 2010

Page 71
                        

71 12. Transport de la normale à une surface
 12 Transport de la normale à une surface
 12.1 Transport d'une surface par le mouvement
 (Voir notes de cours mécanique : fonctions lagrangiennes et eulériennes..., qu'on présentediéremment ici.)
 On se place ici dans le cas St variété de dimension m = n−1 dans Rn.On suppose disposer de la métrique euclidienne (qu'on exprimera dans un système de coordon-
 nées).Ici on s'intéresse à un objet sans épaisseur occupant un domaine surfacique St0 ⊂ Rn à
 l'instant t0 et un domaine surfacique St ⊂ Rn à l'instant t. En ~x ∈ St à l'instant t sa densitémassique est notée ρ(t, ~x) (densité surfacique) et sa vitesse eulérienne est notée ~v(t, ~x) (déniedans tout Rn : l'objet se déplace dans l'espace, pas uniquement le long de la surface).
 La diculté réside dans les notations.Soit S0 une (hyper-) surface (de dimension n−1) dans Rn qui se déplace dans Rn. Soit :
 ~ψt :
 S0 ⊂ Rn → St ⊂ Rn
 ~X 7→ ~x = ~ψt( ~X),(12.1)
 le mouvement de la surface avec ~ψ0 = I (l'identité). Pour ~X ∈ S0 et ~x ∈ St, on notera également :
 ~N( ~X) = ~n0( ~X) et ~n(~x) = ~nt(~x)
 les vecteurs unitaires normaux à S0 en ~X et à St en ~x.
 12.2 Généralisation aux coques
 De manière à pouvoir généraliser les calculs aux coques déformables (ou surfaces épaissesdéformables), considérons que la surface St = ~ψ(S0) est la bre moyenne d'un objet ayant uneépaisseur : on dispose des ouverts Ω0 et Ωt de Rn avec S0 ⊂ Ω0 et St ⊂ Ωt, et on dispose d'unmouvement, pour t ∈ [0, T ] :
 Ψt :
 Ω0 → Ωt~X 7→ Ψt( ~X) t.q. ∀ ~X ∈ S0, Ψt( ~X) = ~ψt( ~X),
 (12.2)
 avec Ψ0 = I. Et on pose, pour tout ~X ∈ Ω0 :
 Ft( ~X) déf= dΨt( ~X) (12.3)
 le gradient de déformation.
 Exemple 12.1 Soit S0 donnée, soit ε > 0 donné, et soit :
 Ω0 = ~Y = ~X + h ~N( ~X) , ∀ ~X ∈ S0, ∀h ∈]− ε, ε[.
 (Ω0 est d'épaisseur 2ε.) Soit la fonction Ψt :
 Ψt :
 Ω0 → Ωt~Y 7→ Ψt(~Y ),
 dénie par, pour tout ~X ∈ S0 et tout h ∈]− ε, ε[, notant ~x = ~ψt( ~X) :
 Ψt( ~X + h ~N( ~X)) = ~ψt( ~X) + h~n(~ψt( ~X)) = ~x+ h~n(~x). (12.4)
 C'est un mouvement de coque où S0 est la bre moyenne, mouvement qui conserve la normale
 à la bre moyenne : on a dΨt( ~X). ~N( ~X) = limh→0Ψt( ~X+h ~N( ~X))−Ψt( ~X)
 h = ~n(~x), i.e. le transport dela normale en ~X donne la normale en ~x.
 (Un mouvement de coque quelconque ne conserve pas la normale à la bre moyenne.)
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 12.3 Transport des vecteurs de base tangents et de la normale
 Soit Ψt donné en (12.2) (déduit de ~ψt).On se donne :
 ~ϕ0 :
 U ⊂ Rn−1 → S0 ⊂ Rn
 ~q 7→ ~X = ~ϕ0(~q)
 un système de coordonnées sur S0. Et on prend comme système de coordonnées sur St le systèmedonné par :
 ~ϕt = ~ψt ~ϕ0 :
 U ⊂ Rn−1 → St ⊂ Rn
 ~q 7→ ~x = ~ϕt(~q) = ~ψt( ~X).
 La base du système de coordonnées sur la surface St est (~et;i(~x))i=1,...,n−1 en ~x = ~ϕt(~q) où :
 ~et;i(~x) = d~ϕt(~q). ~Ei = d~ψt(~q).~e0;i( ~X), (12.5)
 i.e. la base du système de coordonnées ~ϕ0 est transportée par le mouvement ~ψt en la base dusystème de coordonnées ~ϕt. Et la base duale est (eit(~x) = dqit(~x))i=1,...,n−1 au point ~x = ~ϕt(~q).Comme Ψt restreint à S0 est égale à ~ψt, cf. (12.2), on a aussi :
 ~et;i(~x) = dΨt( ~X).~e0;i( ~X), pour i = 1, ..., n−1, (12.6)
 Proposition 12.2 On a quand ~x = ~ψt( ~X) ∈ St et Ft( ~X) = dΨt( ~X) :
 ~nt(~x) =Ft( ~X)−T .~n0( ~X)
 ||Ft( ~X)−T .~n0( ~X)||. (12.7)
 Attention : la normale n'est pas transportée par le mouvement en un vecteur normal (et unitaire),sauf dans le cas très particulier de mouvements Ψ comme dans l'exemple 12.1 (surface épaisse dontla déformation conserve la normale à la bre moyenne).
 Preuve. La forme normale à la surface S0 en ~X est donnée par, pour tout ~V ∈ Rn :
 `0( ~X).~V = det(~e0;1( ~X), ..., ~e0;n−1( ~X), ~V ).
 La forme normale à la surface St en ~x est donnée par, pour tout ~v ∈ Rn, notant ~v = Ft( ~X).~V :
 `t(~x).~v = det(~et;1(~x), ..., ~et;n−1(~x), ~v)
 = det(Ft( ~X).~e0;1( ~X), ..., Ft( ~X).~e0;n( ~X), Ft( ~X).~V )
 = det(Ft( ~X)) det(~e0;1( ~X), ..., ~e0;n( ~X), ~V )
 = det(Ft( ~X))`0( ~X).~V .
 D'où pour les vecteurs associés par le théorème de représentation de Riesz à l'aide des métriques gtsur St et g0 sur S0, cf. (5.10), pour tout ~v ∈ Rn t.q. ~v = Ft( ~X).~V :
 gt,~x(~λt(~x), ~v) = det(Ft( ~X)) g0 ~X(~λ0( ~X), ~V )
 d'où, pour tout ~V ∈ Rn :
 g0, ~X(FTt ( ~X).~λt(~x), ~V ) = g0 ~X(det(Ft( ~X))~λ0( ~X), ~V ).
 D'où :Ft( ~X)T .~λt(~x) = det(Ft( ~X))~λ0( ~X).
 D'où (12.7) par normalisation des ~λ.
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 12.4 Relation entre les éléments d'aire
 On se replace sur nos surfaces S0 et St (les bres moyennes).
 Proposition 12.3 Lorsque la métrique choisie est la métrique euclidienne dans Rn : en ~x = ~ψt( ~X),pour tout ~V1, ..., ~Vn−1 ∈ T (S0) ~X , notant ~vi = Ft( ~X).~Vi ∈ T (St)~x pour i = 1, ..., n−1, et notant
 Jt( ~X) = det(Ft( ~X)), on a :
 dσt(~x)(~v1, ..., ~vn−1) = |Jt( ~X)| ||Ft( ~X)−T . ~N( ~X)|| dσ0( ~X)(~V1, ..., ~Vn−1). (12.8)
 D'où, pour toute fonction ft : St → R intégrable :∫~x∈St
 ft(~x) dσt(~x) =∫~X∈S0
 ft(ψt( ~X))|Jt( ~X)| ||Ft( ~X)−T . ~N( ~X)|| dσ0( ~X). (12.9)
 Preuve. Soit ~M = F−1t .~n (le pull-back de ~n par ~ψt), avec donc ~n = Ft. ~M . Avec (12.7) on a
 (projection de ~W sur Vect ~N) :
 N [. ~M = g0, ~X( ~M, ~N) = g0, ~X(F−1t .~n, ~N) = gt,~x(~n, F−Tt . ~N) = ||F−Tt . ~N || gt,~x(~n, ~n),
 ce avec gt,~x(~n, ~n) = 1. D'où ~M = ||F−Tt . ~N ||. ~N + ~M|| avec ~M|| ∈ (TS0) ~X qui est orthogonal à ~Npour le produit scalaire euclidien.
 D'où, pour tout ~v1, ..., ~vn−1 ∈ (TSt)~x vecteurs indépendants (sinon on aura 0 = 0), avec ~Vi =F−1t .~vi ∈ (TS0) ~X (les pull-back) :
 dσt(~x).(~v1, ..., ~vn−1) = det(~v1, ..., ~vn−1, ~n)
 = det(Ft.~V1, ..., Ft.~Vn−1, Ft. ~M)
 = det(Ft) det(~V1, ..., ~Vn−1, ~M)
 = det(Ft) det(~V1, ..., ~Vn−1, ||F−Tt . ~N || ~N),
 (12.10)
 puisque ~M|| est combinaison linéaire des ~Vi et n'intervient pas dans le déterminant, d'où (12.8).D'où (12.9).
 Exemple 12.4 En particulier quand Ψ est donné par (12.4) avec donc Ft( ~X)−T . ~N( ~X) = ~n(~x)(normale transportée par Ψ), on a :
 dσt(~x)(~v1, ..., ~vn−1) = |Jt( ~X)| dσ0( ~X)(~V1, ..., ~Vn−1). (12.11)
 A Rappels : déterminants
 Soit E un espace vectoriel de dimension m de dual E∗ = L(E; R).
 A.1 Forme multilinéaire alternée
 Une forme p-linéaire (linéaire, bilinéaire et trilinéaire quand p = 1 et 2 et 3) est une applicationz : (~v1, ..., ~vp) ∈ Ep → R qui est linéaire par rapport à chaque ~vi :
 z(..., ~vi−1, ~vi + λ~u,~vi+1, ...) = z(..., ~vi−1, ~vi, ~vi+1, ...) + λz(..., ~vi−1, ~u,~vi+1, ...),
 pour tout λ ∈ R, tout ~u ∈ E et tout ~vi ∈ E pour tout i = 1, ..., p.Elle est dite alternée ssi :
 z(~v1, ..., ~vi, ..., ~vj , ..., ~vp) = −z(~v1, ..., ~vj , ..., ~vi, ..., ~vp) (A.1)
 pour tout ~vi ∈ E pour tout i, j = 1, ..., p. Ou de manière équivalente ssi z(~v1, ..., ~vp) est nulle dèsque deux des ~vi sont égaux.
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 Soit Sp l'ensemble des bijections de 1, ..., p dans lui-même, une telle bijection étant appeléeune permutation. Une transposition τ est une permutation τ ∈ Sp qui échange deux entiers :i 6= j, τ(i) = j, τ(j) = i, et τ(k) = k pour tout k 6= i, j. Toute permutation est composée detranspositions, et la signature ε(σ) d'une permutation est 1 si elle est composée d'un nombre pairde transpositions et −1 sinon.
 Si z est p-linéaire, alors la forme p-linéaire za dénie par :
 za(~v1, ..., ~vp) =∑σ∈Sp
 z(~vσ1 , ..., ~vσp) (A.2)
 est une forme p-linéaire alternée appelée antisymétrisée de z.Soit p formes linéaires `p, ..., `p ∈ E∗. Le produit tensoriel de ces p formes est l'application
 multilinéaire `1 ⊗ ...⊗ `p : Ep → R dénie par :
 (`1 ⊗ ...⊗ `p)(~v1, ..., ~vp)déf=
 p∏i=1
 `i.~vi (= `1(~v1)...`p(~vp)). (A.3)
 Le produit extérieur `1 ∧ ... ∧ `p de ces p formes est la partie alternée de `1 ⊗ ... ⊗ `p, i.e. avec lanotation (A.2) : `1 ∧ ... ∧ `p =déf (`1 ⊗ ...⊗ `p)a, soit :
 `1 ∧ ... ∧ `p =∑σ∈Sp
 `σp ⊗ ...⊗ `σp , (A.4)
 i.e. pour tout ~vi :
 (`1 ∧ ... ∧ `p)(~v1, ..., ~vp) =∑σ∈Sp
 ε(σ)p∏i=1
 `i.~vσi . (A.5)
 Exemple A.1 Dans R2 muni de sa base canonique ( ~Ei) de base duale (dxi), on a :
 dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1,
 avec donc (dx1 ∧ dx2)(~v1, ~v2) = aire du parallélogramme de côtés ~v1 et ~v2.
 A.2 Forme m-linéaire alternée et déterminant detB
 Proposition A.2 Si p = m (la dimension de E) alors l'ensemble Am(E) des formes m-linéaires
 alternées est de dimension 1. D'où si B = (~bi)i=1,...m est une base de E de base duale (bi)i=1,...m,alors b1 ∧ ... ∧ bm est une base de Am(E) et :
 (b1 ∧ ... ∧ bm)(~b1, ...,~bm) = 1. (A.6)
 Donc si z est une forme m-linéaire alternée alors il existe λ ∈ R tel que :
 z = λ b1 ∧ ... ∧ bm,
 à savoir λ = z(~b1, ...,~bm).
 Preuve. (bi) étant la base duale, avec (A.5) on a immédiatement (A.6).Soit z une forme m-linéaire alternée. Une telle forme est entièrement déterminée par ses valeurs
 sur les vecteurs de base, i.e. par les z(~bσ1 , ...,~bσm) pour toute permutation σ ∈ Sm. Toute permu-
 tation est composée de transposition, et donc, z étant alternée, z est déterminée z(~bσ1 , ...,~bσm) où
 σ est croissante, donc avec σ l'identité : z est déterminée par z(~b1, ...,~bm) =noté λ.
 Dénition A.3 Le déterminant detB relativement à la base B est la forme m-linéaire alternéedans E espace de dimension m donné quand λ = 1 :
 detB
 déf= b1 ∧ ... ∧ bm. (A.7)
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 Corollaire A.4 Si C = (~ci) est une autre base, il existe λ ∈ R tel que :
 detB
 = λ detC, (A.8)
 à savoir λ = detB(~c1, ...,~cm).N.B. : si λ > 0 on dit que les bases ont même orientation.
 Soit (~vj)j=1,...,m m vecteurs dans E. Soit (vij)i=1,...,m les composantes de ~vj dans la base B :
 ~vj =m∑i=1
 vij~bi =
 v1j
 ...vmj
 |B
 .
 Alors [vij ] est la matrice des composantes, et :
 detB
 (~v1, ..., ~vm) noté= detB
 [vij ]. (A.9)
 A.3 Déterminant detB(L) d'un endomorphisme
 Dénition A.5 Soit L ∈ L(E) un endomorphisme de E et B = (~bi)i=1,...m une base de E de baseduale (bi)i=1,...m. On dénit le déterminant detB(L) par :
 detB
 (L) déf= detB
 (L.~b1, ..., L.~bm). (A.10)
 Soit les réels :Lij
 déf= bi.(L.~bj), (A.11)
 et [L] = [Lij ] appelée la matrice de L relativement à la base B. Autrement dit on a posé L =∑mi,j=1 L
 ij~bi ⊗ bj . On note :
 detB
 (L) noté= detB
 [Lij ]. (A.12)
 A.4 Déterminant det(L) (volume algébrique) dans Rm
 On se place dans Rm muni de sa base canonique ( ~Ei), et on note (dxi) sa base duale.
 Dénition A.6 Le déterminant dans Rm est le déterminant det(~Ei)où ( ~Ei) est une base cano-
 nique. On note :det = dx1 ∧ ... ∧ dxm. (A.13)
 Et le déterminant est appelé volume algébrique.
 Exemple A.7 Dans R2 on a dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1. Si (~b1,~b2) est une base donnéepar ~bj =
 ∑i β
 ij~Ei, on a det(~b1,~b2) = β1
 1β22 − β1
 2β21 6= 1 en général.
 Dénition A.8 Si L ∈ L(Rm) est un endomorphisme de Rm on note :
 det(L) = det(L. ~E1, ..., L ~Em) = det[Lij ] = det[L], (A.14)
 où on a noté L =∑ij L
 ij~Ei ⊗ dxj .
 A.5 Déterminant det d'une matrice
 De manière générale, si [A] = [aij ] est une matrice, on la considère comme étant la matrice del'endomorphisme A ∈ L(Rm) :
 A =∑ij
 aij ~Ei ⊗ dxj (A.15)
 exprimé dans la base canonique, et le déterminant de la matrice est par dénition :
 det[aij ] = det(A). (A.16)
 Remarque A.9 Dans un espace vectoriel de dimension m, il n'y a pas de base canonique engénéral : la base canonique n'a de sens que dans un espace produit comme R × ... × R où unvecteur de la base canonique est l'un des vecteurs (1, 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, 1) de R× ...× R.
 Par exemple dans un plan incliné dans R3, il n'y a pas de base canonique, comme dans lesespaces tangents (TSt)~x.
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 A.6 Calculs par récurrence des déterminants de matrices : mineurs etcofacteurs
 On s'intéresse au calcul de déterminant de matrices A = [aij ]i,j=1,...,m. On considère l'endomor-phisme de Rm associé à cette matrice relativement à la base canonique, cf. (A.15).
 Dénition A.10 Soit M ij la matrice m−1×m−1 déduite de A en supprimant la i-ème ligne et la
 j-ème colonne. Cette matrice peut-être considéré comme la matrice d'un endomorphisme de Rm−1
 dans la base canonique de Rm−1.Les mineurs de A sont les déterminants mi
 j = det(M ij).
 Dénition A.11 Le cofacteurs sont les :
 cij = (−1)i+1mij . (A.17)
 La matrice des cofacteurs est la matrice C = [cij ] i=1,...,mj=1,...,m
 .
 Proposition A.12 Le déterminant de A est donné par exemple par le développement par rapportà la première colonne :
 det(A) =m∑i=1
 (−1)i+1 ai1mi1 =
 m∑i=1
 ai1 ci1 = (A.CT )1
 1 = (C.AT )11, (A.18)
 où CT = [cji ] i=1,...,mj=1,...,m
 est la matrice transposée de C.
 Et de même, en développant par rapport à la j-ème colonne pour j ∈ [1,m]N quelconque :
 det(A) =m∑i=1
 aij cij = (A.CT )jj = (C.AT )jj . (A.19)
 Preuve. Le déterminant est une forme multi-linéaire alternée sur les colonnes, et donc det(A) =det(~a1, ...,~am) =
 ∑i ai1 det( ~Ei, ...,~am) =
 ∑i ai1 det( ~Ei,~a2−a1
 2~Ei...,~am−a1
 m~Ei) =
 ∑i ai1ci1.
 Exemple A.13 Dans R3 on trouve :
 det
 a11 a12 a13
 a21 a22 a23
 a31 a32 a33
 = a11 det(a22 a23
 a32 a33
 )− a21 det
 (a12 a13
 a32 a33
 )+ a31 det
 (a12 a13
 a22 a23
 ).
 A.7 det(A) = det(AT )
 Si A = [aij ] i=1,...,mj=1,...,m
 , sa matrice transposée est AT = [aji ] i=1,...,mj=1,...,m
 .
 Donc si C est la matrice des cofacteurs de A, alors CT est la matrice des cofacteurs de AT .D'où :
 Proposition A.14 On a :det(AT ) = det(A). (A.20)
 Preuve. Avec (A.19) on a det(A) = 1m
 ∑ij a
 ijcij = 1
 m
 ∑ij a
 ji cji = det(AT ).
 A.8 det([L].[M ]) = det([L]) det([M ])
 Proposition A.15 Si [L] et [M ] sont deux matrices m×m alors :
 det([L].[M ]) = det([L]) det([M ]), (A.21)
 i.e. le déterminant du produit est le produit des déterminants.En particulier si [L] est inversible alors :
 det([L]−1) = (det[L])−1. (A.22)
 Preuve. Démonstration par récurrence sur la dimension de l'espace à l'aide la dénition A.10 etde (A.19).
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 A.9 Cofacteurs et inverse d'une matrice
 Proposition A.16 On a, I étant la matrice identité de Rm :
 A.CT = C.AT = det(A) I, (A.23)
 et donc quand A est inversible :
 A−1 =1
 det(A)CT . (A.24)
 Preuve. Terme diagonal :
 (A.CT )ii =m∑j=1
 aijcij = det(A),
 cf. (A.19).Terme extra diagonal, j 6= i. Pour la lisibilité prenons i = 1 et j = 2 (idem pour les autres
 cas). Soit alors B dont les deux premières colonnes sont identiques et égales à la première colonnede A, et dont toutes les autres colonnes sont celles de A : on a donc posé bi1 = bi2 = bi1 pourtout i = 1, ...,m et bij = bij pour tout i = 1, ...,m et tout j = 3, ...m). Deux colonnes de B étantidentiques on a detB = 0, et les cofacteurs ck2 sont donc les mêmes pour A et pour B (toutes lescolonnes sauf la deuxième sont égales). D'où :
 (A.CT )12 =
 m∑k=1
 a1kc
 2k =
 m∑k=1
 b1kc2k =
 m∑k=1
 b2kc2k = det(B.CT ) = det(B) det(CT ) = 0.
 D'où (A.23), d'où (A.24).
 A.10 Déterminant det et produit scalaire euclidien
 On se place dans Rm muni de sa base de son produit scalaire euclidien, et on prend une baseorthonormée B = (~bi) (relativement au produit scalaire euclidien), et on note (bi) sa base duale.
 Proposition A.17 Le déterminant est indépendant du choix de la base orthonormée de mêmeorientation :
 detB
 = det quand B est une b.o.n. orientée positive (A.25)
 Preuve. Il s'agit de montrer que b1 ∧ ... ∧ bm = dx1 ∧ ... ∧ dxm.On a (b1 ∧ ... ∧ bm)(~b1, ...,~bm) = 1.On a (dx1 ∧ ... ∧ dxm)(~b1, ...,~bm) = (dx1 ∧ ... ∧ dxm)(L. ~E1, ..., L. ~Em) = det(L) où L est l'endo-
 morphisme de changement de base.Soit P la matrice de L donné par L =
 ∑mi,j=1 P
 ij~Ei ⊗ dxj , où donc ~bj = L. ~Ej =
 ∑mi=1 P
 ij~Ei.
 Par hypothèse (~bi) est orthonormée, soit (~bi,~bj)Rm = δij , d'où δij =∑k` P
 ki P
 `j ( ~Ek, ~E`)Rm =∑
 k` Pki P
 `j δk` =
 ∑k P
 ki P
 kj = (PT .P )ij , d'où PT .P = I. D'où (detP )2 = 1, d'où detP = 1 car
 detP > 0, les bases ayant même orientation.
 A.11 Déterminant detB et produit scalaire
 Soit g(·, ·) = (·, ·)g un produit scalaire, soit (~bi)i=1,...m une base, et soit [g]B = [gij ] = [g(~bi,~bj)]la matrice de g dans la base (~bi). En d'autres termes g =
 ∑ij gij b
 i ⊗ bj . Et si ~v =∑k v
 k~bk et
 ~w =∑` w
 `~b` sont deux vecteurs exprimés sur la base (~b), on a :
 g(~v, ~w) =∑k`
 vkv`gk` = [~v]TB .[g]B .[~w]B .
 Si ~vi =∑mk=1 v
 ki~bk pour i = 1, ...,m sontm vecteurs exprimés sur la base B, on note [V ]B = [vij ]B la
 matrice dont les colonnes sont les composantes des ~vj dans la base (~bi). On obtient matriciellement :
 [g(~vi, ~vj)] i=1,...,mj=1,...,m
 = [V ]TB .[g]B .[V ]B ,
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 d'où pour les déterminants de matrices :
 det[g(~vi, ~vj)] = det[g]B .(det[V ]B)2.
 Si de plus (~bi) est une base directe relativement à g(·, ·), i.e. si det[g] > 0, et si les (~vi) forment unebase orientée positivement, i.e. si det[g(~vi, ~vj)] > 0, on en déduit :
 detB
 (~v1, ..., ~vm) =
 √det[g(~vi, ~vj)]√
 det[g]B(= det[V ]B), (A.26)
 expression générique utilisée par exemple dans le cas de la métrique euclidienne exprimée dans unsystème de coordonnées ~ϕ.
 Proposition A.18 Si C = (~ci) est une base quelconque on a :
 detC
 =1√
 det[g]Cdet =
 1|detP |
 det . (A.27)
 où P est la matrice de passage d'une base orthonormée B = (~bi) à C, i.e. ~cj =∑i P
 ij~bi.
 Preuve. (A.26) donne detC(~b1, ...,~bm) =√
 det[g(~bi,~bj)]√det[g]C
 = 1√det[g]C
 quand B = (~bi) est une base
 orthonormée.Quand P est la matrice de changement de base, ~cj =
 ∑i P
 ij~bi, soit P ij = bi.(~cj) pour tout
 i, j, on a [g]C = PT .[g]B .P car g(~ci,~cj) = g(P.~bi, P.~bj) =∑k` P
 ki P
 `j g(~bk,~b`), d'où det[g]C =
 (detP )2 det[g]B avec ici B orthonormée.
 Exemple A.19 Dans R2, le volume limité par le parallélogramme de côtés donnés par les vecteurs~v et ~w est |det(~v, ~w)|. En cartésien, on a :
 det = dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1 (A.28)
 (antisymétrique), et donc det(~v, ~w) = v1w2 − v2w1 quand ~v = v1 ~E1 + v2 ~E2, et ~w = w1 ~E1 +w2 ~E2.En particulier, det( ~E1, ~E2) = 1 = (dx1 ∧ dx2)( ~E1, ~E2) = (dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1)( ~E1, ~E2) = 1
 est le volume (ici l'aire) du quadrangle limité par les vecteurs de base canonique ; etEt si on change l'ordre des vecteurs, on obtient par exemple det( ~E2, ~E1) = −1. Et le volume
 limité par ~E2 et ~E1 est donné par la valeur absolue du déterminant.
 Exemple A.20 Et en polaire, avec P =(
 cos θ −r sin θsin θ r cos θ
 )la matrice de changement de base,
 on a J~ϕ = detP = r et donc
 det = dx1 ∧ dx2 = r dr ∧ dθ = r(dr ⊗ dθ − dθ ⊗ dr), (A.29)
 et donc det(~v, ~w) = r(vrwθ − vθwr) quand ~v = vr~e1 + vθ~e2 et ~w = wr~e1 + wθ~e2. Les formules de
 changement de base donnent eectivement
 (vr
 vθ
 )= P−1
 (v1
 v2
 )avec P−1 =
 (cos θ sin θ− sin θr
 cos θr
 )et
 donc
 (vr
 vθ
 )=(
 cos θv1 + sin θv2
 1r (− sin θv1 + cos θv2
 ). Et on trouve bien : r(vrwθ − vθwr) = v1w2 − v2w1.
 Ici g =(
 1 00 r2
 ),√
 det[g] = r =√
 det[g(~ei, ~ej)]
 En particulier, (r dr ∧ dθ)(~e1, ~e2) = r (dr ⊗ dθ − dθ ⊗ dr)(~e1, ~e2) = r est le volume (ici l'aire)limité par les deux vecteurs (de base du système) orthogonaux ~e1 et ~e2 de longueur respective 1et r.
 Exemple A.21 Sur la sphère de R3, la métrique euclidienne dans la base du système sphérique
 a pour matrice [g] =(g(~e2, ~e2) g(~e2, ~e3)g(~e3, ~e2) g(~e3, ~e3)
 )=(R2 cos2 ϕ 0
 0 R2
 ), cf. (3.4). D'où
 √det[g] =
 R2 cosϕ.
 Exemple A.22 Sur la sphère de R3, pour la base normalisée (~f1, ~f2) où ~f1(~x) = ~e2(~x)R cosϕ et ~f2(~x) =
 ~e3(~x)R , la matrice de g est [g] =
 (g(~f1, ~f1) g(~f1, ~f2)g(~f2, ~f1) g(~f2, ~f2)
 )=(
 1 00 1
 )= I, autrement dit (~f1, ~f2) est
 orthonormée pour g(·, ·). D'où√
 det[g] = 1. Cette base normalisée est très utilisée pour les calculsde surface.
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 A.12 Dérivée d'un déterminant
 Lemme A.23 Soit A(t) = [aij(t)] i=1,...,mj=1,...,m
 une fonction matricielle C1([0, T ]; Rm2).
 Soit [cij(t)] = (detA)[(A−1)ji ] la matrice des cofacteurs de A(t). On a :
 d(detA)dt
 =m∑
 i,j=1
 daijdt
 cij = det(A)m∑
 i,j=1
 daijdt
 (A−1)ji , (A.30)
 soit :d(detA)
 dt= det(A) Tr(
 dA
 dt.A−1). (A.31)
 Preuve. Soit ~aj ∈ Rm le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont stockées dans
 la j-ème colonne de A : [~aj ] =
 aij...amj
 . Ainsi det(A) = det(~a1, ...,~am). Comme det est une forme
 multilinéaire alternée on a :
 d(det(A))dt
 = det(d~a1
 dt,~a2, ...,~am) + ...+ det(~a1,~a2, ...,
 d~amdt
 ).
 Le j-ème terme de la somme développé par rapport à la j-ème colonne donne :
 det(~a1, ...,~aj−1,d~ajdt,~aj+1, ...,~am) =
 m∑i=1
 daijdt
 cij ,
 et on fait la somme : d(detA)dt =
 ∑mi,j=1
 daijdt cij .
 Remarque A.24 (A.31) est une relation matricielle, et la trace est ici la somme des termesdiagonaux de la matrice.
 On rappelle cependant que la trace est par dénition un opérateur qui agit sur les endomor-phismes, qu'une matrice A carrée peut toujours être considérée comme étant la matrice d'unendomorphisme, et que la valeur de la trace est alors indépendante de la base choisie : notant Pla matrice de passage d'une base dans une autre et Q = P−1 on a
 Tr(QAP ) =∑ik`
 QikAk`P
 `i =
 ∑k`
 (PQ)`kAk` =
 ∑k
 Akk = Tr(A),
 la formule de changement de base A → P−1AP étant vraie pour les endomorphismes (ou lestenseurs T 1
 1 ).
 B Annexe : Langage de géométrie diérentielle : quelques
 notions
 Appelé calcul de Cartan, cf. Cartan [3].Ici on dira qu'une paramétrisation est régulière si elle est injective et au moins C2 (on aura
 besoin de la normale).Le but est d'introduire les variétés sans référence à un espace plus grand : par exemple on
 relativité générale, nous vivons sur la variété espace-temps de dimension 4, variété qui n'est pasun espace vectoriel (c'est une surface) et qu'on ne veut pas considérer comme sous-ensemble d'unespace vectoriel plus grand (de dimension ≥ 5).
 On renvoie à un cours de géométrie diérentielle pour une présentation complète. Ici on ne faitqu'une introduction.
 79 12 janvier 2010

Page 80
                        

80 B. Annexe : Langage de géométrie diérentielle : quelques notions
 B.1 Dénitions : variétés, cartes, atlas
 Jusqu'à présent on a considéré une paramétrisation ~ϕ : U → S de la surface S (la géométrie).Ici on considère l'inverse ~ζ = ~ϕ−1 : S → U . Et on notera S =M (Manifold en anglais).En particulier, avec les notations précédentes, on pourra avoir M = Ω un ouvert de Rn ou
 bienM = S une surface dans Rn. Dans tous les cas,M sera notre ensemble géométrique, qu'onva essayer de cartographier (i.e. de repérer les points de cet ensemble par exemple à l'aide decoordonnées polaire, cartésiennes, sphériques...)
 Remarque B.1 Attention ! En géométrie diérentielle, ~ζ est appelé un système de coordonnées.Alors qu'en mécanique, le système de coordonnées c'est ~ϕ = ~ζ−1 ! Ici la fonction ζ : ~x → ~q envoieun point géométrique ~x vers sa représentation en coordonnées paramétriques ~q.
 Soit doncM un ensemble de points dans Rn. On va dénir la notion de M variété de dimen-sion p.
 Dénition B.2 Une carte locale surM est une bijection ~ζ : S → U , où S un sous-ensemble deMet U est un ouvert de Rp, la carte étant alors notée (S, ~ζ).
 Dénition B.3 Un atlas sur M est une collection de cartes locales (Si, ~ζi); i ∈ I, où I est unensemble donné, telle que :
 1-M =⋃i∈I Si, et
 2- toutes les cartes sont compatibles entre elles, i.e. si (Si, ~ζi) et (Sj , ~ζj) sont deux cartes tellesque Si
 ⋂Sj 6= ∅ alors ~ζj ~ζ−1
 i est un diéomorphisme C∞ là où il a un sens, i.e. de l'ouvert~ζi(Si
 ⋂Sj) ⊂ Rp sur l'ouvert ~ζj(Si
 ⋂Sj) ⊂ Rp.
 Dénition B.4 SiM peut être muni d'un tel atlas, on dit queM est une variété de dimension p.
 Exemple B.5 Le cercle centré en ~0 de rayon R dans R2 peut être muni des deux cartes ~ζi = ~ϕ−1i :
 ~x = (x, y) ∈ Si → ~q(θ) ∈ Ui où ~ϕi(θ) = (R cos θ,R sin θ) où U1 =] − π, π[ (ouvert qui exclut lepoint ~x = (−R, 0) ∈ S) et pour U2 =]0, 2π[ (ouvert qui exclut le point ~x = (0, R) ∈ S). Ces deuxcartes (S1, ζ1) et (S2, ζ2) forment un atlas du cercle, et le cercle est une variété de dimension 1.Par exemple pour θ ∈]− π
 2 ,π2 , [, on a ζ1(x, y) = arctan( yx ) = θ(x, y).
 Exemple B.6 M est la France, Si une région de France à cartographier, et Ui est la photo prised'un avion, ~ζi est une carte locale, et l'atlas est donné par un atlas routier (ici l'atlas routier estl'ensemble des images Ui = ~ζi(Si)).
 Exemple B.7 Une hyper-surface S dans Rn est une variété de dimension n−1. Exemple de lasphère dans R3.
 Exemple B.8 Projection stéréographique. On considère la sphère S2 = S(0, R) = M de R3
 centrée en 0 de rayon R, à laquelle on enlève le pôle nord. Pour ~x un point de cette sphère, ontrace une droite qui passe par ~x et le pôle nord, et on prend ~ζ1 : ~x→ ~q = (u, v) ∈ R2 l'intersectionde cette droite avec le plan z = −1. Ici S1 = S2 − pôle nord, la carte est (S1, ~ζ1), et U = R2.
 (On appelle également projection stéréographique la projection précédente ou on remplace leplan d'équation z = −1 par le plan d'équation z =constante).
 Si on veut disposer du pôle nord, on fait la construction symétrique à partir du pôle sud. Al'aide des deux cartes ainsi dénies, on a recouvert la sphère : ces deux cartes forment un atlas.
 Exemple B.9 Un point ~x de la sphèreM = S2 = S(0, R) de R3 centrée en 0 de rayon R, à laquelleon a enlevé les pôles et le méridien de Greenwich, ensemble noté S, peut être repéré par (θ, ϕ) ∈ U(longitude-latitude) avec U =]0, 2π[×]− π
 2 ,π2 [ ouvert de R2, i.e. on pose ~ζ : ~x→ ~ζ(~x) = (θ, ϕ).
 A l'aide des coordonnées sphériques, ~r : (θ, ϕ) → ~r(θ, ϕ) = ~x =
 R cos θ cosϕR sin θ cosϕR sinϕ
 , et on a
 ~ζ = ~r−1 : ~x→ ~r−1(~x), et ~ζ : S → U est une carte dansM.
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 B.2 Orientation d'une surface
 Soit ~ζ−1 = ~ϕ : U ⊂ Rn−1 → S ⊂ Rn une paramétrisation locale régulière de M.Soit (~ei(~x))i=1,...,n−1 la base image de la base canonique ( ~Ei)i=1,...,n−1 de Rn−1 par ~ϕ, i.e.~ei(~x) = d~ϕ(~q). ~Ei quand ~x = ~ϕ(~q). (En d'autres termes (~ei(~x))i=1,...,n−1 est la base du systèmede coordonnées ~ϕ.)
 Dénition B.10 Soit ~ψ : ~r ∈ V ⊂ Rn−1 → S ⊂ Rn une seconde paramétrisation locale régulièrede S. On dit que ~ϕ et ~ψ dénissent la même orientation locale de S ssi le changement de paramé-trisation ~ψ−1 ~ϕ : ~q ∈ U → ~r ∈ V est de jacobien positif, i.e. ssi det(d(~ψ−1 ~ϕ)(~q)) > 0 pour tout~q ∈ U .
 (Noter que [d~ϕ(~q)] est une matrice n ∗ (n−1), alors que [d(~ψ−1 ~ϕ)(~q)] est une matrice carrée(n−1) ∗ (n−1).)
 Exemple B.11 Dans R2, soit S le cercle de rayon R (à un point près) paramétré par ~ϕ : θ ∈
 ]0, 2π[→ ~x = R
 (cos θsin θ
 ). Par convention, on dit qu'on dispose de l'orientation positive du cercle.
 On a ~e1(~x) = ~ϕ ′(θ) = R
 (− sin θcos θ
 )= ~a1(θ).
 Pour λ > 0, soit la paramétrisation du cercle ~ψ : t ∈ [0, 2πλ [→ ~y = R
 (cos(λt)sin(λt)
 ). On a
 ~f(~y) = ~ψ ′(t) = λR
 (− sin(λt)cos(λt)
 )= ~b1(t) (cercle parcouru dans le même sens à la vitesse λR).
 La relation entre ~x = ~ϕ(θ) et ~y = ~ψ(t) est donnée à l'aide de ~ϕ(λt) = ~ψ(t). Donc au point~x = ~ϕ(λt) = ~ψ(t) = ~y, on a ~b1(t) = λ~a1(λt), i.e. ~f1(~x) = λ~e1(~x) : la matrice de changement de baseest le scalaire λ > 0, et donc on conserve bien l'orientation du cercle.
 Exemple B.12 Paramétrisation du cercle en sens inverse. Pour µ > 0, soit la paramétrisation du
 cercle ~ψ : t ∈ [0, 2πµ [→ ~y = R
 (cos(2π − µt)sin(2π − µt)
 ). On a ~g1(~y) = ~ψ ′(t) = −µR
 (− sin(2π − µt)cos(2π − µt)
 )=
 ~c1(t) (cercle parcouru en sens inverse à la vitesse µR).La relation entre ~x = ~ϕ(θ) et ~y = ~ψ(t) est donnée à l'aide de ~ϕ(2π − µt) = ~ψ(t) : Donc au
 point ~x = ~ϕ(2π− µt) = ~ψ(t) = ~y, on a ~c1(t) = −µ~a1(2π− µt), i.e. ~f1(~x) = −µ~e1(~x) : la matrice dechangement de base est le scalaire −µ < 0, et donc ~ϕ et ~ψ donnent deux orientations diérentesdu cercle.
 Proposition B.13 Localement il n'existe que deux orientations possibles.
 Preuve. Une application régulière ~χ : Rn−1 → Rn−1 a son jacobien > 0 ou < 0. Ici ~χ = ~ψ−1 ~ϕ.
 Dénition B.14 (Orientation locale.) Une carte locale (S, ~ϕ−1) détermine une orientation de S,i.e. : l'orientation de S au voisinage de ~x0 déterminée par ~ϕ est donnée par l'orientation de la base(~ei(~x))i=1,...,n−1.
 Donc, pour un autre diéomorphisme local ~ψ (une autre carte locale (S2, ~ψ−1)), de base associée
 (~fi(~x))i=1,...,n−1 où ~fi(~x) = d~ψ(~q2). ~Ei quand ~x = ~ψ(~q2), cette base à même orientation que la base(~ei(~x)) si la matrice de changement de base a son déterminant positif.
 Dénition B.15 (Orientation globale). Soit S une surface régulière (une variété). On dit que Sest orientable ssi il existe un atlas (Ui, ~ϕ−1
 i )I de S qui conserve l'orientation, i.e. ssi sur Ui⋂Uj
 on a det(d(~ϕj ~ϕ−1i )(~q)) > 0 pour tout point ~q commun aux cartes ~ϕi et ~ϕj , pour tous i, j.
 Exemple B.16 La sphère est orientable, le ruban de Möbius n'est pas orientable.
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 B.3 Diérentiation sur une variété
 A l'aide d'un atlas on peut dénir une topologie sur une variété (les ouverts, d'où la continuité)puis la diérentiabilité :
 Dénition B.17 Une sous-ensemble A d'une variétéM est un ouvert ssi pour tout a ∈ A il existeune carte locale (Ua, ~ϕa) avec a ∈ Ua et Ua ⊂ A.
 I.e., pour tout a ∈ A, il existe Ua ⊂ A tel Ua est l'image réciproque d'un ouvert de Rm aveca ∈ Ua (puisque par dénition d'une carte ~ϕa : Ua → Va l'ensemble Va est ouvert dans Rm).
 Corollaire B.18 Ayant déni les ouverts deM, on a ainsi déni une topologie surM.
 Preuve. On vérie aisément que l'ensemble des ouverts ainsi dénis sont tels qu'une union quel-conque et une intersection nie sont des ouverts, et que l'ensemble vide etM tout entier sont desouverts.
 Exemple B.19 La sphère S2 de R3, munie des cartes de l'exemple B.8, est munie de la topologieattendue : celle induite de R3, i.e. ses ouverts coïncident avec les Ω∩S2 où Ω est un ouvert de R3.(Ici S2 est également considéré comme ensemble plongé dans R3. Dans la suite, S2 sera souventconsidérée par elle-même : sans référence à son plongement dans R3).
 Dénition B.20 Soit f :M1 →M2 oùM1 etM2 sont deux variétés de dimensions respectivesm1 et m2. On dit que f est de classe Cr en ~x ∈ M1 ssi il existe une carte (U1, ~ϕ1) au voisinagede ~x, avec ~ϕ1 : U1 → V1, et une carte (U2, ~ϕ2) au voisinage de f(~x), avec ~ϕ2 : U2 → V2, tel quef(U1) ⊂ U2 et tel que ~ϕ2 f ~ϕ−1
 1 : V1 → V2 est de classe Cr (de l'ouvert V1 ⊂ Rm1 dans l' ouvertV2 ⊂ Rm2).
 Et ~ϕ2 f ~ϕ−11 =noté f~ϕ1~ϕ2 est appelé u représentant local de f .
 Proposition B.21 L'identité I :M→M est un diéomorphisme.
 Preuve. Par dénition d'une variété, les changements de cartes ~ϕ2 ~ϕ−11 : V → V sont des
 diéomorphismes, donc ~ϕ2 I ~ϕ−11 = ~ϕ2 ~ϕ−1
 1 est un diéomorphisme.
 Corollaire B.22 Les cartes (U, ~ϕ) sont tels que les ~ϕ sont des diéomorphismes.
 Preuve. On applique la dénition précédente : on note ~ϕ : U → V ⊂ Rm la bijection dénissantla carte locale. 1- soit ~ψ : V → V ⊂ Rm un diéomorphisme. Alors (U, ~ψ ~ϕ) est également unecarte locale. 2- On en déduit que ~ψ−1 (~ψ ~ϕ) I : U → V , où I est l'identité de U , est undiéomorphisme ; i.e. ~ϕ est un diéomorphisme.
 B.4 Fibré tangent à une variété
 Dénition B.23 Soit M une variété, soit ~x ∈ M et soient deux réels a, b t.q. a < 0 < b. Unecourbe sur M en ~x est une application ~c : t ∈]a, b[→ ~c(t) ∈ M telle que ~c(0) = ~x et telle que ~cest C1. Une courbe est régulière ssi ~c ′(t) 6= 0 pour tout t. On ne traitera que de courbes régulières.
 Remarque B.24 En appliquant la dénition B.20, où iciM joue le rôle deM2, le caractère C1
 est bien déni : il sut de prendre ~ϕ1 : U → V où V est un ouvert de Rm, ~ϕ2 l'identité de ]a, b[dans lui-même : dire que ~c est Cr équivaut à dire que ~ϕ1 ~c :]a, b[→ V est Cr.
 Le bré tangent à une variété sera la réunion des espaces vectoriels tangents. C'est l'ensemblede vecteurs tangents à la variété, vecteurs qui ne peuvent pas ici être dénis comme étant desbipoints sur la variété : exemple de la sphère où un vecteur (non nul) tangent en un point A n'estpas un bipoint ~v = ~AB où B est aussi un point de la sphère ; pour que ~v soit tangent à la sphère,et ~v = ~AC, le point C n'appartient pas à la sphère (il est forcément strictement au dessus de lasphère).
 On suit l'approche d'Abraham et Marsden, i.e. l'approche à l'aide des courbes tracées sur lavariété : un vecteur vitesse (vecteur tangent à la courbe) sera déclaré être un vecteur tangent à lavariété.
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 Dénition B.25 Soit (U, ~ϕ) une carte tel que ~x ∈ U ⊂ M. Deux courbes ~c1,~c2 sont tangentesen ~x relativement à ~ϕ ssi les courbes ~ϕ ~c1 et ~ϕ ~c2 :]− ε, ε[→ Rm sont tangentes en 0, i.e. ssi :
 limt→0
 ||~ϕ(~c1(t))− ~ϕ(~c2(t))||Rmt
 = 0. (B.1)
 Remarque B.26 Dans le cas des surfaces plongées dans Rn (ou dans le cas des ouverts de Rn) et~ϕ de classe C1, on retrouve les résultats usuels : l'expression (B.1) dit que les vecteurs tangents sontidentiques : avec ~ci(0) = ~x, on a ||~ϕ(~c1(t))−~ϕ(~c2(t))||Rm
 t = || ~ϕ(~c1(t))−~ϕ(~c1(0))t − ~ϕ(~c2(t))−~ϕ(~c2(0))
 t ||Rm =||d~ϕ(~x).(~c ′1(0)−~c ′2(0)) + o(1)||, et ~ϕ étant un diéomorphisme, quand t→ 0 on obtient ||~c ′1(0)−~c ′2(0)|| = 0, i.e. que les vecteurs tangents ~c ′1(0) et ~c ′2(0) sont égaux (vitesses égales).
 Proposition B.27 Le fait que deux courbes soient tangentes ne dépend pas de la carte choisie : si(U1, ~ϕ1) et (u2, ~ϕ2) sont deux cartes en ~x, si ~c1 et ~c2 sont deux courbes tangentes en ~x relativementà ~ϕ1, alors elles sont tangentes en ~x relativement à ~ϕ2.
 Preuve. Pour i = 1, 2. On a ~ϕ2~ci = (~ϕ2~ϕ−11 )(~ϕ1~ci) (au voisinage de ~x), et donc d(~ϕ2~ci)(t) =
 d(~ϕ2 ~ϕ−11 )(~ϕ1(~ci(t))).d(~ϕ1 ~ci)(t), et donc d(~ϕ2 ~ci)(0) = d(~ϕ2 ~ϕ−1
 1 )(~x).d(~ϕ1 ~ci)(0). Commed(~ϕ1 ~c1)(0) = d(~ϕ1 ~c2)(0), on en déduit d(~ϕ2 ~c1)(0) = d(~ϕ2 ~c2)(0).
 Il est immédiat que la relation être tangent en ~x est une relation d'équivalence (réexive,symétrique, transitive). On dénit alors les classes d'équivalence des courbes tangentes en ~x : pour~c une courbe donnée en ~x, on note [~c]~x sa classe d'équivalence :
 [~c]~x = courbes tangentes à ~c en ~x.
 Exemple B.28 Dans le cas d'une variété qui est un ouvert dans Rm, une courbe est donnéepar ~c :]a, b[→ Rm et son vecteur tangent en ~x est parfaitement déni par ~c ′(0) = limt→0
 ~c(t)−~xt .
 Un représentant de [~c]~x est alors donné par la droite ~c(t) = ~x+ t~c ′(0), i.e. [~c]~x est caractérisé parle vecteur tangent ~c ′(0) à cette droite.
 Dénition B.29 On appelle espace tangent àM en ~x, ou bré tangent àM en ~x, l'espace :
 T~x(M) = [~c]~x : ~c courbe en ~x
 Et on note :TM =
 ⋃~x∈M
 T~x(M),
 appelé bré tangent (ou espace tangent) deM.
 On peut alors dénir la diérentielle :
 Dénition B.30 Pour f : M → N de classe C1 et ~c :]a, b[→ M une courbe sur M, la fonctionf ~c :]a, b[→ N est une courbe sur N . On dénit Tf : TM→ TN par :
 Tf([~c]~x) = [f ~c]f(~x)noté= (f(~x), Df(~x).~v), (B.2)
 quand ~v est un représentant de la classe [~c]~x. Et Df(~x).~v est appelé diérentielle de f en ~x dansla direction ~v.
 Cette dénition a bien un sens : par dénition Df(~x).~v = d(f ~c)(t=0) = limt→0
 f(~c(t))− f(~x)t
 ∈
 R. Et on vérie facilement que la courbe f ~c est tangente à toute courbe f ~c pour tout ~c ∈ [~c]~x :cette dénition est indépendante de la courbe choisie dans [~c]~x.
 B.5 Connexion
 On reprend ce qui a été dit au paragraphe C, où on remplace S parM.
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 B.6 p-forme diérentielle
 Une p-forme extérieure (ou plus simplement une p-forme) sur Ω ⊂ Rn est un tenseur α ∈ T 0p (Ω)
 qui est alterné, i.e. tel que, pour tout ~x, la forme multilinéaire α(~x) ∈ L((Rn)p; R) est alternée.C'est à dire, pour tout ~x, α~x est multilinéaire et, pour tous ~v1, ..., ~vp ∈ T~x(Rn) :
 α~x(~v1, ..., ~vp) = sign(π)α~x(~vπ(1), ..., ~vπ(p))
 pour toute permutation π sur 1, ..., p, où sign(π) = ±1 est la signature de la permutation.(Dénition équivalente : α~x(~v1, ..., ~vk) = 0 chaque fois que deux des vecteurs sont égaux.)
 On note Ap(Rn) l'ensemble des ( 0 p ) tenseurs qui sont alternés. Et un élément de Ap(Rn)est appelé une p-forme sur Rn.
 B.7 Volume
 En particulier le déterminant vérie det ∈ An(Rn) (c'est une n-forme), et il dénit le volume, etl'ensemble des n-formes dans Rn est de dimension 1, i.e. toute n-formes dans Rn est proportionnelleau déterminant. En coordonnées cartésiennes, (dxi)i=1,...,n étant la base duale de la base canonique( ~Ei)i=1,...,n de Rn, on note :
 det = dx1 ∧ ... ∧ dxn.
 C'est la forme multi-linéaire alternée vériant det( ~E1, ..., ~En) = 1. Et donc µ ∈ An(Ω) est néces-sairement de type :
 µ(~x) = g(~x) dx1 ∧ ... ∧ dxn,
 où g ∈ C∞(Ω; R).
 Remarque B.31 Rappel dans Rn. Soit ~ϕ : U ⊂ Rn → Ω ⊂ Rn un diéomorphisme.Le pull-back d'une fonction g ∈ C∞(Ω; R) par ~ϕ est une fonction f ∈ C∞(U ; R), notée f = ~ϕ∗g,
 dénie par :(~ϕ∗g)(~q) = g(~x),
 quand ~x = ~ϕ(~q). Le pull-back permet de faire des calculs sur la conguration de référence, ici U ,au lieu de les faire sur la conguration actuelle, ici Ω.
 Pour p ≥ 1, le pull-back d'un tenseur t ∈ T 0p (Ω) par ~ϕ est le tenseur noté ~ϕ∗t ∈ T 0
 p (U) déni
 par, quand ~x = ~ϕ(~q), et quand ~vi(~x) = d~ϕ(~q).~Vi(~q) pour i = 1, ..., p (les transportés des ~Vi par ~ϕ) :
 (~ϕ∗t)(~q, ~V1, ..., ~Vp) = t(~x,~v1, ..., ~vp),
 i.e. (~ϕ∗t)(~q, ~V1, ..., ~Vp) = t(~ϕ(~q), d~ϕ(~q).~V1, ..., d~ϕ(~q).~Vp). Noté encore :
 (~ϕ∗t)~q(~V1, ..., ~Vp) = t ~x(~v1, ..., ~vp),
 Et, quand f = ~ϕ∗g est le pull-back de g par ~ϕ, le pull-back de µ par ~ϕ est donné par, quand~x = ~ϕ(~q) :
 (~ϕ∗µ)(~q) = f(~q) J~ϕ(~q) dX1 ∧ ... ∧ dXn, (B.3)
 où (dXi)i=1,...,n est la base duale de la base canonique dans Rn ⊃ U et J~ϕ(~q) = det(d~ϕ(~q)) lejacobien de ~ϕ en ~q.
 Remarque B.32 Attention aux notations : dans (B.3) on a utilisé la notation dXi et non dqi.Si on avait utilisé cette dernière notation, on aurait écrit ~ϕ∗µ(~q) = f(~q) J~ϕ(~q) dq1 ∧ ... ∧ dqn, lanotation dqi est alors celle de la base duale de la base euclidienne dans Rn ⊃ U ; d'ailleurs onintègre sur U . Ce n'est donc pas dqi(~x), notation pour la base duale dans Rn ⊃ Ω de la base(~ei(~x)) en ~x ∈ Ω du système de coordonnées : (dXi) est la base duale de la base canonique dansl'espace de départ.
 Pour éviter les confusions d'écriture, on utilisera dXi (et non dqi) quand on travaillera dans Usans référence à ~ϕ.
 Dénition B.33 L'intégrale de µ sur Ω (ouvert de Rn) est la valeur de l'intégrale de Lebesguede g sur Ω : ∫
 Ω
 µdéf=∫
 Ω
 g dx1...dxn. (B.4)
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 On suppose que det(d~ϕ(~q)) > 0 pour tout ~q. On a donc également dans ce cas :∫U
 ~ϕ∗µdéf=∫U
 (~ϕ∗g)(~q) J~ϕ(~q) dX1...dXn. (B.5)
 (Ici on est dans le cas ~ϕ : U → Ω diéomorphisme avec U et Ω ouverts de Rn.)Et on obtient pour un diéomorphisme ~ϕ qui conserve l'orientation (i.e. J~ϕ(~q) > 0 pour tout ~q),
 réécriture de (4.23) (changement de variables dans les intégrales) :∫Ω
 µ =∫U
 ~ϕ∗µ, (B.6)
 écriture usuelle de (4.23) en géométrie diérentielle (lorsque ~ϕ conserve l'orientation dans Rn) quiva être généralisée aux surfaces orientables de Rn.
 Interprétation : pour calculer l'intégrale de µ sur Ω (conguration actuelle), il sut de calculerl'intégrale de son pull-back ~ϕ∗µ sur U (conguration de référence).
 B.8 Aire d'une surface orientable
 On réécrit (B.6) dans le langage de la géométrie diérentielle. On se donne une surface régulièreorientable S ⊂ Rn paramétrée par :
 ~ϕ : U ⊂ Rn−1 → S ⊂ Rn.
 On note (~ei(~x))i=1,...,n−1 la base sur S dénie par ~ei(~x) = ∂~ϕ∂qi (~q) au point ~x = ~ϕ(~q). Et on note
 (ei(~x) = dqi(~x))i=1,...,n−1 la base duale. Et on suppose que ~ϕ dénit l'orientation.Soit µ une (n−1)-forme sur S (donc µ(~x) est une forme multilinéaire alternée dénie sur T~xS
 le plan tangent à S en ~x). On a µ de la forme :
 µ(~x) = g(~x)dq1(~x) ∧ ...dqn−1(~x),
 qu'on peut caractériser à l'aide de son pull-back dans U , qui est de la forme, quand f(~q) =(~ϕ∗g)(~q) = g(~x) quand ~x = ~ϕ(~q) :
 ~ϕ∗µ(~q) = f(~q)√
 det(C[~q) dX1 ∧ ... ∧ dXn−1.
 Dénition B.34 On dénit alors l'intégrale de µ sur une surface orientée S par :∫S
 µdéf=∫U
 ~ϕ∗µ, (B.7)
 qui n'est autre que la formule de changement de variables usuelle.
 B.9 Produit intérieur
 Pour ~w ∈ T (Rn) on dénit l'opérateur de produit intérieur (contraction) :
 i~w :
 An(Rn) → An−1(Rn),
 α 7→ i~wα, (i~wα~x)(~v1, ..., ~vn−1) déf= α~x(~w,~v1, ..., ~vn−1).
 En particulier pour α = det le déterminant (qui détermine le volume), pour ~v1, ..., ~vn−1 tangents àla surface, pour ~n le vecteur normal unitaire à la surface, i~nα détermine l'aire (au signe près) duparallélépipède de côté ~v1, ..., ~vn−1. On a en eet (au signe près), en se restreignant à TS~x :
 (i~n det)~x = (−1)n−1dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x) = (−1)n−1dσ~x,
 puisque :
 (i~n det)~x(~e1(~x), ..., ~en−1(~x)) = det(~n(~x), ~e1(~x), ..., ~en−1(~x)) = (−1)n−1 det(~e1(~x), ..., ~en−1(~x), ~n(~x)).
 85 12 janvier 2010

Page 86
                        

86 B. Annexe : Langage de géométrie diérentielle : quelques notions
 B.10 Diérentielle extérieure
 (En quelque sorte, l'opération réciproque du produit intérieur.)On introduit l'opérateur de diérentiation extérieure :
 dext :
 An−1(Rn) → An(Rn),
 β 7→ dextβ,
 comme suit : pour une forme n−1-linéaire alternée β sur Rn on commence par considérer sa diéren-tielle usuelle dénie en ~x, i.e. l'application linéaire tangente dβ(~x) =noté β′(~x) ∈ L(Rn,An−1(Rn))(dénie par le développement limité à l'ordre 1). Donc β′(~x). ~w ∈ An−1(Rn) est la dérivée dans ladirection ~w dénie par :
 (β′(~x). ~w)(~v1, ..., ~vn−1) = limh→0
 β(~x+ h~w)− β(~x)h
 (~v1, ..., ~vn−1) ∈ R.
 (On supposera au moins β ∈ C1.) Et à β′ on associe la diérentielle extérieure (alternée) dextβ ∈An(Rn), en posant :
 dextβ~x(~v0, ~v1, ..., ~vn−1) déf=n−1∑i=0
 (−1)i(β′(~x).~vi)(~v0, ..., ~vi−1, ~vi+1, ..., ~vn−1).
 En particulier, si β~x = βa1...an−1(~x)dxa1 ∧ ... ∧ dxan−1 (et toute (n−1)-forme diérentielle est unesomme de tels termes), on a :
 dextβ~x = dβa1...an−1(~x) ∧ dxa1 ∧ ... ∧ dxan−1 ,
 où dβa1...an−1(~x) =∑nai=1
 ∂βa1...an−1∂xai dxai . Comme les dai ∧ dai sont nuls, il reste :
 dextβ~x =∂βa1...an−1
 ∂xandxan ∧ dxa1 ∧ ... ∧ dxan−1 = γ(~x)dx1 ∧ ... ∧ dxn,
 où les γ(~x) sont faciles à déterminer : ainsi si β ∈ An−1(Rn) alors dextβ~x est proportionnel auvolume.
 Exemple B.35 On prend Φ le système de coordonnées cartésien dans Rn. Soit la mesure :
 µ~x = xn dx1 ∧ ... ∧ dxn−1, (B.8)
 qui donne :dextµ~x = dxn ∧ dx1 ∧ ... ∧ dxn−1,
 i.e. :dextµ~x = (−1)n dx1 ∧ ... ∧ dxn = (−1)n det = (−1)ndΩ,
 où dΩ est l'élément de volume.Et pour une surface plane (horizontale) de normale ~n = ~En, on a i~n(dextµ~x)( ~E1, ..., ~En−1) =
 dextµ~x( ~En, ~E1, ..., ~En−1), d'où :
 i~ndextµ~x = dx1 ∧ ... ∧ dxn−1.
 Exemple B.36 Soit ~ϕ un système de coordonnées sur une surface. On prend Φ le système decoordonnées dans Rn déduit de ~ϕ, cf. (10.41). Soit (sur la surface) la mesure :
 µ~x = g(~x) dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x), (B.9)
 qui donne :dextµ~x = dg(~x) ∧ dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x)
 On a dg(~x) =∑ni=1
 ∂g∂qi (~x)dqi(~x), et donc :
 dextµ~x =∂g
 ∂qn(~x) dqn(~x) ∧ dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x). (B.10)
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 En particulier :
 g(~x) = qn(~x) =⇒ dextµ~x = dqn(~x) ∧ dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x),
 et donc dextµ = (−1)n+1 detdet(~e1,...,~en) , i.e. l'élément de volume est donné par :
 det = dΩ = dx1 ∧ ... ∧ dxn = (−1)n+1JΦ dextµ,
 où det est le volume et JΦ est le jacobien du système de coordonnées Φ.Puis i~n(dextµ~x)(~e1, ..., ~en−1) = dextµ~x(~n,~e1, ..., ~en−1), d'où :
 i~ndextµ~x = dq1(~x) ∧ ... ∧ dqn−1(~x) :
 la contraction avec le vecteur normal unitaire donne la mesure de surface.
 Exemple B.37 Dans R2, on prend les coordonnées polaires avec donc les vecteurs de base ~e1(~x) =(cos θsin θ
 )et ~e2(~x) = r
 (− sin θcos θ
 ), et la base duale (dr(~x), dθ(~x)). L'élément de volume est dΩ =
 dx ∧ dy = r dr ∧ dθ.
 Sur le cercle ~ϕ : θ → ~x =(R cos θR sin θ
 )(paramétré dans le sens trigonométrique), la normale
 unitaire est donnée par ~n(~x) = −~e1(~x), cf. remarque 5.18, qui fait de (~e2, ~n) une base directe. Lesystème de coordonnées Φ associé à ~ϕ est donc donné par, cf. (10.41) :
 Φ(θ, z) = ~ϕ(θ) + z~n(~x) = R
 (cos θsin θ
 )− z
 (cos θsin θ
 ),
 et les vecteurs de base sont (pour |z| < R, ce qui est susant car on s'intéresse au cercle) :~f1(~x) =
 ∂Φ∂θ
 (θ, z) = (R− z)(− sin θcos θ
 )=R− zR
 ~e2(~x),
 ~f2(~x) =∂Φ∂z
 (r, z) = ~n(~x) = −(
 cos θsin θ
 )= −~e1(~x).
 La base duale est donc f1(~x) = RR−zdθ(~x) et f2(~x) = −dr(~x) = dz(~x).
 Soit µ(~x) = z dθ(~x) la mesure sur le cercle. (Par rapport à l'exemple précédent, ici on a qn = zet dqn = dz). Donc dextµ = dz ∧ dθ = −dr ∧ dθ, et −r dextµ = r dr ∧ dθ est l'élément de volume.
 Puis pour ~x sur le cercle (avec donc z=0 et ~f1 = ~e2) on obtient i~ndextµ~x(~f1) = dextµ(~n,~e2) =(dz ∧ dθ)(~n,~e2) = 1 = dθ(~f1). Et donc i~ndextµ~x = dθ.
 Exemple B.38 Dans R2, on prend les coordonnées polaires avec donc les vecteurs de base ~e1(~x) =(cos θsin θ
 )et ~e2(~x) = r
 (− sin θcos θ
 ), et la base duale (dr(~x), dθ(~x)). L'élément de volume est dΩ =
 dx ∧ dy = r dr ∧ dθ.
 Soit un rayon à θ0 xé, i. e. la courbe ~ϕ : r ∈ R∗+ → ~x =(r cos θ0
 r sin θ0
 ). Cette courbe dénit
 un système de coordonnées sur la variété de dimension 1 (le rayon Im~ϕ) ; le vecteur directeur estdonnée par ~f1(~x) = ~e1(~x) et le vecteur normal unitaire par ~n(~x) = 1
 r~e2(~x), cf. exemple 5.16, qui
 fait de (~f1, ~n) une base directe. Le système de coordonnées Φ de R2 associé à ~ϕ est donc donnépar, cf. (10.41) :
 Φ(r, z) = ~ϕ(r) + z~n(~x) =(r cos θ0
 r sin θ0
 )+ z
 (− sin θ0
 cos θ0
 ),
 et les vecteurs de base sont :
 ~f1(~x) =∂Φ∂r
 (r, z) =(
 cos θ0
 sin θ0
 )= ~e1(~x), ~f2(~x) =
 ∂Φ∂z
 (r, z) = ~n(~x) =1r~e2(~x).
 La base duale est donc f1(~x) = dr(~x) et f2(~x) = r dθ(~x) = dz(~x) (et ici dz est une mesuredimensionnelle, tout comme dr, et contrairement à dθ qui est adimensionnelle ; ici z mesurel'éloignement au rayon).
 Soit µ = z dr la mesure au point ~x = Φ(r, z). (Par rapport à l'exemple précédent, ici on aqn = z et dqn = dz). Donc dextµ = dz ∧ dr = −r dr ∧ dθ, et −dextµ est l'élément de volume.
 Puis i~ndextµ~x ∈ A(R2) est caractérisé par i~ndextµ~x(~f1) = dextµ(~n, ~f1) = (dz ∧ dr)(~n, ~f1) = 1 =dr(~f1). Donc i~ndextµ~x = dr.
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 Théorème B.39 Si f ∈ C2, alors dext(dextf) = 0
 Preuve. La diérentielle seconde f ′′ = d2f est symétrique dans ce cas, et donc sa partie antisy-métrique d2
 extf est nulle.
 Remarque B.40 N.B. : attention aux notations : la diérentiation extérieure d'une forme β estsouvent noté dβ (notation de Cartan réservée aux p-formes diérentielles, i.e. aux formes multi-linéaires alternées) et non dextβ, et dans ce cas (Cartan) la diérentiation usuelle est notée β′ etnon dβ. Attention donc au contexte.
 B.11 Théorème de Stokes
 Proposition B.41 Théorème de Stokes. Soit Ω ouvert régulier borné de Rn de bord la surfacerégulière S = ∂Ω orientée de telle que sorte que la normale soit entrante dans Ω ; i.e., si ~ϕ : U →S ⊂ Rn−1 est un paramétrage de Ω, l'orientation de ce paramétrage qui donne (~e1, ..., ~en−1, ~n)repère direct vérie ~n pointe vers l'intérieur de Ω.
 Alors pour α une n−1-forme sur S : ∫Ω
 dextα =∫S
 α. (B.11)
 Preuve. Dans R2 : une surface S est une variété de dimension 1 (une courbe). Soit α une 1-forme.Elle est de la forme α(~x) = P (~x)dx+Q(~x)dy, qui donne dextα(~x) = ∂P
 ∂y (~x)dy∧dx+ ∂Q∂x (~x)dx∧dy =
 (−∂P∂y (~x)+ ∂Q∂x (~x))dx∧dy. Et la formule de Green-Riemann (voir cours de 1ère année) indique que :∫
 Ω
 (−∂P∂y
 (~x) +∂Q
 ∂x(~x))dxdy =
 ∫S
 P (~x)dx+Q(~x)dy,
 ce qui n'est autre que (B.11).Dans R3, c'est la formule d'Ostrogradski :∫
 Ω
 (∂P
 ∂x+∂Q
 ∂y+∂R
 ∂z) dxdydz =
 ∫S
 P dydz +Qdzdx+Rdxdy,
 et ici avec α qui est forcément de la forme α = P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy. Ou encoreavec dx1dx2 = n3dσ et permutation sur les indices, c'est la formule de la divergence
 ∫Ω
 div~v dΩ =∫S~v.~n dσ.Dans Rn, voir par exemple Abraham et Marsden (démonstration à l'aide d'une partition de
 l'unité et d'un changement de variables).
 C Connexion sur une variété de Rn
 C.1 Connexion et dérivée covariante pour les champs de vecteurs sur TS
 Soit S une variété.Même si ~v et ~w sont des champs de vecteurs sur S (i.e. ~v, ~w ∈ TS), il n'y a aucune raison
 pour que (d~w.~v)(~x) ∈ TS~x (soit dans le plan tangent TS~x) ; par exemple, sur la sphère de R3, on ad~e2.~e2 = −r cos2 ϕ~e1 + sinϕ cosϕ~e3, voir (2.5) et (2.6), i.e. bien que ~e2(~x) soit un vecteur tangent,quand r 6= 0 et ϕ 6= ±π2 , d~e2.~e2(~x) est un vecteur entrant dans la sphère et non tangent (terme−r cos2 ϕ~e1).
 Ici on veut dénir une dérivation sur la sphère qui reste sur la sphère. On va voir qu'une telledérivation appelée connexion est par exemple la dérivation usuelle qu'on projette ensuite sur leplan tangent : si on vit dans le plan tangent, on ne voit que ce qui est tangent, i.e. on ne voit queles projections sur le plan tangent. Cela donnera la connexion riemannienne (celle qui est utiliséeen physique).
 88 12 janvier 2010

Page 89
                        

89 C. Connexion sur une variété de Rn
 Dénition C.1 Une connexion (ane) sur une variété S est une application ∇ :
 ∇ :
 TS × TS → TS,
 (~v, ~w) → ∇~v ~w,(C.1)
 qui à deux champs de vecteurs du plan tangent associent un troisième champ de vecteurs du plantangent, telle que :
 (i) ∇ est bilinéaire, et(ii) pour f ∈ C∞(S; R) (fonction sur S à valeurs scalaires) et tout ~v, ~w ∈ TS :
 ∇(f~v) ~w = f ∇~v ~w, (C.2)
 (iii) et :∇~v(f ~w) = f∇~v ~w + (df.~v)~w. (C.3)
 Dénition C.2 Et ∇~v ~w est appelée dérivée covariante de ~w dans la direction ~v.
 Exemple C.3 On retrouve le cas particulier classique de la dérivation covariante dans un ouvertdans Rn : ∇ déni par ∇~v ~w = d~w.~v est une connexion. En eet, (i) (~v, ~w) → ∇~v ~w = d~w.~v estbilinéaire, (ii) d~w.(f~v) = f d~w.~v, et (iii) d(f ~w).~v = f d~w.~v + (df.~v)~w.
 Exemple C.4 (La connexion riemannienne sur la sphère.) Dans R3, on prend la la sphère S =S(0, R) donnée par (1.7) avec r = R constant. En un point ~x = ~ϕ(~q), on dispose des vecteurstangents ~e2(~x) = ∂~ϕ
 ∂θ (~q), et ~e3(~x) = ∂~ϕ∂ϕ (~q), et on ne veut considérer que les vecteurs en ~x de TS~x
 du plan tangent à la sphère au point ~x. On considère alors la connexion donnée par la projectionde la diérentielle usuelle dans R3 sur le plan tangent :
 ∇~v ~w = ProjTS(d~w.~v). (C.4)
 Ainsi, avec (2.6) et (2.7), on dénit la connexion Riemannienne sur la sphère par :∇~e2~e2 = sinϕ cosϕ~e3 (= Γθθθ~e2 + Γϕθθ~e3),∇~e2~e3 = − tanϕ~e2 = ∇~e3~e2, (= Γθθϕ~e2 + Γϕθϕ~e3),∇~e3~e3 = 0 (= Γθϕϕ~e2 + Γϕϕϕ~e3).
 C.2 Symboles de Christoel pour une connexion
 Soit U un ouvert de Rm, avec m ≤ n, et une surface paramétrée ~ϕ : ~q = (q1, ...qm) ∈ U →ϕ(~q) ∈ S ⊂ Rn. Soit (~ei(~x))i=1,...,m la base de TS~x du système de coordonnées ~ϕ au point ~x = ~ϕ(~q),i.e. ~ei(~x) =déf ∂~ϕ
 ∂qi (~q) quand ~x = ~ϕ(~q).
 Dénition C.5 Soit ∇ une connexion sur S. Par dénition d'une connexion sur S, disposant desdeux champs de vecteurs ~ei et ~ej dans TS pour i, j ∈ [1,m], on sait que ∇~ei~ej ∈ TS (est un champde vecteurs sur S), qui donc s'exprime sur la base (~ei)i=1,...,m. On note Γkij(~x) les composantes dece champ de vecteurs en tout ~x ∈ S :
 ∇~ei~ej(~x) =m∑k=1
 Γkij(~x)~ek(~x). (C.5)
 (Noter la cohérence de position des indices.) Les Γkij(~x) sont appelés les symboles de Christoel en ~xde la connexion ∇ (relativement au système ~ϕ). Et les Γkij sont appelés les symboles de Christoelde la connexion ∇ (relativement au système ~ϕ).
 On se donne une connexion ∇ et un système de coordonnées ~ϕ : U → S de base (~ei(~x) = ∂~ϕ∂qi (~q))
 quand ~x = ~ϕ(~q).
 Proposition C.6 Pour un champ de vecteurs ~w ∈ TS avec ~w =∑i w
 i~ei, les composantes de∇~ej ~w (dérivée covariante de ~w dans la direction de la j-ème ligne de coordonnées) dans la base
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 (~ei) du système sont données par :
 (∇~ej ~w)i =∂wi
 ∂qj+
 m∑k=1
 Γijkwk noté= wi|j . (C.6)
 Si on dispose d'un second champ de vecteurs ~v ∈ TS avec ~v =∑j v
 j~ej , les composantes de ∇~v ~wdans la base (~ei) du système sont données par :
 (∇~v ~w)i =m∑j=1
 ∂wi
 ∂qjvj +
 m∑j,k=1
 Γijkvjwk. (C.7)
 Preuve. On a :
 ∇~ej ~w = ∇~ej (∑i
 wi~ei) =∑i
 (dwi.~ej)~ei +∑i
 wi∇~ej~ei
 =∑i
 ∂wi
 ∂qj~ei +
 ∑i
 wi∑k
 Γkji~ek =∑i
 ∂wi
 ∂qj~ei +
 ∑ki
 wkΓijk~ei,
 et avec ∇~v ~w =∑j v
 j∇~ej ~w, on a les résultats.
 Exemple C.7 On reprend la connexion ∇~v ~w = d~w.~v dans un ouvert donnée dans l'exemple C.3.On peut paramétrer localement cet ouvert à l'aide d'un système de coordonnées cartésien, et lesvecteurs ~ei obtenus sont des vecteurs constants ; et dans ce cas les Γkij sont tous nuls. Immédiat.
 Exemple C.8 On reprend la connexion riemannienne de l'exemple C.4 des coordonnées sphé-riques. Les vecteurs du plan tangent sont des combinaisons linéaires de ~e2 et ~e3. On calcule doncd~e2.~e2, d~e2.~e3 = d~e3.~e2 et d~e3.~e3, et on ne retient que les composantes en ~e2 et ~e3. La connexion estdénie par les symboles donnés dans (2.6) : ∇~e2~e2 = sinϕ cosϕ~e3, ∇~e2~e3 = − tanϕ~e2 = ∇~e3~e2, et∇~e3~e3 = ~0 :
 Γϕθθ = sinϕ cosϕ, Γθθϕ = Γθϕθ = − tanϕ. (C.8)
 Exemple C.9 (La connexion Riemannienne sur le cercle.) Dans R2, on prend la surface 1-
 D donnée par le cercle c(θ) =(R cos θR sin θ
 )= ~x. En un point ~x, on dispose du vecteur tangent
 ~c ′(θ) =(−R sin θR cos θ
 )= ~e2(~x), et on ne veut considérer que les vecteurs en ~x de TS~x du plan
 tangent au cercle au point ~x (i.e. de la droite tangente au cercle en ~x), i.e. les vecteurs en ~xparallèles à ~e2(~x).
 On considère alors la connexion donnée par la projection de la diérentielle usuelle dans R2 surla droite engendrée par le vecteur ~e2(~x) parallèlement à ~e1(~x), projection donnée par :
 P : ~v → (dθ.~v)~e2.
 (On vérie que P (~e1) = 0 et que P (~e2) = ~e2 : le vecteur ~e2 est conservé.) Donc la connexion est :
 ∇ : (~v, ~w)→ ∇~v ~w = (dθ.(d~w.~v))~e2(~x).
 On vérie que ∇ est bien une connexion sur TS : (i) la bilinéarité est immédiate, (ii) car d~w.(f ~w) =fd~w.~v, (iii) car d(f ~w).~v = f d~w.~v + (df.~v)~w.
 En particulier, on a ∇~e2~e2 = (dθ.(Γrθθ~e1 + Γθθθ~e2))~e2 = 0 car e2.~e1 = 0 et Γθθθ = 0.Les seuls vecteurs tangents sont de la forme ~v(~x) = a(~x)~e2(~x) avec donc d~v = da~e2 + a d~e2 et
 d~v.~e2 = ∂a∂θ~e2 + a d~e2.~e2. Et on a donc :
 ∇~e2~v =∂a
 ∂θ(~x)~e2(~x),
 car ∇~e2~e2 = 0. Donc avec un champ de vecteur tangent ~w(~x) = b(~x)~e2(~x), on obtient
 ∇~w~v(~x) = b(~x)∂a
 ∂θ(~x)~e2(~x),
 dérivée covariante de ~v dans la direction ~w sur le cercle.
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 C.3 La dérivation ∇ associée
 La connexion ∇ telle que dénie en (C.1) n'est pas symétrique : c'est de fait une dérivationde ~w dans la direction ~v (qui n'est pas dérivé). C'est immédiat dans un système de coordonnées ~ϕde base (~ei(~x)) : comme ∇ est bilinéaire, ∇ est déni par ses images sur les vecteurs de base, àsavoir les :
 ~Cij = ∇~ei~ej =m∑k=1
 Γkij~ek,
 pour i, j = 1, ...,m où m est la dimension de la variété S, au sens ~Cij(~x) =∑mk=1 Γkij(~x)~ek(~x).
 Soient ~v et ~w les champs de vecteurs dénis par leurs composantes :
 ~v =∑i
 vi~ei, ~w =∑i
 wi~ei.
 Avec (C.2) on a :
 ∇~v~ej =∑i
 vi ~Cij , (C.9)
 et les composantes vi ne sont pas dérivées : seules les valeurs ponctuelles ~v(~x) interviennent.Avec (C.3) on a :
 ∇~ei ~w =∑j
 wj ~Cij +∑j
 (dwj .~ei)~ej , (C.10)
 et, dans le dernier terme, les composantes wi sont dérivées : (dwj .~ei)(~x) = ∂wj
 ∂qi (~x).De manière générale :
 ∇~v ~w =∑i,j
 (viwj ~Cij + vi
 ∂wj
 ∂qi~ej
 )(C.11)
 fait intervenir les valeurs ponctuelles de ~v et de ~w et les valeurs dérivées de ~w.Comme dans ∇~v ~w seules les valeurs ponctuelles de ~v interviennent (pas les dérivées), pour tout
 champ de vecteurs ~w ∈ TS = T 10 (S) on peut dénir :
 ∇~w :
 TS → TS
 ~v → ∇~w.~v déf= ∇~v ~w.(C.12)
 (Dans Rn usuel on a ∇~w.~v = d~w.~v.) Et ∇~w peut être identié au tenseur ˜∇ ∈ T 11 (S) donné par :
 ˜∇~w(~v, `) = `.(∇~w.~v), (C.13)
 pour tout ~v ∈ TS et tout ` ∈ T 01 (S). (Autrement dit, ˜∇~w(~x) = ˜∇~w~x est la forme bilinéaire
 ˜∇~w~x : T~xS × T~xS → R dénie par ˜∇~w~x(~v, `) = `.(∇~w~x.~v) pour tout ~v ∈ T~xS et tout ` ∈ (T~xS)∗.)Pour simplier les notations, et qu'il n'y a pas d'ambiguïté (quand on fait attention), on note
 abusivement ˜∇ = ∇ = ∇. Donc :
 ∇ :
 TS → T 1
 1 (S)
 ~w → ∇~w, ∇~w.~v = ∇~v ~w(C.14)
 est donné par (C.11) : c'est la dérivation (associée à la connexion) de ~w dans la direction ~v. Ainsi,notant :
 ∇~w =∑ij
 (∇~w)ij~ei ⊗ ej ,
 on a ei(∇~w.~ej) = (∇~w)ij , et donc cf. (C.10) (ou encore avec (C.6)) :
 (∇~w)ij =∂wi
 ∂qj+
 m∑k=1
 Γijkwk = wi|j . (C.15)
 composantes du tenseur de dérivation de ~w sur la surface dans la base du système de coordonnées.
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 Remarque C.10 Le fait que dans ∇~v ~w seules les valeurs ponctuelles de ~v interviennent (pas les
 dérivées), a permis de dénir le tenseur ˜∇~w en (C.13).Mais on ne peut pas dénir du tenseur de type :
 Z~v : ~w → Z~v.~w = ∇~v ~w,
 avec donc Z~v.~w donné par (C.11) ; Z~v est également linéaire en ~w mais ne permet pas de dénirun tenseur T 1
 ? (Ω) puisqu'il fait intervenir à la fois ~w ∈ T 10 (Ω) et d~w ∈ T 1
 1 (Ω).
 Remarque C.11 Dénition alternative : étant donnée une connexion ∇ sur S et ~w ∈ TS = T 10 (S),
 on appelle dérivée du champ de vecteurs ~w sur S le tenseur ∇~w ∈ T 11 (S) tel que la contraction
 ∇~w.~v soit égale à ∇~v ~w, pour tout champ de vecteurs ~v ∈ TS :
 ∇~w.~v déf= ∇~v ~w.
 I.e., pour tout (`, ~v) ∈ T 01 (S)× T 1
 0 (S) :
 ∇~w(`, ~v) = `(∇~v ~w). (C.16)
 On retrouve bien sûr les résultats précédents.
 Exemple C.12 Dans un ouvert de Rn, on retrouve les notations usuelles : dans la base canonique,on a ~w(~x) =
 ∑i w
 i(~x) ~Ei, puis ∇~v ~w(~x) = d~w(~x).~v =∑i(dw
 i(~x).~v) ~Ei et en particulier ∇~ej ~w(~x) =d~w(~x).~ej =
 ∑i∂wi
 ∂xj (~x) ~Ei, et donc d~w(~x) =∑ij∂wi
 ∂xj (~x) ~Ei ⊗Ej . Et la matrice [d~w(~x)] représentant
 d~w(~x) dans la base canonique est la matrice [∂wi
 ∂xj ].
 C.4 Divergence div~w d'un champ de vecteurs ~w sur TS
 Dénition C.13 La divergence d'un champ de vecteurs ~w ∈ TS est Tr(∇~w) = la trace du tenseur∇~w ∈ T 1
 1 (S) (la divergence d'un champ de vecteurs est une fonction à valeurs réelles).
 Dans la base d'un système de coordonnées, la divergence est obtenue par contraction des indices :
 div~w =∑i
 wi|i =∑i
 (∂wi
 ∂qi+∑k
 Γiikwk) ∈ T 0
 0 (S), (C.17)
 i.e. pour tout ~x ∈ S, div~w(~x) =∑i w
 i|i(~x) =
 ∑i(∂wi
 ∂qi (~x) +∑k Γiikw
 k(~x)).
 Exemple C.14 Dans un ouvert de Rn et la dérivation usuelle (les symboles de Christoel sontnuls) on a :
 div~w =∑i
 wi,i =∑i
 ∂wi
 ∂xinoté=
 ∑i
 wi|i,
 cette dernière notation n'ayant ici pas d'intérêt.
 C.5 Métrique et connexion riemannienne
 Dénition C.15 Une métrique riemannienne g(·, ·) sur une surface S est une forme bilinéairesymétrique dénie positive sur TS :
 g : ~x ∈ S → g~x ∈ T 02 (TS~x), g~x symétrique dénie positive.
 (I.e. g~x est un produit scalaire sur TS~x, i.e. est bilinéaire sur TS~x, avec g~x(~v, ~w) = g~x(~w,~v) pourtout ~v, ~w ∈ TS~x et g~x(~v,~v) > 0 pour tout ~v ∈ TS~x.)
 Remarque C.16 On choisit souvent (dans un premier temps) pour métrique Riemannienne cellequi localement est donnée par le produit scalaire canonique de Rn : localement au voisinage d'unpoint ~x, la surface (la variété) est approchée par son plan tangent TS~x dans lequel on choisit leproduit scalaire euclidien.
 Dénition C.17 Si S est une surface et ∇ une connexion sur la surface, on dénit la torsioncomme étant l'application bilinéaire TS × TS → TS dénie par :
 Tor(~v, ~w) = ∇~v ~w −∇~w~v − [~v, ~w].
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 Exemple C.18 Dans Rn avec ∇ = d la dérivation usuelle, la torsion est nulle.
 On va se restreindre aux connexions les plus simples sur les surfaces : celles de torsion nulle, quide plus tuent la métrique (ces connexions transportent les vecteurs parallèlement sur une surface).En clair on se restreint aux connexions qui fonctionnent comme la connexion riemannienne sur lasphère, voir exemple C.4.
 Théorème C.19 On se donne une métrique riemannienne. Il existe une unique connexion ∇ sur Stelle que :
 (i) la torsion est nulle, i.e. ∇~v ~w −∇~w~v = [~v, ~w] pour tout ~v, ~w ∈ TS,(ii) la connexion appliquée à la métrique riemannienne est nulle (la connexion tue la métrique),
 i.e. ∇~vg = 0 pour tout ~v ∈ TS.Sur la base (~ei(~x)) d'un système de coordonnées, de base duale (ei(~x)), (i) et (ii) s'expriment
 respectivement :(iii) les symboles de Christoel vérient la symétrie en i, j :
 Γkij = Γkji, ∀i, j, k, (C.18)
 (iv) si g~x =∑jk gjk(~x)ej(~x)⊗ ek(~x) pour tout ~x ∈ S alors :
 ∂gjk∂qi
 =∑`
 (Γ`ijg`k + Γ`ikgj`). (C.19)
 D'où on déduit, notant [gij ] =déf [gij ]−1 (matrice inverse) :
 Γkij =12
 ∑m
 gkm(∂gim∂qj
 +∂gmj∂qi
 − ∂gij∂qm
 ), (C.20)
 équations donnant les Γkij en fonction de la métrique choisie (pour un système de coordonnéesdonné).
 Preuve. Les équations (C.18) à l'aide de (i) et (C.19) à l'aide de (ii) sont immédiates. Puis onforme ∂gjk
 ∂qi + ∂gik∂qj −
 ∂gij∂qk
 , de qui donne, à l'aide de la symétrie Γkij = Γkji :
 ∂gjk∂qi
 +∂gik∂qj
 − ∂gij∂qk
 =∑`
 2g`kΓ`ij .
 D'où (C.20).
 Exemple C.20 Les hypothèses (i) et (ii) ont été faites pour reproduire ce qui se passe sur lasphère de R3. Sur cette sphère, on veut que la connexion ∇ souhaitée soit celle donnée dansl'exemple C.4 (projection de la diérentiation usuelle dans R3 sur le plan tangent). De la matrice[g]sph trouvée, cf (3.4) et (3.5), on ne retient que le dernier bloc 2*2 en θ, ϕ en xant r = R, àsavoir
 [gij ] =(R2 cos2 ϕ 0
 0 R2
 ), d'où [gij ] =
 ( 1R2 cos2 ϕ 0
 0 1R2
 ).
 Et on retrouve (C.8) à l'aide de (C.20). Par exemple, ayant (q1, q2) = (θ, ϕ) :
 Γϕθθ = Γ211 =
 12
 (g21(...) + g22(∂g12
 ∂q1+∂g21
 ∂q1− ∂g11
 ∂q2)) =
 12
 (0− 1R2
 (0− 2R2 cosϕ sinϕ)) = cosϕ sinϕ.
 C.6 Connexion sur les formes et sur les tenseurs
 Dénition C.21 Une connexion sur les champs de tenseurs de T rs (S), encore appelée une dérivéesur les champs de tenseurs, est une forme bilinéaire :
 ∇ :
 TS × T rs (S) → T rs (S),
 (~v, T ) → ∇~vT,
 telle que :
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 (i) pour T rs (S) = T 00 (S) (champ de fonctions), ∇~v est la diérentiation ∇~vf = df.~v,
 (ii) pour T rs (S) = TS = T 10 (S) (champ de vecteurs), ∇~v est une connexion sur les champs de
 vecteurs,(iii) ∇ compatible avec les contractions, i.e., pour α une forme sur TS et ~v un champ de vecteurs
 sur TS, on a ∇~v(α.~w) = (∇~vα). ~w + α.(∇~v ~w) (donc = d(α.~w).~v)),(iv) ∇ est une dérivation : ∇~v(T1 ⊗ T2) = (∇~vT1) ⊗ T2 + T1 ⊗ (∇~vT2) quand T1 ∈ T r1s1 (S) et
 T2 ∈ T r2s2 (S).Et ∇~vT est appelée la dérivée covariante de T dans la direction ~v.
 Proposition C.22 Etant donnée une base (~ei(~x)) d'un système de coordonnées de base duale(ei(~x)) (avec les ei ∈ T 0
 1 (S)), on a :
 ∇~ejei = −∑k
 Γijkek ∈ T 0
 1 (S), (C.21)
 où les Γkij sont les symboles de Christoel pour la connexion ∇, cf. (C.5). (Noter la cohérence deposition des indices, et ne pas oublier le signe −.)
 Et si ` =∑i `ie
 i ∈ T 01 (S) (une forme sur S), on a∇~ej ` ∈ T 0
 1 (S) de la forme∇~ej ` =∑i(∇~ej `)iei,
 les composantes (∇~ej `)i étant données par :
 (∇~ej `)i =∂`i∂qj−∑k
 `kΓkjinoté= `i|j . (C.22)
 Preuve. On a ei.~ek = δik est une fonction constante sur S, et donc d(ek.~ek).~ej = 0, et donc :
 d(ei.~ek).~ej = 0 = ∇~ej (ei.~ek) = (∇~ejei).~ek + ei.(∇~ej~ek) = (∇~ejei).~ek + Γijk,
 d'où (C.21). Puis ∇~ej ` =∑i∇~ej (`iei) =
 ∑i∂`i∂qj e
 i +∑i `i∇~ejei =
 ∑i∂`i∂qj e
 i −∑i `i∑k Γijke
 k,d'où (C.22).
 Proposition C.23 (Cas particulier des métriques.) On se donne un système de coordonnées sur Sde base (~ei(~x)) en ~x ∈ S, de base duale (ei(~x)). On a :
 ∇~ek(ei ⊗ ej) = −∑`
 (Γik`e` ⊗ ej + Γjk`e
 i ⊗ e`). (C.23)
 Et si T ∈ T 02 (S) avec T =
 ∑ij Tije
 i ⊗ ej , on a ∇~ekT ∈ T 02 (S) et :
 (∇~ekT )ij =∂Tij∂qk
 −∑`
 (T`jΓ`ki + Ti`Γ`kj). (C.24)
 Preuve. On a ∇~ek(ei ⊗ ej) = (∇~ekei)⊗ ej + ei ⊗ (∇~ekej) = −∑` Γik`e
 ` ⊗ ej − ei ⊗∑` Γjk`e
 `.Puis ∇~ekT =
 ∑ij [
 ∂Tij∂qk
 ei ⊗ ej + Tij∇~ekei ⊗ ej + Tijei ⊗ ∇~ekej ]. Et
 ∑ij Tij∇~ekei ⊗ ej =
 −∑ij` TijΓ
 ik`e
 `⊗ej = −∑ij` T`jΓ
 `kie
 i⊗ej , et de même∑ij Tije
 i⊗∇~ekej = −∑ij` Tije
 i⊗Γjk`e` =
 −∑ij` Ti`Γ
 `kje
 i ⊗ ej , d'où (C.24).
 Proposition C.24 Pour T =∑T i1...irj1...js
 ~ei1 ⊗ ...⊗ ~eir ⊗ ej1 ⊗ ejs ∈ T rs (S) dans la base du systèmede coordonnées, on a :
 (∇~ekT )i1...irj1...js=∂T i1...irj1...js
 ∂qk+∑`
 T `i2...irj1...jsΓi1k` +
 ∑`
 T i1`...irj1...jsΓi2k` + ...
 −∑`
 T i1i2...ir`j2...jsΓ`kj1 −
 ∑`
 T i1i2...irj1`...jsΓ`kj2 − ...
 (C.25)
 Preuve. Exercice.
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 C.7 Dérivée ∇T d'un champ de tenseurs T sur TS
 Soit T ∈ T rs (S) un tenseur de type(rs
 ).
 Dénition C.25 Sa dérivée est le tenseur ∇T ∈ T rs+1 de type(rs+1
 )tel que la contraction ∇T.~v
 soit égale à ∇~vT .
 Soit ~ϕ : U ⊂ Rm → Rn un système de coordonnées sur S de base (~ei(~x)) en ~x = ~ϕ(~q), et debase duale (ei(~x)).
 Proposition C.26 Soit ` ∈ T 01 (S) avec `(~x) =
 ∑i `i(~x)ei(~x) pour ~x ∈ S. On a ∇` ∈ T 0
 2 (S) avec :
 ∇` =∑ij
 `i|jei ⊗ ej , (C.26)
 i.e. les `i|j sont les composantes de ∇` données par (C.22).
 Preuve. On a (∑ij `i|je
 i ⊗ ej).~ek =∑i `i|ke
 i et on a ∇~ek` =∑i `i|ke
 i = ∇`.~ek, d'où l'égalité.
 Proposition C.27 Quand T i1...irj1...jssont les composantes de T sur cette base les composantes de
 ∇T notées T i1...irj1...js |k sur cette base sont données par :
 T i1...irj1...js |k = (∇~ekT )i1...irj1...js
 Preuve. Exercice.
 Exemple C.28 Dans un ouvert de Rn, on retrouve les notations usuelles avec le gradient d'unchamp de tenseurs T . Par exemple pour un tenseur T ∈ T 2
 0 (S), dans la base canonique, on aT (~x) =
 ∑ij T
 ij(~x) ~Ei ⊗ ~Ej , puis ∇~vT (~x) = dT (~x).~v =∑ij(dT
 ij(~x).~v) ~Ei ⊗ ~Ej et en particulier
 ∇~EkT (~x) =
 ∑ij∂T ij
 ∂xk(~x) ~Ei ⊗ ~Ej , et donc ∇T (~x) = dT (~x) =
 ∑ijk
 ∂T ij
 ∂xk(~x) ~Ei ⊗ ~Ej ⊗ Ek.
 C.8 Divergence divT d'un champ de tenseurs T sur TS
 Pour T ∈ T rs (S) on a ∇T ∈ T rs+1.
 Dénition C.29 On suppose r ≥ 1. Alors divT est le tenseur de T r−1s obtenu par contraction des
 derniers indices covariant et contravariant de ∇T , i.e. dans la base d'un système de coordonnéesou les composantes de T sont les T i1...irj1...js
 :
 (divT )i1...ir−1j1...js
 =∑k
 Ti1...ir−1kj1...js |k
 Exemple C.30 Pour un champ de vecteurs ~w ∈ T 10 (S) de matrice [wi], on a div~w une fonction
 sur S donnée par :div~w =
 ∑i
 wi|i.
 Pour un champ de tenseurs T ∈ T 11 (S) de matrice [T ij ], i.e. T =
 ∑ij T
 ij~ei ⊗ ej et donc ∇T =∑
 ijk Tij |k~ei ⊗ ej ⊗ ek, on a divT champ de formes donné par :
 divT =∑j
 (∑i
 T ij |i)ej ,
 i.e. (divT )j =∑i T
 ij |i, et donc dans R3, divT = (
 ∑i T
 i1 |i
 ∑i T
 i2 |i
 ∑i T
 i3 |i ) (matrice ligne donc
 pour la divergence d'un tenseur de type(
 11
 )qui correspond à un endomorphisme). Ainsi, en méca-
 nique,∫
 ΩdivT.~v dΩ =
 ∫Ω
 ∑ij T
 ij |iv
 j dΩ pour tout champ de vecteurs ~v =∑i vi~ei.
 Pour un champ de tenseurs T ∈ T 20 (S) de matrice [T ij ], i.e. T =
 ∑ij T
 ij~ei ⊗ ~ej on a divTchamp de vecteurs donné par :
 divT =∑i
 (∑j
 T ij |j)~ei.
 Et en mécanique, si ` =∑i vie
 i est un champ de formes (noter la position des indices), on obtient`.divT =
 ∑ij T
 ij|jvi =noté divT.`, d'où
 ∫Ω
 divT.` dΩ =∫
 Ω
 ∑ij T
 ij|jvi dΩ.
 La divergence d'un tenseur de T 02 (S) n'est pas dénie. En particulier, la divergence d'une
 métrique n'a pas de sens.
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 C.9 Transport parallèle d'un champ de vecteurs
 On reprend le paragraphe 8.1 avec le langage des connexions.Soit S une surface régulière et soit ∇ une connexion sur S.Soit ~c : [0, T ]→ S une courbe régulière sur S de vecteur tangent ~v(~x) = ~c ′(t) en ~x = ~c(t).
 Dénition C.31 Soit ~w un champ de vecteurs sur S ; la dérivée covariante de ~w le long de ~cest dénie par ∇~v ~w, est notée ∇~c ′ ~w, et est appelée la dérivée matérielle de ~w le long de ~c ; avec~x = ~c(t) c'est donc :
 ∇~c ′ ~wdéf= ∇~v ~w
 noté=D~w
 dt. (C.27)
 Exemple C.32 Si on se place dans un ouvert de Rn, et si on prend comme connexion la connexionusuelle (la dérivation), on retrouve :
 (∇~c ′ ~w)(~x) déf= (∇~v ~w)(~x) = d~w(~x).~v(~x) = d~w(~x).~c ′(t) =d(~w c)dt
 (t),
 dérivée covariante usuelle de ~w le long du vecteur vitesse ~v(~x) = ~c ′(t) au point ~x = c(t).
 Dénition C.33 (Cette dénition dépend de la connexion choisie.) Un champ de vecteurs ~w estdit transporté parallèlement à la courbe ~c ssi, pour tout t avec ~x = ~c(t) :
 D~w
 dt(~x) = ~0, relativement à la connexion ∇,
 i.e. ssi d~w(~x).d~cdt (t) = 0, i.e. ssi ~w est invariant le long de la courbe ~c (i.e. les variations de ~w sontnulles dans la direction des vecteurs tangents à la courbe).
 Exemple C.34 Dans un ouvert de Rn avec la connexion = la dérivation, on veut que d(~wc)dt (t) = 0,
 et donc que ~w c =constant= ~w(~x) en tout ~x point de la courbe : le champ de vecteurs est enchaque point de la courbe donné par un même vecteur (constant).
 Dénition C.35 Un vecteurs ~w0 en ~c(0) est dit transporté parallèlement le long de ~c s'il existeun champ de vecteurs ~w transporté parallèlement à la courbe ~c tel que ~w0 = ~w(0). (Un tel champde vecteurs est unique puisque solution de l'équation diérentielle D~w
 dt = 0 avec condition initiale~w(0) = ~w0.)
 Remarque C.36 Si ~w est un champ de vecteurs sur S qui dépend de t, i.e. ~w : [0, T ]× S → TS,on note :
 D~w
 Dt(t, ~x) =
 ∂ ~w
 ∂t(t, ~x) +
 D~w
 dt(t, ~x) =
 ∂ ~w
 ∂t(t, ~x) +∇~v ~w(t, ~x), (C.28)
 et est appelée la dérivée matérielle de ~w le long de ~c (ou dérivée totale).
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