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Chapitre 1
 Introduction au calcul différentiel
 Objectifs
 Nous résumons dans ce chapitre les principales définitions et les principaux théorèmes du calculdifférentiel, essentiellement la notion de différentielle et les théorèmes caractérisant un optimum quiseront utilisés dans la suite du cours. Nous donnons de nombreux exemples de calcul et d’applicationdes différentielles. D’autres exemples sont dans la séance d’exercices.
 1.1 Introduction au calcul différentiel
 Nous limitons volontairement dans cette présentation le cadre formel au strict minimum néces-saire au développement du cours même si cela réduit la généralité des définitions et même si celaintroduit quelques incohérences. Pour une présentation complète se reporter aux ouvrages classiquesde calcul différentiel.
 Notations
 − On note de manière générale dans ce cours V , W , Z des espaces vectoriels normés, x un pointquelconque de V , f une fonction de V dans W , F une fonction de V dans R.− On note 〈x, y〉 un produit scalaire quelconque .− Si V = Rn, un vecteur x a pour composantes x = (x1, ..., xn)t ; une fonction F (x) est donc unefonction de n variables notées aussi F (x1, ..., xn). On note dans ce cas 〈x, y〉 =
 ∑i xiyi le produit
 scalaire canonique de deux vecteurs x et y.− On note l’application d’une forme linéaire b à un vecteur v quelconque avec un "." : b.v, au lieu del’écriture b(v) : l’écriture b.v est préférable car nous utiliserons des formes linéaires qui dépendent(non linéairement) d’une variable x, ce qui s’écrira donc b(x).v.Remarque : dans ce qui suit on peut (et il faut souvent) se restreindre à des fonctions définies sur desouverts de V , nous ne le ferons pas pour alléger les notations.En pratique nous considérerons soit des espaces V de dimension finie (que l’on peut donc identifierà Rn) soit des (sous-)espaces de fonctions dérivables de l’espace Ck([a, b]). Les fonctions que nousconsidérerons pourront être :
 7
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 − des fonctions de n variables, par exemple
 F (x) =12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉
 où x, b ∈ Rn et A est une matrice (n, n) symétrique ou des fonctions sur l’espace des matrices, parexemple
 F (A) = detA
 où A est une matrice (n, n).− des applications de Rn dans lui même, par exemple
 F (x) = Ax+ x3
 où pour x ∈ Rn, x3 est le vecteur (x31, ..., x
 3i , ..., x
 3n)t et A est une matrice (n, n), ou encore
 f(A) = A−1
 − des fonctions dont la variable est elle même une fonction, par exemple
 F (u) =∫ 1
 0
 u(x)4
 4dx
 où u ∈ V = C([0, 1]), ou encore
 F (u) =∫ 1
 0
 √1 + u′2 dx
 où u ∈ V = C([0, 1]) qui définit la longueur de la courbe définie par la fonction u(x). .
 1.1.1 Notions de différentielle
 La notion de différentielle permet d’étendre la notion de dérivée aux fonctions de plusieurs va-riables et aux fonctions dont la variable est elle même une fonction qui appartient à un espace dedimension infinie. En dimension finie les calculs peuvent se faire dans une base et ils se ramènentalors à des calculs de dérivées partielles, mais tout l’intérêt de la notion de différentielle est d’éviterle recours à un système particulier de coordonnées pour conserver la signification géométrique ouphysique des calculs.
 Différentielle au sens de Fréchet
 Définition 1 Soit V et W deux espaces vectoriels normés. Une application f(x) de V dans W estdifférentiable (au sens de Fréchet, souvent omis) en x ∈ V si il existe une application linéaire conti-nue de V dans W , notée Df(x) telle que
 ∀h ∈ V f(x+ h) = f(x) +Df(x).h+ ε(h)‖h‖
 avec limh→0 ‖ε(h)‖ = 0.
 ECP 2006-2007 8
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU CALCUL DIFFÉRENTIEL 9
 Intuitivement cela signifie que f(x+ h) peut être approchée sur une petite boule par une applicationlinéaire ; la différentielle en x est la partie linéaire en h de l’approximation, après avoir négligé lestermes d’ordre supérieur.Remarque :Si V est un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes1, il résulte de la définitionque la différentiabilité ne dépend pas de la norme choisie.Si V est de dimension infinie, une fonction peut être différentiable pour une norme sans l’être pour uneautre norme non équivalente. Par exemple si V = C([0, 1]), muni de la norme ‖u‖∞ = supx |u(x)|et F (u) = u(0)2, soit h ∈ V , on a :
 F (u+ h) = u(0)2 + 2u(0)h(0) + h(0)2
 On pose ε(h) = h(0)2
 ‖h‖∞ . Comme h(0) ≤ ‖h‖∞ on a ‖ε(h)‖ ≤ |h(0)| ≤ ‖h‖∞, ce qui montre que,avec Df(u).h = 2u(0)h(0), la définition de la différentielle est bien vérifiée.Mais si on munit V = C([0, 1]) de la norme ‖u‖1 =
 ∫ 10 |u(x)| dx, alors ε(h) = h(0)2
 ‖h‖1 ne tend pasvers 0 quand ‖h‖1 tend vers 0 ; la fonction F (u) n’est pas différentiable pour cette norme.Pour calculer la différentielle dans des cas simples, on peut développer f(x + h) par rapport à h etne garder que les termes d’ordre 1, après avoir vérifié que les termes d’ordre supérieur tendent vers 0pour la norme choisie.D’une manière plus générale, le calcul de la différentielle se ramène à des calculs de dérivées defonctions d’une variable :
 Proposition 1 Soit x(t) est une courbe C1 dans V , i.e. une application C1 de [0, 1] dans V . Si f(x)est une application différentiable, on a
 f(x(t))′ = Df(x(t)).x′(t)
 On notera qu’il faut au préalable avoir montré que la fonction f(x) est différentiable, ce qui peut sefaire en utilisant le théorème (1).− Exemple 1Soit V = Mn(R) l’ensemble des matrices réelles de dimension n et f(M) = M2. Nous allonsmontrer que Df(M).h = Mh+ hM .Il suffit ici de calculer
 f(M + h) = (M + h)(M + h) = M2 + (Mh+ hM) + h2
 et de ne retenir que les termes linéaires en h :
 Df(M).h = Mh+ hM
 1i.e. si ‖x‖1 et ‖x‖2 sont deux normes, il existe c1, c2 ∈ R+ telles que
 c1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ c2‖x‖1
 9 Mathématiques 2
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 L’espace V étant de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, et, compte tenu de la re-marque ci-dessus, on utilise la norme
 ‖M‖∞ = supx
 ‖Mx‖∞‖x‖∞
 qui vérifie ‖h2‖∞ ≤ ‖h‖2∞. On a
 ε(h) =h2
 ‖h‖et donc
 ‖ε(h)‖∞ =‖h2‖∞‖h‖∞
 ≤ ‖h‖∞
 tend vers 0.− Exemple 2Soit u ∈ V = C([0, 1]) muni de la norme ‖u‖∞ et
 F (u) =∫ 1
 0
 u(x)4
 4dx
 Il vient, si h ∈ V
 F (u+ h) =∫ 1
 0
 (u+ h)4
 4dx =
 ∫ 1
 0
 u4
 4+ u3h+ ... dx
 où les termes suivants sont d’ordre supérieur et tendent vers 0 plus vite que ‖h‖∞ ; d’où l’expressionde la différentielle
 DF (u).h =∫ 1
 0u3h dx
 Nous verrons plus loin comment calculer la différentielle dans des situations plus compliquées.
 Différentielle au sens de Gâteaux
 Une forme plus faible de différentielle, suggérée par la proposition (1), est souvent suffisante pourles applications :
 Définition 2 Une fonction F (x) de V dans R est une fonction différentiable au sens de Gateaux enx ∈ V si il existe une forme linéaire continue sur V , notée Df(x), telle que
 ∀h ∈ V d
 dλf(x+ λh)|λ=0 = Df(x).h (1.1)
 Intuitivement (pour une fonction) cela signifie que le graphe de f admet une tangente dans chaquedirection et que toutes les tangentes sont coplanaires ou encore que la dérivée g′(0) de la fonctiong(t) = f(x + th), t ∈ R est définie dans chaque direction h et que cette dérivée est une applicationlinéaire par rapport à h .Une fonction différentiable au sens de Fréchet est différentiable au sens de Gateaux, l’inverse n’estpas toujours vrai. Noter que (1.1) ramène le calcul d’une différentielle à celui de la dérivée d’unefonction d’une variable.
 ECP 2006-2007 10
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU CALCUL DIFFÉRENTIEL 11
 Application dérivée
 Définition 3 Une fonction f(x) est continûment différentiable ou de classe C1, si f(x) est différen-tiable au sens de Fréchet en tout point x ∈ V et si l’application x→ Df(x) est continue 2.
 Si f(x) une fonction de V dansW différentiable en tout point, on définit l’application dérivée commeune application de V dans l’ensemble des applications linéaires continues de V dans W par f ′(x) =Df(x). Si F (x) est une fonction de V dans R, et si le gradient existe en tous points, par abus delangage on écrira parfois F ′(x) = ∇F (x), l’application dérivée devient ainsi une application de Vdans V .On retrouve une fonction à partir de sa dérivée par intégration sur un chemin :
 Proposition 2 Pour tout chemin x(t), 0 ≤ t ≤ 1 défini dans V
 F (x(1)) = F (x(0)) +∫ 1
 0F ′(x).x′(t) dt
 Cela résulte par intégration de la formule
 F (x(t))′ = DF (x(t)).x′(t)
 Formulaire
 Pour calculer une différentielle on appliquera la formule (1.1) pour se ramener à une fonctiond’une variable et les règles ci-dessous, qui sont des conséquences immédiates de (1.1) et des propriétésde la dérivée d’une fonction d’une variable. Si f et g sont des applications de V dans W
 D(f + g)(x) = Df(x) +Dg(x)
 Si g est une application de W dans Z
 D(g f)(x) = Dg(f(x)) Df(x)
 Df−1(y) = (Df(f−1(y))−1
 Si f et g sont des applications de V dans W et (., .) une application bilinéaire sur W
 D(f(x), g(x)).h = (Df(x).h, g(x)) + (f(x), Dg(x).h)
 Dans le cas de fonctions à valeurs dans R on a donc en particulier la règle de Leibnitz
 D(F (x)G(x)).h = G(x)DF (x).h+ F (x)DG(x).h
 et si F (x) 6= 0
 D(1
 F (x)).h = −DF (x).h
 F 2(x)On en déduit en particulier le
 2La différentielle est une application linéaire continue de V dans W , on définit sa norme par
 ‖Df(x)‖ = supx
 (‖Df(x).h‖
 ‖h‖ )
 la continuité de l’application x → Df(x) est définie par rapport à cette norme
 11 Mathématiques 2
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 Théorème 1 L’ensemble des fonctions différentiables (au sens de Gateaux ou de Fréchet) est stablepar addition, multiplication, composition.
 Gradient et dérivées partielles
 Soit V un espace de dimension finie et un produit scalaire noté 〈x, y〉, et soit F une fonction deV dans R différentiable en x. Il existe alors un vecteur, le gradient, noté ∇F (x), tel que
 DF (x).h = 〈∇F (x), h〉
 Le gradient dépend du produit scalaire choisi. Si V = Rn et si le produit scalaire est le produit scalairecanonique, on retrouve la définition usuelle du gradient
 ∇F (x) = (∂F
 ∂x1, ...,
 ∂F
 ∂xi, ...,
 ∂F
 ∂xn)t
 Rappelons que, intuitivement, le gradient définit la direction de plus grande pente, et que cette direc-tion est perpendiculaire à la surface équipotentielle F (x) = Cte.On peut étendre cette définition au cas où V est un espace de Hilbert. Plus généralement , si V est unespace de fonctions continues u(x) et si il existe une fonction g telle que
 DF (u).h =∫
 ghdx
 nous écrirons que ∇F (u) = g.Remarque : dans ce cas on appelle parfois la fonction∇F (u) la dérivée fonctionnelle de F (u), notéealors δF (u)
 δu .
 Matrice jacobienne et Hessien d’une fonction
 Définition 4 Si V = W = Rn la différentielleDf(x) est une application linéaire sur Rn représentéedonc par une matrice Jf(x), appelée matrice jacobienne, de coefficients
 Jf(x)i,j =∂fi(x1, ..., xn)
 ∂xj
 Soit V = Rn et F (x) une fonction différentiable en tout point. Si f(x) = F ′(x) = ∇F (x) estune application différentiable de Rn dans Rn (nous dirons que F (x) est deux fois différentiable),nous admettrons (lemme de Schwartz) que la matrice jacobienne Jf(x) est symétrique par rapport auproduit scalaire canonique.
 Définition 5 On appelle Hessien de la fonction F (x), que nous noterons HF (x) la matrice symé-trique
 HF (x) = JF ′(x)
 de coefficients
 HF (x)i,j =∂2F (x)∂xixj
 ECP 2006-2007 12
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 Le Hessien de la fonction F (x), supposée deux fois différentiable, permet de calculer la dérivéeseconde dans toute les directions
 d2
 dλ2F (x+ λh)λ=0 = 〈HF (x)h, h〉
 Proposition 3 Une fonction F (x) deux fois différentiable, admet un développement limité au secondordre
 ∀h ∈ V F (x+ h) = F (x) + 〈∇F (x), h〉+ 12〈HF (x)h, h〉+ ε(h)‖h‖2
 où limh→0 ‖ε(h)‖ = 0.
 1.1.2 Exemples et applications élémentaires de différentielles
 Fonctions quadratiques
 Soit V = Rn, A une matrice, de dimension n, symétrique définie positive 3, b ∈ Rn.• Soit F (x) = 1
 2〈Ax, x〉 − 〈b, x〉, nous allons montrer que
 DF (x).h = 〈Ax− b, h〉
 et, pour le produit scalaire canonique
 ∇F (x) = Ax− b
 Le plus simple est de calculer directement l’expression
 ∀h ∈ V DF (x).h =d
 dtF (x+ λh)|λ=0
 On développe en λ et on garde le coefficient d’ordre 1 en λ, soit 12(〈Ax, h〉+〉Ah, x〉) − 〈b, h〉 et,
 compte tenu de la symétrie de A, 〈Ax, h〉 − 〈b, h〉, d’où
 DF (x).h = 〈Ax− b, h〉
 La fonction dérivée est doncF ′(x) = ∇F (x) = Ax− b
 qui est une application de Rn dans Rn. On en déduit
 F ′(x+ h)− F ′(x) = Ah
 et donc, par définition, la matrice jacobienne de F ′(x) qui est aussi le hessien de F (x)
 JF ′(x) = HF (x) = A
 • Les points pour lesquels DF (x) = 0 sont donc solution de Ax = b. Si la matrice A est symétriquedéfinie positive4l’extrémum est unique car le système a alors au plus une solution et c’est un minimum
 3i.e. ∀x 6= 0 ∈ Rn〈Ax, x〉〉04i.e. ∀x 6= 0 〈Ax, x〉 〉0
 13 Mathématiques 2
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 local d’après le théorème (2). En fait c’est un minimum global comme nous le verrons dans le chapitre2.La résolution d’un système linéaire à matrice symétrique définie positive
 Ax = b
 est donc équivalente à la recherche de la solution du problème d’optimisation
 minx∈Rn
 12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉
 Nous étudierons dans le chapitre 3 des méthodes d’optimisation bien adaptées à ce problème.
 Fonctions vectorielles
 Soit V = W = Rn et l’application de V dans W définie par f(x) = Ax + x3, où A est unematrice. Soit ∆(x) la matrice diagonale telle que ∆i,i = 3x2
 i .
 Df(x).h =d
 dtf(x+ th)|t=0 = Ah+ ∆h = (A + ∆(x))h
 On en déduit que la matrice jacobienne de f au point x est
 Jf(x) = A + ∆(x)
 “Quotient de Rayleigh”
 Soit V = Rn, A une matrice symétrique de dimension n, b ∈ Rn.• Soit
 F (x) =< Ax, x >< x, x >
 Calculons DF (x).On utilise cette fois les règles de calcul ; avec un peu d’habitude on peut calculer directement avec lesdifférentielles, mais l’objet “différentielle” est une application linéaire qui n’est pas toujours facile àreprésenter (comment noter une application linéaire entre matrices ?), il est donc prudent de toujoursappliquer la différentielle à un vecteur pour ne manipuler que des objets tels que DF (x).h qui sontdu même type que F (x) : si F (x) est un réel, c’est un réel, si F (x) est une matrice, c’est une matrice...
 DF (x).h =1
 < x, x >D < Ax, x > .h− < Ax, x >
 < x, x >2D < x, x > .h
 soit encore
 DF (x).h = 21
 < x, x >< Ax, h > −2
 < Ax, x >< x, x >2
 < x, h >
 et, en arrangeant
 DF (x).h = 2 << x, x > Ax− < Ax, x > x
 < x, x >2, h >
 ECP 2006-2007 14
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU CALCUL DIFFÉRENTIEL 15
 et donc
 ∇F (x) = 2< x, x > Ax− < Ax, x > x
 < x, x >2
 • Quels sont les points pour lesquels DF (x) = 0 ?Ce sont les points pour lequel le gradient est nul, c’est à dire
 Ax =< Ax, x >< x, x >
 x
 Ce sont donc des vecteurs propres.Application (le "quotient de Rayleigh") : on peut en en déduire que la formule
 λ =< Av, v >< v, v >
 permet le calcul de la valeur propre λ1 associée à un vecteur propre v1 avec une erreur au secondordre par rapport à v, si on suppose que v est une approximation de v1.On pose v = v1 + h, on a
 λ = λ1 +DF (v1).h+12< HF (v1)h, h > +O(|h|3)
 Or DF (v1) = 0 d’où le résultat|λ1 − λ| ≤ Cte‖h‖22
 1.1.3 Théorèmes fondamentaux
 Caractérisation des extrémums
 Soit F (x) une fonction de V dans R. On note Br(x) la boule de centre x et de rayon r. Un pointx est un minimum local si
 ∃r ∀y ∈ Br(x) F (x) ≤ F (y)
 Théorème 2 Si x ∈ V est un minimum local de F (x) alors Df(x) = 0. Si V = Rn le Hessien estsemi-défini positif5.Réciproquement, si V = Rn :si DF (x) = 0 et si il existe une boule Br(x) telle que le Hessien est semi-défini positif, alors x estun minimum local.
 Voir les exercices pour des exemples.
 Caractérisation des applications qui sont des gradients
 Théorème 3 Soit V = Rn. Soit f est une application C1 de V dans V . Il existe une fonction (dite“potentielle”) F (x), définie à une constante près, telle que f(x) = ∇F (x) si et seulement si la
 5i.e. ∀h ∈ V, 〈HF (x)h, h〉 ≥ 0.
 15 Mathématiques 2

Page 16
                        

16 Optimisation
 matrice jacobienne Jf(x) est symétrique.On a alors pour tout chemin x(t), 0 ≤ t ≤ 1 défini dans V
 F (x(1)) = F (x(0)) +∫ 1
 0〈f(x(t)), x′(t)〉 dt
 La condition est nécessaire puisque Jf(x) = HF (x), qui est une matrice symétrique. Pour la ré-ciproque on montre que l’intégrale ne dépend que de l’origine et de l’extrémité du chemin si etseulement Jf(x) est symétrique, ce qui rend donc la définition de la fonction F (x) cohérente.Si n = 3 on peut considérer que l’application f(x) définit un vecteur au point x ∈ R3, la nullitéde la partie antisymétrique de Jf(x) équivaut à la nullité du rotationnel du champ de vecteur f(x),on retrouve une condition bien connue en physique sur l’existence d’un potentiel (pour un champélectrique par exemple) si le rotationnel du champ de vecteurs est nul.La solution d’un système d’équations qui s’écrit f(x) = 0 est donc un point stationnaire d’unefonction potentielle si la matrice Jf(x) est symétrique. L’existence de principes du minimum dansla plupart des théories physiques explique pourquoi des équations d’équilibres écrites sous la formed’un système f(x) = 0 sont associées à des matrices Jf(x) symétriques ( si elles sont correctementécrites ! Car la symétrie d’un système se perd si on permute ou combine deux équations).
 Théorème de l’application ouverte
 Théorème 4 Soit V et W deux espaces de Banach. Si f est une application C1 de V dans W et siDf(x0) est surjective alors il existe une boule Bρ(f(x0)) autour de f(x0), telle que
 Bρ(f(x0)) ⊂ f(V )
 Ce résultat, que nous utiliserons ultérieurement, implique que si l’ensemble image f(V ) ne recouvrepas W , le point f(x0) ne peut pas être sur la frontière de f(V ).
 Théorème de l’inverse local
 Théorème 5 Soit V et W deux espaces de Banach. Si f est une application C1 de V dans W et siDf(x0) est inversible alors il existe une boule Bρ(f(x0)) autour de f(x0), une fonction g(y) définiesur Bρ(f(x0)) et une boule Br(x0) autour de x0 telles que
 ∀x ∈ Br(x0) g(f(x)) = x
 En particulier ce théorème implique que si Df(x0) est inversible et si f(x0) = 0 l’équation f(x) = badmet une solution (proche de x0) si ‖b‖ est petit, c’est donc un théorème d’existence locale d’unesolution d’un système d’équations non linéaires quand le système linéarisé admet une solution unique.Par exemple, si A est une matrice inversible et V = W = Rn, le système non linéaire
 f(x) = Ax+ x3 = b
 admet (au moins) une solution si ‖b‖ est petit car la différentielle Df(0) = A est inversible.
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 Théorème des fonctions implicites
 Théorème 6 Soit V , W , Z trois espaces de Banach. Soit f est une application C1 de V ×W dansZ et on suppose qu’il existe un couple (x0, y0) tel que f(x0, y0) = 0. Si Dyf(x, y) est injective alorsil existe une boule Br(x0) autour de x0, une fonction g(x) de Br(x0) dans W telles que
 ∀x ∈ Br(x0) f(x, g(x)) = 0
 Par exemple, en prenant W = Z = Rn, V = Rp ce théorème montre que les solutions d’un systèmenon linéaire de n équations en y f(λ1, . . . , λp, y) = 0 sont localement des fonctions des paramètres(λ1, . . . , λp, y) si les vecteurs ∂
 ∂yif(λ1, . . . , λp, y) sont indépendants.
 1.1.4 Applications
 Différentielle d’une valeur propre comme fonction de la matrice
 Soit V = Rn, A une matrice symétrique de dimension n. On peut considérer une valeur propre(par exemple la ième) comme une fonction λ(A) de la matriceA. Soit v(A) le vecteur propre associé.
 Montrons que
 dλ(A).B =v(A)tBv(A)v(A)tv(A)
 Cette formule permet de calculer la sensibilité d’une fréquence propre d’une structure par rapport àdes paramètres de la structure, par exemple la sensibilité d’une fréquence propre de la caisse d’unevoiture par rapport à l’épaisseur des tôles ou la sensibilité d’une fréquence propre de vibration d’untreillis par rapport à la variation des sections des barres.
 On part de la définition de la valeur propre et du vecteur propre
 Av(A) = λ(A)v(A)
 et donc ∀ε ∈ R(A+ εB)v(A+ εB) = λ(A+ εB)v(A+ εB)
 On dérive par rapport à ε et on fait ε = 0
 Bv(A) +A(Dv(A).B) = Dλ(A).Bv(A) + λ(A)(Dv(A).B)
 et on multiplie à droite par v(A)t
 v(A)tBv(A) + v(A)tA(Dv(A).B) = Dλ(A).Bv(A)tv(A) + λ(A)v(A)t(Dv(A).B)
 Mais v(A)tA = λ(A)v(A)t donc les deux termes de droite de chaque membre s’éliminent et il vient
 v(A)tBv(A) = Dλ(A).Bv(A)tv(A)
 d’où le résultat demandé.
 17 Mathématiques 2

Page 18
                        

18 Optimisation
 Systèmes non linéaires et optimisation
 Considérons un système non linéaire de n équations à n inconnues
 f(x) = 0
 defini par une application f(x) de Rn dans lui même.
 L’étude générale de l’existence et du nombre des solutions d’un tel système est un problèmedifficile, il n’existe pas, comme pour les systèmes linéaires, de critère d’existence. Mais si il existeune fonction “potentielle” F (x) telle que
 f(x) = ∇F (x)
 les solutions du système sont les points stationnaires de F (x). Or l’étude de la fonction F (x) permetsous certaines conditions d’affirmer l’existence d’au moins une solution, son éventuel unicité ou laprésence d’un nombre minimal de solutions. Pour l’existence on utilisera la proposition
 Proposition 4 Si F (x) tend vers +∞ quand ‖x‖ tend vers l’infini alors F (x) admet au moins unminimum et le système f(x) = 0 admet donc au moins une solution.
 Nous verrons au chapitre 2 que si la fonction F (x) est strictement convexe ce minimum est unique.Des conditions supplémentaires permettent d’affirmer l’existence de plusieurs points stationnaires deF (x).
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 FIG. 1.1 – Equipotentielle de F(x) : à gauche −λ2 < −λ1 < λ, à droite −λ2 < λ < −λ1
 Exemple d’étude d’un systèmes non linéaire
 Considérons, en passant informellement sur les détails, un exemple avec n = 2 et
 f(x) = Ax+ λx+ x3 = 0 (1.2)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU CALCUL DIFFÉRENTIEL 19
 où A est une matrice symétrique définie positive, de valeurs propres 0 < λ1 < λ2 , λ une constante.Ce système admet une solution triviale x = 0. On vérifie que, si
 F (x) =12〈(A + λId)x, x〉+
 ∑j
 x4j
 4
 on af(x) = ∇F (x)
 Si λ > −λ1 alors la matrice A + λId toutes ses valeurs propres positives et est donc définie positive.La fonction F (x) tend vers l’infini à l’infini, elle admet donc un minimum. Or le hessien de F (x) en0 est
 HF (0) = A + λId
 Le point 0 est donc un minimum local de F (x), nous verrons au chapitre 2 que c’est le seul car lafonction F (x) est dans ce cas strictement convexe, voir la figure (1.1). Le système (1.2) admet uneseule solution.
 Si −λ2 < λ < −λ1, voir la figure (1.1), le point 0 n’est plus un minimum mais un “col” carHF (0) = A + λId a alors une valeur propre négative. La fonction F (x) tend vers l’infini à l’infini
 car le terme∑
 j
 x4j
 4 est dominant. Il existe donc x1 6= 0 qui réalise le minimum de F (x), mais commeF (x) est pair (F (−x) = F (x)) le point x2 = −x1 est aussi minimum. Ce qui fait donc 3 solutions0, x1, x2 pour le système (1.2).
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 FIG. 1.2 – Equipotentielle de F(x) : à gauche λ < −λ2 < −λ1 , à droite λ < −2λ2
 Si λ < −λ2 < −λ1, avec λ proche de −λ2, voir la figure (1.2), le point 0 est alors un maximumlocal car le Hessien HF (0) = A + λId est alors défini négatif. La fonction F (x) tend vers l’infini
 à l’infini car le terme∑
 j
 x4j
 4 est toujours dominant. Ce qui fait déjà trois solutions 0, x1, x2 pour le
 19 Mathématiques 2
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 système (1.2). Mais, intuitivement6, entre les deux minimum il existe un points col x3, qui ne peut iciêtre 0 car c’est un maximum local. Par symétrie, il existe donc un autre points col x4 = −x3, ce quifait pour le système (1.2) 5 solutions 0, x1, x2, x3, x4 !
 Si λ < −λ2 < −λ1, avec λ proche de −4λ2, voir la figure (1.2), la point 0 reste un maximumlocal, on observe, sans le montrer, qu’il y quatre minimums et quatre points “col”, ce qui fait 9 solu-tions en tout pour le système (1.2). La situation ne change pas pour des valeurs inférieurs de λ car lesabscisses et les ordonnées des solutions sont solutions d’une équation algébrique de degré 9.
 Voir ci-dessous l’exercice sur l’étude du flambement d’un treillis de barres pour une applicationanalogue mais plus concrète et le paragraphe sur “le calcul des variations” pour une application ana-logue dans le cas l’étude d’un problème différentiel.
 Les principes énergétiques en mécanique appliquées à l’étude d’un treillis de barres
 Dans ce paragraphe nous interprétons l’équivalence des différents principes mécaniques utiliséspour étudier une structure à l’aide du calcul différentiel. Voir le cours de mécanique des milieux conti-nus pour une présentation complète des principes énergétiques en mécanique. Nous nous limitons àl’étude d’un treillis de barres.− La position d’un treillis de barres est définie par un vecteur U ∈ R3n représentant les trois com-posantes des déplacements des n noœuds (ce qui fait donc 3n paramètres). On note J(U) l’énergiepotentielle totale d’un treillis de barres dont la position est définie par U. Par définition
 J(U) = W (U)− V (U)
 où W (U) est l’énergie interne de déformation des barres et V (U) le potentiel des efforts appliquésaux nœuds. Sous l’hypothèse d’un comportement élastique linéaire des barres et de petites déforma-tions l’énergie interne s’écrit
 W (U) =12〈KU,U〉
 où K est une matrice symétrique définie positive et, si les efforts sont constants et définis par unvecteur F le potentiel est le travail des forces appliquées au treillis
 V (U) = 〈F,U〉
 − La différentielle de l’énergie
 DJ(U).V = 〈KU− F,V〉
 est le travail de l’ensemble des efforts appliqués aux noœuds pour un (physiquement petit) déplace-ment V. Le gradient de l’énergie
 ∇J(U) = KU− F6Ce point est un peu délicat à montrer. On notera que si on monte d’un minimum vers le col et si on redescend vers
 l’autre minimum on définit un chemin allant d’un minimum à l’autre dont le point le plus élevé est le col et que, parmitous les chemins allant d’un minimum à l’autre, l’altitude la plus élevée sur ces chemins est supérieure à celle du col. Enconsidérant parmi les chemins allant d’un minimum à l’autre un chemin dont l’altitude la plus élevée est minimum, onmontre que ce chemin passe nécessairement par un col !
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU CALCUL DIFFÉRENTIEL 21
 est un vecteur dont une composante est la projection sur un axe de la résultante de tous les effortsappliqués en un noœud pour une position définie par le vecteur U.− D’après le théorème de l’énergie potentielle totale : la position d’équilibre du treillis est un mini-mum de l’énergie potentielle totale.On en déduit, en écrivant que la différentielle de l’énergie est nulle, le principe des travaux virtuels :si le treillis est en équilibre, le travail des efforts appliqués au treillis est nul pour tout déplacement.On en déduit enfin que le gradient de la fonction énergie est nul et on obtient ainsi les équationsd’équilibre du treillis
 ∇J(U) = KU− F = 0
 i.e. que la somme des efforts internes et externes appliqués sur un noœud est nulle.− Plus généralement, si les barres ont un comportement non linéaire, et si on définit d’abord lesefforts internes, on pose que la structure est en équilibre si le vecteur f(U), qui représente la sommedes efforts appliqués sur chaque noœud, est nul ; le travail pour un petit déplacement δU des noœudsest alors 〈f(U), δU〉 et donc le travail total des efforts appliqués pour un chemin de déformationU(t), avec 0 ≤ t ≤ 1 est ∫ 1
 0〈f(U(t)),U′(t)〉dt
 Si le travail total sur un chemin ne dépend pas du chemin parcouru, alors il existe une fonctionpotentielle
 J(U) =∫ 1
 0〈f(U(t)),U′(t)〉dt
 (où U(0) = U0 est une position de référence et U(1) = U), qui s’interprète comme l’énergie po-tentielle du système et qui est telle que ∇J(U) = f(U), c’est le cas de l’élasticité non linéaire etdes grandes déformations. Noter que le travail est indépendant du chemin parcouru si la matrice jaco-bienne Jf(U) est symétrique, d’après (3).− L’équivalence des trois principes classiques de la mécanique du solide n’est donc qu’une applica-tion des théorèmes de calcul différentiel.
 Le “calcul des variations”
 On appelle traditionnellement “calcul des variations” le calcul des différentielles de fonctionsJ (v) définies par des intégrales d’une fonction v(x) et de ses dérivées. Nous allons en voir quelquesexemples. Soit V0 l’espace des fonctions de C1([0, 1]) telle que v(0) = v(1) = 0 et g(x, y, t) ∈C1(R3). On définit sur V0 la fonction
 J (u) =∫ L
 0g(x, u(x), u′(x)) dx (1.3)
 • Calculons DJ (u).
 DJ (u).v =d
 dtJ (u+ tv)|t = 0 =
 d
 dt(∫ L
 0g(x, u+ tv, u′ + tv′) dx)|t=0
 21 Mathématiques 2
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 On dérive sous le signe somme
 DJ (u).v =∫ L
 0
 ∂g
 ∂u(x, u, u′)v +
 ∂g
 ∂u′(x, , u, u′)v′ dx
 • Calculons ∇J (u).Ajoutons des hypothèses de régularité sur la fonction g et sur u : u, g ∈ C2. Il vient en intégrant parpartie le terme v′ et en tenant compte de ce que le crochet est nul
 DJ (u).v =∫ L
 0(∂g
 ∂u(x, u, u′)− d
 dx
 ∂g
 ∂u′(x, u, u′))v(x) dx (1.4)
 et, en introduisant le produit scalaire de L2([0, L])
 DJ (u).v = 〈− d
 dx
 ∂g
 ∂u′(x, u, u′) +
 ∂g
 ∂u(x, u, u′), v〉 (1.5)
 D’où le résultat, avec les précautions d’usage sur la notion de gradient, et en n’oubliant pas queu ∈ V0,
 ∇J (u) = − d
 dx
 ∂g
 ∂u′(x, u, u′) +
 ∂g
 ∂u(x, u, u′) (1.6)
 • On en déduit qu’un extrémum de la fonction J (v) vérifie l’équation d’Euler
 − d
 dx(∂g
 ∂u′) +
 ∂g
 ∂u= 0 (1.7)
 Application à des fonctions usuelles
 • Soit p > 1 et V = Lp([0, 1])
 J(u) =∫ 1
 0
 1p|u|p dx
 il vient, en refaisant directement le calcul
 DJ(u).v =d
 dλJ(u+ λv)|λ=0 =
 ∫ 1
 0|u|p−2uv dx = 〈|u|p−2u, v〉
 donc∇J(u) = |u|p−2u
 • Soit V = u / u ∈ C2(([0, 1]), u(0) = u(1) = 0 et
 J(u) =∫
 R
 12u′
 2dx
 il vient, en refaisant directement le calcul
 DJ(u).v =d
 dλJ(u+ λv)|λ=0 =
 ∫ 1
 0u′v′ dx = 〈−u′′ , v〉
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 donc∇J(u) = −u′′ (1.8)
 • Soit V = u / u ∈ C2(([0, 1]), u(0) = u(1) = 0 et
 J (u) =∫ 1
 0
 12u′(x)2 +
 12v(x)2 − f(x)u(x) dx
 on a en utilisant les notations et les résultats établis ci-dessus
 g(x, u, u′) =12u′(x)2 +
 12v(x)2 − f(x)u(x)
 et donc
 (∂g
 ∂u′) = u′ (1.9)
 et
 (∂g
 ∂u) = u− f (1.10)
 d’où
 ∇J (u) = − d
 dx(∂g
 ∂u′) +
 ∂g
 ∂u= −u′′ + u− f (1.11)
 et donc, si u est un minimum de J (v) sur V0
 −u′′ + u = f (1.12)
 u(0) = u(1) = 0 (1.13)
 Nous verrons dans la séance suivante pourquoi ce minimum est unique.
 Un exemple classique du calcul des variations : formalisme Lagrangien en mécanique
 On étudie la trajectoire d’une particule de masse m dans un champ de force Newtonien (i.e. àaccélération centrale en 1
 r2 ).Notations :
 – 1 variable : le temps t ∈ [0, T ]– 3 fonctions inconnues : les coordonnées d’un point matériel.– u = u(t) avec u(t) = (u1(t), u2(t), u3(t)) ∈ R3
 – V (u) est le potentiel dont dérive le champ de force (i.e. V (u) = M‖u‖2 pour un champ de force
 newtonien F (u) = −∇V (u) = − M‖u‖22
 u‖u‖2 associé à une masse centrale M ).
 – Le “lagrangien” du problème pour une particule de masse m dans le champ défini par le poten-tiel V (u) est par définition :
 h(t, u, u′) =12m〈u′, u′〉 − V (u)
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 D’après le principe de Hamilton-Lagrange, la trajectoire de la particule est un extrémum de l’intégraled’action Lagrangienne
 J (u) =∫ 1
 0h(t, u(t), u′(t)) dt
 parmi toutes les trajectoires de même origine u(0) et de même extrémité u(t).C’est donc un extrémum par rapport à chacune des fonction u1, u2, u3. En écrivant les équationsd’Euler (1.7) pour chacune des fonction u1, u2, u3, on obtient les équations d’Euler-Lagrange :
 Pour i = 1, 3 − ∂
 ∂t(∂h
 ∂u′i) +
 ∂h
 ∂ui= 0 (1.14)
 d’où
 Pour i = 1, 3 −mu′′i (t) +− ∂
 ∂uiV (u) = 0 (1.15)
 Si on définit le champ de forces F (u) = −∇V (u), on retrouve la formulation de la dynamique deNewton :
 mu′′(t) = F (u) (1.16)
 1.2 Exercices corrigés
 1.2.1 Quelques applications au calcul matriciel
 Différentielle de l’application inverse
 Soit V =Mn(R) l’espace des matrices réelles de dimension n. Soit f l’application de V dans Vdéfinie par f(A) = A−1 et h ∈ V , montrons que, pour tout B ∈ V
 Df(A).B = −A−1BA−1
 Dém. : Le point de départ du calcul est la définition de l’inverse f(A)A = Id ; le produit de deuxmatrices est bilinéaire, on peut donc utiliser la règle de calcul
 ∀B ∈Mn(R), D(f(A)g(A)).B = (Df(A).B)g(A) + f(A)(Dg(A).B)
 donc ici, g(A) = A
 D(f(A)A).B = (Df(A).B)A + f(A)B
 Or f(A)A = Id (i.e. l’application A→ f(A)A est l’application constante qui à A associe l’identitéId), donc D(f(A)A) = 0 et
 Df(A).B = −f(A)BA−1 = −A−1BA−1
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 Différentielle de l’application “similitude”
 SoitV = Mn(R), M ∈ V et f l’application de V dans R définie par f(A) = A−1MA etB ∈ V , montrons que
 Df(A).B = −A−1Bf(A) + f(A)A−1B
 Dém. : On utilise la bilinéarité du produit et le résultat précédent
 Df(A).B = −(A−1BA−1)MA + A−1MB
 Soit, en arrangeant le résultat et en notant [A,B] = AB−BA
 Df(A).B = [f(A),A−1B]
 notamment la différentielle calculée au point A = Id (on a alors f(Id) = M) est
 Df(Id).B = [M,B]
 Différentielle du déterminant
 SoitV =Mn(R). On considère la fonction
 F (A) = detA
 Proposition 5 Si B ∈ VDF (A).B = det(A)tr(A−1B)
 Démontrons d’abord le cas particulier A = Id
 d
 dtdet(Id+ tB)|t=0 = tr(B)
 Il suffit de déterminer le coefficient de t dans le développement du déterminant. On écrit par exemple
 det(Id+ tB) = tn det(1tId+ B)
 Or en utilisant une propriété classique du polynôme caractéristique det(B−λId) de B, le coefficientde λn−1 = (−1
 t )n−1 est tr(B), le coefficient de t dans le polynôme en t det(Id + tB) est donc
 tr(B), d’où le résultat.Il vient, dans le cas général
 DF (A).B =d
 dtdet(A + tB)|t=0 = det(A det(Id+ tA−1B)|t=0 = det(A)tr(A−1B)
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 Une caractérisation de la plus petite valeur propre
 Soit A une matrice symétrique définie positive de dimension n . On considère sur Rn la fonction
 F (x) =12〈Ax, x〉 − ‖x‖2
 avec ‖x‖2 =√〈x, x〉.
 Cette fonction tend vers +∞ à l’infini car la partie quadratique, qui est définie positive, est dominante.Elle admet donc au moins un minimum sur Rn (a priori deux minimums opposés puisque F (−x) =F (x)).Montrons d’abord la proposition
 Proposition 6 Les extrémums de F (x) sont des vecteurs propres v de A, normalisés par ‖v‖2 = 1λ ,
 où λ est la valeur propre associée à v.
 Dém : Soit h ∈ Rn. Calculons DF (v).h, où DF (v) est la différentielle, et le gradient∇F (x).On a, en utilisant directement la formule (1.1)
 DF (v).h = 〈Ax, h〉 − 〈x, h〉√〈x, x〉
 et donc∇F (x) = Ax− x√
 〈x, x〉Un extrémum de F (x) est un point où le gradient est nul, il vérifie donc
 Ax =x√〈x, x〉
 c’est donc un vecteur propre associé à la valeur propre λ = 1√〈x,x〉
 = 1‖x‖2 et donc
 ‖x‖2 =1λ
 D’autre part le Hessien de F (x) est
 HF (x) = A− 1‖x‖2
 Id+xxt
 ‖x‖32où Id est la matrice identité et x est ici considéré comme une matrice (n, 1), xxt est donc la matricede coefficients xixj .En effet si nous posons f(x) = ∇F (x) = Ax − x√
 〈x,x〉, on a par définition du hessien, qui est la
 matrice jacobienne de f(x), que nous déduisons du calcul de la différentielle de l’application f(x)
 HF (x).h =d
 dtf(x+ th)|t=0 = Ah− h√
 〈x, x〉+x〈x, h〉‖x‖32
 HF (x).h = (A− 1√〈x, x〉
 Id+1‖x‖32
 xxt)h
 d’où le résultat (mais le lecteur peut préférer calculer les dérivées partielles seconde de F (x) !).Soit λ1 < ...λi... ≤ λn les valeurs propres de A. Montrons la proposition
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 Proposition 7 Le vecteur propre v1 associé à la plus petite valeur propre λ1 de A, normalisé (ausigne près) par ‖v1‖2 = 1
 λ1est un minimum pour F (x).
 Dém : Il suffit de montrer que le hessien HF (v1) est défini positif, en montrant qu’il a toutes sesvaleurs propres positives. Nous allons montrer que la matrice HF (v1) a les mêmes vecteurs propresque A avec des valeurs propres positives, en effet
 HF (v1)vi = Avi − λ1vi + λ31v1v
 t1vi
 Si i 6= 1 on a vt1vi = 0 puisque deux vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes d’une
 matrice symétrique sont orthogonaux, donc
 HF (v1)vi = λivi − λ1vi
 vi est donc un vecteur propre de HF (v1 et la valeur propre associée est λi − λ1 > 0.Si i = 1
 HF (v1)v1 = Av1 − λ1v1 + λ31v1v
 t1v1 = λ3
 1vt1v1v1 = λ1v1
 ici encore la valeur propre est positive.En étudiant le Hessien HF (vi) pour i 6= 1 on vérifierait de la même manière qu’il n’est pas définipositif et donc que le minimum absolu de F (x) est atteint en v1. Cette caractérisation de la pluspetite valeur propre permet de définir un algorithme très efficace de calcul en appliquant une méthoded’optimisation (cf. chapitre 3) à la recherche du minimum de la fonction F (x).
 1.2.2 Une application non triviale : étude du flambement d’une structure
 Le “flambement” ou “flambage” est un des risques majeurs des structures élancées comme lesgrues ou les pylônes. C’est une propriété des solides soumis à des efforts intenses du fait de la nonlinéarité fondamentale des équations de l’élasticité (non linéarité “géométrique”). Nous allons étudierla situation très simple d’une poutre comprimée dont on sait que le comportement en flexion peut êtrereprésenté de façon approximative par un système de barres reliées par des rotules.Ce problème a de nombreuses extensions dans tous les domaines, en mathématiques c’est un casparticulier de “la théorie des bifurcations”.
 Équations d’équilibre
 On considère un système de n barres reliées par des rotules et des ressorts à spirales (fig. 1.3)entre elles et aux deux extrémités A et B. Le nœud B est fixé, le nœud A peut glisser verticalementcomme horizontalement. On exerce une force F sur le nœud A, dirigée verticalement, et on supposeque la déformation du système se fait dans un plan vertical7.− Toutes les barres ont la longueur L.− Tous les ressorts à spirales ont une raideur k (i.e. le ressort soumis à une rotation d’angle θ exerceun couple C = kθ).− On note φi l’angle de la barre i avec la verticale.− On paramètre la position de la structure par les angles φi et on note x = (φ1, . . . , φi, . . . , φn)t le
 7Certaines de nos hypothèses sont peu naturelles mais simplifient l’exposé...
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 AA
 BB
 φφ11
 φφ22
 φφnn−1 φφnn
 11
 22
 33
 44
 n− 1
 n.
 FF
 LL
 LL
 FIG. 1.3 – Système de n barres articulées
 vecteur qui représente la position de la structure.• Les équations d’équilibre s’écrivent
 kAx = FL sinx (1.17)
 où nous avons noté sinx le vecteur
 sinx = (sinφ1, . . . , sinφi, . . . , sinφn)t
 et
 A =
 2,−1, 0, ..., ..., 0−1, 2,−1, 0, ..., 0..., ..., ..., ..., ..., ...0, ..., 0,−1, 2,−10, ..., ..., 0,−1, 2
 (i.e. Ai,i = 2, Ai,j = −1 si |i− j| = 1, Ai,j = 0 si |i− j| > 1)Dém. :Si on écrit les équations d’équilibre des forces exercées sur chaque barre, en projetant sur l’axe verti-cal, on obtient que chaque barre est soumise sur ses deux extrémités à la force F (resp. −F ).On écrit l’équilibre des moments en une extrémité i la barre i (i = 2, ..., n − 1) (Deux couples dus
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 aux ressorts, et une force F en i+ 1), il vient
 k(φi+1 − φi)− k(φi − φi−1) + F L sinφi = 0
 Les cas des deux extrémités se traitent de manière semblable.• La matrice A est symétrique définie positive et vérifie
 〈Ax, x〉 = φ21 +
 n∑i=2
 (φi − φi−1)2 + φ2n
 Dém. :Il vient, par définition, en ajoutant par convention φ0 = φn+1 = 0
 〈Ax, x〉 =n∑
 i=1
 (−k(φi+1 − φi) + k(φi − φi−1))φi
 d’où le résultat, en développant la somme et en réarrangeant les termes carrés φ2i et produits φiφi−1
 pour faire apparaître (φi − φi−1)2.• Soit G(x) la fonction définie sur Rn par
 G(x) =∑
 i
 L(1− cosφi)
 et soit J (x) la fonction définie sur Rn par
 J (x) =k
 2〈Ax, x〉 − F G(x)
 On a∇J (x) = kAx− F ∇G(x) = kAx− (..., F L sinφi, ...)t
 Dém. :La différentielle de k
 2 〈Ax, x〉 a été calculée en cours, c’est h→ 〈kAx, h〉, son gradient est kAx. Legradient du second terme est calculé directement par les dérivées partielles
 ∇G(x) =∂G
 ∂φi= (..., L sinφi, ...)t
 D’où le résultat.• On en déduit qu’une solution du système (1.17) est un point stationnaire de J (x) (i.e.∇J (x) = 0).• Les deux termes de la fonction J (x) s’interprètent d’un point de vue mécanique. Le premier termeest la somme des énergies de déformation de chaque ressort ((k θ2
 2 ), où θ est l’angle de rotation) c’estdonc l’énergie interne de la structure déformée. Le deuxième terme est le travail de la force verticaleF en partant de la position x = 0 puisque le point A se déplace d’une hauteur
 ∑i L(1 − cosφi).
 J (x) est donc l’énergie potentielle totale Uint −W associée à une déformation de la structure.Notons qu’il est très facile de déterminer l’expression de l’énergie en fonction des paramètres de lastructure, ici les angles, et d’en dériver ensuite les équations d’équilibre : c’est la meilleure façon, laplus “automatique”, d’écrire les équations d’équilibre.
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 Étude de la stabilité de l’équilibre
 Mêmes hypothèses et notations que dans le paragraphe précédent. Nous allons partiellement éta-blir le résultat suivant
 Proposition 8 Il existe une valeur critique de la force Fc telle que si F ≤ Fc la seule positiond’équilibre est la position droite (x = 0) et si F > Fc la position droite est instable mais il existedeux positions stables fléchies.
 • On aJ (x) ≥ kλ1〈x, x〉 − F
 ∑i
 L(1− cosφi) ≥ kλ1〈x, x〉 − 2nFL
 d’oùlim
 ‖x‖→∞J (x) = +∞
 (Rappel : ∀x ∈ Rn 〈Ax, x〉 ≥ λ1〈x, x〉 car λ1 est la plus petite valeur propre de A).• Calculons le hessien HJ (x) de la fonction J (x).Le Hessien est la matrice des dérivées secondes et vérifie
 〈HJ (x)h, h〉 =d2
 dλ2J (x+ λh)|λ=0
 Le Hessien du premier terme k2 〈Ax, x〉 deJ (x) est kA, tandis que celui du deuxième termeFG(x) =
 F∑
 i L(1− cosφi) est obtenu par le calcul des dérivées partielles : soit D la matrice diagonale dontles termes diagonaux sont Di,i = L cosφi, on a
 HG(x) = D
 D’où le hessien de la fonction J (x)
 HJ (x) = kA− FD(x)
 •Montrons que si F Lk < λ1, le Hessien HJ (x) est symétrique défini positif.
 Dém. :Si FL
 k < λ1 on a, pour h ∈ Rn
 〈HJ (x)h, h〉 = 〈kAh, h〉 − F∑
 i
 Di,ih2i ≥ kλ1〈h, h〉 −
 ∑i
 F (L cosφi)h2i
 d’où, en majorant le cosinus par 1
 〈HJ (x)h, h〉 ≥ kλ1〈h, h〉 − F L∑
 i
 h2i = (kλ1 − F L)〈h, h〉 ≥ 0
 D’où le caractère symétrique défini positif de HJ (x). La fonction J (x) est donc strictement convexe(cf. chapitre 2).• Analyse de la position d’équilibreSi F L
 k > λ1, le point x = 0 vérifie les équations d’équilibre, c’est donc un point stationnaire de
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 J (x). Comme le hessien est défini positif ce point stationnaire est un minimum local. En fait, commeJ (x) est strictement convexe (cf. chapitre 2), ce point stationnaire est unique et c’est un minimumglobal. C’est donc l’unique point d’équilibre de la structure et cet équilibre est stable.• Si F L
 k > λ1, on choisit h = v1 un vecteur propre associé à la plus petite valeur propre λ1 de A ; ilvient au point x = 0
 〈HJ (0)v1, v1〉 = kλ1〈v1, v1〉 − F∑
 i
 L(v1i )
 2 = (kλ1 − F L)〈v1, v1〉 < 0
 La dérivée seconde dans la direction v1 au point x = 0 est donc strictement négative, ce point n’estdonc pas un minimum. Comme la fonction (continue) J (x) tend vers l’infini à l’infini elle admettoujours (au moins un ) minimum (en fait deux symétriques) qui n’est pas x = 0. On en déduit la
 Proposition 9 On appelle valeur critique de la force appliquée à la structure la force
 Fc =kλ1
 L
 − Si F < Fc l’unique position d’équilibre de la structure est la position verticale et elle est stable.− SI F > Fc la position droite est instable, il existe deux positions stables fléchies.
 Une étude plus fine permet de préciser les propriétés de ce minimum (On montre que les angles sonttous positifs, ce qui correspond à une flexion régulière vers la droite ou la gauche) et de mettre enévidence d’autres valeurs critiques associées aux différentes valeurs propres de A à partir desquellesapparaissent des positions d’équilibre (instables, du moins au début) qui correspondent à des flexionsde forme sinusoïdale. Ces positions d’équilibre instables peuvent apparaître transitoirement si on ap-plique brutalement la force F et que l’on observe la dynamique du système : c’est la voiture quis’écrase contre un mur.Noter que les données du problème montrent une symétrie par rapport à un axe vertical et pourtant laposition d’équilibre est dissymétrique : cette “brisure de symétrie” est une des propriétés caractéris-tiques des phénomènes non linéaires.
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Chapitre 2
 Fonctions convexes
 Objectifs
 De même que les espaces vectoriels permettent une interprétation géométrique des problèmes li-néaires, la convexité fournit une interprétation géométrique à de nombreux problèmes non linéaires.Les ensembles convexes définissent un cadre géométrique pour l’étude des inéquations tandis que lesfonctions convexes forment le cadre naturel de l’optimisation, et permettent d’interpréter géométri-quement certaines équations non linéaires.Nous résumons dans cette séance les notions élémentaires sur les ensembles convexes et les fonctionsconvexes, les critères de convexité ainsi que quelques théorèmes classiques.
 2.1 Ensembles convexes
 Notations
 On note V un espace vectoriel normé, x un point de V , F une fonction de V dans R. 〈x, y〉 =∑i xiyi est le produit scalaire canonique de Rn.
 2.1.1 Définitions
 Ensembles convexes
 Une partie C de V est convexe si pour tout couple de points x et y de C le segment [x, y] estentièrement dans C, formellement :
 Définition 6 Ensembles convexesUne partie C ⊂ V est (un) convexe si
 ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1] λx+ (1− λ)y ∈ C
 Noter que contrairement à un usage géométrique, ce n’est pas la sphère qui est convexe mais la boulequ’elle définit.L’intersection de deux convexes (et d’une famille quelconque de convexes) est un convexe.Exemples :
 33
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 − Un demi-espace est un convexe.− Le cône positif de Rn et, plus généralement, un ensemble défini par un système d’inéquationstoutes dans le même sens est un convexe.− Les boules des espaces normés.− Les matrices bistochastiques, i.e. : matrices A à termes positifs ou nuls vérifiant en outre∑
 i
 Ai,j = 1,∑
 j
 Ai,j = 1
 Définition 7 Combinaison convexeOn appelle combinaison convexe de n points xi ∈ V avec les poids λi ≥ 0 tels que
 ∑i λi = 1 le
 point x =∑
 i λixi.
 Remarque : dans Rn toute combinaison convexe de plus de n+ 1 points est en fait une combinaisonde n+ 1 de ces points, c’est un résultat non trivial que nous admettrons.
 Définition 8 Enveloppe convexeL’enveloppe convexe d’une partieE ⊂ V est le plus petit convexe contenantE. C’est aussi l’ensembledes combinaisons convexes des points de E. Si V = Rn les points de l’enveloppe convexe sontcombinaison convexe d’au plus n+ 1 points de E.
 Définition 9 Polyèdre convexeOn appelle polyèdre l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces de Rn, i.e. l’ensemble des pointsvérifiant un système d’inéquations linéaires toutes dans le même sens.
 Un polyèdre borné est aussi l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points, appelés sommets (nousadmettrons cette équivalence, non triviale). Les solutions d’un système de p inéquations linéaires à ninconnues définissent donc un polyèdre dans V = Rn. d’où l’importance de la théorie des polyèdrespour l’optimisation sous contraintes d’inégalité.
 Points extrémaux
 Définition 10 Points extrémauxUn point x ∈ C d’un convexe C est dit extrémal si il n’est pas le milieu de deux points inclus dans C.
 Exemples :− Tous les points du cercle bordant un disque.− Les sommets d’un polyèdre (i.e. on montre que les points extrémaux d’un polyèdre dans Rn sontintersection d’au moins n hyperplans frontières).− Les points extrémaux de l’ensemble des matrices bistochastiques (voir ci-dessus) sont les matricesde permutation, i.e. les matrices formées de 0 et 1 qui ont un seul terme non nul sur chaque ligne etchaque colonne.Le résultat suivant est essentiel pour l’optimisation sous contraintes d’inégalité d’une fonction li-néaire :
 Proposition 10 Le maximum d’une forme linéaire (ou plus généralement d’une fonction convexe)sur un convexe compact est atteint en au moins un point extrémal .
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 (résultat admis). En particulier le maximum d’un fonction linéaire sur un polyèdre borné est atteinten un point sommet.
 2.1.2 Quelques propriétés géométriques
 Théorèmes de séparation
 Nous admettrons le résultat suivant qui comporte de nombreuses extensions et variantes et quiprécise l’idée intuitive que deux convexes peuvent être séparés par un hyperplan.
 Théorème 7 Théorème de séparation 1Soient A et B des convexes d’un espace vectoriel normé V ; si A est d’intérieur non vide et siint(A) ∩ B = ∅ il existe un hyperplan qui sépare A et B, i.e. il existe une forme linéaire continueL(x) telle que
 supx∈A
 L(x) ≤ infx∈B
 L(x)
 En particulier, si A est un convexe d’intérieur non vide et x0 un point du bord de A, en prenant pourB l’ensemble réduit à x0 il existe une forme linéaire continue L(x) telle que
 supx∈A
 L(x) ≤ L(x0)
 ou autrement dit il existe un hyperplan qui passe par x0 et qui laisse le convexe A d’un seul côté ; untel hyperplan est appelé un hyperplan d’appui qui généralise la notion d’hyperplan tangent au borddans le cas où le bors du convexe n’est pas régulier.
 Théorème 8 Théorème de séparation 2Soient A et B des convexes fermés disjoints d’un espace vectoriel normé V , si A est compact1 il
 existe un hyperplan qui sépare strictement A et B, i.e. il existe une forme linéaire continue L(x) etun réel c tels que
 supx∈A
 L(x) < c < infx∈B
 L(x)
 En particulier ce théorème est vrai si A est réduit à un point x0.Nous utiliserons ces théorèmes au chapitre 5.
 Théorème de Krein-Milman
 Nous admettrons les théorèmes suivants
 Théorème 9 Un convexe compact est l’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.
 Ce qui implique en particulier qu’un convexe compact a des points extrémaux... En dimension finien on peut être plus précis, tous les points d’un convexe compact sont combinaison convexe d’au plusn + 1 points extrémaux. Un polyèdre borné (défini ci-dessus comme une intersection d’hyperplan)est donc l’enveloppe convexe de ses sommets. .
 1Rappelons qu’un ensemble est compact si de toute suite bornée de cet ensemble on peut extraire une sous-suite conver-gente, et que toutes les parties fermées et bornées dans Rn sont compactes.
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 Théorème de projection
 (cf. le cours de Mathématiques 1)
 Théorème 10 Si C est un convexe fermé d’un espace de Hilbert, en particulier si V = Rn, alorspour tout point x ∈ V il existe un unique point P (x) ∈ C tel que2
 ∀y ∈ C ‖x− P (x)‖ ≤ ‖x− y‖
 On a noté ici ‖x‖ =√〈x, x〉.
 − La projection est une opération contractante
 ‖P (x)− P (y)‖ ≤ ‖x− y‖
 − La projection d’un point x = (x1, . . . , xi, . . . , , xn) sur le cône positif de Rn est le vecteur x+ =(x+
 1 , . . . , x+i , . . . , , x
 +n ), où nous avons noté x+
 i = sup(xi, 0) .− On ne peut pas calculer aussi facilement la projection, pour la norme euclidienne, sur un convexedéfini par un système d’inéquations quelconques. C’est un cas particulier d’optimisation quadratiqueque nous verrons au chapitre 4.
 2.2 Fonctions convexes
 2.2.1 Définitions
 On note C ⊂ V un ensemble convexe.
 Définition 11 Fonctions convexes
 ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1] F (λx+ (1− λ)y) ≤ λF (x) + (1− λ)F (y)
 Définition 12 Fonctions strictement convexes
 ∀x, y, x 6= y,∈ C, ∀λ ∈]0, 1[ F (λx+ (1− λ)y) < λF (x) + (1− λ)F (y)
 − Une fonction est (strictement) convexe si et seulement si sa restriction à tout segment inclus dans Cest (strictement) convexe : pour établir la convexité on peut donc toujours se ramener à une fonctiond’une variable.− Si F (x) est convexe l’ensemble x / F (x) ≤ c est convexe (la réciproque est fausse).− F (x) est convexe si son épigraphe (x, r), x ∈ V, r ∈ R / r ≥ F (x) est un convexe de V × R(ce qui revient à dire intuitivement que son graphe est le bord d’un convexe)..
 Définition 13 F est concave si −F est convexe.
 2La réciproque, à savoir qu’un ensemble sur lequel tout point admet une projection unique est convexe, est vraie endimension finie, mais c’est une conjecture (de plus de 50 ans) en dimension infinie, avis aux amateurs !
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 Exemples 3 :− Une forme linéaire est convexe.− Une norme définit une fonction convexe.− Une fonction quadratique positive est strictement convexe, car sa restriction à une droite quel-conque est une fonction trinôme du second degré à terme directeur positif, donc strictement convexe,plus précisément nous utiliserons souvent la proposition suivante
 Proposition 11 Soit a(u, v) une forme bilinéaire symétrique définie positive (i.e. ∀u 6= 0 ∈ V a(u, u) >0), et L(v) une forme linéaire, la fonction
 J (v) =12a(v, v)− L(v)
 est strictement convexe
 La fonction J (v) est une fonction strictement convexe, car sa restriction à une droite quelconque estune fonction trinôme du second degré de coefficients directeur positif, donc strictement convexe :
 J (v + λh) = aλ2 + bλ+ c
 avec a = 12a(h, h) > 0
 2.2.2 Fonctions d’une variable
 Rappelons, sans démonstration, les propriétés élémentaires d’une fonction convexe F (t) d’unevariable réelle t :− Le graphe d’une fonction convexe est au dessous de ses cordes (c’est la traduction géométrique dela définition) et au dessus de ses tangentes.− Une fonction dérivable F (t) est convexe si et seulement si sa dérivée F ′(t) est croissante (au senslarge).− Une fonction deux fois dérivable F (t) est convexe si et seulement si sa dérivée seconde F ′′(t) estpositive ou nulle.− Si la dérivée seconde est strictement positive, la fonction est strictement convexe.− Un réel t tel que F ′(t) = 0 réalise un minimum absolu de F (t).
 2.2.3 Propriétés et caractérisations
 Quelques propriétés élémentaires
 – Si F (x) est convexe, λi ≥ 0 et∑
 i λi = 1 on a l’inégalité générale de convexité
 F (∑
 i
 λixi) ≤∑
 i
 λiF (xi)
 3Parenthèse : une fonction convexe sur un espace normé V n’est pas nécessairement continue, par exemple sur l’espace
 V = C([0, 1]) muni de la norme ‖x‖2 =qR 1
 0x(t)2 dt (qui n’est pas un espace de Banach), la fonction F (x) =
 supt x(t) est convexe mais n’est pas continue. Cependant on montre qu’une fonction convexe non continue sur un espacenormé n’est bornée au voisinage d’aucun point et que cette situation est impossible dans un espace de Banach, ni doncdans un espace de dimension finie. Notons qu’une fonction convexe définie seulement sur un ensemble convexe n’est pasnécessairement continue au bord (par exemple sur [0, 1] la fonction nulle à l’intérieur de l’intervalle et qui vaut 1 au bordest convexe.)
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 – Le graphe d’une fonction convexe est “au dessus” du graphe de ses formes linéaires tangentes,ce qui s’écrit
 F (x) ≥ F (x0) +DF (x0).(x− x0)
 – La somme d’un ensemble quelconque de fonctions convexes est convexe (on prendra “somme”au sens le plus large, par exemple la fonction F(x) =
 ∫ 10 F (x, t) dt est convexe si F (x, t) est
 convexe en x pour tout t), ou encore plus généralement on a laProposition 12 Si la fonction F (x, y) est une fonction convexe (resp. strictement) de R2 dansR alors l’intégrale
 J (v) =∫ 1
 0F (v(t), v′(t)) dt
 définit une fonction convexe (resp. strictement) de C1([0, 1]) dans RNous utiliserons souvent cette propriété dans les exercices. Cette propriété s’étend à des si-tuations analogues pour des fonction de Ck(Ω). Pour la démontrer on utilise l’inégalité deconvexité pour F (x, y)
 F (λv1(t)+ (1−λ)v2(t), λv′1(t)+ (1−λ)v′2(t)) ≤ λF (v1(t), v′1(t))+ (1−λ)F (v2(t), v′2(t))
 et on intègre∫ 1
 0F (λv1(t)+(1−λ)v2(t), λv′1(t)+(1−λ)v′2(t))dt ≤ λ
 ∫ 1
 0F (v1(t), v′1(t))dt+(1−λ)
 ∫ 1
 0F (v2(t), v′2(t))dt
 – La somme d’une fonction convexe et d’une fonction strictement convexe est strictement convexe.– La borne supérieure d’un ensemble quelconque de fonctions convexes est convexe (En particu-
 lier l’enveloppe supérieure d’une famille de fonction affines est convexe).Exemple : soit V = Rn, A une matrice symétrique de dimension n. La plus grande (resp.petite) valeur propre vérifie λM (A) = maxx
 〈Ax,x〉〈x,x〉 (resp. λm(A) = minx
 〈Ax,x〉〈x,x〉 ), c’est donc
 une fonction convexe de A (resp. concave).
 Monotonie de la dérivée
 Définition 14 Application monotoneOn suppose que V est un espace de Hilbert (pour simplifier les notations). Une application f(x) deV dans V est monotone si
 〈f(y)− f(x), y − x〉 ≥ 0
 Noter que si V = R cela revient à dire que f(x) est croissante.
 Théorème 11 Sur un espace de Hilbert une fonction F (x) différentiable est convexe si et seulementsi f(x) = ∇F (x) est monotone.
 PreuveSupposons F (x) convexe. La restriction φ(t) = F (x+t(y−x)) de F (x) à la droite qui passe par deuxpoints x et y quelconque est convexe. Donc φ′(t) est croissante, or φ′(t) = 〈∇F (x+t(y−x)), y−x〉,
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 donc on a φ′(1) ≥ φ′(0), c’est à dire〈∇F (y)−∇F (x), y − x〉 ≥ 0.Réciproquement la monotonie de l’application x → ∇F (x) implique que si t2 > t1 on a φ′(t2) −φ′(t1) = 〈∇F (x+ t2(y− x)), y− x〉 − 〈∇F (x+ t1(y− x)), y− x〉 ≥ 0 , et donc que la restrictionde F (x) à une droite quelconque est convexe. ♦
 Condition sur le Hessien
 Théorème 12 Sur Rn une fonction deux fois différentiable est convexe si et seulement si le HessienHF (x) est une matrice semi-définie positive.Réciproquement si ∀x, h ∈ V, 〈HF (x)h, h〉 > 0 alors F (x) est strictement convexe.
 PreuveRappelons qu’une fonction d’une variable, deux fois dérivable, est convexe si et seulement si sadérivée seconde est positive ou nulle et que si la dérivée seconde est strictement positive, la fonctionest strictement convexe. Le résultat en découle en remarquant que la restriction φ(t) = F (x+t(y−x))de F (x) à la droite qui passe par deux points x et y quelconque est convexe si et seulement si φ′′(t) ≥0, or
 φ′′(t) = 〈HF (x+ t(y − x))(y − x), y − x〉
 Optimisation et convexité
 Rappelons d’abord quelques propriétés d’existence des minimums d’une fonction continue.
 Définition 15 Une fonction est coercive si lim‖x‖→+∞ F (x) = +∞
 Une fonction continue admet un minimum sur tout ensemble compact (donc en particulier sur les par-ties fermées bornées de Rn). On en déduit que sur un espace de dimension finie une fonction continuecoercive admet au moins un minimum, mais elle peut admettre plusieurs minimums et d’autres typesd’extrémums. Sur un espace de dimension finie une fonction convexe est continue, si elle est coerciveelle admet donc au moins un minimum. Plus généralement le fait que la fonction est convexe permetde préciser l’existence et la nature de ses extrémums.
 Proposition 13 Si F (x) est une fonction convexe différentiable sur un espace vectoriel V
 DF (x) = 0⇔ ∀y ∈ V F (x) ≤ F (y)
 Le fait que la différentielle est nulle en un point, condition nécessaire pour le minimum d’une fonctionquelconque, est donc ici une condition suffisante d’existence d’un minimum global.
 Proposition 14 Un minimum local d’une fonction convexe est global.L’ensemble des minimums d’une fonction convexe est convexe.
 Proposition 15 Une fonction strictement convexe sur un convexe C a au plus un minimum sur C.
 En résumé, la propriété que nous utiliserons le plus est
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 Théorème 13 Une fonction strictement convexe sur un convexe compactC admet un minimum unique.
 ainsi que son extension
 Théorème 14 Une fonction strictement convexe et coercive sur un espace de dimension finie admetun minimum unique.
 En ajoutant la continuité de la fonction, le résultat est encore vrai dans un espace de Hilbert, mais ladémonstration est plus délicate.
 2.3 Exemples et applications
 2.3.1 Exemples élémentaires
 Exemple fondamental : fonction quadratique convexe
 Soit V = Rn, A une matrice symétrique définie positive de dimension n, b ∈ Rn.Soit
 F (x) =12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉
 F (x) est strictement convexe d’après la proposition (11). F (x) est coercive parce qu’il existe α > 0tel que 〈Ax, x〉 ≥ α〈x, x〉 (on peut prendre pour α la plus petite valeur propre) et qu’on a donc
 F (x) ≥ α
 2〈x, x〉 − 〈b, x〉 ≥ α
 2‖x‖22 − ‖b‖2‖x‖2
 et que le terme de droite tend vers l’infini quand ‖x‖2 → +∞ . Nous avons vu au chapitre 1 que
 ∇F (x) = Ax− b
 et queHF (x) = A
 qui est bien symétrique définie positive. Un vecteur x est solution du système linéaire Ax = b si etseulement si x annule le gradient de F (x) et donc si et seulement s’il réalise le minimum (unique) dela fonction strictement convexe F (x) sur Rn.On peut retrouver ce résultat par un calcul direct ; puisque Ax = b, en reportant cette expressiondans celle de F (x) on a
 F (x) = −12〈Ax, x〉
 ainsi que
 F (x) =12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉 =
 12〈Ax, x〉 − 〈Ax, x〉
 et doncF (x) =
 12〈A(x− x), x− x〉 − 1
 2〈Ax, x〉
 d’où la proposition
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 Proposition 16 Soit F (x) = 12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉 et x le minimum de F (x)
 F (x)− F (x) =12〈A(x− x), x− x〉
 On peut déduire de cette expression une caractérisation du minimum de la fonction quadratique F (x)sur un convexe. Soit C une partie convexe fermé borné, donc compacte, de Rn. La fonction F (x)admet un minimum x sur C , unique puisque F (x) est strictement convexe. Ce minimum est aussicelui de 〈A(x − x), x − x〉 sur le convexe C, puisque les deux fonctions ne diffèrent que par uneconstante. Nous obtenons une interprétation géométrique de x :le point x est la projection de x sur le convexe C au sens de la norme ‖x‖ =
 √〈Ax, x〉.
 Fonction quadratique convexe en dimension infinie
 Soit V l’espace des fonction de C1([0, 1]) nulles en 0 et 1, u ∈ V et f ∈ C([0, 1])
 J (v) =∫ 1
 0
 12(v′(x)2 + v2(x))− f(x)v(x) dx
 J (v) est strictement convexe d’après la proposition (11). Réécrivons la démonstration directement :la restriction de J (v) à une droite quelconque est une fonction trinôme du second degré strictementconvexe :
 J (v + λh) = aλ2 + bλ+ c
 avec a =∫ 10
 12(h′(x)2 + h2(x)) dx > 0
 La fonction J (v) a donc au plus un minimum, nous avons vu au chapitre 1 que
 DJ (v).h =∫ 1
 0v′(x)h′(x) + v(x)h(x)− f(x)h(x) dx
 et que la différentielle DJ (u) est nulle si et seulement si u vérifie les équations d’Euler (1.7)−u” + u = fu(0) = u(1) = 0
 (2.1)
 Nous avons donc montré l’équivalence du problème différentiel aux limites (2.1) et de la minimisationde la fonction J (v). Nous développerons cette équivalence fondamentale dans le cours d’analyse deséquations aux dérivées partielles.
 2.3.2 Application à l’étude d’équations
 Application à l’étude d’un système d’équations non linéaires
 Soit V = Rn, A une matrice symétrique définie positive de dimension n, b ∈ Rn.Soit
 F (x) =12〈Ax, x〉+ 1
 4‖x‖44 − 〈b, x〉
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 Noter que 14‖x‖
 44 n’est qu’une écriture condensée pour 1
 4
 ∑j x
 4j . F (x) est strictement convexe car
 somme d’une fonction strictement convexe 12〈Ax, x〉, de fonctions convexes (x → x4
 j
 4 ) et d’unefonction linéaire donc convexe. Nous avons vu au chapitre 1 que si on pose F1(x) = 1
 2〈Ax, x〉−〈b, x〉on a ∇F1(x) = Ax − b. De plus ∇1
 4‖x‖44 = x3 (calculer les dérivées partielles). On en déduit que
 ∇F (x) = Ax+ x3 − b .D’après (13) un vecteur x est donc solution du système non linéaire
 Ax+ x3 = b
 si et seulement si x réalise le minimum (unique) de la fonction strictement convexe F (x).On montre que F (x) admet un minimum en utilisant la proposition 14 : F (x) est continue et coercive,car elle est minorée par la fonction coercive F1(x) qui tend donc vers l’infini à l’infini (cf. paragraphe2.3.1).
 Application à l’étude d’une équation différentielle non linéaire
 Soit V l’espace des fonction de C1([0, 1]) nulles en 0 et 1, u ∈ V et f ∈ C([0, 1])
 J (v) =∫ 1
 0
 12v′(x)2 +
 14v(x)4 − f(x)v(x) dx
 La fonction J (v) est une fonction strictement convexe car elle est somme de fonctions convexes,dont l’une au moins,
 ∫ 10
 14v(x)
 4 dx, est strictement convexe. La fonction J (v) admet donc au plusun minimum.• La différentielle de J (v) se calcule comme il a été vu au chapitre 1 (formules (1.5), et nous avonsmontré que cette différentielle est nulle si et seulement si v vérifie les équations d’Euler (1.7)
 −v” + v3 = fv(0) = v(1) = 0
 (2.2)
 On en déduit l’unicité d’une solution deux fois dérivable de ce problème différentiel aux limites.Quoique la fonction J (v) tende vers l’infini quand par exemple ‖v′‖2 tend vers l’infini, on ne peuten déduire trivialement, l’existence du minimum comme dans le cas où V est un espace de dimensionfinie.
 2.4 Exercices corrigés
 Une question classique de géométrie, étudiée à l’aide de la notion de convexité
 Trouver le minimum de la somme des distances 4 d’un point aux sommets d’un triangle (x1, x2, x3)non dégénéré (i.e. les sommets ne sont pas alignés).Corr. Il faut donc trouver le minimum de la fonction F (x) =
 ∑i ‖x − xi‖2. Remarquons que la
 fonction x → ‖x − xi‖2 est convexe, car c’est une norme, et même strictement convexe sauf sur les
 4Rappelons que le minimum de la somme des carrés des distances d’un point aux sommets d’un triangle, qui est leminimum d’une fonction quadratique convexe, est atteint au centre de gravité
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 droites passant par le point xi. Elle tend vers l’infini à l’infini et elle est différentiable sauf au pointxi.Étudions les propriétés de la fonction F (x).− La fonction F (x) est convexe car somme de normes, strictement convexe car sur chaque droite duplan l’une des normes vérifie l’inégalité de convexité de façon stricte.− La fonction F (x) tend vers l’infini à l’infini. Comme elle est strictement convexe elle admet unminimum unique d’après (14).− La fonctionF (x) est différentiable sauf aux sommets du triangle. Le vecteur∇F (x) =
 ∑i
 x−xi‖x−xi‖2
 est la somme de trois vecteurs unitaires dirigés du point x vers les sommets. Il ne peut être nul que six est un point qui “voit” les 3 côtés du triangle sous un angle de 120° (faire la figure).On en déduit une caractérisation du minimum de la fonction F (x).− S’il existe un point qui “voit” les 3 côtés du triangle sous un angle de 120°, c’est le minimumcherché et il est donc unique, mais il n’existe que si aucun des angles du triangle n’est supérieur à120°.− Sinon, si l’un des angles du triangle (disons l’angle au sommet x1) est supérieur à 120°, il n’y apas de point où la différentielle est nulle et le minimum ne peut être que l’un des points où la fonc-tion n’est pas différentiable, c’est à dire un des sommets. Une comparaison des trois cas possiblesmontrent que le minimum est atteint sur le sommet x1.
 Fonction “longueur d’une courbe"
 Soit V0 = v ∈ C1([0, 1]) telles que v(0) = v(1) = 0 et F (v) la longueur de la courbe quedéfinit le graphe de la fonction v ; c’est donc la fonction définie sur V0 par
 F (v) =∫ 1
 0
 √1 + v′(x)2 dx
 • La fonction (v, v′) ∈ R2 →√
 1 + v2 est convexe donc d’après la proposition (12) la fonction F (v)est convexe.La stricte convexité est un peu plus délicate à montrer. Soit v1(x) et v2(x) deux fonctions de V0 ; dela stricte convexité de la fonction v →
 √1 + v2 il résulte que
 ∀x ∈ [0, 1]√
 1 + (λv′1(x) + (1− λ)v′2(x))2 ≤ λ√
 1 + v′1(x)2 + (1− λ)√
 1 + v′2(x)2
 l’inégalité étant stricte dès que v′1(x) 6= v′2(x). Or, si v1 6= v2, en tenant compte de ce que v1(0) =v2(0) = 0 il existe au moins un x tel que v′1(x) 6= v′2(x). L’inégalité est donc stricte en au moins unpoint, d’où on déduit∫ 1
 0
 √1 + (λv′1(x) + (1− λ)v′2(x))2 dx < λ
 ∫ 1
 0
 √1 + v′1(x)2 dx+ (1− λ)
 ∫ 1
 0
 √1 + v′2(x)2 dx
 C’est à dire que F (v) est strictement convexe.• Soit h ∈ V0. Calculer DF (v).h où DF (v) est la différentielle au sens de Gâteaux de F (v).
 DF (v).h =d
 dtF (v + th)|t=0 =
 ∫ 1
 0
 v′h′√1 + v′2
 dx
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 • On peut, si v ∈ C2([0, 1]), intégrer par parties h′ dans l’expression de la différentielle∫ 1
 0
 v′h′√1 + v′2
 dx = [v′h′√1 + v′2
 ]10 −∫ 1
 0−(
 v′√1 + v′2
 )′h dx
 d’où, puisque ( v′√1+v′2
 )′ = v′′
 (1+v′2)3/2
 DF (v).h =∫ 1
 0− h(x)R(x)
 dx
 où R(x) est le rayon de courbure5 de la courbe au point d’abscisse x.La courbure mesure donc la variation de la longueur d’une courbe par rapport à une perturbationlocale.
 Système non linéaire associé à un potentiel convexe
 On généralise un peu la situation du paragraphe (2.3.2). Soit V = Rn, A une matrice symétriquedéfinie positive de dimension n, b ∈ Rn. Soit h(t) une fonction croissante sur R, H(x) une primitivede h(x). On note H(x) la fonction de Rn dans R définie par H(x) =
 ∑iH(xi) et on note encore
 h(x) l’application de Rn dans Rn définie par h(x) = (h(x1), ..., h(xn)). On définit la fonction
 F (x) =12< Ax, x > +H(x)− < b, x >
 •Montrer que la fonction F (x) est strictement convexe et différentiable, calculer DF (x).Corr. On peut calculer le Hessien, c’est
 HF (x) = A + D(x)
 où D(x) est une matrice diagonale avec Di,i = h′(xi) ≥ 0, le Hessien est donc symétrique défini po-sitif. On peut aussi remarquer que F (x) est somme de fonctions convexes x→ H(xi), x→< b, x >et d’une fonction quadratique strictement positive qui est (cf. cours) strictement convexe.
 ∀y ∈ V, DF (x).y =< Ax, y > +∑
 i
 H ′(xi)yi− < b, y >=< Ax+ h(x)− b, y >
 •Montrer que la fonction F (x) vérifie 6
 F (x) ≥ α‖x‖22 − β‖x‖2 + γ
 où α, β > 0.Corr. Soit α la plus petite valeur propre de A, qui est strictement positive. On a
 < Ax, x >≥ α < x, x >
 5Le rayon de courbure vérifie1
 R(x)=
 v′′
 (1 + v′2)3/2
 6Rappelons que si α est la plus petite valeur propre de A, on a < Ax, x > > α < x, x >.
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 d’autre part puisqueH(x) est convexe, son graphe est au-dessus de son hyperplan tangent en 0, donc
 H(x)−H(0) ≥< ∇H(0), x >
 d’oùF (x) ≥ α < x, x > +H(0)+ < ∇H(0)− b, x >
 et puisque < ∇H(0), x >≤ ‖∇H(0)− b‖2‖x‖2
 F (x) ≥ α < x, x > −‖∇H(0)− b‖2‖x‖2 +H(0)
 D’où le résultat en posant β = ‖∇H(0)− b‖2 et γ = H(0).Le terme quadratique domine, la fonction F (x) tend donc vers +∞ quand ‖x‖2 → +∞, elle estcontinue et elle admet donc un minimum. Ce minimum est unique puisque F (x) est strictementconvexe.• En déduire que x réalise le minimum (unique) de la fonction F (x) si et seulement si x est (l’unique)solution du système non-linéaire
 Ax+ h(x) = b (2.3)
 Corr. On a, d’après l’expression de la différentielle
 ∇F (x) = Ax+ h(x)− b
 Comme F (x) est une fonction C1 convexe, x ∈ Rn est solution de (2.3) si et seulement si x estminimum de F (x), or ce minimum est unique, donc le système (2.3) admet une solution et une seule.Remarquer qu’un simple changement de signe change totalement la nature des solutions du système(2.3) : si on remplace h(x) par −h(x) la fonction H(x) est remplacé par −H(x), la fonction poten-tielle F (x), différence de deux fonctions convexes, n’est plus en général convexe et elle peut avoir ungrand nombre d’extrémums de toutes natures qui définissent autant de solutions du système. C’est lecas du système non linéaire défini par les équations d’équilibre d’un système de barres étudié à la findu chapitre 1.Le problème ci-dessus présente une méthode classique pour étudier et résoudre les systèmes d’équa-tions non linéaires pour lesquels il existe une fonction potentielle. Comme l’existence de cette fonc-tion potentielle est assurée dans beaucoup de situations par des principes physiques, cela en fait uneapproche classique de ces systèmes. D’un point de vue numérique la solution de (2.3) peut donc êtrecalculée par des algorithmes d’optimisation appliquées à la recherche du minimum de F (x).
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Chapitre 3
 Optimisation sans contrainte
 Objectifs
 Nous étudions dans cette séance l’optimisation d’une fonction convexe de n variables. Au voi-sinage d’un minimum , la situation “générale” est qu’une fonction est convexe, donc, au prix dequelques adaptations les méthodes d’optimisation des fonctions convexes s’étendent en méthodesd’optimisation locale de fonctions quelconques. Quant à la recherche d’un maximum d’une fonctionF (x) il revient bien sûr à chercher le minimum de −F (x).Les méthodes que nous étudierons doivent être considérées comme des principes généraux pour com-prendre les problèmes de l’optimisation dont on a déduit les méthodes, beaucoup plus sophistiquées,qui sont effectivement utilisées.Appliquées à des fonctions quadratiques, ces méthodes sont à la base des algorithmes les plus effi-caces pour la résolution des systèmes linéaires de grande dimension.
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 FIG. 3.1 – Itérés de l’algorithme du gradient. Noter les oscillations au fond de la “vallée”.
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 Notations
 On note V un espace vectoriel normé, x un point de V , F une fonction de V dans R. 〈x, y〉 =∑i xiyi est le produit scalaire canonique de Rn.
 3.1 Principes de l’optimisation
 Nous étudions dans ce paragraphe les principes qui permettent de construire les algorithmes élé-mentaires de recherche du minimum d’une fonction convexe. Une des plus importantes applicationsde ces algorithmes est la résolution approchée des systèmes linéaires à matrice symétrique définiepositive, puisque nous avons vu que la solution de ces systèmes réalisait le minimum d’une fonctionquadratique convexe. Ces algorithmes permettront de trouver également un minimum local d’unefonction quelconque à condition de connaître un point pas trop éloigné de ce minimum (i.e. dans cequ’on appelle le “bassin d’attraction” de ce minimum). Ils permettent donc aussi de résoudre cer-tains systèmes non linéaires quand ceux-ci sont associés à la recherche du minimum d’une fonctionpotentielle.
 3.1.1 Préliminaire
 On note V un espace de dimension finie n, x = (x1, ..., xi, ..., xn)t un point de V , F (x) unefonction convexe de V dans R. 〈x, y〉 =
 ∑i xiyi est le produit scalaire canonique de Rn.
 Définition 16 Un problème d’optimisation globale (ou libre) est la recherche du minimum x d’unefonction (fonction objectif) F (x) définie sur Rn. Nous supposerons la fonction F (x) strictementconvexe et, sauf indication contraire, de classe C2.
 Nous allons définir et étudier des algorithmes de recherche du minimum. La classe la plus large estformée par les “algorithmes de descente”.
 3.1.2 Rappel sur les systèmes linéaires
 Pour résoudre un système linéaire de grande taille Ax = b on peut utiliser :− des méthodes dites directes qui sont pour la plupart des variantes de la méthode classique d’éli-mination des inconnues de Gauss ; elles consistent essentiellement en un choix judicieux de l’ordredes éliminations pour tenir compte du caractère éventuellement très creux1 de la matrice du système(note : la méthode d’élimination équivaut une modification de la matrice du système, qui pour unematrice creuse conduit à un remplissage, qu’il faut essayer de limiter).− des méthodes itératives où l’on construit une suite qui converge vers la solution du système.L’avantage de ces méthodes est que la matrice n’est pas modifiée (il n’est même pas nécessaire dela représenter en mémoire) mais leur convergence peut être lente. Certains de ces algorithmes (larelaxation, par exemple) s’interprètent comme des itérations linéaires, la plupart s’interprète plu-tôt comme des méthodes d’optimisation appliquées à la minimisation de la fonction quadratiqueF (x) = 1
 2〈Ax, x〉 − 〈b, x〉 quand la matrice A est symétrique définie positive.Nous étudierons en détail ce cas particulier de problème d’optimisation globale.
 1Une matrice est dite creuse si la plupart de ses termes sont nuls
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 3.1.3 Les méthodes de descente
 Notations
 On note :− xk ∈ Rn un point d’une suite d’approximation du minimum de F (x).− gk = ∇F (xk) le gradient de F (x) au point xk.− dk le vecteur directeur de la droite passant par xk formée des points xk + ρkdk.
 Cadre général
 Les méthodes de descente sont des méthodes itératives : on construit itérativement une suite xk
 convergeant vers le minimum x. On part d’un point x0, on détermine à partir d’une approximation xk
 une nouvelle approximation xk+1 en choisissant une direction dite de descente dk et en calculant uneapproximation du minimum de la fonction restreinte à la droite xk + ρkdk définie par cette direction.Le calcul est donc ramené à la résolution de problèmes de minimisation de fonctions d’une variable
 minρ
 F (xk + ρdk)
 La valeur de la fonction objectif décroît par construction à chaque itération. Le test d’arrêt des ité-rations est fait le plus souvent sur la valeur (de la norme) du gradient mais on peut aussi tester lesvariations de xk. Ce que l’on peut traduire par l’algorithme :
 Faire :Choix d’une direction de descente dk
 Calcul du minimum unidirectionnel : F (xk + ρkdk) ≤ F (xk + ρdk) ∀ρ ∈ Rxk+1 = xk + ρkdk
 Tant que ‖gk‖ ≥ eps‖g0‖
 Il reste deux étapes à expliciter pour que l’algorithme soit complet : le calcul du minimum unidirec-tionnel et le choix de la direction de descente.
 Minimisation unidirectionnelle
 La détermination du minimum de la fonction h(ρ) = F (x + ρd) pour une fonction F convexequelconque est étudiée dans l’ exercice (3.5). Noter que
 h′(ρ) = 〈∇F (x+ ρd), d〉
 et que donc
 Proposition 17 Le minimum de F (x) sur la droite xk + ρdk est atteint en un point ρk où le gradientde F est orthogonal à la direction de descente dk.
 Dans le cas d’une fonction quadratique le calcul est explicite : il faut calculer le minimum de lafonction trinôme du second degré F (x+ ρd) = 1
 2〈A(x+ ρd), x+ ρd〉 − 〈b, x+ ρd〉, en développanton obtient
 F (x+ ρd) = F (x) + ρ〈g, d〉+ ρ2
 2〈Ad, d〉
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 où on a noté g = Ax− b. On en déduit
 ρopt = − 〈g, d〉〈Ad, d〉
 3.2 Les méthodes du premier ordre
 3.2.1 Méthode du gradient optimal
 Principe
 On fait le choixdk = −gk
 C’est la direction dans laquelle localement la décroissance de la fonction est la plus rapide.Dans le cas d’une fonction quadratique on en déduit la valeur du minimum sur la droite de descente
 ρk =〈gk, gk〉〈Adk, dk〉
 On peut calculer le gradient gk = Axk − b itérativement, car de
 xk+1 = xk + ρkdk
 on déduitgk+1 = gk + ρkAgk
 ce qui évite une multiplication matrice-vecteur. On obtient l’algorithme
 g0 = Ax0 − bFaire :
 dk = −gk
 ρk = 〈gk,gk〉〈Adk,dk〉
 xk+1 = xk + ρkdk
 gk+1 = gk + ρkAdk
 Tant que ‖gk+1‖ ≥ eps‖g0‖
 Analyse
 − si on prend, au lieu du pas optimal, un pas ρ fixe, l’algorithme, appelé gradient à pas fixe,n’est autre à l’algorithme d’itération appliqué à la recherche d’un point fixe pour la fonction φ(x) =x− ρ∇F (x) : xk+1 = φ(xk) = xk− ρ∇F (xk) ; si la fonction F (x) est quadratique, on a∇F (x) =Ax− b et l’algorithme du gradient revient à une itération linéaire
 xk+1 = xk − ρ(Axk − b)
 On vérifie facilement que cette itération converge, pour une matrice A définie positive, si ρ est assezpetit, car la fonction φ(x) est alors contractante pour la norme euclidienne.
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 − on peut interpréter la méthode du gradient comme une intégration numérique du système différen-tiel
 dx
 dt= −∇F (x) = −f(x)
 qui caractérise les courbes de plus grande pente : elle revient à intégrer le système différentiel par laméthode d’Euler avec un pas de temps ρk = ∆tk convenablement choisi
 xk+1 − xk
 ∆tk= −f(xk)
 − La méthode du gradient est une méthode géométrique, elle n’utilise pas de base particulière, ilsuffit de pouvoir calculer les gradients, ce qui se prête bien à une parallélisation des calculs.− La méthode du gradient est améliorée et supplantée par la méthode du gradient conjugué, que nousprésentons à la fin de ce chapitre.
 3.2.2 Méthode de relaxation
 On choisit pour direction les vecteurs de bases ei, i = 1, . . . , n (on pose i(k) = (k mod n) + 1)
 dk = ei(k)
 Autrement dit on minimise la fonction successivement par rapport à chaque variable xi en permutantcirculairement les variables. Or le minimum par rapport à une variable xi vérifie l’équation i dusystème non linéaire f(x) = ∇F (x) = 0, on peut donc décrire la méthode de la manière suivante, entermes de système d’équations :
 Proposition 18 La méthode de relaxation revient à modifier (relacher... d’où le nom de la méthode)successivement les n inconnues xi du système f(x) = 0 de façon à vérifier l’équation i du système,en permutant circulairement les variables.
 On peut appliquer cette méthode à tout système d’équations, mais la méthode n’est pas en généralconvergente, elle le sera, avec quelques restrictions, si le système dérive d’un potentiel convexe.
 3.2.3 Étude graphique des méthodes de descente
 Représentation géométrique du problème en dimension 2
 Au voisinage de son minimum une fonction F (x) est “presque” quadratique, les algorithmes deminimisation se comportent donc au voisinage du minimum comme pour une fonction quadratique.On considère une fonction quadratique F (x) = 1
 2〈Ax, x〉 − 〈b, x〈 de R2 dans R, avec A symétriquedéfinie positive.Représentons graphiquement, cf. figure (3.2), la fonction F (x) au voisinage de son minimum par seséquipotentielles. Soit x la solution de Ax = b. La fonction F (x) se réécrit
 F (x) =12〈A(x− x), (x− x)〉 − 1
 2〈Ax, x〉
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 (développer l’expression pour le vérifier). Les équipotentielles sont donc les courbes
 〈A(x− x), (x− x)〉 = C
 ce sont donc des ellipses (puisque A est définie positive, ce sont des coniques bornées) toutes homo-thétiques, à partir du centre x.Remarquons que :− le minimum d’une fonction quadratique sur une droite est atteint au milieu des deux points d’inter-section de cette droite avec une ellipse équipotentielle (car le graphe de la restriction de la fonction àune droite est une parabole).− le minimum d’une fonction sur une droite est atteint au point où le gradient et la direction sontorthogonaux d’après la proposition (17).Ces deux propriétés vont nous permettre de dessiner les étapes d’une méthode de descente.
 Étude graphique de la méthode du gradient
 Nous représentons sur la figure (3.2) les premières étapes de la méthode du gradient. Noter que
 xx00
 X1
 X2
 X3
 X4xx
 gg11
 gg33
 gg22
 FIG. 3.2 – Premières étapes de la méthode du gradient
 deux gradients successifs sont orthogonaux d’après la proposition (17).On vérifie graphiquement que la vitesse de convergence est linéaire (‖xk+1 − x‖ ≤ C‖xk − x‖).En effet les points x2k (resp. x2k+1) sont alignés, ils sont sur la droite conjuguée 2de la premièredirection (resp. la deuxième direction de descente orthogonale à la première), et homothétiques, d’oùla convergence rigoureusement linéaire (en dimension supérieure, ces points ne seraient pas alignés).Si on fait le dessin pour des ellipses plus moins excentrées, on constate que :− pour des cercles la convergence est obtenue en deux étapes,
 2Deux droites dont les directions sont parallèles respectivement à la direction d’une tangente à une ellipse et au rayoncorrespondant sont dites conjuguées par rapport à cette ellipse
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 − pour des excentricités faibles la convergence est toujours très rapide.− pour des excentricités fortes la convergence est très lente si le point de départ n’est pas près d’undes axes.La vitesse de convergence dépend de l’excentricité de l’ellipse, elle est d’autant plus lente que leslongueurs des axes des ellipses sont très différents. En résumé la convergence dépend donc du rapportK = λmax
 λminqui est appelé le conditionnement de la matrice, elle est d’autant plus lente que le condi-
 tionnement est grand.On montre que, plus généralement, l’erreur dans l’algorithme du gradient pour une fonction quadra-tique F (x) = 1
 2〈Ax, x〉 − 〈b, x〉 (et une matrice A définie positive) vérifie
 ‖xk − x‖ ≤ Cte Ck‖x0 − x‖
 avec une constante C < 1
 C =K − 1K + 1
 où K est le conditionnement de la matrice A. L’erreur tend donc vers 0 comme Ck, ce qui peut êtrelent si le conditionnement est grand, car alors C ∼ 1.
 Étude graphique de la méthode de relaxation
 On reprend pour la méthode de relaxation l’étude graphique faite pour la méthode du gradient. Re-présentons les étapes successives de l’algorithme de relaxation. On vérifie graphiquement, en faisant
 xx00
 X1X2
 X3X4
 xx
 FIG. 3.3 – Premières étapes de relaxation
 varier l’ellipticité des ellipses, que la vitesse de convergence est linéaire
 ‖xk+1 − x‖ ≤ C‖xk − x‖
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 et qu’elle dépend en particulier du rapport des longueurs des axes des ellipses, c’est à dire du condi-tionnement de la matrice. On montre que ce résultat est général, on le retrouve en dimension quel-conque.
 3.2.4 Méthode de relaxation comme récurrence linéaire
 On note Xk = xkn ( le vecteur Xk représente l’itération de relaxation après n étapes de relaxa-tion). On considère le cas d’une fonction quadratique sur Rn.
 – Nous avons vu ( proposition (18)) que le point xkn+i vérifie la i-ème équation du systèmelinéaire Ax = b. En écrivant ces équations pour i = 1, ..., n, on en déduit
 (L + D)Xk+1 = −(U)Xk + b
 où L (resp. D, U ) est la partie triangulaire inférieure (resp. diagonale, triangulaire supérieure)de A. La méthode de relaxation définit donc une récurrence linéaire3.
 – La méthode de relaxation garde un sens pour des systèmes quelconques, il faut cependant quela diagonale de A soit non nulle pour l’appliquer, mais ce n’est pas suffisant. La méthode derelaxation appliquée à un système linéaire de matrice quelconque n’est pas toujours conver-gente (comme on le vérifie facilement en reprenant l’étude graphique pour une matrice (2, 2)dont les valeurs propres sont de signes opposés : les équipotentielles sont alors des hyperbolesde même centre et mêmes asymptotes non parallèles aux axes).Mais la méthode de relaxation pour un système à matrice symétrique définie positive est tou-jours convergente, on le déduit du fait que c’est une méthode de descente et que la valeur de lafonction est toujours décroissante 4.
 3.2.5 Méthode de sur-relaxation
 On conserve les mêmes hypothèses. On définit les algorithmes de sur-(ou sous) relaxation par lesitérations
 xk+1 = xk + ω(xk+1 − xk)
 où xk+1 est ici le point défini par l’algorithme de relaxation.– Nous avons vu que le point xk+1 est au milieu du segment formé par xk et le deuxième point
 d’intersection de la droite de descente avec une équipotentielle. On doit donc avoir 0 < ω < 2si l’on veut que xk+1 soit à l’intérieur de l’équipotentielle et donc que F (xk+1) soit plus petitque F (xk). Les valeurs de F (xk) sont alors décroissantes.
 – On vérifie graphiquement (en dimension 2) l’intérêt de l’algorithme de sur-relaxation pour unevaleur de ω > 1 : par rapport à ω = 1, ce choix rapproche le point xk+1 du minimum (lapremière étape étant mise à part). En pratique, si on résout un grand nombre de problèmes de
 3Rappelons qu’une récurrence linéaire Xk+1 = MXk +b converge pour tout vecteur initial si et seulement ρ(M) < 1,où ρ(M) est le maximum des modules des valeurs propres de M. Une condition suffisante de convergence d’une récurrencelinéaire est que ‖M‖ < 1 pour une norme définie par ‖M‖ = sup‖X‖≤1 ‖MX‖, ce qui, compte tenu de ce que la bornesupérieure est atteinte, équivaut à ‖MX‖ < ‖X‖ si ‖X‖ 6= 0.
 4Démonstration rapide : on peut supposer x0 = b = 0 ; on a Xk+1 = MkX0 où M = (L + D)−1(U) et parconstruction F (MX) < F (X) si X 6= 0, ce qui implique en considérant la norme ‖X‖ =
 p〈AX, X〉 que ‖MX‖ <
 ‖X‖ si ‖X‖ 6= 0.
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 même matrice, on peut parfois trouver par tâtonnement des valeurs de ω qui accélère de façonspectaculaire la convergence.
 3.2.6 Méthode de relaxation par blocs
 Principe
 On considère le cas d’une fonction convexe quelconque. Au lieu de minimiser la fonction F (x)successivement par rapport à chaque direction de base on peut considérer l’espace V = Rn commeun produit de k sous-espaces regroupant certains blocs de coordonnées et minimiser successivementla fonction sur chacun de ces sous-espaces. L’intérêt de cette procédure est que certaines de cesminimisations peuvent être simples (si par exemple la fonction est quadratique par rapport à certainesvariables, le calcul du minimum par rapport à ces variables revient à résoudre un système linéaire cequi peut être fait par une méthode directe comme l’élimination de Gauss) et que, de manière générale,on peut découpler ainsi les difficultés. Pour une fonction quadratique F (x) = 1
 2〈Ax, x〉−〈b, x〉, cetteméthode revient à découper la matrice A en k × k blocs et le vecteur x en k blocs. Les opérations àeffectuer sur les blocs sont formellement les mêmes que celles que l’on effectuerait sur un systèmek × k.
 Application
 On veut représenter un ensemble donné de points (xj , yj) j = 1, ...,m, au sens des moindrescarrés , par des fonctions de la forme
 n∑i=1
 aiφ(t− ti)
 où φ(t) est une fonction dérivable, ai et ti des paramètres à déterminer. Il faut donc minimiser lafonction
 F (a, θ) = F (a1, ..., an, t1, ..., tn) =m∑
 j=1
 (yj −n∑
 i=1
 aiφ(xj − ti))2
 La fonction à minimiser est alors quadratique par rapport à a = (a1, . . . , an) et dérivable, avec ungradient facile à calculer, par rapport à θ = (t1, . . . , tn). On peut utiliser une relaxation par blocs parrapport aux deux blocs a et θ de variables. Le minimum par rapport à a sera calculé par résolutiond’un système linéaire, le minimum par rapport à θ en utilisant une méthode rapide de minimisationde fonction régulière (voir ci-dessous).L’avantage de ce découplage est que le problème couplé en (a, θ) peut être très mal conditionné sila dépendance de la fonction F (a, θ) par rapport aux deux groupes de variables est très différente(typiquement la fonction F peut dépendre beaucoup moins de θ que de a).
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 3.3 Méthodes du second ordre
 3.3.1 La méthode de Newton
 Principe
 La méthode de Newton est une méthode itérative générale de résolution d’un système non-linéairef(x) = 0, où f(x) est une application C1 de Rn dans lui-même : connaissant une approximation xk
 de la solution on détermine xk+1 en linéarisant localement, autour de xk, l’équation f(x) = 0.– On a, en développant f(x) à l’ordre 1 autour de xk
 f(x) = f(xk) +Df(xk).(x− xk) + ε(x− xk)‖x− xk‖
 Si on veut que f(xk+1) = 0, en négligeant les termes du d’ordre 2, il vient
 xk+1 = xk −Df(xk)−1.f(xk)
 Rappelons que l’application linéaire Df(x) a pour matrice Jf(x) dans la base canonique deRn. L’algorithme peut donc s’écrire, en mettant en évidence la résolution du système linéairede matrice Jf(xk),Faire :
 Mk = Jf(xk)gk = f(xk)Mkδk = −gk
 xk+1 = xk + δk
 Tant que ‖gk‖ ≥ eps‖g0‖– On montre que, si f(x) est deux fois différentiable et si x0 est assez proche d’une solution, les
 itérations convergent vers cette solution. On montre de plus que la convergence est quadratique
 ‖xk+1 − x‖ ≤ C‖xk − x‖2
 ce qui fait que, dès que la convergence est amorcée, elle devient très rapide.– En pratique la méthode est souvent instable et le choix d’un point de départ x0 assurant la
 convergence peut s’avérer très délicat. La mise oeuvre exige la résolution d’un système linéaire,dont la matrice Jf(xk) change à chaque itération, ce qui peut être très coûteux si la matrice estpleine et de grande dimension.
 Application à l’optimisation
 Pour minimiser une fonction on peut appliquer la méthode de Newton au système f(x) = ∇F (x) =0, cela revient aussi à approcher localement au second ordre la fonction F (x) par une fonction qua-dratique. Rappelons que, par définition, la matrice jacobienne Jf(x) de f(x) est le hessien Hf(x)de F (x). Compte tenu des instabilités et des problèmes de convergence on choisit de traiter cetteméthode comme une méthode descente en choisissant pour direction de descente la direction définiepar la méthode de Newton. Ce qui revient à écrire
 xk+1 = xk − ρkDf(xk)−1f(xk)
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 Dans les premières étapes on choisit ρk de façon à assurer la décroissance de la fonction F (x), ensuiteon peut prendre ρk = 1. Cela conduit à l’algorithme
 Faire :Mk = Hf(xk)gk = f(xk)Résoudre Mkdk = −gk
 Calcul du minimum unidirectionnel : F (xk + ρkdk) ≤ F (xk + ρdk) ∀ρ ∈ Rxk+1 = xk + ρkdk
 Tant que ‖gk‖ ≥ eps‖g0‖
 Le calcul du hessien de F (x) s’avère souvent délicat et coûteux. On utilisera plutôt des va-riantes de la méthode de Newton combinant cette méthode et la méthode du gradient conjugué etqui n’exigent que le calcul du gradient en chaque point, comme la méthode BFGS, voir la bibliogra-phie.
 Application à un système non linéaire
 On considère le système non linéaire étudié au chapitre 2
 f(x) = Ax+ h(x)− b = 0
 − On suppose ici que A est une matrice tridiagonale symétrique définie positive,− h(x) = (h(x1), · · · , h(xn)) ,où h(t) est une fonction croissante d’une variable réelle qui est ladérivée de la fonction convexe H(t).On note D(x) la matrice diagonale avec D(x)i,i = h(xi). Le système équivaut (cf. chapitre 2) à laminimisation de la fonction convexe
 F (x) =12〈Ax, x〉+H(x)− 〈b, x〉
 oùH(x) =
 ∑i
 H(xi)
 En appliquant la méthode de Newton faut résoudre à chaque étape un système de matrice symétriquedéfinie positive Jf(xk) = A + D(xk). Puisque la matrice A est tridiagonale, la matrice Jf(xk) a lamême structure. La résolution d’un système de matrice Jf(xk) par la méthode de Gauss est donc peucoûteuse. En pratique, pour assurer la convergence, on testera la décroissance de la fonction F (x)et, si la fonction n’est pas décroissante, on utilisera l’algorithme de minimisation unidirectionnelleétudié au chapitre 2.
 3.4 Quelques considérations pratiques
 3.4.1 Notion de préconditionnement
 Considérons le cas d’une fonction quadratique F (x) = 12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉. Nous avons vu que la
 vitesse de convergence de la méthode du gradient dépend du conditionnement de la matrice A. En
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 effectuant un changement de variable on peut modifier cette matrice et améliorer le conditionnement.Soit L une matrice inversible quelconque.• On effectue le changement de variable y = Lx dans la fonction F (x). Montrons que cela revient àchanger la matrice A en L−tAL−1 ;le changement de variable change F (x) en
 F (y) =12< AL−1y,L−1y > − < b,L−1y >
 minimiser F (y) revient donc à changer A en L−tAL−1 et b en L−tb.• On définit la matrice M = LtL, appelée matrice de préconditionnement.Le conditionnement de la nouvelle matrice sera d’autant meilleur qu’elle sera proche de Id, c.a.d.
 L−tAL−1 ∼ Id
 ouA ∼ LtL = M
 Pour espérer améliorer le conditionnement il faut donc choisir une matrice M proche de A.• On peut réécrire l’algorithme avec ce changement de matrice, puis faire réapparaître la variable xk
 et la matrice M pour obtenir la forme suivante de l’algorithme dit de gradient préconditionné :
 x0 = 0, ε = précisiong0 = Ax0 − bMd0 = g0
 Faire :vk = Adk
 ρk = −<dk,gk><vk,dk>
 xk+1 = xk + ρkdk
 gk+1 = gk + ρkvk
 Mdk+1 = gk+1
 Tant que ‖gk‖ ≥ ε‖g0‖
 • La seule opération supplémentaire par rapport à l’algorithme du gradient initial est la résolutiond’un système de matrice M. On voit donc que si ce système est facile à résoudre, par exemple si Mest tridiagonale ou si on connaît directement une décomposition M = LLt en matrices triangulaires,alors le coût du préconditionnement sera faible. En résumé pour obtenir un gain important dans lecoût total de la minimisation il faut trouver une matrice de préconditionnement à la foir proche de lamatrice A et conduisant à un système facile à résoudre.Note : le simple préconditionnement par la diagonale permet d’adimensionner la matrice, à défaut detout autre il faut utiliser celui là. Il existe quelques préconditionnements “généraux” (SSOR, Choleskyincomplet...), où l’on utilise des matrices M extraites de A dont on connaît la factorisation M = LtLavec une matrice L triangulaire, ce qui permet de résoudre facilement les systèmes de matrice M,et d’autres adaptés à certains très gros systèmes liés à l’approximation des équations aux dérivéespartielles (préconditionnement par sous-domaines).
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 3.4.2 Préconditionnement : cas général
 On considère la minimisation d’un fonction F (x) quelconque par une méthode de descente quel-conque. Localement autour de son minimum la fonction est presque quadratique, ce qui conduit àlui appliquer l’analyse du paragraphe précédent. La convergence d’un algorithme de gradient ou degradient conjugué sera accélérée par un changement de variables défini par une matrice L telle que lamatrice M = LtL soit proche du Hessien de F (x). La matrice M est appelée la matrice de précon-ditionnement du problème et un changement de variable y = Lx revient à réécrire les algorithmesde gradient ou de gradient conjugué en n’utilisant que la résolution d’un système supplémentaire dematrice M. La matrice M peut être fixe ou variable.
 3.4.3 Remarque
 La notion de conditionnement est essentielle pour la compréhension des problèmes de conver-gence des algorithmes d’optimisation et de résolution de systèmes d’équations. Beaucoup de pro-blèmes sont naturellement mal conditionnés, la construction d’un préconditionnement est alors né-cessaire. Noter que le choix du préconditionnement fait partie des options laissées à l’utilisateur dansde nombreux logiciels (comme Femlab).
 3.4.4 Petit guide du choix et de l’utilisation d’une méthode d’optimisation
 Le problème que nous discutons ici est celui de l’optimisation locale de fonctions de variablesréelles, la recherche d’un optimum global s’y ramène quand le nombre de minimum est très limité,sinon il faut utiliser d’autres techniques que nous verrons ultérieurement. Nous nous référons dansce paragraphe à des méthodes que nous n’avons pas toujours étudiées, mais qui sont dans toutes lesbibliothèques d’optimisation. Toutes les méthodes, ou presque, construisent une suite de points faisantdécroître la valeur de la fonction à minimiser. Mais cette construction n’est pas toujours possible, laconvergence de la suite de points n’est pas toujours assurée et surtout cette convergence peut êtretrès lente. Ce paragraphe est complémentaire du guide d’utilisation de la Toolbox “Optimization ” deMatLab.Les caractéristiques du problème et des méthodes qui guideront ce choix sont :
 – La régularité de la fonction à optimiser : la régularité C1 est nécessaire non seulement pourdes algorithmes qui utilisent la dérivée, comme l’algorithme du gradient, mais aussi pour laconvergence d’un algorithme qui ne l’utilise pas comme la relaxation (considérer le cas d’unefonction de deux variables dont le minimum est en 0 et dont les équipotentielles sont des carrésà côté parallèles aux axes : l’algorithme se bloque dès la première itération). De même la régu-larité C2 est nécessaire pour la convergence des algorithmes de gradient conjugué ou B.F.G.Squoiqu’ils n’utilisent que la dérivée première.
 – Le nombre de paramètres : c’est à dire la dimension n de l’espace V . Certaines méthodesstockent des données très importantes, comme la méthode du simplexe de Nelder-Mead, quiest la méthode standard de MatLab, qui utilise une matrice n × n, ou la méthode B.F.G.S, quirange un nombre de vecteurs qui peut être élevé mais que l’utilisateur peut limiter. A l’inverseles méthodes de relaxation, gradient ou Polak-Ribière n’utilisent que quelques vecteurs.
 – La possibilité de calculer ou non le gradient de la fonction : les programmes implantant desalgorithmes qui utilisent le gradient, offrent souvent la possibilité de ne fournir qu’un sous-
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 programme de calcul de la fonction et non du gradient, mais le gradient est alors calculé pardifférence finies, ce qui est très coûteux ou peut être trop imprécis pour certaines méthodes(comme le gradient conjugué).Par ailleurs une difficulté usuelle est l’impossibilité de calculer la fonction avec une bonne pré-cision (quand par exemple ce calcul est fait par un programme utilisé en “boîte noire”, ou si unebonne précision demande trop de temps), ce qui exclut toutes les méthodes qui n’utilisent quedes données locales, en particulier le gradient, alors que l’algorithme du simplexe de Nelder-Mead, utilisé par défaut, par MatLab, est dans ce cas un bon choix si la dimension n’est pastrop grande.
 – Le conditionnement des matrices (hessiennes) : Nous avons vu que la vitesse de convergencedépend du conditionnement du problème. Or celui-ci peutêtre très grand notamment dans lesproblèmes de grande dimension. En plus l’utilisation, fréquente, des techniques de pénalisa-tion, que nous étudierons à propos de l’optimisation sous contraintes, crée le plus souvent desproblèmes très mal conditionnés. Un mauvais conditionnement, rend inopérantes les méthodesdu premier ordre (relaxation, gradient) très sensibles au conditionnement. Outre la nécessitéd’utiliser une méthode du second ordre, il faudra souvent que l’utilisateur d’un programmedétermine un bon préconditionnement, à la place du préconditionnement par défaut utilisé parle programme. Un bon préconditionnement est souvent très lié à la nature du problème (pré-conditionnement par “sous-domaines” pour les problèmes associés aux équations aux dérivéespartielles). Pour les problèmes de grande dimension la détermination de ce préconditionnementest un sujet de recherche.
 – La précision demandée : le mauvais conditionnement de certains problèmes n’a d’effet quelorque l’on veut une bonne précision ; si l’on ne veut que deux décimales une (sur-)relaxation(qui n’utilise que la donnée de la fonction) pourra suffire, alors qu’une méthode du secondordre (gradient conjugué, B.F.G.S.) sera nécessaire pour obtenir 5 décimales.
 3.5 Exercices corrigés
 Minimisation unidirectionnelle
 La plupart des méthodes d’optimisation repose sur la minimisation de la fonction d’une variableobtenue par restriction de la fonction objectif à une droite. Contrairement aux apparences la construc-tion d’un algorithme rapide et très sûr pour ce problème n’est pas facile, compte tenu des nombreusessituations particulières que l’on peut rencontrer en optimisation.On considère la restriction de la fonction convexe F (x) à une droite
 h(ρ) = F (x+ ρd)
 et on cherche le minimum de la fonction d’une variable h(ρ).• Définir un algorithme qui utilise le changement de signe de la dérivée.CorrigéOn cherche par dichotomie un point tel que h′(ρ) = 0. On suppose que, comme c’est le cas en généraldans les applications, que l’on sait que d est une direction de descente, c’est à dire que h′(0) < 0,sinon on inverse d. On prend une valeur initiale ρ1 > 0, après avoir homogénéïsé les données et en
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 tenant compte du contexte (si l’utilisation de la minimisation 1D est itérative, il peut être judicieux dereprendre l’optimum précédent par exemple). On aura deux étapes :− Recherche d’un point pour lequel h′(ρk) > 0, en calculant la suite ρk+1 = 2ρk, si échec c’est qu’iln’y a pas de minimum, sinon on a trouvé deux points ρ1, ρ2 avec h′(ρ1) < 0 et h′(ρ2) > 0.− Recherche par dichotomie un point tel que h′(ρ) = 0.• Définir un algorithme qui procède par dichotomie directe(en notant que si a < b < c et h(b) < min(h(a), h(c)) alors le minimum de h(ρ) est entre a et c)CorrigéOn prend une valeur initiales ρ1 > 0. On a trois étapes :− Si h(ρ1) > h(0) on recherche un point pour lequel h(ρk) < h(0), en calculant la suite ρk+1 = ρk
 2 ,en cas d’échec, d n’est pas une direction de descente.− Si h(ρ1) < h(0) on recherche un point pour lequel h(ρk) > h(0), en calculant la suite ρk+1 = 2ρk,en cas d’échec c’est qu’il n’y a pas de minimum.−On a donc trouvé trois points a < b < c avec h(a) > h(b) < h(c). On teste les situations suivantes :
 h(a+b2 ) ≤ h(b) alors faire b← a+b
 2 , c← b
 h( b+c2 ) ≤ h(b) alors faire a← b, b← b+c
 2
 h(b) ≤ min(h(a+b2 ), h( b+c
 2 )) alors faire a← a+b2 , c← b+c
 2
 (3.1)
 L’une des trois inégalités est vraie, ce qui redéfinit le triplet (a, b, c).On peut utiliser la méthode de la tangente de Newton pour, éventuellement, accélérer la recherche sila dérivée seconde est accessible, ou encore procéder à une interpolation parabolique.La mise au point de cet algorithme pour qu’il fonctionne en toutes situations, et notamment pour desfonctions non convexes, est cruciale car il est au coeur de presque tous les algorithmes d’optimisation.Le nombre de calculs de la fonction F (x) dans une dichotomie avec p étapes est en gros Cte|log2ε|,or le calcul d’une valeur de la fonction sera souvent l’opération la plus longue. Pour accélérer lecalcul on peut utiliser les propriétés particulières de la fonction (si c’est un polynôme par exemple)ou approcher la fonction par un polynôme du second degré.
 3.6 Conclusion
 On sait résoudre avec les ordinateurs actuels des problème à 1 000 000 variables, mais certainsproblèmes avec une centaines de variables sont trop difficiles. L’optimisation de problèmes de grandedimension ou trop mal conditionnés reste difficile. Il y a de plus en optimisation beaucoup de situa-tions particulières avec des difficultés que nous n’avons pas envisagées, et dont il serait difficile dedresser un catalogue : l’optimisation reste un problème ouvert. Citons par exemple le cas des fonc-tions qui ne sont pas partout définies (par exemple définies seulement pour des valeurs positives) ouqui “explosent” facilement (présence d’exponentielles), le cas de fonctions rigoureusement constantesdans certaines régions, de fonctions qui mélangent des variables de natures très différentes, ou qui neprésentent des difficultés que pour un petit nombre de variables.L’optimisation ne doit pas être considérer comme un problème fermé :“Je pose un problème d’opti-misation puis je cherche un programme pour résoudre ce problème”. Il faut souvent modifier la for-
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 mulation de problème pour qu’il puisse être résolu. Nous verrons dans la prochaine séance quelquesidées générales (méthodes de décomposition) pour reformuler un problème. Nous avons développéci-dessus quelques idées, non exhaustives, pour faire l’analyse des difficultés du problème :− Ne peut-on pas a-dimensionner les variables pour améliorer le conditionnement ?− Ne peut-on pas éliminer certaines variables (solution analytique, ou par résolution d’un systèmelinéaire) pour réduire la dimension ?− Ne peut-on pas reformuler le problème avec d’autres variables, ou encore modifier la fonction sanschanger la nature du problème (minimiser une somme de carrés est clairement préférable à minimiserune somme de valeurs absolues) ?− Quelles sont les variables dominantes, n’est-il pas possible de définir un ensemble plus restreintde variables, qui donnent une estimation moins fines du résultat mais qui permettent de définir unpréconditionnement ?
 3.7 La méthode du gradient conjugué (Hors Programme )
 3.7.1 Principe
 La méthode du gradient conjugué est la base des méthodes rapides de minimisation des fonctionsrégulières et c’est la meilleure méthode de résolution des grands systèmes issus de l’approximationdes équations aux dérivéees partielles. Le principe de cette méthode est d’accélérer la méthode dugradient en cherchant à l’étape k directement le minimum de la fonction F (x) dans le plan (P) forméau point xk par les directions dk−1 et gk. Nous allons d’abord étudier cette méthode dans le cas d’unefonction quadratique F (x) = 1
 2〈Ax, x〉 − 〈b, x〉 de Rn dans R, avec A symétrique définie positive.– On pose dk = gk + αkdk−1 et xk+1 = xk + ρkdk et on suppose que xk a été choisi comme le
 minimum de F (x) sur la droite xk−1 + ρdk−1 et donc que
 〈gk, dk−1〉 = 0 (3.2)
 – Dessiner dans ce plan (P) le faisceau des ellipses équipotentielles, placer le minimum de F (x) :les ellipses ont toute le même centre, le minimum est le centre faisceau, la nouvelle direction dedescente dk+1 est donc la direction de ce centre (on dit usuellement en géométrie des coniquesque les directions de la tangente en un point et du rayon qui va du centre à ce point sontconjuguées, on montre 5 que 〈Adk+1, dk〉 = 0).
 – On reprend l’étude de la nouvelle direction directement par le calcul. On écrit que xk+1 est leminimum de F (x) dans le plan formé au point xk par les vecteurs dk−1 et gk, ce qui impliqueque le gradient gk+1 est orthogonal à ce plan et donc
 〈gk+1, dk−1〉 = 0 (3.3)
 〈gk+1, gk〉 = 0 (3.4)
 en notant quegk+1 = gk + ρkAdk (3.5)
 5Avec des notations différentes : si on écrit l’équation de l’ellipse sous la forme φ(x) = 〈Ax, x〉 = 1, la normale aupoint x a pour direction Ax (car ∇φ(x) = 2Ax), cette normale est orthogonale à la tangente ; la direction du rayon x etd’une tangente d vérifie donc 〈Ax, d〉 = 0
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 Il vient〈gk+1, dk−1〉 = 〈gk, dk−1〉+ ρk〈Adk, dk−1〉
 et donc en utilisant les conditions (3.3) et (3.2) on obtient que les directions de descentes sontconjuguées
 〈Adk, dk−1〉 = 0 (3.6)
 on en déduit
 αk = − 〈gk,Adk−1〉
 〈Adk−1, dk−1〉ce qui s’écrit aussi, en utilisant (3.5) à l’ordre k − 1
 αk = − 〈gk, gk〉ρk−1〈Adk−1, dk−1〉
 tandis que la condition (3.4) implique
 ρk = − 〈gk, gk〉
 〈Adk, dk〉
 En substituant l’expression de ρk−1 dans celle de αk, il vient
 αk =〈gk, gk〉〈gk−1, gk−1〉
 noter que les dénominateurs ne s’annulent pas si A est symétrique définie positive.– On en déduit le principe de l’algorithme (on introduisant le vecteur vk = Adk) :x0 = 0, ε = précisiong0 = Ax0 − bd0 = g0
 Faire :Calcul de la nouvelle direction :αk = 〈gk,gk〉
 〈gk−1,gk−1〉dk = gk + αkdk−1
 Calcul du minimum unidirectionnel :vk = Adk
 ρk = − 〈gk,gk〉〈vk,dk〉
 xk+1 = xk + ρkdk
 Mise à jour du gradient :gk+1 = gk + ρkvk
 Tant que ‖gk‖ ≥ ε‖g0‖
 3.7.2 Convergence
 Nous avons vu que par, contruction, deux directions de descente successives sont conjuguées etque deux gradients successifs sont orthogonaux. On montre, nous l’admettrons,
 ∀l 6= k, 〈Adk, dl〉 = 0
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 et∀l 6= k, 〈gk, gl〉 = 0
 Toutes les directions sont donc deux à deux conjuguées et tous les gradients deux à deux othogonaux,ce qui implique que l’un de ces gradients gkb (au plus tard gn) est nul. C’est à dire que le point xk
 correspondant est solution du système.D’où le résultat :
 Proposition 19 L’algorithme du gradient conjugué, appliqué à une matrice symétrique définie posi-tive, construit des directions deux à deux conjuguées et des gradients deux à deux orthogonaux. Onobtient la solution du système linéaire Ax = b en au plus n itérations
 On peut préciser le comportement de l’algorithme. On appelle sous-espace de Krylov de rang k, notéEk, le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs b,Ab, . . . ,Ak−1b (E0 = 0). Il existe 6 unrang kb ≤ n à partir duquel Ek = Ekb . On montre par récurrence que xk ∈ Ek et que xk réalise leminimum de F (x) sur le sous-espace de Krylov Ek.Dans la situation “générale”, i.e. si la matrice A a des valeurs propres distinctes et si le vecteur b n’estpas orthogonal à un vecteur propre de A on kb = n, la convergence théorique a lieu en n itérations.En réalité le comportement de l’algorithme du gradient conjugué est plus compliqué que ne le montrel’étude précédente. D’une part l’arithmétique des ordinateurs n’étant pas exacte, les relations établiesdans la question précédente, telles que l’orthogonalité des gradients, s’avèrent fausses, on devraitdonc s’attendre à une “convergence” en plus de n itérations ; c’est parfois le cas pour des matricestrès mal conditionnées. Mais en pratique le gradient gk = Axk − b peut devenir très petit bien avantn itérations, ce qui donne une bonne approximation du minimum.
 3.7.3 Exercices
 Nous complétons l’étude du gradient conjugué sous forme d’exercices corrigés.
 Question 1
 Algorithme du gradient conjugué.• Vérifier que l’on peut écrire l’algorithme sous la forme suivante (les indices k sont laissés pour laclarté)
 x0 = 0, ε = précisiong0 = Ax0 − bd0 = g0
 Faire :vk = Adk
 ρk = −<gk,gk><vk,dk>
 xk+1 = xk + ρkdk
 gk+1 = gk + ρkvk
 6Il existe alors un polynôme P kb(t) de degré kb − 1 tel que P kb(A)(b) = 0, kb − 1 est le degré du polynôme minimalassocié à la matrice A et au vecteur b
 ECP 2006-2007 64

Page 65
                        

CHAPITRE 3. OPTIMISATION SANS CONTRAINTE 65
 αk+1 = <gk+1,gk+1><gk,gk>
 dk+1 = gk+1 + αk+1dk
 Tant que ‖gk‖ ≥ ε‖g0‖
 • Quelles sont les opérations les plus coûteuses en supposant que A est une matrice creuse ? Quel estle coût supplémentaire par rapport à l’algorithme du gradient ?On notera que, à l’exception du calcul de ρk, l’algorithme repose uniquement sur le calcul du gradient,cela sera précieux pour étendre l’algorithme aux fonctions non quadratiques.Nous allons étudier les propriétés de cet algorithme.
 Question 2
 Analyse de quelques propriétés de l’algorithme du gradient conjugué.•Montrer que
 Agk =1ρkgk+1 − (
 1ρk
 +αk
 ρk−1)gk +
 αk
 ρk−1gk−1
 et que
 gk+1 = (1 + αk ρk
 ρk−1)gk + ρkAgk − αk ρk
 ρk−1gk−1
 C’est à dire que le gradient s’obtient par une récurrence à deux pas, et non pas par une récurrence àun pas comme pour la méthode du gradient ( il en est de même des directions). • Supposons, poursimplifier, que kb = n ; Montrer que, dans la base orthogonale formée par les vecteurs gk, la matricede l’opérateur A est tridiagonale. On peut normer la base pour rendre en plus la matrice symétrique.• Quel est l’intérêt de cette construction ?
 Question 3
 Étude de l’erreur.Une étude précise de l’évolution de l’erreur dans la méthode du gradient conjugué, trop complexepour être exposée ici, montre que si K est le conditionnement de la matrice A on a
 ‖gk‖A ≤ 4(√K − 1√K + 1
 )k‖g0‖A
 où K est le conditionnement de la matrice A et ‖x‖A =√< Ax, x >. Or le conditionnement peut
 être très grand, ce qui rend le rapport (√
 K−1√K+1
 ) très proche de 1, et donc la décroissance de l’erreurlente.• En déduire, pour des matrices de grandes dimension n, une estimation du conditionnement pourque la méthode “converge” en moins de n itérations, c’est à dire que xk vérifie le système linéaire à10−m près.• Pour fixer les idées on considère les matrices issues de la résolution approchée d’un problèmed’équation aux dérivées partielles du type −∆u = f , où la dimension n de ces matrices peut être trèsgrande, notamment pour des problèmes tridimensionnels (n > 100000) ; on montre que ces matricesont un conditionnement K ∼ C1n en dimension 2 et K ∼ C2n
 23 en dimension 3, en déduire une
 estimation du nombre d’itérations pour une précision de 10−5.
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 Question 4
 Préconditionnement.Nous avons vu que la vitesse de convergence de la méthode du gradient conjugué dépend du condi-tionnement de la matrice A. En effectuant un changement de variable on peut modifier cette matriceet améliorer le conditionnement. Soit A une matrice inversible quelconque. On effectue le change-ment de variable y = Lx dans la fonction F (x).•Montrer que cela revient à changer la matrice A en L−tAL−1.• Quelle propriété doit vérifier M = LtL, appelée matrice de préconditionnement pour espérer amé-liorer le conditionnement ?Note : le simple préconditionnement par la diagonale permet d’adimensionner la matrice, à défaut detout autre il faut utiliser celui là. Il existe quelques préconditionnements “généraux” (SSOR, Choleskyincomplet...), où l’on utilise des matrices M extraites de A dont on connaît la factorisation M = LtLavec une matrice L triangulaire, ce qui permet de résoudre facilement les systèmes de matrice M,et d’autres adaptés à certains problèmes d’équations aux dérivées partielles (préconditionnement parsous-domaines).• Réécrire l’algorithme avec ce changement de matrice, puis faire réapparaître la variable xk et lamatrice M pour obtenir la forme suivante de l’algorithme dit de gradient conjugué préconditionné :
 x0 = 0, ε = précisiong0 = Ax0 − bMz0 = g0
 d0 = z0
 Faire :vk = Adk
 ρk = −<zk,gk><vk,dk>
 xk+1 = xk + ρkdk
 gk+1 = gk + ρkvk
 Mzk+1 = gk+1
 αk+1 = <zk+1,gk+1><zk,gk>
 dk+1 = zk+1 + αk+1dk
 Tant que ‖gk‖ ≥ ε‖g0‖
 Question 5
 Extension aux fonctions non quadratiques.Une première idée pour étendre aux fonctions non quadratiques la méthode du gradient conjuguéserait de définir les directions conjuguées localement à l’aide du Hessien de la fonction. Cela obligecependant à calculer ce Hessien, ce qui peut être très coûteux. Mais nous avons fait la remarqueà la question (1) que l’algorithme peut s’écrire sous une forme qui n’utilise que la connaissance dugradient. C’est cette forme qui justifie la méthode Polak-Ribière définie par l’algorithme suivant, danslequel on suppose calculable le gradient en chaque point :
 x0 = donné, ε = précision
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 g0 = ∇F (x0)d0 = g0
 Faire :Calcul du minimum unidirectionnel : F (xk + ρkdk) ≤ F (xk + ρdk) ∀ρ ∈ Rgk+1 = ∇F (xk+1)αk+1 = −<gk+1−gk,gk+1>
 <gk,gk>
 dk+1 = gk+1 + αk+1dk
 Tant que ‖gk‖ ≥ ε‖g0‖
 La formule qui définit αk+1 est équivalente pour une fonction quadratique à la formule utilisée dansla question (1) αk+1 = −<gk+1,gk+1>
 <gk,gk>du fait de l’orthogonalité des gradients. Le principe de l’al-
 gorithme est que lorsque xk est proche du minimum, la fonction F (x) est presque quadratique etl’algorithme est bien celui du gradient conjugué ; l’intérêt de la nouvelle formule pour αk est que,dans les premières étapes, si l’algorithme “piétine” on aura αk+1 = 0 et la nouvelle direction dk+1
 sera celle du gradient.
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 FIG. 3.4 – Itérés de l’algorithme du Polak-Ribière. Comparer avec la méthode du gradient.
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 3.7.4 Corrigés
 Corrigé de la question 1
 Algorithme du gradient conjugué.• Écrire l’algorithme sous... On remarque, comme pour la méthode du gradient, qu’il n’y a qu’unproduit matrice vecteur et deux produits scalaires à calculer et que par rapport à l’algorithme dugradient il suffit d’ajouter deux lignes ; le produit matrice vecteur est peu coûteux pour des matricescreuses.
 Corrigé de la question 2
 Analyse de quelques propriétés de l’algorithme du gradient conjugué.• Dans la relation dk = gk +αkdk−1 on peut éliminer dk à l’aide de la relation gk+1 = gk + ρkAdk,on obtient
 Agk =1ρkgk+1 − (
 1ρk
 +αk
 ρk−1)gk +
 αk
 ρk−1gk−1
 De la relation précédente on déduit
 gk+2 = (1 + αk+1 ρk+1
 ρk)gk+1 + ρk+1Agk+1 − αk+1 ρ
 k+1
 ρkgk
 • Supposons, pour simplifier, que kb = n ; les vecteurs gk forment alors une base orthogonale, larelation précédente montre que la matrice de l’opérateur A dans cette base est tridiagonale, on peutnormer la base pour rendre en plus la matrice symétrique ; ainsi on peut construire comme sous-produit de l’algorithme du gradient conjugué une matrice triadiagonale symétrique semblable à lamatrice A, cette matrice symétrique tridiagonale a les mêmes valeurs propres que A ; or il existe desalgorithmes très performant pour calculer les valeurs propres de ces matrices, cette tridiagonalisationde la matrice A est la base de la méthode de Lanczos pour calculer les valeurs propres des grandesmatrices creuses (fréquences propres en calcul des structures).C’est à dire que le gradient s’obtient par une récurrence à deux pas, et non pas par une récurrence àun pas comme pour la méthode du gradient, il en est de même des directions .
 Corrigé de la question 3
 Étude de l’erreur.• En déduire, pour des matrices de grandes dimension n, une estimation du conditionnement pourque la méthode “converge” en moins de n itérations, c’est à dire que xk vérifie le système linéaire à10−m près.On veut ‖g
 k‖A
 ‖g0‖A≤ 10−m d’où
 k ln(√K − 1√K + 1
 ) ≤ −m ln 10
 et, pour K grand
 −k 2√K≤ −m ln 10
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 ou encorek
 n>
 √K
 2nm ln 10
 Si on veut k < n il faut
 K ≤ 4n2
 (m(ln 10))2
 La convergence interviendra bien avant n itérations si le conditionnement est inférieur à n2.• Pour fixer les idées on considère les matrices issues de la résolution approchée d’un problèmed’équation aux dérivées partielles du type−∆u = f , où la dimension n de ces matrices, qui croît avecla précision, peut être très grande, notamment pour des problèmes tridimensionnels (n > 100 000) ;on montre que ces matrices ont un conditionnement K ∼ C1n en dimension 2 et K ∼ C2n
 23 en
 dimension 3, en déduire une estimation du nombre d’itération pour une précision de 10−5.En 2D on a
 ‖gk‖A‖g0‖A
 ≤ (1− 1√
 C1n
 1 + 1√C1n
 )k ≤ exp(− 2k√C1n
 )
 on aura une précision de 10−5 si − 2k√C1n∼ −5 ln 10 ou 2k√
 C1n∼ 5 ln 10 et
 k
 n∼ (√C1
 25 ln 10)
 1√n
 Le rapport kn tend vers 0 comme 1√
 npour n grand.
 En 3D on a
 ‖gk‖A‖g0‖A
 ≤ (1− 1
 √C1n
 13
 1 + 1√
 C1n13
 )k ≤ exp(− 2k√C1n
 13
 )
 d’où − 2k√
 C1n13∼ −5 ln 10 ou 2k
 √C1n
 13∼ 5 ln 10 et k
 n ∼ (√
 C12 5 ln 10) 1
 n23
 Le rapport kn tend vers 0
 comme 1
 n23
 pour n grand.
 Corrigé de la question 4
 PréconditionnementOn effectue le changement de variable y = Lx dans la fonction F (x).•Montrer que cela revient à changer la matrice A en L−tAL−1.Le changement de variable change F (x) en
 F (y) =12< AL−1y,L−1y > − < b,L−1y >
 Minimiser F (y) revient donc à changer A en L−tAL−1 et b en L−tb.• Quelle propriété doit vérifier M = LtL, appelée matrice de préconditionnement pour espéreraméliorer le conditionnement ?Le conditionnement de la nouvelle matrice sera d’autant meilleur qu’elle sera proche de Id, c.a.d.
 L−tAL−1 ∼ Id
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 ouA ∼ LtL
 Le simple préconditionnement par la diagonale permet d’adimensionner la matrice, à défaut de toutautre il faut utiliser celui là. Il existe quelques préconditionnements “généraux” (SSOR, Choleskyincomplet...), d’autres adaptés à certains problème d’équations aux dérivées partielles (précondition-nement par sous-domaines).
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Chapitre 4
 Optimisation sous contraintes d’égalité
 Objectifs
 Nous insistons dans ce chapitre sur l’utilisation de la dualité pour analyser un problème d’optimi-sation sous contraintes. Les multiplicateurs de Lagrange, ou variables duales, que nous introduisonssont bien plus qu’un artifice pour traiter les contraintes, car le couple des variables primales et duales,présenté ici dans un contexte élémentaire, est un outil général de modélisation mathématique, aussibien en mécanique, thermodynamique, électronique qu’en économie, contrôle...
 Notations
 On note V un espace vectoriel normé, x un point de V , 〈x, y〉 =∑
 i xiyi le produit scalairecanonique de Rn. Les fonctions F (x), Fi(x), i = 1, . . . , p, sont des fonctions C1 de V dans R.
 4.1 Optimisation sous contraintes d’égalité
 4.1.1 Présentation
 Un problème d’optimisation sous contraintes d’égalité s’écrit sous la forme suivanteC = x ∈ V tel que Fj(x) = 0 , j = 1, . . . , p∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (4.1)
 La fonction F (x) est souvent appelée la fonction objectif et les fonctions Fi(x) les contraintes, Unpoint qui vérifie les contraintes est réalisable.Les énoncés ci-dessous peuvent être étendus au problème des minimums locaux, nous ne le feronspas pour alléger l’écriture. Pour la maximisation des fonctions, le lecteur devra adapter...
 4.1.2 Préliminaires
 Nous démontrons deux lemmes utiles pour la suite
 71
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 Lemme 1 Si φj(x), j = 1, . . . , p, et φ(x) sont p + 1 formes linéaires indépendantes sur V et si(∀j = 1, . . . , p, φj(x) = 0)⇒ φ(x) = 0 alors il existe p réels λj , j = 1, . . . , p, tels que
 φ =p∑
 j=1
 λjφj
 DémonstrationSoit Φ(x) l’application de V dans Rp+1 définie par
 Φ(x) = (φ(x), φ1(x), . . . , φp(x))
 Par la linéarité de l’application Φ, Φ(V ) est un sous-espace vectoriel de Rp+1 ; or le point (1, 0, . . . , 0)n’appartient pas à Φ(V ), donc Φ(V ) est un sous-espace strict de Rp+1, et il existe p + 1 réels, nontous nuls, λj , j = 0, . . . , p, tels que
 ∀x ∈ V,p∑
 j=0
 λjφj(x) = 0
 c’est à dire∑p
 j=0 λjφj = 0. L’indépendance des formes linéaires Φj implique que λ0 6= 0, on endéduit le résultat en divisant par λ0. ♦Un problème d’optimisation sous contraintes est un problème d’optimisation sur une sous-variété1 Cde Rn. On peut caractériser géométriquement un minimum local d’une fonction sur une variété :
 Lemme 2 Si x réalise le minimum d’une fonction F (x) sur une sous-variété de V alors ∇F (x) estorthogonal au sous-espace tangent à la variété en x.
 DémonstrationSoit y un vecteur tangent à la variété en x, on définit une courbe x(t) sur la variété avec x(0) =x, x′(0) = y ; La fonctionF (x(t)) est minimum pour t = 0, donc d
 dtF (x(t))|t=0 = 〈∇F (x), x′(t)〉 =0. ♦
 4.1.3 Les multiplicateurs de Lagrange
 Théorème de Lagrange
 Théorème 15 Si x est solution du problème (4.1) et si les formes linéaires DFj(x) , j = 1, . . . , p,forment un système libre, il existe des réels λj , j = 1, . . . , p, appelés multiplicateurs de Lagrange telsque DF (x) +
 p∑j=1
 λjDFj(x) = 0
 Fj(x) = 0, j = 1, . . . , p
 (4.2)
 Avant de démontrer le théorème de Lagrange, nous allons l’exprimer à l’aide du Lagrangien. PosonsΛ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rp.
 1Intuitivement, une variété est une “surface” de dimension quelconque.
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 Définition 17 La fonction
 L(x,Λ) = F (x) +p∑
 j=1
 λjFj(x)
 est appelée le lagrangien.
 Le théorème (4.2) exprime qu’il existe des multiplicateurs Λ telle que la solution x est un pointstationnaire du lagrangien :
 Théorème 16 Sous les mêmes conditions que dans le théorème (4.2), le couple (x, Λ) vérifieDxL(x, Λ) = 0Fj(x) = 0, j = 1, . . . , p
 (4.3)
 DémonstrationSoit Φ(x) l’application de V dans Rp+1 définie par
 Φ(x) = (F (x), F1(x), . . . , Fp(x))
 On a Φ(x) = (F (x), 0, . . . , 0).Supposons que DΦ(x) est surjective :d’après le théorème de l’application ouverte (cf. Séance 1) il existe une boule Bρ(Φ(x)) telle queBρ(Φ(x)) ⊂ Φ(V ) . D’où si ε est assez petit
 (F (x)− ε, 0, . . . , 0) ∈ Φ(V )
 c’est à dire qu’il existe x ∈ V tel que F (x) = F (x) − ε et Fj(x) = 0, j = 1, . . . , p contrairement àl’hypothèse que F (x) est la valeur minimale du problème d’optimisation (4.2).Donc l’application linéaire x ∈ V → DΦ(x) = (DF (x), DF1(x), , DFp(x)) n’est pas surjective surRp, ce qui implique qu’il existe un hyperplan Π ⊂ Rp tel que
 ∀h ∈ V, DΦ(x).h ∈ Π
 autrement dit il existe des réels λ, λ1, . . . , λp, non tous nuls, tels que
 ∀h ∈ V, λDF (x).h+p∑
 j=1
 λjDFj(x).h = 0
 et donc
 λDF (x) +p∑
 j=0
 λjDFj(x) = 0 (4.4)
 On a λ 6= 0, sinon les différentielles DFj(x) ne formeraient pas un système libre, on en déduit lerésultat en divisant par λ. ♦Noter que
 DΛL(x, Λ) = (F1(x), . . . , Fp(x))t
 on peut donc aussi écrire DxL(x, Λ) = 0DΛL(x, Λ) = 0
 (4.5)
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 Analyse des conditions de Lagrange
 – Les conditions de Lagrange sont nécessaires mais elles ne sont pas suffisantes.– La nécessité de la condition d’indépendance des gradients peut être vérifiée sur l’exemple sui-
 vant où l’ensemble C est, dans R3, la droite commune à deux cylindres tangents ; par exempleF1(x) = (x1−1)2 +x2
 2−1, F2(x) = (x1 +1)2 +x22−1, F (x) = x2
 1 +x23−x2, alors C est la
 droite x1 = x2 = 0 et le minimum de F (x) sur cette droite est atteint en x1 = x2 = x3 = 0 ;en ce point les gradients sont ∇F = (0,−1, 0), ∇F1 = (−2, 0, 0) et ∇F2 = (2, 0, 0), lesgradients des deux contraintes sont colinéaires tandis que∇F a une autre direction.
 – La condition (4.2) sous la forme DxL(x, Λ) = 0 n’implique pas que le Lagrangien est mini-mum en x, c’est en général faux. Nous verrons ultérieurement des conditions suffisantes pourque cette propriété soit vraie.
 – Si V = Rn, les conditions (4.2) sont équivalentes à un système de n + p équations à n + pinconnues ∇F (x) +
 p∑j=1
 λj∇Fj(x) = 0
 Fj(x) = 0, j = 1, . . . , p
 (4.6)
 Pour résoudre ce système, le principe général est d’éliminer x en fonction des multiplicateursΛ à l’aide du premier groupe d’équations, de reporter cette expression dans les p équations decontraintes, ce qui permet en principe de déterminer les p multiplicateurs, puis x .
 4.2 Propriétés et interprétations des multiplicateurs
 4.2.1 Les multiplicateurs mesurent la sensibilité d’une contrainte
 La valeur d’un multiplicateur associé à une contrainte est la dérivée de la valeur optimale de lafonction objectif par rapport à une variation de cette contrainte. Plus précisément, supposons pourfixer les idées que l’on perturbe la contrainte F1(x) = 0 en F1(x) + ε = 0. Soit Lε(x,Λ) = F (x) +λ1(F1(x) + ε) +
 ∑pj=2 λjFj(x) le Lagrangien associé. Soit (x(ε),Λ(ε)) la solution correspondante,
 qui est fonction de ε. La valeur optimale de la fonction objectif est F (x(ε))
 Théorème 17λ1 =
 d
 dεF (x(ε))|ε=0 (4.7)
 DémonstrationOn a, puisque les contraintes sont nulles à l’optimum, F (x(ε)) = Lε(x(ε),Λ(ε))
 dF (x(ε))dε
 = DxLε(x(ε),Λ(ε)).dx(ε)dε
 +DΛLε(x(ε),Λ(ε))dx(Λ)dε
 +DεLε(x(ε),Λ(ε))
 Compte tenu de la nullité des dérivées du Lagrangien par rapport à x et Λ à l’optimum, il vient
 dF (x(ε))dε
 |ε=0 = DεLε(x(ε),Λ)|ε=0 = λ1
 ♦Les multiplicateurs de Lagrange mesurent donc la sensibilité de la valeur optimale par rapport à unecontrainte, c’est une des raisons les plus importantes de calculer ces multiplicateurs.
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 4.2.2 Interprétations
 Les multiplicateurs de Lagrange sont un des outils usuels de la modélisation mathématique, no-tamment en physique et en économie.
 – Mécanique : La position d’équilibre d’un système de barres, soumises à des liaisons, estsolution d’un problème d’optimisation sous contraintes : elle réalise le minimum de l’énergiepotentielle totale (cf. 1.1.4 ) pour toutes les positions admissibles, c’est à dire vérifiant lesliaisons. L’interprétation mécanique des multiplicateurs de Lagrange est simple : ce sont desréactions ou efforts de liaisons, le lagrangien est l’énergie du système augmentée du travail desefforts de liaisons. Plus généralement,en mécanique des grandeurs comme les contraintes oules pressions s’interprètent comme des multiplicateurs liaisons cinématiques ou de conditionsd’invariance de volume.
 – Économie : On considère l’optimisation du coût de fabrication de n biens en utilisant p com-posants ou matières premières sous p contraintes sur les quantités disponibles de ces matières.Un multiplicateur de Lagrange d’une de ces contraintes s’interprète comme un prix marginalqu’il faut attribuer à la matière première correspondante. Le Lagrangien représente la valeurdes biens fabriqués augmenté de la valeur des stocks restant de matières premières ou diminuéde la valeur des matières à acheter.
 4.3 Application
 4.3.1 Minimisation d’une fonction quadratique convexe sous des contraintes linéaires
 On suppose que V = Rn et F (x) = 12〈Ax, x〉−〈b, x〉, avec A symétrique définie positive. Si les
 fonctions Fi(x) sont linéaires, on peut écrire l’ensemble des contraintes sous la forme Bx = c, où Best une matrice de dimension (p, n), avec p < n, et c ∈ Rp, le problème s’écrit
 C = x ∈ V tel que Bx = cF (x) =
 12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉
 ∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (4.8)
 Pour que les contraintes soient indépendantes, il faut que le rang de B soit p. On pose
 Λ = (λ1, . . . , λp)t ∈ Rp
 Les conditions d’optimalité s’écrivent, d’après le théorème de Lagrange et après réarrangement destermes,
 Ax +BtΛ = bBx = c
 (4.9)
 Le couple (x, Λ) est solution d’un système linéaire à matrice symétrique (non définie positive) quel’on peut éventuellement résoudre par blocs : on tire x du premier bloc, on en déduit le système
 BA−1BtΛ = BA−1b− c
 qui est à matrice C = BA−1Bt symétrique définie positive. On peut donc calculer les multiplicateursΛ, on obtient ensuite x à l’aide du premier bloc d’équations, dont la matrice A est aussi symétrique
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 définie positive.Si x est connu, on peut calculer les multiplicateurs (si B est de rang maximal p)
 Λ = (BBt)−1B(Ax− b)
 4.3.2 Fonctions convexes et contraintes linéaires
 Si on suppose que la fonction objectif F (x) est strictement convexe et les contraintes linéaires ilest possible de préciser le théorème de Lagrange (4.2). Remarquons d’abord que, sous ces hypothèses,le Lagrangien L(x,Λ) est convexe en x. La condition DxL(x, Λ) = 0 implique donc que x est leminimum (unique) sur V de L(x, Λ) par rapport à x. Ce qui nous permet de réécrire le théorème deLagrange sous la forme
 Théorème 18 Si F (x) est (strictement) convexe, x est (l’unique) solution du problèmeC = x ∈ V tel que Bx = c∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (4.10)
 si et seulement si il existe des rééls Λ = (λ1, . . . , λp), tels que∀x ∈ V L(x, Λ) ≤ L(x,Λ)Fj(x) = 0, j = 1, . . . , p
 (4.11)
 Notons que si les multiplicateurs ont été déterminés, x est solution d’un problème d’optimisation sanscontrainte.
 4.4 Optimisation et dualité
 4.4.1 Problème dual
 Nous nous plaçons sous l’hypothèse où la fonction à optimiser F (x) est convexe et les contrainteslinéaires.
 Théorème 19 Le couple (x, Λ) solution du problème (4.10) est un point selle du Lagrangien, i.e. ilvérifie
 ∀x ∈ V, ∀Λ ∈ Rp, L(x,Λ) ≤ L(x, Λ) ≤ L(x, Λ) (4.12)
 DémonstrationOn a Fi(x) = 0, d’où en fait l’égalité
 L(x,Λ) = L(x, Λ) ≤ L(x, Λ)
 et d’après (4.11)L(x, Λ) ≤ L(x, Λ)
 ♦Cela nous conduit à définir la fonction duale
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 Définition 18 On appelle fonction duale du problème d’optimisation (4.10) la fonction de Rp dansR définie par
 Φ(Λ) = minxL(x,Λ) (4.13)
 – La fonction peut ne pas être toujours définie, nous poserons alors que sa valeur est alors −∞.– La fonction duale a souvent un sens physique. Dans l’exemple du treillis de barre ci-dessus,
 la fonction duale est l’énergie de la position d’équilibre pour des réactions arbitraires, dans unautre exemple (voir exercice), le problème dual est connu sous le nom de Principe d’énergiecomplémentaire. Dans l’exemple économique ci-dessus la fonction duale est la valeur des biensfabriqués pour des coûts arbitraires des matières premières.
 – Par construction, en notant x(Λ) le point où le minimum est atteint dans (4.13), on a
 ∇Φ(Λ) = (F1(x(Λ)), . . . , Fp(x(Λ)))t = Bx(Λ)− c (4.14)
 Cela découle de
 DΦ(Λ) = DxL(x(Λ),Λ) DΛx(Λ) +DΛL(x(Λ),Λ)
 La dérivée en x est nulle car x(Λ) est un minimum, il ne reste donc que le deuxième terme.De plus par construction
 Φ(Λ) = minxL(x,Λ) ≤ L(x,Λ) ≤ L(x, Λ) = Φ(Λ)
 La recherche du maximum de la fonction duale est le problème dual tandis que le problème de mini-misation sans contrainte (4.13) est le problème primal. Résumons
 Théorème 20 La fonction duale Φ(Λ) est une fonction concave (car elle est définie comme la bornesupérieure d’une famille de fonctions affines). On a
 ∇Φ(Λ) = Bx(Λ)− c (4.15)
 où x(Λ) est la solution du problème primal.La fonction duale atteint son maximum pour les multiplicateurs solutions de (4.12).
 Une valeur de la fonction duale est une estimation inférieure de la valeur optimale, par ailleurs laconnaissance d’un point réalisant les contraintes permet de calculer la fonction objectif en ce pointet ainsi d’avoir une estimation supérieure, d’où la possibilité d’avoir un encadrement de la valeuroptimale en estimant à la fois un point réalisable (proche de l’optimum), puis les multiplicateurs, encalculant la fonction duale .ExempleDans le cas d’une fonction quadratique (cf. 4.8) on peut calculer Φ(Λ)
 Φ(Λ) = −12〈BA−1BtΛ,Λ〉+ 〈BA−1b− c,Λ〉
 Dans le cas général la fonction duale va nous servir à définir un algorithme de calcul approché desmultiplicateurs.
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 4.4.2 Algorithme d’Uzawa
 On peut appliquer au calcul du maximum de la fonction duale un algorithme d’optimisation quel-conque. Appliquons l’algorithme du gradient à pas fixe, en utilisant (4.15) et en notant que pourcalculer un maximum il faut inverser des signes par rapport au calcul d’un minimum. Pour contrôlerle pas on vérifie la croissance de la fonction objectif.
 Choisir une estimation de Λ0 et de ρ > 0 (assez petit),Faire :
 Chercher xk solution du problème primal : ∀x ∈ V, L(xk,Λk) ≤ L(x,Λk)Fk = L(xk,Λk)Tester Fk > Fk−1 sinon diminuer ρgk = Bxk − cΛk+1 = Λk + ρgk
 Tant que ‖gk‖ ≥ eps‖g0‖
 – Cet algorithme, souvent très naturel dans une situation concrète, a été “découvert” sous d’autresnoms dans les contextes les plus divers...
 – On a donc ramené la résolution d’un problème d’optimisation sous contraintes à une série deproblèmes sans contrainte.
 – Tel quel cet algorithme est lent, les méthode dites de Lagrangien augmenté (appelées aussipénalisation-dualité) en sont une amélioration décisive et résolvent le problème délicat duchoix de ρ.
 4.4.3 Méthode de pénalisation
 Principe
 Le principe des méthodes de pénalisation consiste à remplacer le problème d’optimisation souscontraintes par un problème sans contrainte en ajoutant à la fonction objectif des fonctions de pénalitéqui sont très grandes dès que les contraintes ne sont pas vérifiées. Il y a des variantes, le principe leplus simple consiste à remplacer ( 4.1) par leproblème pénalisé Fε(x) = F (x) +
 ∑i
 Fi(x)2
 2ε∀x ∈ V Fε(xε) ≤ Fε(x)
 (4.16)
 Le paramètre de pénalisation ε sera pris petit. Le résultat attendu est que si ε → 0 la solution xε duproblème pénalisé tende vers la solution x du problème d’optimisation sous contraintes.
 Analyse
 L’intérêt de la méthode est la simplicité de sa mise en oeuvre. De plus le procédé a souvent unesignification physique très claire (par exemple, en mécanique, pour le problème du treillis vu ci-dessus, il revient à supprimer les liaisons et à introduire des ressorts très rigides entre un noeud et leplan sur lequel le noeud doit se déplacer). Mais elle a des inconvénients :
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 – En supposant les grandeurs adimensionnées et les calculs faits en double précision (14 déci-males), le paramètre ε ne peut être plus petit que que 10−7 pour limiter les erreurs de troncaturedans l’addition de termes d’ordre de grandeur différent. Or on montre (voir en exercice le casquadratique) que l’erreur ‖xε − x‖ est de l’ordre de
 √ε, d’où une précision limitée à 10−3.
 – Le conditionnement du problème pénalisé est en général très grand pour ε petit. D’où uneimprécision sur ce problème et une convergence lente des algorithmes itératifs si le paramètreest petit.
 – Si la fonction objectif F (x) est convexe et les contraintes linéaires, la fonction pénalisée Fε(x)est convexe (elle peut même dans certains cas être strictement convexe sans que F (x) le soit).
 Cas d’une fonction quadratique
 Soit un problème d’optimisation quadratique convexe sous contraintes linéaires C = x ∈ V tel que Bx = cminx∈C
 F (x) =12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉 (4.17)
 La solution xε du problème pénalisé associé est solution d’un système linéaire à matrice symétriquedéfinie positive
 (A +1εBtB)xε = b+
 1εBtc (4.18)
 Dém. :La fonction pénalisée est
 Fε(x) =12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉+
 ∑i
 〈Bx− c,Bx− c〉2ε
 ce qui s’écrit encore
 Fε(x) =12〈(A +
 1εBtB)x, x〉 − 〈b, x〉 − 1
 ε〈Bx, c〉+ 1
 2ε〈c, c〉
 C’est une fonction quadratique convexe dont le minimum est solution du système linéaire
 (A +1εBtB)x = b+
 1εBtc
 L’intérêt de la méthode est la simplicité de sa mise en oeuvre. Mais elle a des inconvénients :– En supposant les matrices adimensionnées et les calculs faits en double précision (14 déci-
 males), le paramètre ε ne peut être plus petit que que 1.E − 7 pour limiter les erreurs de tron-cature dans l’addition de termes d’ordre de grandeur différent. Or on montre (voir ci-dessous)que l’erreur ‖xε − x‖ est de l’ordre de
 √ε, d’où une précision limitée à 10−3.
 – Pour des problèmes de grande dimension la structure de la matrice B (i.e. les éléments nonnuls) peut être très différente de celle de la matrice A ce qui peut poser des difficultés dereprésentation de la matrice du problème pénalisée.
 – Le conditionnement de la matrice du problème pénalisée va en général être très grand pour εpetit. D’où une imprécision sur ce problème et une convergence lente des algorithmes itératifssi le paramètre est petit.
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 Estimation de l’erreur dans le problème pénalisé : cas quadratique
 Montrons que l’erreur commise en remplaçant la solution x du problème (4.17) par la solution xε
 du problème pénalisé (4.18) est de l’ordre de√ε, d’où une précision limitée à 1.E − 3.
 Proposition 20‖xε − x‖2 ≤ Cte
 √ε
 ‖1ε(Bxε − c)− Λ‖2 ≤ Cte
 √ε
 Démonstration :Il vient, en faisant la différence de (4.18) et des conditions d’optimalité
 A(xε − x) +1εBtB(xε − x) = BtΛ (4.19)
 Posons δ = x− x, il vient
 〈Aδ, δ〉+ 1ε〈BtBδ, δ〉 = 〈BtΛ, δ〉
 en arrangeant
 〈Aδ, δ〉+ 1ε〈Bδ,Bδ〉 = 〈Λ,Bδ〉 (4.20)
 On en déduit d’abord1ε〈Bδ,Bδ〉 ≤ 〈Λ,Bδ〉
 d’où1ε‖Bδ‖22 ≤ ‖Λ‖2‖Bδ‖2
 et donc‖Bδ‖2 ≤ ε‖Λ‖2
 En reportant cette estimation dans (4.20), on obtient
 〈Aδ, δ〉 ≤ 〈Λ,Bδ〉 ≤ ε‖Λ‖22comme il existe 2 α > 0 tel que α‖δ‖22 ≤ 〈Aδ, δ〉 il vient
 α‖δ‖22 ≤ ε‖Λ‖22et donc
 ‖δ‖2 ≤ Cte√ε
 En reportant cette estimation dans (4.19) on obtient
 ‖1ε(Bxε − c)− Λ‖2 ≤ Cte ‖(BtB)−1‖‖B‖2‖A‖2
 √ε
 ♦Notons que, si on a résolu le problème pénalisé, on peut calculer (approximativement) les multiplica-teurs de Lagrange par la formule
 Λ =1ε(Bxε − c)
 mais la précision est médiocre.2On peut prendre pour α la plus petite valeur propre de A, qui est une matrice symétrique définie positive
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 4.4.4 Approximation numérique
 Pour calculer la solution du problème d’optimisation sous contraintes linéaires (4.10) on peututiliser les résultats ci-dessus pour se ramener à un problème sans contrainte ou traiter directementle problème d’optimisation sur le sous-espace réalisable C à l’aide des algorithmes que nous avonsétudiés (gradient, gradient conjugué) en notant que le gradient de la fonction F (x) resteinte à C estla projection de ∇F (x) sur C.Pour calculer la solution du problème d’optimisation sous contraintes quelconques (4.1)on essaiera leplus souvent de simplifier la recherche en se ramenant à un problème sans contrainte par les méthodesde dualité ou par pénalisation (complétées par les méthodes de pénalisation-dualité), ou directementen linéarisant localement les contraintes autour d’une approximation xk, ce qui nous ramène au casprécédent, puis en projetant sur C le nouveau point calculé xk+1 qui est hors de l’ensemble réalisableC. Le plus souvent on essaiera de simplifier les contraintes par l’introduction de variables auxiliairesà l’aide de techniques de découplage dont nous verrons des exemples en exercice.La connaissance d’un paramètrage de l’ensemble C permet d’adapter parfois les techniques pré-sentées dans le cas sans contrainte : par exemple sur une sphère on peut faire de la relaxation enremplaçant les axes par les grands cercles...Voir la présentation de “l’Optimization Toolbox” de MatLab pour plus de détails.
 4.5 Compléments : ce paragraphe est hors programme
 4.5.1 Le principe d’énergie complémentaire
 Nous allons introduire sur un cas particulier un principe physique général, bien connu notammenten résistance des matériaux. Soit :− V = Rn,− N matrices Bk de dimension (p, n), où p est un entier petit ,− ψ(y) une fonction convexe définie sur Rp.On considère le problème
 F (x) =N∑
 k=1
 ψ(Bkx)− < b, x >
 minx∈V
 F (x)(4.21)
 Exemple : on cherche la position d’équilibre d’un treillis de N barres où x définit la position desnœuds, le vecteur yk = Bkx représente les déformations dans la barre k, ψ(yk) est l’énergie dedéformation , exprimée en fonction des déformation, b désigne les chargements, F (x) est l’énergiepotentielle totale. Nous supposerons la fonction ψ(y) strictement convexe et coercive (c’est à direψ(yk) ≥ α‖yk‖22 à l’infini).
 On introduit les vecteurs yk comme inconnues auxiliaires ; posons y = (y1, . . . , yN )t ∈ RpN et
 F (x, y) =N∑
 k=1
 ψ(yk)− < b, x >
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 On remplace le problème (4.21) par un problème équivalent d’optimisation sous contraintes dansl’espace W = Rn × RpN
 C = (x, y) ∈W tel que Bkx− yk = 0minx∈C F (x, y)
 (4.22)
 L’intérêt de cette transformation, souvent appelée découplage, est que la fonction F est une sommede fonctions de variables yk indépendantes.• On introduit un multiplicateur pour chaque liaison 3, mais nous notons ici λk le vecteur de Rp
 associé aux p multiplicateurs des liaisons yk = Bkx. Montrer que le Lagrangien s’écrit
 L(x, y,Λ) = F (x, y)− < Λ, y > + <∑
 k
 Btkλk − b, x >
 avec Λ = (λ1, . . . , λN ) ∈ RpN (noter que λk est ici un vecteur de Rp).(Indic. : on introduit un multiplicateur pour chaque contraintes, pour k fixé, on introduit donc unmultiplicateur pour les N contraintes Bkx − yk = 0, ces m multiplicateurs forment un vecteur λk
 dans Rp. Il y a juste à appliquer la définition et à transformer < λk,Bkx > en < Btkλk, x >.) •
 Montrer que le minimum en y du Lagrangien existe, est unique et vérifie
 ∇ψ(yk) = λk
 (Indic. : La fonction F (x, y) est une somme de fonctions Fk(y) = ψ(yk)− < λk, yk > de variablesindépendantes yk, le minimum est obtenu en minimisant séparément par rapport à chaque variable.Le minimum en yk vérifie ∇Fk(yk) = ∇ψ(yk)− λk = 0 )
 •Montrer que la fonction duale vaut −∞ sauf si∑k
 Btkλk = b
 Si cette condition est vérifiée, montrer que la fonction duale vaut
 Φ(Λ) = −∑
 k
 ψ∗(λk)
 où ψ∗(λk) = maxyk< λk, yk > −ψ(yk) est une fonction convexe appelée la fonction conjuguée de
 ψ(yk).(Indic. : La fonction F (x, y) est linéaire en x, son minimum est donc −∞ sauf si la forme linéaireest nulle, c’est à dire si ∑
 k
 Btkλk − b = 0
 La fonction duale est la somme de termes ne dépendant pas de y et de∑
 k Fk(yk). En revenant à ladéfinition de yk on a aussi
 Fk(yk) = minyk
 ψ(yk)− < λk, yk >
 3En mécanique on préférera parler de “liaison” plutôt que de contrainte, le mot devenant ambigu.
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 ouFk(yk) = −max
 yk
 ψ(yk)− < λk, yk >
 où nous faisons apparaître une définition classique dans la théorie des fonctions convexes :
 ψ∗(λk) = maxyk
 < λk, yk > −ψ(yk)
 qui est, une fonction convexe, appelée la fonction conjuguée de ψ. Noter que l’on a symétriquement
 ψ∗(λk) + ψ(yk) ≥< λ− k, yk >
 on en déduit pour une fonction convexe ψ de Rn que ψ∗∗ = ψ, d’où le vocabulaire conjuguée ouduale. La théorie des fonctions convexes conjuguées est une très belle généralisation de la dualité desespaces vectoriels, qui trouve de nombreuses applications, outre l’optimisation, en thermodynamiquedes tranformations irréversibles, comme en mécanique des matériaux à comportement non linéaires.)
 • En déduire que le problème dual s’écrit, en remplaçant Φ(Λ) par −Φ(Λ) et le maximum par unminimum
 Γ = Λ ∈ RpN tel que∑
 k Btkλk = 0
 Φ(Λ) =∑
 k ψ∗(λk)
 ∀Λ ∈ Γ Φ(Λ) ≤ Φ(Λ)(4.23)
 (Indic. : Il suffit de maximiser la fonction duale sur l’ensemble de ses valeurs finies pour obtenir lerésultat demandé.)Interprétation pour un treillis de barres :Si le vecteur yk représente les déformations dans une barre, λk représentera les contraintes (ou les ef-forts) dans la barre, la condition
 ∑k Bt
 kλk = b exprime que les contraintes sont en équilibre sur toutela structure (i.e. la somme des efforts internes sur chaque nœd équilibre les chargement), la fonctionΨ∗(Λk) exprime l’énergie de déformation d’une barre en fonction des contraintes dans cette barre,le problème dual est le principe d’énergie complémentaire : les efforts à l’équilibre dans la structureminimisent l’énergie complémentaire sur l’ensemble des contraintes en équilibre.
 L’intérêt du principe d’énergie complémentaire vient de ce que dans certains cas il est possiblede caractériser les directement les contraintes en équilibre, ce qui permet d’obtenir de nouveau unproblème d’optimisation libre, et aussi du fait le calcul de l’énergie complémentaire permet d’obtenirun encadrement de l’énergie de la position d’équilibre.
 4.5.2 Dualité en présence de contraintes d’égalité et d’inégalité
 Le problème
 Dans la situation la plus générale il y a des contraintes d’égalité et d’inégalité. Nous voulonstraiter par dualité les seules contraintes d’égalité (nous verrons dans la séance suivante commentdualiser l’ensemble des contraintes). Cela revient à poser le problème d’optimisation non pas dans un
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 espace vectoriel avec en plus un nombre fini de contraintes d’égalité, mais dans un convexe Γ ⊂ Vavec en plus des contraintes d’égalité.
 C = x ∈ Γ tel que Bx = c∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (4.24)
 Nous supposerons le convexe Γ d’intérieur non vide, la fonction objectif convexe, que les contraintessont indépendantes (le rang de B est p) et qu’il existe un point intérieur à Γ qui vérifie les contraintes.
 Adaptation
 La situation est ici un peu différente du fait de la restriction du problème d’optimisation auconvexe Γ, ce qui implique notamment que certaines hypothèses de différentiabilité sont fausses.Le résultat essentiel demeure exact sous la forme du théorème (18).Démonstration :En remplaçant la fonction F (x) par F0(x) = F (x) − F (x), on peut supposer F0(x) ≥ 0 sur C etF0(x) = 0 . On note Fj(x) = 0 les contraintes. Soit
 G ⊂ Rp+1 = (y0, y1, . . . , yp), tel que ∃x ∈ Γ et y0 ≥ F0(x), yi = Fi(x)
 La première composante d’un point de G est positive puisque F0(x) ≥ 0. Le point (0, 0, . . . , 0) estsur la frontière de G, car si ε > 0 les points (−ε, 0, . . . , 0) ne sont pas dans G. Des hypothèses ondéduit que l’ensemble G est un convexe fermé d’intérieur non vide dans Rp+1. On en déduit (cf.7) l’existence d’un hyperplan d’appui à G en (0, 0, . . . , 0) et donc de réels non tous nuls (λj , j =1, . . . , p) ∈ Rp+1 tels que
 ∀x ∈ C,p∑
 j=0
 λjFj(x) ≥ 0
 ou encore, puisque les contraintes sont indépendantes et donc λ0 6= 0, ce qui permet de supposerλ0 = 1, d’où
 ∀x ∈ C, F0(x) +p∑
 j=1
 λjFj(x) ≥ 0
 Comme nous avons posé F0(x) = F (x)− F (x)
 ∀x ∈ C,p∑
 j=1
 λjFj(x) ≥ F (x)
 c’est à dire, en tenant compte de Fj(x) = 0
 ∀x ∈ C, L(x, Λ) ≤ L(x, Λ)
 ♦
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 Dualité
 On définit encore la fonction duale par
 Φ(Λ) = minx∈ΓL(x,Λ) (4.25)
 La démonstration du principe du maximum reste valide. Par contre l’expression du gradient de lafonction duale est fausse, la fonction duale n’est plus dérivable en tout point (quand x(Λ) est sur lebord de Γ).
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Chapitre 5
 Optimisation sous contraintes d’inégalité
 Objectifs
 Traitement des contraintes d’inégalité. Le théorème de Kuhn et Tucker. Méthode de décomposi-tion. Méthodes de pénalisation.
 F1(x)>0F2(x)>0
 F3(x)>0
 − Grad F2(x)
 Grad F(xx))
 dx
 xx
 dx
 − Grad F2(xx))
 FIG. 5.1 – Optimisation sous contraintes linéaires en dimension 2
 Notations
 On note V un espace vectoriel normé, x un point de V , F (x) une fonction de V dans R. Fj(x)les fonctions définissant les contraintes.
 5.1 Optimisation sous contraintes d’inégalité
 5.1.1 Présentation
 Un problème d’optimisation sous contraintes d’inégalité, c’est à dire la recherche du minimumd’une fonction sur une partie C ⊂ V fermée, définie par des contraintes d’inégalité, s’écrit sous la
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 forme suivante. C = x ∈ V tel que Fj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , p∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (5.1)
 Les fonctions F (x), Fi(x), i = 1, . . . , p, sont des fonctions continues de V dans R. L’étude que nousallons faire peut être étendue au problème de la recherche des minimums locaux, nous ne le feronspas pour alléger l’écriture. Pour la maximisation des fonctions, le lecteur devra adapter...
 – Rappelons (cf. séance 2) que si V = Rn et si C est borné, le minimum existe, et si C estconvexe et F (x) est strictement convexe le minimum est unique.
 – Un point qui vérifie les contraintes est réalisable. Si Fi(x) = 0 on dit que la contrainte estsaturée ou active. Les contraintes peuvent ici être très nombreuses p >> n.
 – Si les fonctions F (x), Fi(x) sont linéaires (resp. convexes) le problème est aussi appelé pro-grammation linéaire (resp. programmation convexe), si F (x) est quadratique et le contrainteslinéaires, on parle de programmation quadratique.La programmation linéaire et la programmation quadratique sont des problèmes d’une grandeimportance pratique, ils seront l’objet d’un traitement particulier car leur solution peut êtreobtenue par en un nombre fini d’opération (algorithme du simplexe ou de Dantzig). Nous lesétudierons ultérieurement.
 – L’ensembleC peut être assez pathologique (ou vide !), nous supposerons que les contraintes dé-finissent un ensemble d’intérieur non vide. Si les contraintes sont convexes C est un ensembleconvexe. Si les contraintes sont linéaires C est un polyèdre convexe. Certaines contraintespeuvent être surabondantes (conséquence des autres) et la détection de ces contraintes sur-abondantes n’est pas non plus un problème facile (mais en général cette détection n’est pasnécessaire pour appliquer les algorithmes de calcul). Notons enfin que dans un espace de di-mension n il y a en général au plus n contraintes actives en un point, mais il peut y avoir plus den contraintes actives en un point sans qu’aucune ne soit surabondante (Si C est une pyramide,c’est la cas du sommet de la pyramide). La détermination d’un point réalisable n’est pas engénéral un problème trivial, même pour des contraintes linéaires.
 5.1.2 Préliminaires
 Nous démontrons ci-dessous un lemme utile pour la suite.
 Lemme 3 Soit φi(x), j = 1, . . . , p, et φ(x), p + 1 formes linéaires sur V telles qu’il existe x0 ∈ Vvérifiant ∀i, 1 ≤ i ≤ p, φi(x0) > 0. Si (∀j = 1, . . . , p, φj(x) ≥ 0) ⇒ φ(x) ≥ 0 alors il existe préels λj ≥ 0, j = 1, . . . , p, tels que
 φ =p∑
 j=1
 λjφj
 DémonstrationSoit Φ(x) l’application de V dans Rp+1 définie par
 Φ(x) = (−φ(x), φ1(x), . . . , φp(x))
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 Par la linéarité de l’application Φ, Φ(V ) est un sous-espace vectoriel E de Rp+1 ; l’intersection deE et du cône ouvert Γ = x ∈ Rp+1, tel que x0 > 0, x1 > 0, . . . , xp > 0 est vide d’aprèsl’hypothèse. Il existe donc, d’après le théorème de séparation (cf. chapitre 2, théorème 7), une formelinéaire, de coefficients λ, λ1, . . . , λp, telle que
 ∀x ∈ V, −λφ(x) +p∑
 i=1
 λiφi = 0
 et
 ∀y ∈ Γ, λy0 +p∑
 i=1
 λiyi ≥ 0
 Si un des coefficients λ ou λi, i = 1, . . . , p était négatif, cette inégalité serait contredite en prenantyi très grand. D’autre part λ 6= 0 sinon on aurait
 ∑pi=1 λiφi(x0) = 0 avec φi(x0) > 0 et donc
 ∀i, λi = 0 ; on en déduit le résultat en divisant par λ > 0. ♦
 5.1.3 Optimisation convexe
 Nous faisons l’hypothèse que les fonctions F (x) et Fi(x) sont convexes, C est alors un convexeque nous supposerons d’intérieur non vide.
 Caractérisation du minimum
 Grad F(xx))
 dx
 F(xx) = Cte
 CC
 FIG. 5.2 – Caractérisation du minimum
 On peut caractériser géométriquement le minimum d’une fonction sur un convexe :
 Lemme 4 Si x réalise le minimum d’une fonction F (x) sur un convexe C alors
 ∀y ∈ C DF (x).(y − x) ≥ 0
 Si la fonction F (x) est convexe, la condition est suffisante
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 DémonstrationSoit la fonction de t ∈ [0, 1] définie par
 h(t) = F (tx+ (1− t)y)
 l’hypothèse implique que h(t) doit être minimum en t = 0, ce qui entraîne h′(0) ≥ 0. Or h′(0) =DF (x).(y−x). Si la fonction h(x) est convexe, il en est de même pour h(t), or la condition h′(0) ≥ 0est suffisante pour que 0 réalise le minimum de h(t) sur [0, 1]. ♦
 Le théorème de Kuhn et Tucker
 On peut, comme nous l’avons vu pour les contraintes d’égalité, caractériser le minimum à l’aidede multiplicateurs de Lagrange :
 Théorème 21 On suppose que les fonctions F (x) et Fi(x) sont convexes et que C est d’intérieur nonvide, i.e. ∃x0 ∈ C tel que Fi(x0) < 0 i = 1, . . . , p.Le point x est solution du problème (5.1) si et seulement si il existe des réels positifs ou nuls λj ≥0, j = 1, . . . , p, tels que le Lagrangien
 L(x,Λ) = F (x) +p∑
 j=1
 λjFj(x)
 vérifie ∀x ∈ V, L(x, Λ) ≤ L(x, Λ)
 λjFj(x) = 0, j = 1, . . . , p
 Fj(x) ≤ 0, λj ≥ 0 j = 1, . . . , p
 (5.2)
 où nous avons posé Λ = (λj , j = 1, . . . , p) ∈ Rp.
 Si les fonctions F (x), Fi(x) sont différentiables la condition nécessaire et suffisante s’écrit
 Théorème 22 DF (x) +
 p∑j=1
 λjDFj(x) = 0
 λjFj(x) = 0 ∀j = 1, . . . , p,
 Fj(x) ≤ 0, λj ≥ 0 j = 1, . . . , p
 (5.3)
 Démonstration du théorème de Kuhn et Tucker
 (Hors programme) En remplaçant la fonction F (x) par F0(x) = F (x)− F (x), on peut supposerF0(x) ≥ 0 sur C et F0(x) = 0 . Soit
 Γ = y = (y0, . . . , yp) ∈ Rp+1, tel que ∃x ∈ V et yi ≥ Fj(x), i = 0, . . . , p
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 Des hypothèses on déduit facilement que l’ensemble Γ est un convexe fermé dans Rp+1. Soit
 Γ− = y ∈ Rp+1, tel que yi < 0, i = 0, . . . , p
 (l’intérieur du du cône négatif de Rp+1 ) Γ− est un convexe ouvert. L’intersection de Γ et Γ− est vide,car si y ∈ Γ ∪ Γ− il existerait x ∈ V vérifiant à la fois
 Fi(x) ≤ yi < 0, i = 0, . . . , p et y0 ≥ F0(x) ≥ 0
 ce qui est contradictoire. On en déduit, par le théorème de séparation (cf. chapitre 2, théorème 7)l’existence d’un hyperplan séparant les deux convexes et donc de réels non tous nuls (λj ≥ 0 tels que
 ∀x ∈ V,p∑
 j=0
 λjFj(x) ≥ 0 (5.4)
 ∀y ∈ Γ−p∑
 j=0
 λjyj < 0 (5.5)
 1) De (5.5) on déduit (en faisant tendre yj vers −∞) que, pour tout j
 λj ≥ 0
 2) En appliquant (5.4) à un point x0 qui vérifie Fi(x0) < 0, i = 1, . . . , p on a
 λ0F0(x0) ≥ −(p∑
 j=1
 λjFj(x0)) > 0
 et donc λ0 > 0, ce qui permet de supposer λ0 = 1. D’où (5.4) se réécrit
 ∀x ∈ V, F0(x) +p∑
 j=1
 λjFj(x) > 0
 ou encore
 ∀x ∈ V, F (x) +p∑
 j=1
 λjFj(x) ≥ F (x) (5.6)
 3) En appliquant (5.4) à x il vientp∑
 j=1
 λjFj(x) ≥ 0
 en tenant compte de ce que Fj(x) ≤ 0, λj ≥ 0, j = 1, . . . , p, on en déduit
 λjFj(x) = 0, j = 1, . . . , p
 4) on reporte ce résultat dans (5.6)
 ∀x ∈ V, F (x) +p∑
 j=1
 λjFj(x) > F (x) +p∑
 j=1
 λjFj(x)
 c’est à dire que x est le minimum du Lagrangien.♦
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 F1(x)>0F2(x)>0
 F3(x)>0
 − Grad F3(x)
 − Grad F2(x)
 Grad F(x)
 dx
 FIG. 5.3 – Caractérisation du minimum : cas où x est un point extrémal
 Analyse des conditions d’optimalité
 – Le théorème de Kuhn et Tucker affirme, sans condition de dérivabilité, que l’on peut ramenerle problème sous contraintes à des problèmes d’optimisation sans contrainte sur le Lagrangien.
 – Sous la deuxième forme (5.3), donc en supposant les fonctions différentiables, le théorème estune conséquence immédiate des lemmes 1 et 2. Supposons en effet que, localement autour de x,le convexe est déterminé par m contraintes Fi(x) ≤ 0 que nous supposerons être les premières(i = 1, . . . ,m), la condition du lemme (1) équivaut à (voir figure (5.3))
 ∀z ∈ Rn, < ∇Fi(x), z >≤ 0⇒< ∇F (x), z >≤ 0
 et donc d’après le lemme 2, il existe des réels positifs non tous nuls λi, i = 1, . . . ,m, tels que
 −∇F (x) =m∑
 i=1
 λi∇Fi(x)
 puis, en définissant des multiplicateurs nuls pour les autres contraintes (i > m), on peut aussiécrire
 ∇F (x) +p∑
 i=1
 λi∇Fi(x) = 0
 – Le théorème reste vrai sous la forme (5.3) pour caractériser un minimum local d’une fonctionF (x) non convexe. On peut l’étendre à des contraintes non convexes, mais il faut rajouter desconditions locales en x assurant la non dégénérescence des contraintes.
 – Il y a un multiplicateur non nul seulement pour les contraintes saturées en x, ce qui fait généra-lement au plus n multiplicateurs non nuls. Pour préciser, considérons le cas des contraintes li-néaires dans R3, le convexe C est un polyèdre, le point x peut être à l’intérieur (alors∇F (x) =0), sur une face (le gradient est perpendiculaire à cette face et dirigé vers l’intérieur), sur unearête (il y a deux multiplicateurs non nuls),ou sur un sommet (il y a alors trois multiplicateursnon nuls). Le minimum x étant aussi le minimum sur l’ensemble défini par les contraintes sa-turées, le théorème de Lagrange s’applique, mais le résultat est ici plus précis car l’orientationdu gradient est fixé. Le multiplicateur, nous l’avons vu pour les contraintes d’égalité, mesure lasensibilité de la valeur optimale par rapport à la variation de la contrainte.
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 – Quand V = Rn le théorème permet de déterminer les multiplicateurs en un point x qui réalise leminimum et de tester si ce point est un minimum : on détermine d’abord les contraintes saturées(sauf point exceptionnel, elles sont en nombre inférieur à n et indépendantes), on réécrit (5.3)en faisant apparaître les gradients ; les gradients de ces contraintes forment les lignes d’unematrice B. D’après (5.3), si x est le minimum, les multiplicateurs des contraintes saturées (lesautres sont nuls) forment un vecteur Λ tel que
 ∇F (x) + BtΛ = 0 (5.7)
 On en déduit qu’il faut calculer
 Λ = −(BBt)−1B∇F (x)
 x est le minimum si les composantes de Λ sont positives et si (5.7) est vérifié.– On peut remplacer l’espace V par un convexe d’intérieur non vide, par exemple le cône positif
 de Rn.
 5.1.4 Optimisation et dualité
 Nous nous plaçons sous l’hypothèses où la fonction à optimiserF (x) est convexe et les contraintesconvexes.
 Théorème 23 Le couple (x, Λ) solution du problème (5.1) est un point selle du Lagrangien, i.e. ilvérifie
 ∀x ∈ V, ∀Λ ≥ 0 ∈ Rp, L(x,Λ) ≤ L(x, Λ) ≤ L(x, Λ) (5.8)
 DémonstrationOn a, en utilisant les conditions λi ≥ 0 et Fi(x) ≤ 0,
 L(x,Λ) ≤ F (x)
 Puis en utilisant λiFi(x) = 0F (x) = L(x, Λ)
 d’oùL(x,Λ) ≤ L(x, Λ)
 et d’après (5.2)L(x, Λ) ≤ L(x, Λ)
 d’où le résultat. ♦Cela nous conduit à définir la fonction duale
 Définition 19 On appelle fonction duale du problème d’optimisation (5.1) la fonction de Rp dans Rdéfinie par
 Φ(Λ) = minxL(x,Λ) (5.9)
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 – Par construction et par (5.8) on a donc
 Φ(Λ) ≤ L(x,Λ) ≤ L(x, Λ) = Φ(Λ)
 – La fonction duale peut ne pas être toujours définie, nous poserons alors que sa valeur est alors−∞.
 En utilisant les mêmes arguments que pour les contraintes d’égalité on montre le
 Théorème 24 La fonction duale Φ(Λ) est une fonction concave (comme borne inférieure d’une fa-mille de fonction affine). On a
 ∇Φ(Λ) = (F1(x(Λ)), . . . , Fi(x(Λ)))t (5.10)
 où x(Λ) est la solution du problème primal.La fonction duale atteint son maximum sur l’ensemble des multiplicateurs positifs pour les multipli-cateurs solutions de (5.2)
 ∀Λ ≥ 0 ∈ Rp, Φ(Λ) ≤ Φ(Λ) = L(x, Λ)
 La recherche du maximum de la fonction duale est le problème dual tandis que le problème de mini-misation sans contrainte (5.9) est le problème primal.Dans le cas général la fonction duale va servir à définir un algorithme de calcul approché des multi-plicateurs, comme nous l’avons vu dans l’algorithme d’Uzawa (cf. cours séance 4). Le problème dualest ici à nouveau un problème d’optimisation sous contraintes, mais l’ensemble des points réalisablesest ici très simple puisque c’est le cône positif de Rp. On connaît toujours un point réalisable dece problème, l’origine 0. On peut appliquer à ce problème un algorithme direct d’optimisation souscontraintes linéaires, comme le gradient projeté ; ce type d’algorithme exige le calcul de la projectiondu gradient sur les faces, arêtes, etc. ce qui dans le cas du cône positif est très facile. Le calcul du gra-dient par la formule (5.10) exige le calcul de la solution du problème primal pour des valeurs donnéesdes multiplicateurs. En résumé :L’utilisation de la dualité conduit à un problème d’optimisation sous contraintes de positivité sur lesmultiplicateurs qui peut être résolu par un algorithme itératif où à chaque itération il faut résoudreun problème primal qui est un problème d’optimisation sans contrainte
 5.2 Applications
 5.2.1 Minimisation d’une fonction quadratique convexe sous des contraintes d’inéga-lité linéaires
 On suppose que V = Rn et F (x) = 12 < Ax, x > − < b, x >, avec A symétrique définie
 positive. Si les fonctions Fi(x) sont linéaires, on peut écrire l’ensemble des contraintes sous la formeBx ≤ c, où B est une matrice de dimension (p, n) et c ∈ Rp, le problème s’écrit
 C = x ∈ V tel que Bx ≤ cF (x) =
 12< Ax, x > − < b, x >
 ∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (5.11)
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 On pose Λ = (λ1, . . . , λp)t ∈ Rp. Le Lagrangien s’écrit
 L(x,Λ) =12< Ax, x > − < b, x > + < BtΛ, x >
 Les conditions d’optimalité du théorème (5.3) s’écrivent, après réarrangement des termesAx +BtΛ = b< Λ,Bx− c > = 0Λ ≥ 0
 (5.12)
 C’est un système d’équations et d’inéquations séparément linéaires en x et Λ. On peut ramener sarésolution à des inéquations linéaires. On peut aussi utiliser une méthode de dualité, il faudra alorscalculer la solution du problème primal (qui est un problème d’optimisation quadratique) obtenue enrésolvant le système linéaire
 Ax(Λ) = b−BtΛ
 Ce système est à matrice fixe, on peut donc trianguler la matrice A une seule fois, la résolution dusystème pour chaque valeur de Λ se ramène à deux systèmes à matrice triangulaire, ce qui à un coûtcomparable à une multiplication matrice-vecteur. On peut améliorer l’utilisation de la dualité par unetechnique de “Lagrangien augmenté”.
 5.2.2 Contraintes quadratiques
 Nous considérons un problème modèle d’optimisation d’une fonction quadratique sous des contraintesquadratiques convexes. Pour cette classe de problème il ne peut pas exister d’algorithme exact : lescoordonnées du point commun à p contraintes sont les zéros de polynômes de degré élevé, il n’y adonc pas d’algorithme exact pour les calculer. Soit :− V = Rn,− A une matrice symétrique définie positive,− p matrices Bk symétriques semi-définies positives de dimension (n, n).
 C = x ∈ V tel que < Bkx, x > −1 ≤ 0 , j = 1, . . . , pF (x) =
 12< Ax, x > − < b, x >
 ∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (5.13)
 On introduit le Lagrangien
 L(x,Λ) =12< Ax, x > − < b, x > +
 ∑k
 (< Bkx, x > −1)λk
 ce qui s’écrit encore
 L(x,Λ) =12< Ax, x > − < b, x > + < C(Λ)x, x > −
 ∑k
 λk
 où nous avons introduit la matrice C(Λ), semi-définie positive (pour Λ ≥ 0)
 CΛ) =∑
 k
 λkBk
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 La solution x(Λ) du problème primal est le minimum de la fonction quadratique
 12< (A + 2C(Λ))x, x > − < b, x >
 donc x(Λ) est solution du système linéaire à matrice symétrique définie positive
 (A + 2C(Λ))x(Λ) = b
 La matrice dépend des multiplicateurs ce qui interdit de la trianguler par la méthode de Gauss uneseule fois pour toutes les valeurs de Λ. On peut résoudre le système par la méthode du gradientconjugué sans avoir à calculer C(Λ) car cette méthode n’exige que des calculs de produits matrice-vecteur, ce qui peut s’effectuer directement à partir des matrices Bk et permet de tenir compte desstructures éventuellement très creuses de A et Bk.
 5.2.3 Exemples
 Un problème de mécanique
 (x1,y1)
 (x2,y2)
 (xn,yn) λ nn
 FIG. 5.4 – Minimisation de l’énergie potentielle d’une structure
 On veut calculer la position d’équilibre d’un treillis de barres dont les déplacements de certainsnœuds sont limités par un contact unilatéral (voir chapitre 1 paragraphe (1.1.4) ).La position d’équilibre minimise l’énergie potentielle
 minx
 12〈Kx, x〉 − 〈b, x〉
 avec les conditions de non enfoncement des appuis que l’on peut écrire
 Fi(x) ≤ 0
 où Fi(x) = 0 est l’équation de la surface de contact d’un nœud réécrite en fonction de toutes lesvariables. Les multiplicateurs sont ici, comme pour un contact bilatéral, des réactions des appuis,mais à la différence d’un contact bilatéral, l’orientation de ces réactions est connue ce qui fixe lesigne du multiplicateur.
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 Ressources 1
 Produits 1
 Produits 2
 Produits 3
 Ressources 2
 Ressources 3
 Ressources 4
 Quantité x1Quantité x1
 Quantité x2
 Quantité x3
 b11 x1+ b12 x2 < Q1
 b21 x1+ b22 x2+b23 x3 < Q2
 b31 x1+ b33 x3 < Q3
 b41 x1+ b42 x2+ b43 x3 < Q4
 FIG. 5.5 – Optimisation du coût de fabrication
 Un problème de gestion
 On veut minimiser le coût F (x) de n produits fabriqués en quantité x = (x1, ..., xi, ..., xn)t enutilisant p resources sous p contraintes sur les quantités de ressources disponibles
 Fj(x) =∑
 i
 bijxi ≤ Qj
 Introduisons des multiplicateurs λj , j = 1, ..., p et le lagrangien
 L(x,Λ) = F (x) +p∑
 j=1
 λj(Qj − Fj(x))
 Le multiplicateur λj représente le prix marginal d’une matière première manquante. Le lagrangienreprésente le coût de fabrication majoré du coût des matières premières non utilisées ou minoré ducoût des matières à acheter.
 5.3 Autres approches
 5.3.1 Méthodes de pénalisation extérieure
 Pour trouver une solution approchée de ( 5.1) on peut encore utiliser le principe de pénalisationconsistant à remplacer le problème d’optimisation avec contraintes par un problème sans contrainteen ajoutant à la fonction objectif des fonctions de pénalité qui sont très grandes dès que les contraintesFi(x) sont positives. Il y a des variantes, on peut par exemple remplacer ( 5.1) par le problème pénalisé Fε(x) = F (x) +
 ∑i
 (Fi(x)+)2
 2ε∀x ∈ V Fε(xε) ≤ Fε(x)
 (5.14)
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 où nous avons utilisé la notation a+ = sup(a, 0).Le paramètre de pénalisation ε sera pris petit. Le résultat attendu est que si ε → 0 la solution xε
 du problème pénalisé tende vers la solution x du problème d’optimisation sous contraintes. Mais lafonction (t+)2 est seulement une fois dérivable ce qui interdit d’utiliser des algorithmes très perfor-mant comme le gradient conjugué. La fonction de pénalisation (Fi(x)+)3
 3 est deux fois dérivable maiselle est très “plate” au voisinage des surfaces de contraintes. On peut aussi utiliser aussi la fonctionC1 expC2Fi(x).L’intérêt de la méthode est la simplicité de sa mise en oeuvre. Mais on aura de façon certaine unmauvais conditionnement.
 5.3.2 Méthode de pénalisation intérieure
 On peut introduire le principe de pénalisation d’une autre manière, en supposant connu un pointréalisable, en ajoutant à la fonction objectif des fonctions barrières qui sont très grandes dès queun points x ∈ C s’approche du bord. On prend en général les fonctions µ ln(−Fi(x)), où µ est unnombre positif, ces fonctions deviennent infinies si x s’approche du bord. On remplace ( 5.1) par leproblème pénalisé Fµ(x) = F (x)− µ
 ∑i
 ln(−Fi(x))
 ∀x ∈ V Fµ(xµ) ≤ Fµ(x)(5.15)
 Présentée sous cette forme dans les années 50 cette idée a été reprise sous une forme plus sophisti-quée dans les années 80 quand Karmarkar a introduit pour la programmation linéaire un algorithmequi permettait d’atteindre l’objectif d’un programme linéaire (où toutes les données sont des nombresrationnels) en un temps polynômial par rapport à la longueur des données (en particulier le nombre decontraintes) 1. On a rattaché cet algorithme aux méthodes de pénalisation intérieure complétées parune une variation judicieuse du paramètre µ → 0. Depuis les méthodes de pénalisation intérieuresont révolutionné la résolution des problèmes non linéaires avec un grand nombre de contraintes.La complexité de certains problèmes d’optimisation sous contraintes vient de ce que les points cal-culés, par exemple en suivant la plus grande pente, sont très rapidement sur le bord, or la complexitécombinatoire du bord, formé d’un très grand nombre d’intersection de “facettes” en toutes dimen-sions 2 rend le déplacement sur le bord très lent. L’idée des algorithmes modernes de pénalisationintérieure est de maintenir les points loin du bord et, par une variation appropriée de µ, de faire par-courir aux itérées une courbe qui arrive sur le bord d’une manière non tangentielle. Il y a cependantde nombreuses difficultés techniques pour mettre au point ces algorithmes.
 5.3.3 Méthodes de décomposition
 Présentation
 Nous allons reconsidérer l’idée d’introduire des variables auxiliaires pour décomposer un pro-blème que nous avons présenté en exercice dans la séance 4.
 1L’algorithme du simplexe, quoique en général très efficace, peut avoir une complexité exponentielle2qui est exponentiel par rapport au nombre de contraintes
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 Nous reprenons le problème (5.13) :C = x ∈ V tel que < Bkx,Bkx > −1 ≤ 0 , j = 1, . . . , pF (x) =
 12< Ax, x > − < b, x >
 ∀x ∈ C F (x) ≤ F (x)
 (5.16)
 On introduit les vecteurs yk = Bkx comme variables auxiliaires ; posons y = (y1, . . . , yp)t ∈ Rmp
 et F (x, y) = F (x). Soit W = Rn × Rmp, et
 Γ = (x, y) ∈W tel que < yk, yk > −1 ≤ 0
 on remplace le problème (5.16) par un problème équivalent d’optimisation sous contraintes d’égalitédans le convexe Γ (d’intérieur non vide)
 C = (x, y) ∈ Γ tel que Bkx− yk = 0, k = 1, . . . , p∀(x, y) ∈ C, F (x, y) ≤ F (x, y)
 (5.17)
 L’intérêt de cette transformation est qu’il faut minimiser la nouvelle fonction F sur un ensemble Γ,qui est certes défini par des contraintes d’inégalité mais très simples, sous des contraintes d’égalitéqui sont linéaires Bkx − yk = 0. Nous somme donc dans la situation étudiée à la séance 4, dansle paragraphe “Contraintes d’égalité et d’inégalité”. On introduit les multiplicateurs des contraintesd’égalité et on construit le Lagrangien pour ces contraintes
 L(x, y,Λ) = F (x, y) +∑
 k
 < λk,Bkx− yk >
 avec Λ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rmp (noter que λk est ici un vecteur de Rp associé aux m multiplicateursdes m contraintes Bkx− yk = 0.).On définit la fonction duale
 Φ(Λ) = min(x,y)∈C
 L(x, y,Λ) (5.18)
 Calcul de la solution du problème primal
 – L(x, y,Λ) est minimum en x pour (x, y) ∈ Γ ce qui laisse x quelconque dans Rn. En laissant decôté les termes indépendants de x, x(Λ) est le minimum de la fonction quadratique F (x)+ <Bt
 kΛ, x >, il est donc solution du système linéaire
 Ax = b−BtkΛ
 – L(x, y,Λ) est minimum en y. En laissant de côté les termes indépendants de y il vient que y(Λ)est la solution de Γ1 = y = (y1, . . . , yp) ∈ Rmp tel que < yk, yk >≤ 1 , j = 1, . . . , p
 minΓ1
 ∑k
 − < λk, yk > (5.19)
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 Or ce problème se découple en problèmes indépendants sur Rp pour chacune des variables yk
 min<yk,yk>≤1
 − < λk, yk > (5.20)
 La solution de (5.20) est explicite
 yk =λk
 ‖λk‖2
 Optimisation de la fonction duale
 Pour maximiser la fonction duale sur Rp, il suffit d’adapter à notre problème l’algorithme d’Uzawaprésenté à la séance 4.Algorithme d’UzawaOn note ici yi et Λi les décompositions des vecteurs y ∈ Rmp et Λ ∈ Rmp en éléments de Rm
 Choisir une estimation de Λ0 et de ρ > 0 (assez petit),Faire :
 Chercher (xk, yk) solution du problème primal :Axk = b−Bt
 kΛk
 yki = λk
 i
 ‖λki ‖2
 Fk = L(xk, yk,Λk)Tester Fk > Fk−1 sinon diminuer ρgk = Bxk − cΛk+1 = Λk + ρgk
 Tant que ‖gk‖ ≥ eps‖g0‖
 5.4 Méthodes numériques
 Rappelons que si la fonction objectif est linéaire ou quadratique (programmation linéaire ou qua-dratique) et les contraintes linéaires, il existe des algorithmes directs que nous présenterons dans uneséance ultérieure.
 5.4.1 Les contraintes sont linéaires
 On peut utiliser les techniques de dualité ou de pénalisation pour se ramener à un problème sanscontrainte, les méthodes de pénalisation intérieure étant spécialement recommandées si les contraintessont nombreuses.On peut traiter directement le problème d’optimisation ; dans ce cas on définit des méthodes de des-cente sur l’ensemble des solutions réalisables en adaptant les algorithmes que nous avons étudiés(gradient, gradient conjugué) ce qui conduit aux méthodes itératives dites de gradient projeté ou degradient conjugué projeté. Leur principe est le suivant, en un point xk :− on détermine les contraintes actives en point associées à un multiplicateur positif, elles forment labase (voir (5.3)).− on résout le problème d’optimisation sous les contraintes d’égalité associées aux contraintes de la
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 base tant que les contraintes hors base sont vérifiées, cela détermine un nouveau point xk+1.− Le minimum est obtenu si toutes les contraintes actives sont dans la base et si (5.7) est vérifié.
 5.4.2 Les contraintes sont non-linéaires
 Pour calculer la solution du problème d’optimisation sous des contraintes quelconques on essaierale plus souvent de simplifier la recherche en se ramenant à un problème sans contrainte ou avec descontraintes plus simples par les méthodes de dualité ou par pénalisation, notamment par pénalisationintérieure, ou encore par l’introduction de variables auxiliaires à l’aide de techniques de découplage.On peut aussi minimiser directement (si on connaît un point réalisable), on définit des méthodesitératives de la manière suivante : on linéarise localement les contraintes au voisinage d’un point xk,ce qui nous ramène à un problème d’optimisation sous contraintes linéaires3 pour déterminer unenouvelle estimation xk+1 , qui est en général hors de l’ensemble réalisable C, et on projette ce pointsur C.Voir l’introduction à la “l’Optimization Toolbox” de Matlab pour plus de détails.
 5.4.3 Conclusion
 Un problème d’optimisation peut prendre un grand nombre de formes équivalentes ou proches :nous avons introduit des méthodes pour transformer un problème. La “modélisation” est le vrai pro-blème de l’optimisation.
 3y compris des contraintes qui assure la localisation
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                                Mathématiques 2 - Dinaphytos.dinauz.org/cours/math/CoursOptim.pdfÉcole Centrale Paris Mathématiques 2 D. Verwaerde et P. Laurent-Gengoux Optimisation P. Laurent-Gengoux Année 2007-2008WARNING✕

                            

                                                    
                                MASCANEWS LA NEWSLETTER DU LYCÉE DES MASCAREIGNES … · d’écouter le professeur Laurent Dumas leur parler de modèles de mathématiques appliquées en santé publique. C’était

                            

                                                    
                                Laurent Mazuy - Peintures

                            

                                                    
                                Laurent Blum

                            

                                                    
                                Histoire des mathématiques Les mathématiques sumériennes
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