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1 Définition et classification des problèmes d’ordonnance-ment
 1.1 IntroductionIntroduction
 Définition 1 (Théorie de l’ordonnancement — Wikipedia). La théorie de l’ordonnancementest une branche de la recherche opérationnelle qui s’intéresse au calcul de dates d’exécutionoptimales de tâches. Pour cela, il est très souvent nécessaire d’affecter en même temps lesressources nécessaires à l’exécution de ces tâches. Un problème d’ordonnancement peut êtreconsidéré comme un sous-problème de planification dans lequel il s’agit de décider de l’exé-cution opérationnelle des tâches planifiées.
 Définition 2 (Problème d’ordonnancement — Wikipedia). Un problème d’ordonnancementconsiste à organiser dans le temps la réalisation de tâches, compte tenu de contraintes tem-porelles (délais, contraintes d’enchaînement) et de contraintes portant sur la disponibilité desressources requises.(. . .)Un ordonnancement constitue une solution au problème d’ordonnancement. Il est défini par leplanning d’exécution des tâches (« ordre » et « calendrier ») et d’allocation des ressources etvise à satisfaire un ou plusieurs objectifs. Un ordonnancement est très souvent représenté parun diagramme de Gantt.
 Contexte du cours
 Données– Ensemble de m machines (ou processeurs)
 Mj (j = 1, . . . ,m).
 – Ensemble de n tâches (jobs)Ji (i = 1, . . . , n).
 tâche machine(production) pièce machine(informatique) programme processeur(hôpital) opération chirurgien(restaurant) repas cuisinier(recherche) projet chercheur. . . . . . . . .
 Problèmes de base– Quelle tâche sur quelle machine ? Affectation, allocation des tâches– Dans quel ordre sur les processeurs ? Séquence par machine
 2
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Définition 3 (Ordonnancement). Un ordonnancement est une allocation d’un ou plusieurs in-tervalles de temps pour chaque tâche sur une ou plusieurs machines, satisfaisant les contraintesimposées.
 Hypothèses– A chaque instant, un processeur ne peut exécuter qu’une seule tâche.– A chaque instant, une tâche ne peut être exécutée que par un seul processeur.
 Diagrammes de GanttUn ordonnancement peut être représenté par un diagramme de Gantt.
 Représentation orientée machines
 Représentation orientée tâches
 Diversité des problèmes
 Environnement des tâches : paramètres (durée, date de lancement, date limite, . . .), contraintestechnologiques (précédences, . . .)
 Machines : type, vitesse d’exécution, . . .Objectif : réaliser une date de fin des tâches, le plus vite possible, . . .
 Dans le cadre du cours : données et paramètres déterministes.
 1.2 Données et caractéristiques des tâchesDonnées relatives aux tâches– Une tâche Ji consiste en un nombre ni d’opérations (ou tâches élémentaires) Oi1, . . . , Oini .– Chaque opération Oij a un temps d’exécution pij .– Si ni = 1, on identifie Ji et Oi1 et le temps d’exécution est noté pi.– Date de disponibilité (release date) ri.– Date échue (due date) di.– Poids (priorité) wi.
 3
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Caractéristiques des tâches– Modes d’exécution des tâches :
 Sans préemption : une tâche commencée doit être exécutée jusque la fin.
 Avec préemption : tâches morcelables, une tâche ou une opération peut être interrompue etrecommencée plus tard sur la même machine ou sur une autre.
 – Contraintes de précédence :– Ji ≺ Jj , la tâche Ji doit être terminée avant de commencer Jj .– Ces relations de précédence peuvent être représentées par un graphe dirigé acyclique.
 1.3 Environnement des machinesTypes de machines
 Machines parallèles : remplissent les mêmes fonctions. 3 formes de machines parallèles :identiques : même vitesse pour toute les tâches (pij = pi pour toute machine Mj) ;
 uniformes : chaque machine Mj a sa propre vitesse sj indépendante de la tâche (pij =pi/sj).
 générales : la vitesse sur Mj dépend de la tâche Ji.
 Machines dédiées : spécialisées pour l’exécution de certaines tâches.
 Quelques configurations intéressantesSystème de machines dédiées, tâches Ji composée de ni opérations Oi1, . . . , Oini , relations deprécédences entre les opérations (general shop).
 Job shop :Oi1 ≺ Oi2 ≺ · · · ≺ Oini i = 1, . . . , n.
 Flow shop : Job shop avec ni = m pour i = 1, . . . , n, chaque opération est associée à unemachine et l’ordre des opérations est le même pour toutes les tâches.
 Open shop : Comme le flow shop mais ordre quelconque des opérations.
 1.4 Critères d’optimalitéTypes de fonctions objectif
 Date d’achèvement d’une tâche Ji : Ci.
 Coût associé : fi(Ci).
 On considère généralement deux types de fonctions objectifs :
 Objectifs “bottleneck" :
 fmax(C) := max{fi(Ci) : i = 1, . . . , n}
 Objectifs additifs : ∑fi(C) :=
 ∑i=1,...,n
 fi(Ci)
 4
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Fonctions objectifs classiques
 Durée totale (makespan) :Cmax = max{Ci : i = 1, . . . , n}
 Flot total (total flow time) : ∑i=1,...,n
 Ci
 Flot total pondéré : ∑i=1,...,n
 wiCi
 Autres fonctions dépendant des dates limites di :
 Li := Ci − di retard algébrique (lateness)Ei := max{0, di − Ci} avance (earliness)Ti := max{0, Ci − di} retard (tardiness)Di := |Ci − di| déviation absolue (absolute deviation)Si := (Ci − di)2 déviation au carré (squared deviation)
 Ui :=
 {0 si Ci ≤ di1 sinon pénalité unitaire (unit penalty)
 Par exemple, maxTi est le retard maximum,∑
 i Ui est le nombre de tâches en retard, . . .
 1.5 Schéma de classificationSchéma de classificationReprésentation des classes de problèmes par trois champs :
 α | β | γ
 α : processeurs ;
 β : paramètres ;
 γ : critère d’optimisation.
 ProcesseursThe first field α = α1α2 describes the processor environment.α1 ∈ {∅, P,Q,R,O, F, J} characterizes the type of processor used :∅ : single processor,P : identical processors,Q : uniform processors,R : unrelated processors,O : dedicated processors : open shop system,F : dedicated processors : flow shop system,J : dedicated processors : job shop system.
 Parameter α2 ∈ {∅, k} denotes the number of processors in the problem :∅ : the number of processors is assumed to be variable,k : the number of processors is equal to k (k is a positive integer).
 5
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TâchesThe second field β = β1, β2, β3, β4, β5, β6, β7, β8 describes task and resource characteristics.Parameter β1 ∈ {∅, pmtn} indicates the possibility of task preemption :β1 = ∅ : no preemption is allowed,β1 = pmtn : preemptions are allowed.
 Parameter β2 ∈ {∅, res} characterizes additional resources :β2 = ∅ : no additional resources exist,β2 = res : there are specified resource constraints.
 Parameter β3 ∈ {∅, prec, uan, tree, chains} reflects the precedence constraints :β3 = ∅, prec, tree, chains : denotes respectively independent tasks, general
 precedence constraints, precedence constraintsforming a tree or a set of chains.
 Parameter β4 ∈ {∅, ri} describes ready times :β4 = ∅ : all ready times are zero,β4 = ri : ready times differ per task.
 Parameter β5 ∈ {∅, pi = p, p ≤ pi ≤ p} describes task processing times :β5 = ∅ : tasks have arbitrary processing times,β5 = (pi = p) : all tasks have processing times equal to p units,β5 = (p ≤ pi ≤ p) : no pi is less than p or greater than p.
 Parameter β6 ∈ {∅, d} describes deadlines :β6 = ∅ : no deadlines are assumed in the system(however, due dates may be defined if a due date involving criterion is usedto evaluate schedules),β6 = d : deadlines are imposed on the performance of a task set.
 Parameter β7 ∈ {∅, ni ≤ k} describes the maximal number of tasks constituting a job in caseof job shop systems :β7 = ∅ : the above number is arbitrary or the scheduling problem
 is not a job shop problem,β7 = (ni ≤ k) : the number of tasks for each job is not greater than k.
 Parameter β8 ∈ {∅, no − wait} describes a no-wait property in the case of scheduling ondedicated processors :β8 = ∅ : buffers of unlimited capacity are assumed,β8 = no− wait : buffers among processors are of zero capacity and a job
 after finishing its processing on one processor must im-mediately start on the consecutive processor.
 Critère d’optimisationThe third field, γ, denotes an optimality criterion (performance measure), i.e.
 γ ∈ {Cmax,∑
 Ci,∑
 wiCi, Lmax,∑
 Di, . . .}.
 6
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1.6 Exemples7 tâches, durées p = (6, 3, 6, 2, 4, 3, 1), m = 3 machines parallèles.
 r = (2, 0, 1, 6, 2, 1, 9) d = (8, 3, 6, 7, 9, 9, 10)pij = pi
 bj, b1 = 2, b2 = 1, b3 = 0.5
 Précédences :
 2
 1
 3
 5
 4
 6
 7
 P3|prec|Cmax
 P1
 P2
 P3
 5 10
 T1
 T2 T4
 T3
 T5
 T6 T7
 Cmax = 10 (optimal)
 P3|prec, rj|Cmax
 P1
 P2
 P3
 5 10
 T2
 T1
 T4 T6
 T3 T7T5
 Cmax = 12 (optimal)
 7

Page 9
                        
                        

Q3|prec, ri|Cmax
 P1
 P2
 P3
 5 10
 T2 T1 T4 T6 T7
 T3
 T5
 Cmax = 10.5 (optimal)
 P3|prec, ri|Lmax
 P1
 P2
 P3
 5 10
 T2
 T1
 T4 T6
 T3 T7T5
 Lmax = 2,∑Ui = 5
 8
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2 Ordonnancement sur une seule machine
 2.1 Critères minimax
 Remarque préliminaireSur une seule machine, si– ri = 0 pour tout i, et– la fonction objectif est une fonction monotone des temps d’achèvement,alors les seuls ordonnancements à considérer sont ceux sans préemption et sans temps morts.
 Conséquence du fait que la fonction objectif ne peut être améliorée si la préemption est autori-sée.
 1|prec|fmax
 fmax = maxj=1,...,n
 fj(Cj) fj monotone pour tout j.
 Notations– N = {1, . . . , n} : ensemble des tâches ;– S ⊆ N : tâches non ordonnancées ;– p(S) :=
 ∑j∈S
 pj ;
 – A = (aij) : matrice d’adjacence des précédences ;– n(i) : nombre de successeurs directs de i.
 Idées de base de l’algorithme– Il suffit de construire la séquence optimale des tâches
 π := (π(1), π(2), . . . , π(n)) .
 – Construction en arrière.– Règle : ordonnancer une tâche j ∈ S qui n’a pas de successeur dans S et a une valeurfj(p(S)) minimale comme dernière tâche de S.
 Algorithme 4 (1|prec|fmax - Lawler).
 pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++)
 n(i) =n∑j=1
 aij ;
 S = {1, . . . , n} ; p =n∑j=1
 pj ;
 pour (k = n ; k ≥ 1 ; k- -) {trouver j ∈ S avec n(j)==0 et fj(p) minimum ;S = S \ {j} ;π(k) = j ;p = p− pj ;
 9
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pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++) {si (aij == 1)
 n(i) = n(i)− 1 ;}}
 Complexité : O(n2)
 1|prec; pj = 1; rj|fmax et 1|prec; pmtn; rj|fmax
 – Si i→ j et si ri + pi > rj , alors j ne peut pas commencer avant r′j = ri + pi. On peut doncremplacer rj par r′j .
 – Supposons que les tâches sont triées topologiquement (si i→ j, alors i < j).
 Algorithme 5 (Modifier rj).pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++)
 pour (j = i+ 1 ; j ≤ n ; j++)si (i→ j) rj = max{rj, ri + pi}
 – Si pi > 0 et i→ j, alors r′j > r′i.– Si on ordonnance les tâches en ordre croissant de r′j tel que les dates d’arrivées sont respec-
 tées, l’ordonnancement est admissible.– Un tel ordonnancement peut consister en plusieurs blocs. Un bloc est un ensemble maximal
 de tâches exécutées sans temps morts entre elles.– Supposons que les rj ont été modifiés et les tâches ordonnées suivant ces rj .
 Algorithme 6 (Blocs({1, 2, . . . , n})).
 i = 1 ; j = 1 ;tant que (i ≤ n) {t = ri ; Bj = ∅ ;tant que (ri ≤ t and i ≤ n) {Bj = Bj ∪ {i} ;t = t+ pi ;i = i+ 1 ;Ci = t ;}j = j + 1 ;}
 Pour chaque bloc Bj nous définissons :
 sj := mini∈Bj
 ri (temps de début)
 p(Bj) :=∑i∈Bj
 pi
 tj = t(Bj) := sj + p(Bj) (temps de fin)
 10
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1|prec; pmtn; rj|fmax
 Lemme 7. Pour le problème 1|prec; pmtn; rj|fmax, il existe un ordonnancement optimal telque les intervalles [sj, tj] (j = 1, . . . , k) construits par l’algorithme Blocs sont complètementoccupés par des tâches.
 Conséquence : les blocs peuvent être traités séparément, la solution étant le maximum desvaleurs des solutions sur l’ensemble des blocs.Considérons un bloc B, avec f ∗max(B) la valeur optimale pour les tâches de B.Nous avons :
 f ∗max(B) ≥ maxj∈B{f ∗max(B \ {j})} .
 De plus,
 fl(t(B)) := min{fj(t(B)) : j ∈ B sans successeur dans B} ≤ f ∗max(B).
 Construction d’un ordonnancement optimal– Résoudre le problème pour B \ {l} (la solution a une structure de blocs).– On peut montrer que l peut être ordonnancé pendant les temps morts de cette structure de
 blocs.– L’ordonnancement obtenu a une valeur objectif d’au plus :
 max {f ∗max(B \ {l}), fl(t(B))}
 – Cette valeur est optimale pour B.
 Algorithme 8 (1|prec; pmtn; rj|fmax).
 S = {1, . . . , n} ;f ∗max = Decompose(S) ;
 Procédure 9 (Decompose(S)).
 si S = ∅ renvoyer −∞ ;si S = {i} renvoyer fi(ri + pi) ;sinon {
 Blocs(S) ;f = −∞ ;pour tout B ∈ {B1, . . . , Bj} {
 trouver l tel que fl(t(B)) := min{fj(t(B)) : j ∈ B sans successeur dans B};h = Decompose(B \ {l}) ;f = max {f, h, fl(t(B))} ;}renvoyer f ;}
 1|prec; pj = 1; rj|fmax
 – Si les données sont entières, les temps de début et de fin des blocs sont entiers.– Si pj = 1 pour tout j, alors la préemption n’est pas nécessaire.– L’algorithme résout donc également 1|prec; pj = 1; rj|fmax.– Si l’algorithme est appliqué à 1|prec|fmax, il est équivalent à l’algorithme de Lawler.
 11
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2.2 Retard maximum1|rj|Lmax
 Théorème 10. 1|rj|Lmax est NP-difficile.
 Mais il existe des cas particuliers polynomiaux...
 rj = r pour tout jRègle de Jackson :
 Ordonner les tâches par ordre croissant de date limite (earliest due date (EDD)).
 Si précédences : modifier les dates limites (voir plus loin).
 dj = d pour tout jRègle d’ordonnancement :
 Ordonner les tâches par ordre croissant de date de disponibilité.
 Si précédences : modifier les dates de disponibilité.
 pj = 1 pour tout jRègle de Horn (1974) :
 A tout moment, ordonner une tâche disponible avec la plus petite date limite.
 Si précédences : modifier les dates limites (voir plus loin).
 Modification des dates limites– Si i→ j et si dj + pj < di, alors i ne peut pas se terminer après d′i = dj + pj . On peut donc
 remplacer di par d′i.– Soit IP (i) l’ensemble des prédécesseurs directs de i.
 Algorithme 11 (Modifier dj).
 pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++) n(i) = 0 ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++)
 pour tout (j ∈ IP (i)) nj = nj + 1 ;F = ∅ ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++)
 si (ni == 0) F = F ∪ {i} ;tant que (F 6= ∅) {
 choisir j ∈ F ;pour tout (i ∈ IP (j)) {
 di = min{di, dj − pj} ;ni = ni − 1 ;si (ni == 0) F = F ∪ {i} ;
 }F = F \ {j} ;
 }
 12

Page 14
                        
                        

1|prec; pmtn; rj|Lmax
 – Cas particulier de 1|prec; pmtn; rj|fmax.– Résolution directe :
 Earliest Due DateOrdonnancer les tâches en commençant à la plus petite valeur de rj . A chaque point dedécision t donné par une date de disponibilité ou par la fin d’une tâche, ordonnancer unetâche j telle que :– rj ≤ t ;– tous les prédécesseurs de j sont ordonnancés ;– j a la plus petite date limite modifiée.
 1|prec; pj = 1|Lmax
 – Cas particulier de 1|prec; rj; pj = 1|fmax.– Résolution plus efficace (Monma 1982).– Commencer par modifier les dates limites.– On suppose que toutes les dates limites sont positives (Lmax ≥ 0).– Toutes les tâches sont ordonnancées dans l’intervalle [0, n], ce qui implique qu’aucune tâchej avec dj ≥ n n’est en retard.
 – Bucket sorting
 Bk :=
 {{j : dj = k} if 0 ≤ k ≤ n− 1{j : dj ≥ n} if k = n.
 Algorithme 12 (1|prec; pj = 1|Lmax).
 pour (k = 0 ; k ≤ n ; k + +) Bk = ∅ ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++)
 si (di < n) Bdi = Bdi ∪ {i} ;sinon Bn = Bn ∪ {i} ;
 i = 1 ;pour (k = 0 ; k ≤ n ; k + +) {
 tant que (∃j ∈ Bk) {π(i) = j ;Bk = BK \ {j} ;i = i+ 1 ;}}
 2.3 Flot total pondéré1|tree|
 ∑wjCj
 – Nous nous intéressons d’abord aux arbres sortants (outtree).– Pour chaque tâche i, nous définissons : q(i) = wi
 piet soit S(i) l’ensemble des successeurs
 (pas nécessairement directs) de i, incluant i.– Pour un ensemble de tâches I ⊆ {1, . . . , n} :
 w(I) :=∑i∈I
 wi, p(I) =∑i∈I
 pi et q(I) =w(I)
 p(I)
 13
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– Deux sous-ensembles I, J ⊆ {1, . . . , n} sont parallèles I ∼ J si, pour tout i ∈ I, j ∈ J , in’est pas un successeur de j et j n’est pas un successeur de i.
 – Chaque ordonnancement est donné par une séquence π.
 Lemme 13. Soit π une séquence optimale et soient I et J deux blocs (ensembles de tâches exé-cutées consécutivement), tels que I est ordonnancé immédiatement avant J . Soit π′ la séquenceobtenue en échangeant I et J .
 1. I ∼ J implique q(I) ≥ q(J).
 2. Si I ∼ J et q(I) = q(J) alors π′ est également optimale.
 Théorème 14. Soient i et j des tâches telles que i → j et qj = max{qk : k ∈ S(i). Alors ilexiste un ordonnancement optimal dans lequel i est exécuté immédiatement avant j.
 – Les conditions du théorème sont satisfaites si nous choisissons une tâche j différente de laracine avec une valeur qj maximale, et son unique parent i.
 – Puisqu’il existe un ordonnancement où i est exécuté immédiatement avant j, nous pouvonsfusionner les noeuds i et j et les enfants de j deviennent enfants de j.
 – Le nouveau noeud i représente la sous-séquence πi : i, j et aura le label q(i) := q({i, j}).– Ce processus peut être appliqué récursivement.– Notations :E(i) : dernier job de πi ;P (i) : prédécesseur de i dans la relation de précédence, puis prédécesseur de i dans une
 séquence optimale.
 Algorithme 15 (1|outtree|∑wjCj).
 w(1) = −∞ ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i++)
 E(i) = i; Ji = {i}; q(i) = w(i)/p(i) ;L = {1, . . . , n} ;tant que (L 6= {1}) {
 trouver j ∈ L avec la valeur q(j) la plus grande ;f = P (j) ;trouver i tel que f ∈ Ji ;w(i) = w(i) + w(j) ;p(i) = p(i) + p(j) ;q(i) = w(i)/p(i) ;P (j) = E(i) ;E(i) = E(j) ;Ji = Ji ∪ Jj ;L = L \ {j} ;}
 1|intree|∑wjCj
 Réduction à un problème 1|outtree|∑w′jCj P
 ′ :– i→ j pour P ′ ssi j → i pour P .– w′j = −wj pour j = 1, . . . , n.
 14
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FIG. 1 – 1|outtree|∑wjCj
 15
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– π : 1, . . . , n optimale pour P ssi π′ : n, . . . , 1 optimale pour P ′.–
 f ′(π′) =n∑i=1
 (−wi)
 (∑j≥i
 pj
 )=
 n∑i=1
 (−wi)
 (∑j>i
 pj
 )−
 n∑i=1
 wipi
 =n∑i=1
 wi
 (∑j≤i
 pj
 )−
 (n∑i=1
 wi
 )(n∑j=1
 pj
 )−
 n∑i=1
 wipi
 = f(π)− a.
 1||∑wjCj
 Réduction à un problème 1|outtree|∑wjCj en ajoutant une racine r avec un temps d’exécu-
 tion très petit comme tâche artificielle.
 Règle du quotient de SmithOrdonner les tâches en ordre croissant de pj/wj (si tous les wj > 0).
 1||∑Cj — Règle de Smith
 Ordonner les tâches en ordre croissant de pj (shortest processing time first).
 1|rj; pmtn|∑Cj — Règle de Smith modifiée
 A chaque date de disponibilité ou de fin d’une tâche, ordonnancer une tâche non terminéedisponible avec le plus petit temps d’exécution restant.
 Remarque : 1|rj; pmtn|∑wjCj est NP-difficile.
 2.4 Nombre pondéré de tâches en retard1|rj; pj = 1|
 ∑wjUj
 Nous nous intéressons tout d’abord au problème plus général 1|rj; pj = 1|∑fj , avec fj fonc-
 tion monotone de Cj pour tout j.– Si le créneau de temps t est affecté à la tâche i, alors le coût correspondant est fi(t+ 1).– Puisque les fj sont monotones, les tâches devraient être ordonnancées le plus tôt possible.– Supposons que les tâches sont ordonnées de sorte que r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn. Les n créneaux
 auxquelles les tâches peuvent être ordonnancées au plus tôt peuvent être calculées par :
 Algorithme 16 (Créneaux).t1 = r1 ;pour (i = 2 ; i ≤ n ; i+ +)
 ti = max{ri, . . . , ti−1 + 1} ;
 – Il existe un ordonnancement qui utilise tous les créneaux de temps ti (i = 1, . . . , n).– Définissons un graphe biparti complet avec
 V1 = {1, . . . , n},V2 = {t1, . . . , tn},
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ainsi que des coûts
 cij =
 {fi(tj + 1) si ri ≤ tj,∞ sinon.
 – 1|rj; pj = 1|∑fj se réduit à un problème d’affectation dans ce graphe biparti, et peut donc
 être résolu en O(n3).
 1|pj = 1|∑
 wjUj
 – Algorithme qui construit un ensemble S de tâches à temps.– Tâches de S ordonnancées en ordre croissant de dates limites.– Les tâches n’appartenant pas à S sont en retard et peuvent être exécutées dans un ordre
 arbitraire après les tâches de S.– Idée de l’algorithme :
 – essayer d’ordonnancer les tâches dans l’ordre des dates limites ;– si la tâche suivante i à ordonnancer est en retard, on ordonnance i et on retire une tâche k
 avec la plus petite valeur wk de S.– Nous supposons que 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn.– t indique le temps courant.
 Algorithme 17 (1|pj = 1|∑wjUj).
 t = 1 ; S = ∅ ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) {
 si (di ≥ t)S = S ∪ {i} ; t = t+ 1 ;
 sinon {retirer k de S où k est le plus grand index avec wk minimal ;S = S ∪ {i} ;}}
 – Complexité : O(n log n).– Pour 1|pj = 1|
 ∑Uj , la complexité peut-être réduite à O(n).
 1||∑
 Uj
 – Construire un ensemble S maximal de tâches à temps.– Tâches de S ordonnancées en ordre croissant de dates limites.– Les tâches n’appartenant pas à S sont en retard et peuvent être exécutées dans un ordre
 arbitraire après les tâches de S.– Idée de l’algorithme :
 – essayer d’ordonnancer les tâches dans l’ordre des dates limites ;– si la tâche suivante i à ordonnancer est en retard, on retire une tâche k avec le plus grand
 temps d’exécution de S.
 Algorithme 18 (1||∑Uj).
 t = 0 ; S = ∅ ;
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pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) {S = S ∪ {i} ;t = t+ pi ;si (t > di) {
 trouver j ∈ S qui maximise pj ;S = S \ {j} ;t = t− pj ;}}
 2.5 Retard pondéré total1||∑wjTj
 – 1||∑Tj est NP-difficile (1||pmtn|
 ∑TJ également).
 – 1|rj; pj = 1|∑wjTj peut être résolu en O(n3) (cas particulier de 1|rj; pj = 1|
 ∑fj),
 – mais 1|prec; pj = 1|∑Tj est NP-difficile.
 – Algorithme pseudo-polynomial de Lawler pour 1||∑wjTj si les poidswj sont “acceptables”
 pour les temps d’exécution pj , c’est-à-dire si pi < pj implique wi ≥ wj pour tout i, j =1, . . . , n.
 Lemme 19. Soient des poids arbitraires, et soit π une séquence optimale pour les dates limitesd1, . . . , dn, et soit Cj le temps de fin de la tâche j, j = 1, . . . , n, pour cette séquence. Soient d′jchoisis de sorte que
 min{dj, Cj} ≤ d′j ≤ max{dj, Cj}.
 Alors toute séquence π′ optimale pour les dates limites d′1, . . . , d′n est aussi optimale par rap-
 port à d1, . . . , dn.
 Lemme 20. Supposons que les poids wj sont acceptables pour les temps d’exécution pj . Alorsil existe une séquence optimale π dans laquelle i précède j si di ≤ dj et pi < pj , et danslaquelle toutes les tâches à temps sont en ordre croissant de dates limites.
 Théorème 21. Soient j = 1, . . . , n des tâches avec d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn et des poids accep-tables. Soit k une tâche avec le plus grand temps d’exécution. Alors il existe une tâche j∗ ≥ ktelle que, dans un ordonnancement optimal, toutes les tâches ν = 1, . . . , j∗ avec ν 6= k sontordonnancées avant k et les tâches restantes sont ordonnancées après k.
 – L’algorithme calcule, pour tout j ≥ k, un ordonnancement optimal dans lequel l’ensemblede tâches I1 = {1, . . . , j} \ {k} est ordonnancé avant k et l’ensemble I2 = {j + 1, . . . , n}est ordonnancé après k.
 – Pour chaque j, le problème est divisé en deux sous-problèmes.– Dans le premier problème, les tâches de I1 doivent être ordonnancées optimalement à partir
 du temps t1 = 0.– Dans le deuxième problème, les tâches de I2 doivent être ordonnancées optimalement à partir
 du temps t2 =j∑i=1
 pi.
 – Procédure récursive Sequence(t,I) qui calcule un ordonnancement optimal σ∗ pourl’ensemble de tâches I en commençant au temps t.
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Algorithme 22 (Sequence(t, I)).
 Si (I = ∅) σ∗ := ∅ ;Sinon {
 Soient i1 < i2 < · · · < ir les tâches de I ;Trouver ik tel que pik = max{pi : i ∈ I} ;f ∗ =∞ ;Pour (j = k + 1 ; j ≤ r ; j + +) {I1 = {iν : 1 ≤ ν ≤ j; ν 6= k} ; t1 = t ;σ1 = Sequence(t1, I1) ;
 I2 = {iν : j < ν ≤ r} ; t2 = t+j∑
 ν=1
 piν ;
 σ2 = Sequence(t2, I2) ;σ = σ1 ◦ ik ◦ σ2 ;Si f(σ, t) < f ∗
 σ∗ = σ ; f ∗ = f(σ, t) ;
 }}Renvoyer σ∗ ;
 Algorithme 23 (1||∑wjTj).
 σ∗ = Sequence(0, {1, . . . , n});
 Complexité : O(n3p) ou O(n4pmax) avec
 p =n∑j=1
 pj et pmax =n
 maxj=1
 pj.
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2.6 Complexité des problèmes sur une machineGraphe des réductions
 Résultats de complexitéhttp ://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/class/dateien/classes/ein_ma/ein_ma/
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3 Ordonnancement sur des machines parallèles– P ||
 ∑Ci et R||
 ∑Ci sont les seuls problèmes avec des temps d’exécution arbitraires pour
 lesquels un algorithme polynomial est connu dans le cas où la préemption n’est pas autorisée.– P2||Cmax et P2||
 ∑wiCi sont NP-difficiles.
 – Nous allons donc principalement étudier des problèmes avec préemption ou des temps d’exé-cution unitaires.
 3.1 Tâches indépendantesMachines identiquesConsidérons n tâches Ji avec des temps d’exécution pi (i = 1, . . . , n) à exécuter sur m ma-chines parallèles identiques M1, . . . ,Mm.
 P|pmtn|Cmax
 – Une borne inférieure pour P |pmtn|Cmax est donnée par
 LB := max
 {maxipi,
 (n∑i=1
 pi
 )/m
 }.
 – Un ordonnancement qui atteint cette borne peut être obtenu en un temps O(n) :– Remplir les machines successivement avec les tâches dans un ordre arbitraire.– Quand la borne est atteinte, diviser la tâche en deux parties et ordonnancer la deuxième partie
 de la tâche préemptée au temps 0 sur la machine suivante.– Vu que pi ≤ LB pour tout i, les deux parties d’une tâche préemptée ne se chevauchent pas.
 Exemple : m = 3i 1 2 3 4 5pi 4 5 3 5 4
 0 LB=7
 1 2
 2 3 4
 4 5
 P|pmtn; ri|Cmax et P|pmtn|Lmax
 – Cas particuliers de Q|pmtn; ri|Lmax.– O(n log n+mn) (voir plus loin).
 P|pmtn; ri|Lmax
 – Considérons tout d’abord la version “décision” du problème : Etant donné une constante L,existe-t-il un ordonnancement tel que
 nmaxi=1
 Li =n
 maxi=1{Ci − di} ≤ L?
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De plus, nous voulons trouver un tel ordonnancement s’il existe.– La condition est satisfaite ssi
 Ci ≤ dLi := L+ di pour tout i = 1, . . . , n.
 – Chaque tâche Ji doit être exécutée dans l’intervalle [ri, dLi ] (fenêtres de temps, time windows).
 – Nous allons montrer que le problème d’ordonnancer avec préemption n tâches sur m ma-chines identiques de sorte que les tâches sont exécutées pendant leur fenêtre de temps [ri, di]se ramène à un problème de flot maximum.
 – Soient t1 < t2 < · · · < tr la séquence ordonnée des différentes valeurs de ri et di.– Considérons les intervalles
 IK := [tK , tK+1] de longueur tK+1 − tK pour K = 1, . . . , r − 1.
 – Construction du graphe :Noeuds : Un noeud par tâche Ji et par intervalle IK , plus deux noeuds artificiels s et t.Arcs : – (s, Ji) de capacité pi pour tout i = 1, . . . , n.
 – (IK , t) de capacité mTK pour tout K = 1, . . . , r − 1.– (Ji, IK) si Ji peut être exécuté pendant IK (ri ≤ tK et tK+1 ≤ di), de capacité TK .
 – Il existe un ordonnancement satisfaisant toutes les fenêtres de temps ssi le flot maximum a
 une valeurn∑i=1
 pi.
 – Complexité : O(n3).– Pour résoudre P |pmtn; ri|Lmax, recherche par bissection sur la valeur de L.– Supposons que di ≤ ri + n
 nmaxj=1
 pj , ce qui implique
 −n nmaxj=1
 pj ≤ Lmax ≤ nn
 maxj=1
 pj.
 – Algorithme en
 O(n3(log n+ log1
 ε+ log(
 nmaxj=1
 pj))
 pour résoudre le problème avec une erreur absolue d’au plus ε.
 P|pi = 1; ri|Lmax
 – On suppose que les tâches sont ordonnées de sorte que
 r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn.
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– ri entiers : ordonnancer dans l’ordre des dates limites di croissantes.– Plus précisément : si au temps courant toutes les machines ne sont pas occupées et qu’il y a
 une tâche Ji avec ri ≤ ti, on ordonnance une telle tâche avec la date limite la plus petite.– Complexité O(n log n).
 Cette approche ne fonctionne pas si les ri ne sont pas entiers. Considérons l’exemple suivantavec m = 2.
 i 1 2 3 4ri 0 0.2 0.5 0.5di 2 3 1.9 3
 1 3
 2 4
 0.2 0.5 1 1.9 2
 M1
 M2
 FIG. 2 – Earliest Due Date — Lmax = 0.1
 1
 0.2 0.5 1 1.9 2
 2
 3 4
 M1
 M2
 FIG. 3 – Un meilleur ordonnancement — Lmax = −0.4
 Machines uniformes– n tâches Ji (i = 1, . . . , n) à ordonnancer sur m machines parallèles uniformes Mj (j =
 1, . . . ,m).– Les machines ont des vitesses différentes sj (j = 1, . . . ,m).– L’exécution de la tâche Ji sur la machine Mj dure pi/sj unités de temps.– Hypothèses :
 1 = s1 ≥ s2 ≥ . . . sm et p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn.
 Q|pmtn|Cmax
 – SoientPi = p1 + · · ·+ pi et Sj = s1 + · · ·+ sj
 pour i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m. Nous supposons que n ≥ m.– Condition nécessaire pour exécuter toutes les tâches dans l’intervalle [0, T ] :
 Pn = p1 + · · ·+ pn ≤ s1T + s2T + · · ·+ smT = SmT
 i.e. Pn/Sm ≤ T .
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– De même, Pj/Sj ≤ T pour j = 1, . . . ,m− 1, parce que Pj/Sj est une borne inférieure surle temps nécessaire pour les tâches J1, . . . , Jj .
 – On en déduit quew := max{m−1
 maxj=1
 Pj/Sj, Pn/Sm}
 est une borne inférieure sur Cmax.– Nous allons construire un ordonnancement qui atteint cette borne.– Etant donné un ordonnancement partiel jusqu’au temps t, le niveau pi(t) de la tâche i au
 temps t est la portion de i pas encore exécutée.– Au temps t, l’algorithme niveau appelle la procédure affectation(t) qui associe les tâches
 aux machines.– Les machines continuent avec cette affectation de tâches jusqu’à un temps s > t où la
 procédure est répétée.
 Algorithme 24 (niveau).t = 0 ;tant qu’il existe une tâche i avec pi(t) > 0 {affectation(t) ;t1 = min{s > t : une tâche se termine au temps s}.t2 = min{s > t : il existe deux tâches i, j telles que pi(t) > pj(t) et pi(s) = pj(s)} ;t = min{t1, t2} ;}
 Algorithme 25 (affectation(t)).J = {i : pi(t) > 0} ; M = {M1, . . . ,Mm} ;marquer toutes les tâches dans J et les machines dans M comme non affectées.tant qu’il existe des tâches et des machines non affectées {
 Trouver l’ensemble I ⊆ J des tâches avec le plus grand niveau ;r = min{|M |, |J |} ;Affecter les tâches de I à exécuter conjointement aux r machines les plus rapides de M ;J = J \ I ;Eliminer les r machines les plus rapides de M ;}
 Pour exécuter r tâches 1, . . . ; r conjointement sur M1, . . . ,Ml (r ≥ l) pendant une période detemps T , nous exécutons chaque tâche pendant une période de T/r unités de temps sur chaquemachine.– Complexité : O(n2m).– Amélioré par Gonzalez et Sahni (1978) : O(n+m log n) et au plus 2(m− 1) préemptions.– Conséquence : des tâches 1, . . . , n avec des temps d’exécution p1, . . . , pn peuvent être or-
 donnancées dans un intervalle de longueur T ssi∑i∈A
 pi ≤ Th(A) pour tout A ⊆ {1, . . . , n}
 avec
 h(A) =
 {S|A| si |A| ≤ mSm sinon.
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FIG. 4 – Algorithme niveau
 Q|pmtn; ri|Lmax
 – A nouveau, nous considérons d’abord le problème de trouver un ordonnancement avec pré-emption tel que chaque tâche Ji est exécutée dans sa fenêtres de temps [ri, di].
 – Nous allons montrer que le problème se ramène à un problème de flot.– Soient t1 < t2 < · · · < tr la séquence ordonnée des différentes valeurs de ri et di.– Considérons les intervalles
 IK := [tK , tK+1] de longueur tK+1 − tK pour K = 1, . . . , r − 1.
 – Rappel : Construction du graphe pour le problème avec des machines identiques :
 Noeuds : Un noeud par tâche Ji et par intervalle IK , plus deux noeuds artificiels s et t.
 Arcs : – (s, Ji) de capacité pi pour tout i = 1, . . . , n.– (IK , t) de capacité mTK pour tout K = 1, . . . , r − 1.– (Ji, IK) si Ji peut être exécuté pendant IK (ri ≤ tK et tK+1 ≤ di), de capacité TK .
 – Nous étendons ce graphe de la manière suivante : soit IK un intervalle arbitraire et soientJi1 , . . . , Jis les prédécesseurs du noeud IK .
 – Nous remplaçons le sous-graphe défini par IK , Ji1 , . . . , Jis par un graphe étendu avec :– des noeud additionnels (K, 1), (K, 2), . . . , (K,m) ;– pour j = 1, . . . ,m, un arc de (K, j) à IK de capacité j(sj − sj+1)TK ;– pour ν = 1, . . . , s et j = 1, . . . ,m, un arc de Jiν à (K, j) de capacité (sj − sj+1)TK .1
 1Nous posons sm+1 = 0.
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FIG. 5 – Q|pmtn; ri|Lmax - Problème de flot
 Théorème 26. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :1. Il existe un ordonnancement admissible.
 2. Dans le réseau étendu il existe un flot de s à t de valeurn∑i=1
 pi.
 Complexité : O(mn3)– Pour résoudre Q|pmtn; ri|Lmax, recherche par bissection sur la valeur de L.– Algorithme en
 O(mn3(log n+ log1
 ε+ log(
 nmaxj=1
 pj))
 pour résoudre le problème avec une erreur absolue d’au plus ε.
 Q||∑
 Ci
 – Soit i1, i2, . . . , ir la séquence des tâches exécutées sur la machine Mj . La contribution de cestâches dans la fonction objectif est
 pi1r
 sj+ pi2
 r − 1
 sj+ · · ·+ pir
 1
 sj.
 – On en déduit que dans un ordonnancement optimal, les tâches de la machine Mj doivent êtreordonnancées en ordre croissant de temps d’exécution.
 – Distribution optimale des tâches sur les machines : t1, . . . , tn séquence croissante des nombresde l’ensemble
 {1s1, 1s2, . . . , 1
 sm, 2s1, 2s2, . . . , 2
 sm, 3s1, . . .
 }.
 – Si ti = ksj
 , ordonnancer la tâche i sur Mj comme k-ème dernière tâche (en supposant p1 ≥p2 ≥ · · · ≥ pn).
 Algorithme 27 (Q||∑Ci).
 pour (j = 1 ; j ≤ m ; j + +)πj = ∅ ; wj = 1
 sj;
 pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) {– Trouver le plus grand j tel que wj := minmν=1wν ;– πj = i ◦ πj ;– wj = wj + 1
 sj;
 }
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Q|pmtn|∑
 Ci
 – Version adaptée de SPT (Shortest Processing Time first).– Ordonner les tâches en ordre croissant de temps d’exécution, et ordonnancer chaque tâche
 successive avec préemption pour minimiser son temps de fin.
 Algorithme 28. Q|pmtn|∑Ci
 a = 0;tant que (p1 > 0) {– Trouver le plus grand i avec pi > 0 ;– ∆t = pi/s1 ;– pour (ν = i ; ν ≥ max{1, i−m+ 1} ; ν −−) {
 Ordonnancer ν sur M1+i−ν pendant [a, a+ ∆t] ;pν = pν −∆t s1+i−ν ;}a = a+ ∆t ;}
 Q|pi = 1|∑
 fi et Q|pi = 1|fmax
 – Il existe un ordonnancement optimal dans lequel les tâches sont exécutées dans des périodesde temps avec les n dates de fin possibles au plus tôt.
 – Génération : initialiser un heap avec des temps de fin 1/sj (j = 1, . . . ,m). A chaque étape,retirer le plus petit élément du heap ; si le temps de fin est k/sj , insérer (k + 1)/sj .
 – Solution de Q|pi = 1|∑fi : problème d’affectation.
 – Solution de Q|pi = 1|fmax : modification de l’algorithme de Lawler.
 Machines indépendantes– n tâches Ji (i = 1, . . . , n) à ordonnancer sur m machines parallèles indépendantes Mj (j =
 1, . . . ,m).– L’exécution de la tâche Ji sur la machine Mj dure pij unités de temps.
 R||∑
 Ci
 – Réduction à un problème d’affectation.
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– Soit i1, i2, . . . , ir la séquence des tâches exécutées sur la machine Mj . La contribution de cestâches dans la fonction objectif est
 rpi1j + (r − 1)pi2j + · · ·+ 1pirj.
 – Nous définissons la position d’une tâche sur une machine en les considérant en partant de ladernière tâche exécutée.
 – Pour résoudre le problème, on affecte de manière optimale les tâches j aux positions k surles machines j. Le coût pour associer i à (k, j) est kpij .
 – Remarquons que si i est affecté à la position k > 1 sur la machine j, alors il y a aussi unetâche en position k − 1 sur j.
 R|pmtn|Cmax
 – 2 étapes :
 1. Programme linéaire pour calculer pour chaque tâche i et chaque machine j le temps tijpassé par la machine j sur la tâche i dans un ordonnancement optimal.
 2. Calcul de l’ordonnancement correspondant.
 – Soit tij le temps d’exécution de la partie de la tâche i effectuée sur la machine j. L’équation
 m∑j=1
 tijpij
 = 1
 doit être satisfaite pour toute tâche i = 1, . . . , n terminée.
 min Cmax
 s.c.m∑j=1
 tijpij
 = 1 i = 1, . . . , n
 m∑j=1
 tij ≤ Cmax i = 1, . . . , n
 n∑i=1
 tij ≤ Cmax j = 1, . . . ,m
 tij ≥ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
 – Pour un ordonnancement optimal nous avons :
 Cmax = max
 {n
 maxi=1
 m∑j=1
 tij,m
 maxj=1
 n∑i=1
 tij
 }.
 – Réalisation de l’ordonnancement : couplage biparti (voir Brucker, Section 2.4).
 R|pmtn|Lmax
 – Approche similaire.– Supposons que les tâches sont ordonnées de sorte que
 d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn.
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– Soit t(1)ij le temps d’exécution de la tâche i sur la machine j pendant l’intervalle I1 = [0, d1 +
 Lmax], et, pour k = 2, . . . , n, soit t(k)ij le temps d’exécution de la tâche i sur la machine jpendant l’intervalle Ik = [dk−1 + Lmax, dk + Lmax].
 min Lmax
 s.c.m∑j=1
 n∑k=1
 t(k)ij
 pij= 1 i = 1, . . . , n
 m∑j=1
 t(1)ij ≤ d1 + Lmax i = 1, . . . , n
 m∑j=1
 t(k)ij ≤ dk − dk−1 i = k, . . . , n, k = 2, . . . , n
 n∑i=1
 t(1)ij ≤ d1 + Lmax j = 1, . . . ,m
 n∑i=1
 t(k)ij ≤ dk − dk−1 j = 1, . . . ,m, k = 2, . . . , n
 t(k)ij ≥ 0 i, k = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
 3.2 Tâches avec contraintes de précédence– Nous considérons maintenant n tâches i = 1, . . . , n avec des contraintes de précédences
 entre elles.– Notations : i → j si j successeur direct de i, IP (i) ensemble des prédécesseurs directs de i
 et IS(i) ensemble des successeurs directs de i.
 IP (i) = {j : j → i} IS(i) = {j : i→ j}.
 – Arbre entrant : un seul successeur s(i). Arbre sortant : un seul prédécesseur p(i).– Dates de disponibilités cohérentes avec les contraintes de précédence si ri + pi ≤ rj quandi → j. Dates limites cohérentes avec les contraintes de précédence si di ≤ dj − pj quandi→ j.
 P|intree; pi = 1|Lmax
 – 2 étapes :
 1. Modification des dates limites.
 2. Ordonnancement en ordre croissant de dates limites.
 – Modification des dates limites : remplacer di par min{di, dj − 1} quand i→ j.
 Algorithme 29 (Modification des dates limites).T = {i : i n’a pas de successeur} ;tant que (T 6= ∅) {
 choisir i ∈ T ;pour tout j ∈ IP (i) {– dj = min{dj, di − 1} ;– T = T ∪ {j} ;
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}T = T \ {i} ;}
 – Tâches ordonnées avec d′1 ≤ d′2 ≤ · · · ≤ d′n.– F : temps au plus tôt où une machine est disponible. r(i) : dernier temps de fin d’un pré-
 décesseur de i. n(t) : nombre de tâches ordonnancées au temps t. x(i) : début de la tâchei.
 Algorithme 30 (P |intree; pi = 1|Lmax).F = 0 ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) r(i) = 0 ;pour (t = 0 ; t ≤ n ; i+ +) n(t) = 0 ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) {t = max{r(i), F} ;x(i) = t ;n(t) = n(t) + 1 ;si (n(t) == m) F = t+ 1 ;j = s(i) ;r(j) = max{r(j), t+ 1} ;}
 P |outtree; pi = 1; ri|Cmax : symétrique à P |intree; pi = 1|Lmax.
 P |intree; pi = 1|Cmax : symétrique à P |outtree; pi = 1|Cmax.
 P |tree; pi = 1|Cmax peut donc être résolu en O(n).
 P |outtree; pi = 1|Lmax est NP-difficile.
 P2|prec; pi = 1; Lmax
 – A nouveau, calcul de dates limites modifiées, mais procédure plus sophistiquée.– Soit S(i) l’ensemble des successeurs (pas nécessairement immédiats) de i. Supposons que
 les dates modifiée ont été calculées pour tout j ∈ S(i). Nous définissons pour tout réel d ettoute tâche i
 g(i, d) = |{k : k ∈ S(i), d′k ≤ d}| .
 – Si j ∈ S(i) et si tous les successeurs de i doivent être finis avant leur date limite, alors i doitêtre terminé avant
 d′j −⌈g(i, d′j)
 2
 ⌉.
 – On peut donc définir d′i par
 d′i = min
 {di,min{d′j −
 ⌈g(i, d′j)
 2
 ⌉: j ∈ S(i)
 }.
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Algorithme 31 (Modification des dates limites 2).pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) n(i) =
 ∑nj=1 aij ;
 calculer L, liste des tâches en ordre croissant de di ;S = {1, . . . , n} ;tant que (S 6= ∅) {
 Trouver i ∈ S avec n(i) = 0 ;count = 1 ;pour (j = 1 ; j ≤ n ; j + +) si (k := L(j) ∈ S(i)) {di = min{di, dk −
 ⌈count
 2
 ⌉;
 count+ + ;}éliminer i de L et insérer i avec sa valeur actuelle di ;pour (j = 1 ; j ≤ n ; j + +) si (aij == 1) n(j)−− ;S = S \ {j} ;}
 Algorithme 32 (P2|prec; pi = 1;Lmax).pour (j = 1 ; j ≤ n ; j + +) v(j) =
 ∑ni=1 aij ;
 T = 0 ; M = ∅ ;tant que (L 6= ∅) {
 si (|M | == 2) ou (il n’y a pas de tâche dans L avec v(j) == 0) {T = T + 1 ;tant qu’il existe i ∈M {
 pour (j = 1 ; j ≤ n ; j + +) si (aij == 1) v(j) = v(j)− 1 ;M = M \ {i} ;}}trouver la première tâche j ∈ L avec v(j) == 0 ;x(j) = T ;M = M ∪ {j} ;L = L \ {j} ; }
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3.3 Complexité des problèmes sur machines parallèlesGraphe des réductions
 Résultats de complexité– Problèmes sans préemption :
 http ://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/class/dateien/classes/pqr_nop/pqr_nop– Problèmes avec préemption :
 http ://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/class/dateien/classes/pqr_pmt/pqr_pmt
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4 Problèmes de shop
 4.1 Le modèle de graphe disjonctifProblèmes étudiésSystème de machines dédiées, tâches Ji composée de ni opérations Oi1, . . . , Oini , relations deprécédences entre les opérations (general shop).
 Job shop :Oi1 ≺ Oi2 ≺ · · · ≺ Oini i = 1, . . . , n.
 Flow shop : Job shop avec ni = m pour i = 1, . . . , n, chaque opération est associée à unemachine et l’ordre des opérations est le même pour toutes les tâches.
 Open shop : Comme le flow shop mais ordre quelconque des opérations.
 Ces problèmes sont très utilisés pour modéliser les processus de production industrielle.
 Graphes disjonctifs– Il est possible de représenter certains ordonnancements admissibles pour les problèmes de
 shop par des graphes disjonctifs.– Si la fonction objectif est régulière, l’ensemble des solutions admissibles représentées de
 cette façon contient toujours une solution optimale.Pour une instance d’un problème de shop général, le graphe disjonctif G = (V,C,D) est définicomme suit :
 V est l’ensemble des noeuds représentant les opérations de toutes les tâches. Deux noeudsadditionnels : source 0 ∈ V et puits ∗ ∈ V . Un poids est associé à chaque noeud, quiest nul pour 0 et ∗ et égal au temps d’exécution de l’opération correspondante pour lesautres noeuds.
 C est l’ensemble des arcs conjonctifs dirigés. Ces arcs représentent les relation de précédenceentre les opérations. Il y a également des arcs conjonctifs entre la source et toutes lesopérations sans prédécesseur, et entre les opérations sans successeur et le puits.
 D est l’ensemble des arcs disjonctifs non dirigés. Un tel arc existe pour chaque paire d’opéra-tions appartenant à la même tâche qui ne sont pas connectées par un arc conjonctif et pourchaque paire d’opérations à effectuer sur la même machine qui ne sont pas connectéespar un arc conjonctif.
 Un exemple avec 4 tâches et 4 machines :
 33
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– Décision d’ordonnancement : définir un ordre des opérations connectées par des arcs dis-jonctifs.
 – Transformer les arcs non dirigés en arcs dirigés.– Une sélection S est un ensemble d’arcs disjonctifs dirigés. Les arcs disjonctifs qui ont été
 dirigés sont appelés arcs fixés.– Une sélection est complète si
 – tous les arcs disjonctifs sont fixés et– le graphe résultant G(S) = (V,C ∪ S) est acyclique.
 Une sélection complète pour l’exemple précédent :
 Construction de l’ordonnancement x = (xi), défini par les temps de début de chaque opérationi, pour une sélection complète donnée :
 34
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– Pour chaque chemin p entre i et j dans G(S), la longueur de p est définie comme la sommedes poids des noeuds de p, j exclus.
 – Pour chaque opération i, soit i la longueur du plus long chemin de 0 à i.– xi = l(i) définit un ordonnancement admissible x associé à S.– Tout ordonnancement admissible x définit un ordre des opérations pour chaque tâche et
 chaque machine, et donc une sélection complète S. L’ordonnancement correspondant x′ estaussi bon que x, et donc une sélection complète qui représente un ordonnancement optimalexiste toujours.
 – La longueur l(∗) d’un plus long chemin entre 0 et ∗ est la valeur de Cmax correspondant àune sélection complète.
 4.2 Problèmes “open shop”Open shop– Chaque tâche i est composée de m opérations Oij (j = 1, . . . ,m), où Oij doit être effectuée
 sur Mj .– Pas de relation de précédences.– Le problème revient donc à trouver les ordres des tâches (ordres des opérations appartenant
 à une même tâche) et les ordres des machines (ordre des opérations effectuées sur la mêmemachine).
 O2||Cmax
 – Apparemment le seul problème polynomial avec des temps d’exécution arbitraires.– Soient A et B les deux machines et ai et bi les temps d’exécution des tâches i (i = 1, . . . , n)
 sur les machines A et B respectivement. De plus, soient
 I = {i : ai ≤ bi; i = 1, . . . , n} etJ = {i : bi < ai; i = 1, . . . , n}
 1er cas :ar = max{max{ai : i ∈ I},max{bi : i ∈ J}}
 – Ordonnancer toutes les tâches de I \{r} dans un ordre arbitraire, puis toutes les tâchesde J , et finalement r sur la machine A.
 – Sur la machine B, ordonnancer la tâche r, puis toutes les tâches de I \ {r} dans lemême ordre que sur A, puis toutes les tâches de J dans le même ordre que sur A.
 2ème cas :br = max{max{ai : i ∈ I},max{bi : i ∈ J}}
 Interchanger les machines et les ensembles I et J et appliquer la même règle.
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Temps d’exécution unitaires– Transformer un problème P avec des temps d’exécution unitaire en un problème P en rem-
 plaçant– les machines par m machines parallèles identiques,– chaque tâche i par une chaîne de m tâches de temps unitaire Oik (k = 1, . . . ,m),et résoudre P .
 – Un ordonnancement pour P peut être représenté par une matice binaire A = (ait) où ait = 1ssi Oik est ordonnancé en période t pour un certain k (k = 1, . . . ,m).
 – Un tel ordonnancement peut être transformé en un ordonnancement admissible pour le pro-blème open shop original en affectant les machines aux opérations de sorte que :– les m opérations d’une même chaîne sont affectées à des machines différentes,– toutes les opérations ordonnancées en même temps le sont sur des machines différentes.
 – Cette affectation des machines se séduit au problème de coloration des arcs d’un graphebiparti (défini par A) avec exactement m couleurs. Il existe un algorithme pour ce problèmeen O(nm log2(nm)).
 O|pij = 1|Cmax
 – Nous avons vu que P |pi = m; pmtn|Cmax avec n tâches a une solution optimale avecCmax = n.
 – n est donc une borne inférieure sur la valeur optimale de O|pij = 1|Cmax
 – On peut construire facilement un ordonnancement qui atteint cette borne.m = 4, n = 7
 1 2 3 4 5 6 77 1 2 3 4 5 66 7 1 2 3 4 55 6 7 1 2 3 4
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O|pij = 1|∑wiCi
 – A nouveau, considérons d’abord P |pi = m; pmtn|∑wiCi. Nous avons vu que la préemp-
 tion n’apporte rien, et il suffit donc de résoudre P |pi = m|∑wiCi.
 – Ordonner les tâches en ordre croissant de wi.– Si n = lm + r, nous obtenons l blocs de m tâches et un bloc l + 1 de r tâches. Toutes les
 tâches du bloc k (k = 1, . . . , l + 1) sont ordonnancées dans l’intervalle [(k − 1)m, km].– Pour construire l’ordonnancement pourO|pij = 1|
 ∑wiCi, ordonnancer les l premiers blocs
 comme pour O|pij = 1|Cmax et le dernier bloc de la même façon avec des temps morts pourles m− r dernières tâches n’existant pas.
 m = 3, n = 11.
 Block1 Block2 Block3 Block41 2 33 1 22 3 1
 4 5 66 4 55 6 4
 7 8 99 7 88 9 7
 10 1110 11
 11 10
 O|pij = 1; di|−– Ce problème consiste à déterminer s’il existe un ordonnancement admissible pour l’open
 shop avec des temps d’exécution unitaires, tel qu’aucune tâche ne se termine après sa datelimite.
 – Dates limites ordonnées : d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn.– Si d1 < m, alors C1 > d1 dans tout ordonnancement. Nous pouvons donc supposer quem ≤ di pour tout i = 1, . . . , n.
 – Idée de l’algorithme :– Affecter les m opérations de chaque tâche aux intervalles de temps [t − 1, t] pour t =
 1, . . . , T := maxi=1,...n di.– La tâche i est d’abord affectée aux créneaux de temps di −m+ 1, . . . , di.– Si un créneau t > 1 contient m + 1 opérations, alors une opération du plus petit créneau
 avec cette propriété est déplacée d’une unité vers la gauche. L’opération est répétée sinécessaire.
 – A la fin de cette procédure, uniquement le premier créneau peut avoir accumulé plus de mopérations. C’est le cas uniquement si O|pij = 1; di|− a une réponse négative.
 Algorithme 33 (O|pij = 1; di|−).T = maxi=1,...n di ;pour (t = 1 ; t ≤ T ; t+ +) h(t) = 0 ;pour (i = 1 ; i ≤ n ; i+ +) {
 pour (j = di ; di ≥ di −m+ 1 ; di −−) h(j) + + ;tant qu’il existe t > 1 tel que h(t) == m+ 1 {
 Trouver t0 > 1 minimal tel que h(t0) == m+ 1 ;h(t0 − 1) + +h(tO) = m ;}}si h(1) ≤ m il existe un ordonnancement sans tâche en retard.
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– Le vecteur h est appelé vecteur de fréquences.– Il ne dépend pas de l’ordre des tâches.– Il est possible d’implémenter l’algorithme avec une complexité O(mn).
 O|pij = 1|∑Ui
 – Un ordonnancement optimal consiste en un ensemble E de tâches en avances et L :={1, . . . , n} \ E de taches en retard.
 – Si d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn, alors E∗ est de la forme E∗ = {k∗, k∗ + 1, . . . , n}.– Recherche dichotomique sur k∗ en résolvant O|pij = 1; di|− comme sous-problème.– Complexité : O(mn log n).
 4.3 Problèmes “flow shop”Flow shop– Chaque tâche i est composée de m opérations Oij (j = 1, . . . ,m), où Oij doit être effectuée
 sur Mj .– Relations de précédences :
 Oi1 ≺ Oi2 ≺ · · · ≺ Oim i = 1, . . . , n.
 – Le problème revient donc à trouver l’ordre πj des tâches pour chaque machine j.– Critère Cmax. (Tous les autres problèmes sont NP-difficiles avec des temps d’exécution arbi-
 traires).
 F2||Cmax
 Nous pouvons nous limiter aux ordonnancements pour lesquels la séquence des tâches est lamême sur les deux machines.
 Lemme 34. Pour le problème Fm||Cmax, il existe un ordonnancement optimal tel que :
 1. la séquence des tâches est la même sur les deux premières machines ;
 2. la séquence des tâches est la même sur les deux dernières machines.
 Construction d’une liste L représentant la permutation des tâches.
 Algorithme 35 (F2||Cmax (Johnson)).X = {1, . . . , n} ; T = ∅ ; R = ∅ ;tant que X 6= ∅ {– trouver i∗, j∗ avec pi∗j∗ = mini∈X, j=1,2 pij .– si j∗ == 1 T = T ◦ i∗ sinon R = i∗ ◦R ;– X = X \ {i∗} ;}L = T ◦R ;
 38
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4.4 Problèmes “job shop”Job shop– Chaque tâche i est composée de ni opérations Oij (j = 1, . . . , ni), où Oij doit être effectuée
 sur µij .– Relations de précédences :
 Oi1 ≺ Oi2 ≺ · · · ≺ Oini i = 1, . . . , n.
 J |n = 2|Cmax
 Approche géométrique : problème de plus court chemin dans le plan avec des obstacles rectan-gulaires.
 n1 = 4, n2 = 3
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– Les temps d’exécution des opérations pour les deux tâches sont représentés par des inter-valles sur les axes x et y.
 – Les intervalles sont étiquetés par les machines sur lesquelles les opérations correspondantesdoivent être exécutées.
 Un ordonnancement optimal correspond à un chemin de 0 à F . Ce chemin a les propriétéssuivantes :
 1. le chemin consiste en des segments qui sont soit parallèles à un des axes (une seuleopération est exécutée), ou diagonaux (des opérations des deux tâches sont exécutées enparallèle) ;
 2. le chemin évite l’intérieur de tout obstacle rectangulaire de la forme I1 × I2 où I1 et I2sont des intervalles correspondant à la même machine.
 3. la longueur du chemin, qui correspond à la durée de l’ordonnancement, est égale à
 longueur des parties horizontales + longueur des parties verticales+ (longueur des parties diagonales) /
 √2
 Nous transformons ce problème en un problème de plus courts chemins dans un réseau N =(V,A, d) de la manière suivante :– L’ensemble des noeuds N est constitué de 0, F et de l’ensemble des coins nord-ouest et
 sud-est de tous les obstacles.– Il y a au plus deux arcs sortant de chaque noeud i ∈ V \ {F}. Pour construire ces arcs, nous
 partons en diagonale du noeud i jusqu’à rencontrer la frontière du rectangle défini par O etF ou la frontière d’un obstacle.– Dans le premier cas, F est le successeur unique de i et l’arc (i, F ) correspond au chemin
 qui va de i à la frontière puis suit la frontière jusque F .– Si on rencontre un obstacle D, il y a deux arcs (i, j) et (i, k) où j et k sont les coins
 nord-ouest et sud-est de D.
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– La longueur d(i, j) de l’arc (i, j) est égale à la longueur de la partie horizontale ou verticaleplus la longueur de la projection de la partie diagonale sur un des axes.
 – Un chemin de O à F dans N = (V,A, d) correspond à un ordonnancement admissible et salongueur est égale à la valeur de Cmax correspondante.
 41



						
LOAD MORE                    

                                    


                
                    
                    
                                        
                

                

                        


                    

                                                    
                                Malicious Software Classiﬁcation using VGG16 …...Malicious Software Classiﬁcation using VGG16 Deep Neural Network’s Bottleneck Features Edmar Rezende y, Guilherme Ruppert ,

                            

                                                    
                                18 février 2016 PRÉSENTATION DU LIVRE BLANC …pres.gandi.net/downloads/Gandi-refait-le-point...Gandi (re)fait le .point 2016 Classiﬁcation de Nice Classiﬁcation de Nice : classiﬁcation

                            

                                                    
                                COMMENT S'installer - Aveyron · - Une copie des titres hospitaliers éventuels (CCA, Attaché, …) - Un curriculum vitae - Un projet d’ordonnance - Un texte d’annonce à publier

                            

                                                    
                                Analyse géométrique des données - medias.dunod.commedias.dunod.com/document/9782100598205/Feuilletage.pdf · 10.3 Classiﬁcation ascendante hiérarchique . . . . . . . . . 327

                            

                                                    
                                Classiﬁcation en présence d’outliers (données aberrantes ... · outliers 15.6% 15.8%68.6% Qualité de classiﬁcation équivalente qu’avec 3 classes F. Langrognet Rmixmod

                            

                                                    
                                Lunettes de protection d’ordonnance · Lunettes de protection d’ordonnance Version 2016. Des lunettes mieux ajustées • Conçu pour aider à comparer différents styles et modèles

                            

                                                    
                                Explications du Conseil fédéral (PDF) - bk.admin.ch · Dispositions transitoires ad art. 75b6 (Résidences secondaires) 1 Le Conseil fédéral édicte par voie d’ordonnance les

                            

                                                    
                                Physique et Chimie 2013 · Formulaire d’analyse vectorielle 444 Classiﬁcation périodique 448. Sommaire thématique de Chimie 2004–2013 ... Cinétique chimique

                            

                                                    
                                REPONSE A LA CONSULTATION PUBLIQUE DU MINISTERE DE LA ...€¦ · reponse a la consultation publique du ministere de la justice sur l’avant-projet d’ordonnance portant reforme

                            

                                                    
                                RESTAURATION DE LA FREGATE DU - musee-chateau … · prince, qui apprenait les rudiments de la navigation avec l’officier d’ordonnance de Napoléon III, ... à Saint-Cloud, où

                            

                                                    
                                Jules Vuillemin et la ﬁn des systèmes philosophiquesnzaher710.free.fr/pdf/handout-waps-jvr.pdfLa classiﬁcation de Vuillemin Caractéristiques de la classiﬁcation • Une théorie

                            

                                                    
                                solation thermique à température ambiante. Classiﬁcation des isolants

                            

                                                    
                                INFO-F-203 : Algorithmique 2 - Université libre de …homepages.ulb.ac.be/~bfortz/ag2.pdfChapitre 1 : Introduction aux tables de hachage 2 FIGURE 1.1 – Implémentation d’un ensemble

                            

                                                    
                                Collective Classiﬁcation for the Prediction of 

                            

                                                    
                                ST3 - Polytech’ Paris UPMC 6 mai 2015 - Freelaurie.bougeois.free.fr/polytech/Roches_carbonatees.pdf · 2019. 9. 1. · Stromatolithes. Introduction Classiﬁcation Diagenèse Environnements

                            

                                                    
                                Développement et évaluation de nouvelles méthodes de ...depozit.isae.fr/theses/2012/2012_Roussel_Guillaume.pdf · de problèmes de classiﬁcation ne faisant intervenir que des

                            

                                                    
                                Entity Extraction, Linking, Classiﬁcation, and Tagging for ... · Entity Extraction, Linking, Classiﬁcation, and Tagging for Social Media: A Wikipedia-Based Approach Abhishek

                            

                                                    
                                Manual sur la coopération internationale aux fins de ...€¦ · Modèle d’ordonnance de production ..... 109 V. Exemple d’ordonnance de ... terme désignant les efforts déployés

                            

                                                    
                                Classiﬁcation des moyens de production d'énergie 

                            

                                                    
                                La conjugaison des endomorphismes de R - Michael … · Michaël Monerau La conjugaison des endomorphismes de Rn. 2. La classiﬁcation linéaire 2 2 La classiﬁcation linéaire

                            

                                                    
                                Classiﬁcation faiblement supervisée : arbre de décision 

                            

                                                    
                                Effets des psychotropes d’ordonnance sur la conduite (Rapport) · Risque d’accident ... risques de ces drogues pour la conduite. Conclusions . Les psychotropes d’ordonnance

                            

                                                    
                                ST3 - Polytech’ Paris UPMC 22 mai 2015laurie.bougeois.free.fr/cours/Roches_evaporitiques.pdf · ST3 - Polytech’ Paris UPMC 22 mai 2015. Introduction Classiﬁcation Environnements

                            

                                                    
                                ORIGINAL ARTICLE Molecular classiﬁcation of Crohn s ... · ORIGINAL ARTICLE Molecular classiﬁcation of Crohn’s disease reveals two clinically relevant subtypes Matthew Weiser,1,2

                            

                                                    
                                Une classiﬁcation phylogénétique des vertébrés 3 · exercices qui vous permettront d’utiliser vos connaissances sur la classification phylogénétique et sur l’évolution

                            

                                                    
                                Les Partenariats public -Privé · • Autoroutes : fin des concessions d’une partie des SEM, cas A4, A14, contournement de Lyon etc. • Ferroviaire : ... texte du projet d’ordonnance,

                            

                                                    
                                Learning to Select Base Classes for Few-shot Classiﬁcation · 2020-04-02 · Learning to Select Base Classes for Few-shot Classiﬁcation Linjun Zhou 1 ;2Peng Cui Xu Jia Shiqiang

                            

                                                    
                                Projet d’ordonnance relative au droit des sociétés et 

                            

                                                    
                                AVANT-PROJET D’ORDONNANCE ORGANIQUE DE LA … · Vu la demande d‘avis sollicité par le gouvernement de la Région de Bruxelles-Capitale, sur l‘avant-projet d‘ordonnance organique

                            

                                                    
                                LÉGISLATION SUISSE SUR LES ARMEScette brochure. En outre, le 1er janvier 2010, des nouveautés importantes ont été introduites concernant les armes d’ordonnance. Ces modifications,

                            

                                                    
                                Mémoire de Master - dspace.univ-tlemcen.dzdspace.univ-tlemcen.dz/bitstream/112/6455/1/Mast.GEE.Brahimi... · 1.2 Généraliés et classiﬁcation des convertisseurs statiques. Les

                            

                                                    
                                PROPOSITIONS ALTERNATIVES POUR UNE RÉFORME DU DROIT … · PROPOSITIONS ALTERNATIVES POUR UNE RÉFORME DU DROIT DES OBLIGATIONS (sur la base du projet d’ordonnance de février

                            

                                                    
                                Université de Montréal Classiﬁcation analytique de 

                            

                                                    
                                Exploring Classiﬁcation of Histological Disease Biomarkers 

                            

                                                    
                                Plan d’action pour les crises d’asthme – SITUATION D’URGENCEmsssa4.msss.gouv.qc.ca/intra/formres.nsf... · *DT9173* Dossier Nom Adresse Date de naissance FORMULAIRE D’ORDONNANCE

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	À propos de nous
	Contactez nous
	Termes
	DMCA
	Politique de confidentialité



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOCUMENTS

            

                    

    








    


